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De plus :

ektp est reel positif borne sur [0, K]. Soit D la borne :

V E2 &#x3E; 0, 1 s, &#x3E; 0 tel que e  s, entraine :

Donc, avec un choix convenable de e, on peut
rendre I, aussi petit qu’on veut. Donc on peut rendre I
aussi petit qu’on veut a condition de prendre E suffi-
samment petit et t suffisamment grand.
Donc I -&#x3E; 0 pour t -. + oo (C.Q.F.D.).
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ÉQUATION D’ÉTAT D’UN PLASMA HYDROGÉNOÏDE

Par C. ROGER et J. SALMON,
Conservatoire National des Arts et Métiers, Paris.

(Reçu le 18 octobre 1967.)

Résumé. 2014 Nous établissons l’équation d’état d’un plasma totalement ionisé en tenant
compte des trois types d’interaction en jeu (électron-électron, électron-ion, ion-ion). Nous
nous limitons au cas des plasmas hydrogénoïdes par suite des simplifications remarquables
qui apparaissent avec ceux-ci. Nous adoptons comme hypothèse de fermeture de l’équation
aux densités doubles soit l’hypothèse R-S, soit l’hypothèse de Kirkwood. Nous éliminons
les divergences en introduisant une distance de moindre approche et obtenons diverses expressions
avec lesquelles nous effectuons des applications numériques.

Abstract. 2014 The equation of state of a fully ionised plasma, making allowance for the
three kinds of possible interaction (electron-electron, electron-ion, ion-ion) has been established.
Our study has been restricted to the case of hydrogen plasmas, because of the remarkable
simplifications that come out with the latter.

Both R-S’s and Kirkwood’s hypotheses have been taken as a closure hypothesis of the
equation governing double densities. Divergences have been removed thanks to the intro-
duction of a notion of closest possible distance, and many expressions have been obtained
with which numerical applications have been made.
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1. Introduction. - Dans cet article, nous nous

proposons d’6tablir 1’expression de 1’equation d’6tat
et celle de 1’energie interne d’un plasma hydrog6noide
totalement ionis6 a partir de diverses hypotheses de
fermeture introduites dans les equations des densit6s
doubles a 1’equilibre, mais alors que la plupart des

auteurs (Guernsey [1], O’Neil [2], Teller [3]) ne

traitent qu’une espece de particules, soit les electrons,
soit les ions, en consid6rant que les particules d6laiss6es
forment un fond continu de neutralisation, nous trai-
tons pour notre part les electrons et les ions en tenant
compte des trois types d’interaction en jeu. Par contre,
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nous nous limitons au plasma hydrog6noide par suite
des simplifications introduites par 1’egalite des charges
et celle des densit6s particulaires.
Comme hypoth6se de fermeture de 1’6quation des

densit6s doubles a 1’equilibre, nous utilisons successi-
vement I’hypoth6se R-S et l’hypothèse de superpo-
sition. Ce dernier cas se subdivise lui-meme en deux,
selon qu’une coupure est introduite dans les int6grales
qui divergent ou que la loi d’interaction electron-ion
est modifi6e de maniere a éviter systématiquement les
divergences. Le lecteur sera donc en presence de trois
m6thodes : la premiere correspondant a l’utilisation
de 1’hypoth6se R-S sera designee « M6thode R-S »;
la seconde correspondant a 1’hypoth6se de superpo-
sition de Kirkwood utilis6e selon la m6thode mise au

point par J. Yvon [4] sera designee « M6thode K-Y » ;
la troisi6me proche de la seconde, mais differant par
la modification a courte distance de la loi force elec-
tron-ion et par la substitution d’une m6thode d’analyse
num6rique a une m6thode analytique pour la resolu-
tion des equations, sera designee « M6thode K-Y
modifi6e ».
Le plasma est caractérisé par une temperature des

electrons et des ions T et une densite commune

ne = ni = n des electrons et des ions. P d6signe la
pression du plasma et E son energie interne. K est
la constante de Boltzmann, e la charge du proton
et Eo la permittivit6 du vide. La longueur de Landau ro
et celle de Debye h sont alors donn6es en unites MKSA
par les expressions : 

Le rapport de ces deux longueurs sera d6sign6
par oc :

Nous serons 6galement amenes a introduire le rayon
de 1’atome d’hydrog6ne ao et a poser :

L’6cart par rapport a 1’etat de gaz parfait sera

represente par les fonctions R et S telles que :

V d6signant le volume occupe par le plasma.
Nous montrerons que ces deux quantites sont fonc-

tions des seules variables r6duites oc et xo et qu’elles
sont li6es tres simplement entre elles. Nous les affec-
terons des indices superieurs 1, 2, 3 correspondant
respectivement aux expressions obtenues au moyen de
la m6thode R-S, de la m6thode K-Y et de la m6-
thode K-Y modifi6e.

Le point de depart de notre etude est l’equation
des densit6s doubles a 1’6quilibre :

Dans cette équation, a et b repr6sentent des indices
fixes caract6risant les particules, a, est affect6 aux ions
et b aux électrons; u et v repr6sentent des indices
variables se confondant soit avec a soit avec b. Les
’ chiffres 1, 2, 3 se rapportent aux vecteurs position r1,
r2 et r3. 11 y a correspondance entre le chiffre et la
lettre. Ainsi rul est le vecteur position de la particule
de type u dans la position 1, nuvl2 la densite double
relative a la particule u dans la position 1 et a la

particule v dans la position 2. Les densit6s triples nuva123
et nuvb123 s’interprètent de la meme mani6re. Enfin,
XuV12 est la force s’exerçant entre la particule u en r,
et la particule v en r2. Cette force derive de 1’energie
potentielle d’interaction ({)uV12 au moyen de la relation :

Ayant choisi une hypoth6se de fermeture permet-
tant d’exprimer les densites triples en fonction des
densit6s simple et double, on obtient une relation (7)
modifi6e qui fournit, une fois explicit6e, un systeme
d’equations int6grales dont la resolution donne les

expressions des densit6s doubles naa12’ nbbl2, nab12 et

nba12. On en deduit la pression P et 1’energie interne E
du plasma au moyen des relations : 

et, de la, les expressions des quantites sans dimen-
sion R et S.

2. Hypoth6se de fermeture. - On applique soit

I’hypoth6se de fermeture de R-S [5-6], soit celle de
Kirkwood. 11 n’est nullement besoin de s’attarder sur

I’hypoth6se de Kirkwood devenue classique :

Rappelons par contre celle de R-S :

D6signons par (Jaa, 6bb et 6ab = 6ba les distances
minima d’approche entre particules d’espèce a, parti-
cules d’espèce b et particules d’esp6ce differente; on
pose en utilisant la notation condens6e (Juv :
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et :

et des conditions identiques pour nuvb123.

3. Application a un plasma hydrogenoide. - Les
m6thodes que nous allons exposer sont valables pour
n’importe quel plasma d’ions et d’61ectrons, mais, ainsi
que nous le montrerons, leur mise en oeuvre ne pr6-
sente de difficultes mod6r6es que dans le cas d’un

plasma hydrog6noide.

a ) HYPOTHESE R-S. - Les expressions des distances
de moindre approche cruv devraient resulter de consi-
dérations quantiques et différer pour les trois types de
collision mais les calculs seraient tres complexes. Les
correlations 6tant essentiellement gouvern6es par les
actions a grande distance, il semble que le choix d’une
distance de moindre approche commune soit une

approximation raisonnable. Nous la prendrons 6gale
a ro. En effet, la longueur de Landau ro est la distance
de moindre approche pour un electron se dirigeant
avec une energie cin6tique 6gale a K T vers un autre
electron au repos. L’equation (7) s’6crit alors, en utili-
sant I’hypoth6se (12) :

certaines intégrales s’annulant par suite du caract6re
homog6ne et isotrope du plasma.

D’autre part, l’indice e signifie que l’on int6gre dans
un domaine excluant les spheres de protection.

Posons :

il vient :

Nous allons r6soudre cette equation par approxima-
tions successives en posant :

D’autre part, nous remarquons que, par suite du
caract6re coulombien des forces, on peut écrire :

avec :

Reportons le d6veloppement (16) dans 1’6qua-
tion (15) en convenant d’6crire : 

et en notant soigneusement que v n’appartient pas
au développement de Euv.

11 vient, compte tenu de

V12 remplaCant le symbole Vr12.
Associons les uns aux autres les termes de plus bas

indice provenant des trois expressions qui constituent
1’6quation ci-dessus. On obtient ainsi :

Cette equation est en fait un syst6me d’équations
portant sur les fonctions inconnues Eaa, Ebb, Eab et Eba.

Or, il se trouve que, dans le cas d’un plasma hydro-
g6noide caractérisé par les equations (18), ce systeme
est r6ductible;h une seule equation obtenue en posant :

On le v6rifie par substitution de (22) dans (21),
et on trouve :

Les fonctions EP sont solution de 1’6quation (21) par
l’intermédiaire de la relation (22) ou les Cv, sont

d6sormais connus. On devrait en toute rigueur expli-
citer 1’equation (21) en tenant compte des domaines
d’interdiction provenant des in6galit6s :

L’équation obtenue serait tres complexe et nous

allons la simplifier de la mani6re suivante :
Supposons les auv nuls. 11 vient alors (voir appen-

dice I) :

p impair :

p pair :
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L’6tude de ces equations montrerait que la borne
inferieure de l’int6grale introduit une divergence.
Nous allons lever cette difficult6 en remplaçant celle-ci
par ro. I1 vient alors :

p impair :

p pair :

b) HYPOTHHSE DE KIRKWOOD. - Remplaqons dans
1’6quation (7) ?2uva123 et nuvb123 par les expressions obte-
nues en utilisant l’hypothèse (11). Il vient, en intro-
duisant a nouveau les fonctions tf¡ uv12 :

Introduisons a nouveau les Euvl2. Il vient, en proje-
tant sur un axe joignant les points 1 et 2 :

V d6signant le domaine d’int6gration dont nous pr6-
ciserons par la suite 1’etendue. Dans le cas du plasma
hydrog6noide, on a les relations :

et Ie syst6me (26) portant sur quatre fonctions in-
connues est r6ductible au syst6me suivant dans lequel
on a pose :

soit :

4. Rdsolution du syst6me d’équations R-S. - Nous
avons a r6soudre les equations :

p impair :

p pair:

Effectuons le changement de variable et de cons-
tante :

il vient :

p impair :

p pair :

Les solutions s’6crivent, pour p = 1, 2, 3 :

E2(X) d6signant la fonction exponentielle int6grale
d6finie par la relation :

Les expressions des fonctions de correlation sont :

d’ou, en reprenant la formule de la pression (9) :

on peut effectuer compl6tement les intégrations et

obtenir 1’6quation d’état sous la forme :
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L’expression de 1’energie interne est :

le parametre a 6tant lie a la densite particulaire n et
a la temperature T par la relation :

5. Rdsolution du syst6me d’équations K-Y. -
Pour r6soudre le syst6me d’6quations int6grales K-Y,
posons tout d’abord :

Reportons ces développements dans le systeme
d’équations K-Y. 11 vient, en groupant les termes de
matiere convenable le syst6me recurrent :

d’ou les equations suivantes et leurs solutions :

Pour p = 3, il convient d’additionner et de sous-
traire les equations (43), ce qui donne apr6s un calcul
d6taiII6 :

Dans la premiere equation, nous n6gligerons le
terme integral. En effet, si les points 1 et 2 6taient

confondus, l’intégrale serait nulle et s’ils sont éloignés,
le produit el, E2 , est petit puisque le point 3 ne peut

etre simultan6ment au voisinage des deux. 11 semble
donc raisonnable de n6gliger ce terme :

Il vient ainsi :

d’ou, en reportant et en usant a nouveau de cette
meme approximation :

Malheureusement, E3 se comporte a l’origine comme
r- s et l’int6grale est divergente. La m6thode K-Y ne
peut etre utilis6e sous cette forme. Nous introduirons
pour lever cette difficult6 une coupure en ro sur l’int6-

grale portant sur E3. 11 vient ainsi :

La solution de cette equation est :

d’où :

avec toujours :

6. Mdthode K-Y m0difi£e. - Nous allons reprendre
1’6tude du syst6me de Kirkwood-Yvon en introduisant
un potentiel infini dans l’interaction ion-electron a la
distance ao 6gale au rayon de 1’atome d’hydrogène.
La m6thode de resolution du syst6me d’6quations
int6grales utilis6e a ete mise au point sur notre

demande par la Societe d’Économie et de Math6-

matiques Appliqu6es (S.E.M.A.). L’ingénieur respon-
sable de 1’etude était M. Canevet. Après utilisation
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des changements de variable d6jA mentionnés, le
syst6me d’6quations intégro-différentielles s’6crit :

avec :

Q(x) repr6sente le domaine d’int6gration defini par
la zone hachur6e de la figure 1.

FIG, I.

Posons :

les conditions aux limites sont E, 1) -* 0 quand x -+ oo,
les correlations devenant n6gligeables quand les parti-
cules concern6es s’61oignent l’une de 1’autre. La fonc-
tion recherch6e apr6s la resolution du syst6me (48)
est R3( Cl) avec :

Le syst6me (48) peut s’6crire en tenant compte des
propri6t6s du noyau G :

Lorsque x tend vers zero, les intégrales du sys-
t6me (52) tendent vers zero et les equations de-
viennent :

d’où l’on déduit :

On constate que H tend vers l’infini, lorsque x tend
vers z6ro, ce qui est en contradiction totale avec le
fait que physiquement un electron et un ion ne peu-
vent occuper le meme emplacement. 11 faudrait en
toute rigueur introduire de maniere d6tail]6e des effets
quantiques aux tres courtes distances. Nous nous
contenterons de modifier le potentiel electron-ion pour
lever la divergence.
Aux potentiels :

nous allons substituer les potentiels suivants dans

lesquels C d6signe une constante tres grande :

Nous laissons inchang6s le potentiel électron-élec-
tron et le potentiel ion-ion, et nous substituons pour
l’interaction electron-ion un potentiel tres r6pulsif au
potentiel coulombien attractif aux distances inferieures
au rayon de 1’atome d’hydrog6ne.

Introduisons la fonction continue (p(x) et la fonction
discontinue I&#x3E;(x) telles que :
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A d6signant une constante assez grande pour que le
potentiel C soit tres violemment r6pulsif pour x  xo.
11 vient :

avec :

On divise ces equations respectivement par F(x)
et H(x). On fait la somme et la difference des expres-
sions obtenues et on intègre de x a l’infini. On trouve
en posant :

et en effectuant un long calcul au cours duquel on
permute l’ordre de certaines integrations :

On verifie que le comportement des solutions pour
x --&#x3E; oo est correct pourvu que la condition suivante
soit satisfaite :

On peut montrer que cette condition traduit la
relation qui existe entre la densite simple et la densite
double. Revenant en effet aux quantites n et r, on
constate que celle-ci s’6crit :

Or : 

en soustrayant 1’6quation (63).
Proc6dons maintenant aux changements de va-

riable :

le syst6me que l’on va confier a l’ordinateur est le
suivant :

La seconde equation (56) montre que, par suite du
caractere violemment repulsif de C, on peut prendre H
6gal a zero. Pour obtenir F, il suffit d’ajouter les deux
equations (67) et (68) :

A ce syst6me (67), (68), (69), (70), il faut ajouter
les deux equations :

On voit que pour une valeur donn6e de zo = ocxo
le syst6me d’équations int6grales ne contient plus la
variable a. Il admet une infinité de solutions. Pour
chacune de ces solutions, la formule (71) fournit la
valeur de a qui convient. On obtient donc une rela-
tion R3(oc) a ocxo constant par une methode dans la-

quelle oc n’est pas fix6 a l’avance mais r6sulte des
calculs.
Le principe de la methode numerique est le suivant :

on d6finit une suite de couples (Fn, Hn) au moyen des
relations de recurrence obtenues a partir des 6qua-
tions (67) a (70) et pour une valeur donn6e de ocxo :

On part d’un couple Fo, Ho arbitraire, et au moyen
d’un processus iteratif on constate que la suite (Fn, Hn)
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converge vers un couple (F 00’ H,,,). A ce couple corres-
pondent la valeur de cx et la valeur de R3(oc) telles que :

On obtient donc ainsi le reseau R3( rx) a rxxo constant
d’ou l’on extrait R3(cc) à Xo constant.

Les fonctions de depart Fo et H0 sont de la forme :

7. Rdsultats obtenus. - Les param6tres physiques
sont la temperature T exprimee en degr6s absolus et
la densite particulaire des ions n exprim6e en m-3.
Les param6tres oc et x, sont lies a T et n par les
relations :

On s’impose les contraintes suivantes :

a) La longueur de Landau ’0 doit etre plus petite
que la longueur de Debye h afin que les d6veloppe-
ments en oc aient un sens :

b ) Le rayon de 1’atome d’hydrogène ao doit etre
plus petit que la longueur de Debye afin que la notion
d’écran ait un sens pour l’interaction electron-ion :

soit n  1024 T.

c) Le plasma ne doit pas être dégénéré, soit :

h d6signant la constante de Planck h divis6e par 27r.
Cette condition s’ecrit encore :

d) L’hydrogene doit rester ionis6, d’oii T &#x3E; 105 OK.
On v6rifie que, pour T = 105 OK, n doit rester infe-
rieur a 1028 particules par m3 et que, pour T = 109 OK,
n doit rester inferieur a 1033.

Les tableaux suivants traduisent un ensemble de
résultats. La quantite Rq repr6sente 1’6cart par rapport
a 1’etat parfait. L’indice supérieur precise la m6thode
en jeu et l’indice inferieur la valeur de x0. Exemple :

L’indice 3 signifie qu’on est en presence de la m6-
thode K-Y modifi6e et l’indice 1 que xo = 1.

Sur la figure 2 sont tracées les courbes représenta-
tives des fonctions R(oc). On constate tout d’abord que,
pour xo = 1, les fonctions R11( oc) et R31(a) sont tres

proches, tandis que la fonction Rî( rx) se separe nette-
ment des deux autres. Les m6thodes R-S et K-Y modi-

TABLEAU I

R1 Methode R-S, R2 Methode K-Y, R3 Methode K-Y modifiee.
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TABLEAU II

fi6es conduisent a des resultats voisins entre eux mais
diff6rents de ceux de la m6thode K-Y. Toutefois, pour
les faibles valeurs de a, toutes les courbes sont confon-
dues tant que xo reste inferieur a 1’unite. Le choix de
la distance de moindre approche importe alors peu.

FIG. 2.

En effet, pour a faible et xo inferieur a 1’unite, la

longueur de Debye est tres grande devant les autres
longueurs. Le role des collisions lointaines est pr6pon-
d6rant. 11 n’en est plus de meme lorsque a croit.

Enfin, lorsque x, devient supérieur a l’unit6, la forme
des courbes se modifie sensiblement. Pour xo = 5,
on a meme un maximum et une décroissance jusqu’a
des valeurs negatives. La grande valeur de ao vis-a-vis
de ro donne de l’importance aux collisions proches
electron-ions du type sphere dure.

8. Conclusion. - Cette etude a permis de montrer
qu’il était possible de d6velopper 1’6tude des corr6la-
tions dans un plasma en 6quilibre thermodynamique
sans consid6rer comme un fond uniforme et neutra-
lisant l’un ou l’autre des constituants mais en conser-
vant aux charges leur caractere discontinu. Afin de
juger de la validite des m6thodes de maniere plus fine,
nous faisons effectuer sur ordinateur une experience
de simulation du comportement d’un plasma a l’équi-
libre. Un certain nombre d’ions et d’electrons 6tant

places dans une enceinte, on cherche au moyen d’une
m6thode de Monte-Carlo 1’etat d’énergie minimum
pour une temperature donn6e d’ou l’on deduit la

pression et 1’6nergie interparticulaire. Le travail est

en cours.

APPENDICE 1

L’equation (21) s’6crit en projetant sur rl2 = r,
en utilisant les quantites ro et h en supposant les suv nuls :

p impair :

p pair:
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L’emploi de. coordonn6es bipolaires rl3 = u et

r23 = a, permet d’6crire pour 1’equation (1) :

L’int6grale est nulle pour a &#x3E; r, tandis que pour
a  r il vient :

La borne inferieure de l’int6grale introduisant une
divergence, on 16ve celle-ci en substituant ro a zero ;

Pour r6soudre cette equation, on proc6de aux chan-
gements de variable et de constante :

d’oii l’équation :

Pour r6soudre celle-ci, d6rivons-la puis divisons

par x2 :

La solution g6n6rale de cette equation différentielle
s’ecrit :

Pour obtenir a partir de cette expression une solution
de 1’6quation (4) physiquement acceptable, il convient
de faire A = 0 et de reporter. On obtient alors une
expression de B en fonction de a qui conduit a la
solution d6sir6e.

APPENDICE 2

J. Canevet a propose pour R3(IX) une int6ressante
formule approchee. Une etude tres d6taill6e du sys-
t6me d’6quations int6grales lui a montre qu’une bonne
approximation de la fonction D(x) 6tait :

les equations :

deviennent alors :

L’élimination de e-Àxo entre ces deux formules
donne :

En toute rigueur, il conviendrait d’associer a chaque
valeur de cx la racine X de 1’6quation (1) puis de
reporter dans (3).

J. Canevet propose de remplacer X par a dans (3)
et obtient une formule approch6e R3’ (rx) :

Le tableau suivant rend compte de la valeur de

I’approximation :
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