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LE JOURNAIL DE PHYSIQUE

EQUATION D’ETAT D’UN PLASMA HYDROGENOIDE

Par C. ROGER et J. SALMON,

Conservatoire National des Arts et Métiers, Paris.

(Regu le 18 octobre 1967.)

Résumé. — Nous établissons I'équation d’état d’un plasma totalement ionisé en tenant
compte des trois types d’interaction en jeu (électron-électron, électron-ion, ion-ion). Nous
nous limitons au cas des plasmas hydrogénoides par suite des simplifications remarquables
qui apparaissent avec ceux-ci. Nous adoptons comme hypothése de fermeture de 1’équation
aux densités doubles soit I'hypothése R-S, soit I'hypothése de Kirkwood. Nous éliminons
les divergences en introduisant une distance de moindre approche et obtenons diverses expressions
avec lesquelles nous effectuons des applications numériques.

Abstract. The equation of state of a fully jonised plasma, making allowance for the
three kinds of possible interaction (electron-electron, electron-ion, ion-ion) has been established.
Our study has been restricted to the case of hydrogen plasmas, because of the remarkable
simplifications that come out with the latter.

Both R-S’s and Kirkwood’s hypotheses have been taken as a closure hypothesis of the
equation governing double densities. Divergences have been removed thanks to the intro-
duction of a notion of closest possible distance, and many expressions have been obtained
with which numerical applications have been made.

TOME 29, JUILLET 1968, PAGE 587.

1. Introduction. — Dans cet article, nous nous
proposons d’établir I’expression de 1’équation d’état
et celle de I’énergie interne d’un plasma hydrogénoide
totalement ionisé a partir de diverses hypothéses de
fermeture introduites dans les équations des densités
doubles a I’équilibre, mais alors que la plupart des

auteurs (Guernsey [1], O’Neil [2], Teller [3]) ne
traitent qu’une espéce de particules, soit les électrons,
soit les ions, en considérant que les particules délaissées
forment un fond continu de neutralisation, nous trai-
tons pour notre part les électrons et les ions en tenant
compte des trois types d’interaction en jeu. Par contre,
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nous nous limitons au plasma hydrogénoide par suite
des simplifications introduites par I’égalité des charges
et celle des densités particulaires.

Comme hypothése de fermeture de I’équation des
densités doubles a ’équilibre, nous utilisons successi-
vement ’hypothése R-S et I’hypothése de superpo-
sition. Ce dernier cas se subdivise lui-méme en deux,
selon qu’une coupure est introduite dans les intégrales
qui divergent ou que la loi d’interaction électron-ion
est modifiée de maniere a éviter systématiquement les
divergences. Le lecteur sera donc en présence de trois
méthodes : la premiére correspondant a I'utilisation
de I’hypothése R-S sera désignée « Méthode R-S »;
la seconde correspondant a4 I’hypothese de superpo-
sition de Kirkwood utilisée selon la méthode mise au
point par J. Yvon [4] sera désignée « Méthode K-Y »;
la troisitme proche de la seconde, mais différant par
la modification & courte distance de la loi force élec-
tron-ion et par la substitution d’une méthode d’analyse
numérique 4 une méthode analytique pour la résolu-
tion des équations, sera désignée « Méthode K-Y
modifiée ».

Le plasma est caractérisé par une température des
électrons et des ions T et une densit¢é commune
n, = n; = n des électrons et des ions. P désigne la
pression du plasma et E son énergie interne. K est
la constante de Boltzmann, ¢ la charge du proton
et g, la permittivité du vide. La longueur de Landau 7,
et celle de Debye % sont alors données en unités MKSA
par les expressions :

P

o= 4dme, KT )
1/2
. eOKT)
h= ( one? . (2)

Le rapport de ces deux longueurs sera désigné
par « :
3)

Nous serons également amenés a introduire le rayon
de Patome d’hydrogéne g, et a poser :

o = 7y/h.

Xy = ay|r,.

(4)

L’écart par rapport a I’état de gaz parfait sera
représenté par les fonctions R et § telles que :

P

R=5 771 ()
E

S=g x| (6)

V désignant le volume occupé par le plasma.

Nous montrerons que ces deux quantités sont fonc-
tions des seules variables réduites « et x, et qu’elles
sont liées trés simplement entre elles. Nous les affec-
terons des indices supérieurs 1, 2, 3 correspondant
respectivement aux expressions obtenues au moyen de
la méthode R-S, de la méthode K-Y et de la mé-
thode K-Y modifiée.
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Le point de départ de notre étude est 1’équation
des densités doubles a I’équilibre :

KTV, Nypiz — xuvlz Ryp12

Tul

— f[xuals Nuvarzs T XupisMusprzs] d7s = 0. (7)

Dans cette équation, a et b représentent des indices
fixes caractérisant les particules, a, est affecté aux ions
et b aux électrons; u et v représentent des indices
variables se confondant soit avec a soit avec b. Les
‘chiffres 1, 2, 3 se rapportent aux vecteurs position r;,
r, et ry Il y a correspondance entre le chiffre et la
lettre. Ainsi r,; est le vecteur position de la particule
de type u dans la position 1, n,,,, la densité double
relative a la particule # dans la position 1 et a la
particule » dans la position 2. Les densités triples 7,410
et 7,105 Sinterprétent de la méme maniére. Enfin,
X .12 st la force s’exercant entre la particule u en ry
et la particule v en r,. Cette force dérive de I’énergie
potentielle d’interaction ¢,,,;, au moyen de la relation :

&)

Ayant choisi une hypothese de fermeture permet-
tant d’exprimer les densités triples en fonction des
densités simple et double, on obtient une relation (7)
modifiée qui fournit, une fois explicitée, un systéme
d’équations intégrales dont la résolution donne les
expressions des densités doubles 7,55, 740, Mgp10 €L
Npare- ON en déduit la pression P et I’énergie interne E
du plasma au moyen des relations :

X ey e
wvl2 — d e
712 Tig

1
P =2nKT — ¥4 J‘[naaIZ Paarz T Mpp12 Prviz

+ 204315 Papiz] dr dry  (9)
1
E = 3nKTV + 5 f [0012 Paarz + Mov12 Poviz
+ 214415 Paprz] dridr,  (10)

et, de la, les expressions des quantités sans dimen-
sion R et S.

2. Hypothése de fermeture. — On applique soit
Phypotheése de fermeture de R-S [5-6], soit celle de
Kirkwood. Il n’est nullement besoin de s’attarder sur
Phypothése de Kirkwood devenue classique :

M yv12 Poags Pua1s

(11)

n =
1
uoazs Nyy1 Nyg Mg

Rappelons par contre celle de R-S :

Désignons par 6, 63, €t o, = o, les distances
minima d’approche entre particules d’espéce a, parti-
cules d’espéce & et particules d’espéce différente; on
pose en utilisant la notation condensée g, :

|ru1_rv2l<cuv |rv2—ra3}<°'va
ou IraS_ru1|<Gau

ou
(12)

Nypa123 = 0
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et :
Irul - rvzl Z Gy I Poo — l"a3| Z Oy
| Pz — rul] P Oy
Muva12s = Muiloazs T Moo Maust T MagMuprs — 2Ny Myg Mgy

et des conditions identiques pour 7,05

3. Application 4 un plasma hydrogénoide. — Les
méthodes que nous allons exposer sont valables pour
n’importe quel plasma d’ions et d’électrons, mais, ainsi
que nous le montrerons, leur mise en ceuvre ne pré-
sente de difficultés modérées que dans le cas d’un
plasma hydrogénoide.

a) HypotHESE R-S. — Les expressions des distances
de moindre approche ¢,, devraient résulter de consi-
dérations quantiques et différer pour les trois types de
collision mais les calculs seraient trés complexes. Les
corrélations étant essentiellement gouvernées par les
actions a grande distance, il semble que le choix d’une
distance de moindre approche commune soit une
approximation raisonnable. Nous la prendrons égale
a ry. En effet, la longueur de Landau 7, est la distance
de moindre approche pour un électron se dirigeant
avec une énergie cinétique égale & KT vers un autre
électron au repos. L’équation (7) s’écrit alors, en utili-
sant ’hypothese (12)

KT Vripnys + XyiaPune
+ J‘e [xua13 Nyao3 + Xub13 nvb23] 1 Q3 = 0 (13)

certaines intégrales s’annulant par suite du caractére
homogene et isotrope du plasma.
D’autre part, I'indice ¢ signifie que I’on intégre dans
un domaine excluant les sphéres de protection.
Posons

‘-lJuvlz =1+ e (14)

Nywiz = My My “I-’mnz;

il vient :
KT Vriseums + Xypia(l 4 €up2)
+ f (7 X ya13€vazs + 75 X1z €uas] drs = 0. (15)

Nous allons résoudre cette équation par approxima-
tions successives en posant :
[oe]
D — D
+ €2, ... —-zllaw,.

Cup = s%w + sfw + ... (16)

D’autre part, nous remarquons que, par suite du
caractére coulombien des forces, on peut écrire :

ey

X1z = €us X3 X, =— (17)

dre,r2, ;;
avec :
(18)

boa = € = 1; Cop = €5 = — 1.
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Reportons le développement (16) dans I’équa-

tion (15) en convenant d’écrire : -
ew =1

(19)

et en notant soigneusement que &9,
au développement de g,,.

n’appartient pas
Il vient, compte tenu de f Xygdry =0
e

«© 0
KTV, by D12 T €uo Xig 20: €1z
1

+f [naeua by €ta2s T Mpup 2 sgbm] Xydrs =0 (20)
e 1 1

V,, remplacant le symbole Vr,,.

Associons les uns aux autres les termes de plus bas
indice provenant des trois expressions qui constituent
I’équation ci-dessus. On obtient ainsi

KT V565,15 + € X12€00%
+ f (74 €ua€hos + Mpeyp€hiog] Xigdry = 0. (21)

Cette équation est en fait un systtéme d’équations
portant sur les fonctions inconnues ey, €y, Eqp €L Epg-
Or, il se trouve que, dans le cas d’un plasma hydro-
génoide caractérisé par les équations (18), ce systéme
est réductible a une seule équation obtenue en posant :

ey = sz e’. (22)

On le vérifie par substitution de (22) dans (21),
et on trouve :

o = szl
Yoo = =14+e"+e24 ... +e?...
Co =Gl = (—1r
o= =1 — & + . (e (23)

Les fonctions ¢? sont solution de I’équation (21) par
Pintermédiaire de la relation (22) ou les (%, sont
désormais connus. On devrait en toute rigueur expli-
citer ’équation (21) en tenant compte des domaines
d’interdiction provenant des inégalités :

Irul - erI 2 Gyp = To-

L’équation obtenue serait trés complexe et nous
allons la simplifier de la maniére suivante :

Supposons les 6, nuls. Il vient alors (voir appen-
dice I)

p impair :
de? 1y 1 » 2 0
S et (@) @da=
p pair :
Lt @
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L’étude de ces équations montrerait que la borne
inférieure de l’intégrale introduit une divergence.
Nous allons lever cette difficulté en remplagant celle-ci
par r,. Il vient alors :

p impair :
de? 7 1
AT ], @ dda=0
P pair :
‘ilir — 21 =0 (24 bis)

b) HypoTuisE DE KiRkwoob. — Remplacons dans
I’équation (7) 744105 €t Nyyp105 PAr les expressions obte-
nues en utilisant ’hypothése (11). Il vient, en intro-
duisant a nouveau les fonctions §,,;, :

KT Vi5$umz + Xyois ‘-I)uvlz + Yuvte fV [0 X ua13 Yoazs Yuars
+ 1y X s ¢vb23¢ub13] dry = 0. (25)

Introduisons & nouveau les ¢,,,,. Il vient, en proje-
tant sur un axe joignant les points 1 et 2 :

d

KT d_x—l Cuvtz — Xuvz(1 + €upra)

- (1 + Suvl2) fV [na Xua13€va23(1 + suals)
+ 1y Xyp1s€opas(l + upas)] drs = 0 (26)

V désignant le domaine d’intégration dont nous pré-
ciserons par la suite I’étendue. Dans le cas du plasma
hydrogénoide, on a les relations :

Kotz = Xopte = — Xopras 1, =1m,

et le systtme (26) portant sur quatre fonctions in-
connues est réductible au systéme suivant dans lequel
on a posé :

€oa12 = Epb1z = €12

(27)

Egb1z = Eparz = Tigs Xoarz = Xip
soit :

d —
d—xl e — (1 + &15) Xpp
— Qe n [ I +e) (1+e)

— (1 4+ 1+ MNe3)] Xizdry =0

KT

d

KTd_le)m

+ (1 + np) )?12

— () n [ I+ ) (1 + 749)
— (1 + M) (1 + &5)] Xlsd_rs; 0. (28)
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4. Résolution du systéme d’équations R-S. — Nous
avons a résoudre les équations :

p impair :
de?
%—:—ga"‘l—h—:—ﬁ jr €?(a) a*da =0
p pair :
y4
%—:—gsr-lz , =1 (29)

Effectuons le changement de variable et de cons-
tante :

x = rlry; o = 1/h (30)
il vient :
p impair :
ds” x
2~ ep-1__ 2 14 2 -
A o fle (¢) t2de
P pair :
de?
xz(_i;_sp—lz , =1 (31)
Les solutions s’écrivent, pour p =1, 2, 3 :
i e e~
&= 1+a x
e* (1—oax) o ]
2 —ar N T/ iy 7
€ _1+a[° 5w T g Bl
2 200 —ox
s_ % | 3p ) e E,(2 ]e
€=3 (l—l—oc)2[e 2E@(oc)—l—2(1 o) e*E;(2a) -

e—om: e—ow ax

o [+ e Eew)] 62

E,(X) désignant la fonction exponentielle intégrale
définie par la relation :

E(X) = [} e d

. (33)

Les expressions des fonctions de corrélation sont :
x<<1: Yo =0
x>1: Y=y =1+4¢e 4+ ¢
Gop = dpe=1—¢' + e —¢
d’ou, en reprenant la formule de la pression (9) :
ﬁi—:r*l — R'(a) =—-9‘6ffz°[sl 1 %] xdx

on peut effectuer complétement les intégrations et
obtenir ’équation d’état sous la forme :

" 4 o o fl—ua

R(“):anT_1=6(1+a) [1+6(1+a)
o« (44w 4 o2 "

—|—€(1 T oC)e E,-(ac)—g(l—_FT)e2 Ei(2oc)]. (34)
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L’expression de I’énergie interne est :
E
3nKTV

le parameétre o étant lié & la densité particulaire 7 et
a la température T par la relation :

3/2
_fo_ 1 oie (i_)
=3 = O okT)

5. Résolution du systéme d’équations K-Y. —
Pour résoudre le systtme d’équations intégrales K-Y,
posons tout d’abord :

— 0 1
€p =€lp + &5 + ... + by

Mz =Nz + Nz + -+ + 0,

—1 = S'(a) = — 2R () (35)

(36)

0
el =1

e = 1. (37)

Reportons ces développements dans le systéme
d’équations K-Y. Il vient, en groupant les termes de
matiére convenable le systéme récurrent :

d _
KT a}; el — Xl2sf2’1
—n X | elfelsel —nisnn] Xigdry =0
¢+r+m=np
KTin” + X .,]p—l
dxl 12 12712
—n B [aflehufh —nisel] Xigdr, =0 (38)
¢t+r+m=p

d’ou les équations suivantes et leurs solutions :

d —_ J—
KT dx. elp— Xig—1n f [e3s — ngg] Xysdrg =0
X1
p=1"_:
d _ _
KTd—"ﬁz + Xlz—”f [7]%3—5%3] Xi3drs =0 (39)
X1
e— ox
el = — M = x
e—2ow:
p=2: g =1h = 52 (40)

Pour p = 3, il convient d’additionner et de sous-
traire les équations (43), ce qui donne aprés un calcul
détaillé :

d —
KT g (e o+ ) = 4n [ elyely Xy

d —
KT — (e}, — "’ﬁ’z) — 2Xpe5, — 4n
dax;
1 _
f [efoess + ¢k €3 + ) (e — N3)] Xigdrs = 0. (46)

Dans la premitre équation, nous négligerons le
terme intégral. En effet, si les points 1 et 2 étaient
confondus, I'intégrale serait nulle et s’ils sont éloignés,
le produit e};e2; est petit puisque le point 3 ne peut
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étre simultanément au voisinage des deux. Il semble
donc raisonnable de négliger ce terme :

Il vient ainsi :
3 _ 3
€12 = —M12

d’oli, en reportant et en usant 4 nouveau de cette
méme approximation :

d _ _
KT —¢&},— Xjpef, — 2n f [e3s + efpels] Xy3dry = 0.

dx,

Malheureusement, 2 se comporte 4 I’origine comme
r~% et 'intégrale est divergente. La méthode K-Y ne
peut étre utilisée sous cette forme. Nous introduirons
pour lever cette difficulté une coupure en r, sur 'inté-
grale portant sur €. Il vient ainsi :

- 3ax

de? N e
i oczflss(a) a*da — o (1 4+ ax) = 0.

x2

La solution de cette équation est :

2 2 -2a 2 —-ox
s | (=) o p re _*gp ]e
e= [3 (1a¢ Bl +gr,—g k|
OL2 e 0(.2 e-ox e—saw
g Billed) T g B = —
d’our :
P 2 [
R (a) = mRT 1 =— % [fo el(x) xdx
+ fios?’(x) xdx]
o o e3= 2 o a
=% [1 TE0+a 30+x°¢ E"(4°‘)]
S%(o) = — 2R%(a) = £ 1 (47)
InKTV

avec toujours :

1/2 2 \32
" o _ (2n) ( e ) .
h A KT

6. Méthode K-Y modifiée. — Nous allons reprendre
I’étude du systéme de Kirkwood-Yvon en introduisant
un potentiel infini dans Pinteraction ion-électron a la
distance a, égale au rayon de l’atome d’hydrogéne.
La méthode de résolution du systéme d’équations
intégrales utilisée a été mise au point sur notre
demande par la Société d’Economie et de Mathé-
matiques Appliquées (S.E.M.A.). L’ingénieur respon-
sable de I'étude était M. Canevet. Aprés utilisation
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des changements de variable déja mentionnés, le
systéme d’équations intégro-différentielles s’écrit :

de (1 + g(x))
dx x?
+ 5 U +e) [ Gl a ) [(1+50) <)
— (L +n(1) n(a)] dade =0 (48)
(1 + 7(x))
+ 5 (L) [ 6 e 1) [+ () n(a)
— (1 4 n(t) e(@)] dadt =0

dn
a-f—

avec
G(%, a, )]= a(a® — t* — 22) [1242 (49)

Q(x) représente le domaine d’intégration défini par
la zone hachurée de la figure 1.

tA

Y

Posons :

"!}ee=¢i'i=l+€=F
Yoo = =1+n=H

(50)

les conditions aux limites sont ¢, vy — 0 quand x — oo,
les corrélations devenant négligeables quand les parti-
cules concernées s’éloignent ’'une de 'autre. La fonc-
tion recherchée apres la résolution du systéme (48)
est R3(a) avec :

R¥(«) = _%2 fo [e(x) — m(x)] x dx =2n§T— !

(51)

Le systeme (48) peut s’écrire en tenant compte des
propriétés du noyau G :

dF(x) F(x) o
& e gt

f o G @ 1) [F(t) F(a) — H(1) H(a)] dadt = 0
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dH(x)
dx

f o G 0,0) [F (1) H(a) —F(a) H(t)] dadt = 0. (52)

x2

2
+ =2+ % HE)

Lorsque x tend vers zéro, les intégrales du sys-
téme (52) tendent vers zéro et les équations de-
viennent :

x—=0:
dF F dH H
Lo W T (o)
d’olt 'on déduit :
x—>0:
F — el H — elle,

On constate que H tend vers I'infini, lorsque x tend
vers zéro, ce qui est en contradiction totale avec le
fait que physiquement un électron et un ion ne peu-
vent occuper le méme emplacement. Il faudrait en
toute rigueur introduire de maniére détaillée des effets
quantiques aux trés courtes distances. Nous nous
contenterons de modifier le potentiel électron-ion pour
lever la divergence.

Aux potentiels :

e2 e2

Pee = Pii Pei = Pie =

dme,r’ 4reyr

nous allons substituer les potentiels suivants dans
lesquels C désigne une constante trés grande :

a)

e2
Pee = Pii = yp—
b) r>ry ¢
Poi = i = — €[dme,r
r<lry :

Qo = @i = C?. (54)

Nous laissons inchangés le potentiel électron-élec-
tron et le potentiel ion-ion, et nous substituons pour
Pinteraction électron-ion un potentiel trés répulsif au
potentiel coulombien attractif aux distances inférieures
au rayon de I'atome d’hydrogene.

Introduisons la fonction continue ¢(#) et la fonction
discontinue ®(x) telles que :

a)
o = 1/x

b) x> x, :
D =—1/x

x < Xyt

® = A%x (55)
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A désignant une constante assez grande pour que le
potentiel @ soit trés violemment répulsif pour x << x,.
11 vient :

dF a? do
- + - —§Ff9<x) Gy(x, a, t) [F(t) ?&F(a)
+ H(t) @ Ha) | dadi =0 (56)
dH dO o2 de
ax + aH—g Hfg(w) Gy(%, a, t) [F(t) & H(a)
+ H(1) %’F(aﬂ dadt =0 (57)

avec
Gi(x, a,t) = a(a® — 2 — x?) [x%
On divise ces équations respectivement par F(x)
et H(x). On fait la somme et la différence des expres-

sions obtenues et on intégre de x 2 I'infini. On trouve
en posant :

S =F+ H—2;

a0y = 02— (2
do do

BO\) =fj(x2—t) (F T—HS +t32) dt (59)

et en effectuant un long calcul au cours duquel on
permute l'ordre de certaines intégrations :

Log [FH] = — [¢ + @]
a2

— & |- aSi(@ [A(x —al) — 4(x + a)lda  (60)

D=F—H
dd))

(58)

dit

F
Log [17] =—9¢+0®
_§f:“2D(a)da—a2fjaD(a)da
_%f:w(“) [B(|x —al) — B(|x 4+ al)]da. (61)

On vérifie que le comportement des solutions pour
x — oo est correct pourvu que la condition suivante
soit satisfaite :

2+ o2 j: @ D(a)da = 0. (62)

On peut montrer que cette condition traduit la
relation qui existe entre la densité simple et la densité
double. Revenant en effet aux quantités n et r, on
constate que celle-ci s’écrit :

2420 [(F—H)dr =0. (63)
Or :
Noe = Ny == nZF;

-

Ny = ny, = n?H (64)
N—1
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1 1
r—lfneidg =~ [wHar =N (65)
en soustrayant I’équation (63).

Procédons maintenant aux changements de va-
riable :

(66)

le systtme que 'on va confier a 'ordinateur est le
suivant :

Z = ox; v = oa

a) 22 2, = ox, :
Log [FH] = — g [ u5,(0) [4(| s— 2]
—A(lz oDl ds (67)
Log [%] =f ”@z—Z) D(v) dv
1

— g7 | v D@IB(1z— o) — B(1z + v])] do.  (68)
8z Jo

b) z<< 7 ¢

La seconde équation (56) montre que, par suite du
caractére violemment répulsif de @, on peut prendre H

égal A zéro. Pour obtenir F, il suffit d’ajouter les deux
équations (67) et (68) :

2LogF — lz fv(v— 2) D(v) do

_817: [ToS@) 40z — o) —4( 2 + 2]
+ D) [B(1z—v|)— B(lz + 2]} dv  (69)

H=0. (70)
A ce systéme (67), (68), (69), (70), il faut ajouter
les deux équations :

20 + f:vZD(v) do =0

1 (o
_Tzfo v D(v) dv

On voit que pour une valeur donnée de 2z, = ax,
le systtme d’équations intégrales ne contient plus la
variable «. Il admet une infinité de solutions. Pour
chacune de ces solutions, la formule (71) fournit la
valeur de « qui convient. On obtient donc une rela-
tion R3(a) & ax, constant par une méthode dans la-
quelle o n’est pas fixé & avance mais résulte des
calculs.

Le principe de la méthode numérique est le suivant :
on définit une suite de couples (F n. H,) au moyen des
relations de récurrence obtenues & partir des équa-
tions (67) a (70) et pour une valeur donnée de ax, :

LOg (Fn+1: n+l) =f(Fn9 Hn)‘

On part d’un couple F,, H, arbitraire, et au moyen
d’un processus itératif on constate que la suite (F,, H,)

(71)

R¥(o) = (72)

38
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converge vers un couple (F, H,). A ce couple corres-
pondent la valeur de o et la valeur de R3(«) telles que :

2u & f:’ P[Fo(0) — Hy(0)] do = 0
1

Rlo) =—15

" o[Fu(v) — Ho(o)] do.

On obtient donc ainsi le réseau R¥(«) & ax, constant
d’ol ’on extrait R3(a) & x, constant.

Les fonctions de départ F,, et H, sont de la forme :

Fy= e Pe™=
2> 7y Hy = ePe™"
2<% H, = 0.

7. Résultats obtenus. — Les paramétres physiques
sont la température 7 exprimée en degrés absolus et
la densité particulaire des ions n exprimée en m™3,
Les parameétres o et x, sont liés & T et n par les

relations :
o = 3,425 x 107712 T-372; %y = 3,167 x 1078 T

(unités MKSA).

On s’impose les contraintes suivantes :

a) La longueur de Landau r, doit étre plus petite
que la longueur de Debye % afin que les développe-
ments en o aient un sens :
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b) Le rayon de l'atome d’hydrogéne a, doit étre
plus petit que la longueur de Debye afin que la notion
d’écran ait un sens pour linteraction électron-ion :

ay < h, oxy << 1

soit n << 10 7.
¢) Le plasma ne doit pas étre dégénéré, soit :

hZ
KT > — (3n%n)23
2m *

# désignant la constante de Planck % divisée par 2m.
Cette condition s’écrit encore :

a3 xy < 1,78, n< 2,5 x 1021 732,

d) L’hydrogéne doit rester ionisé, d’ou 7" > 105 °K.
On vérifie que, pour T = 10° °K, = doit rester infé-
rieur & 102 particules par m® et que, pour T = 10° °K,
n doit rester inférieur a 10%,

Les tableaux suivants traduisent un ensemble de
résultats. La quantité R? représente ’écart par rapport
a Pétat parfait. L’indice supérieur précise la méthode
en jeu et indice inférieur la valeur de x,. Exemple :

p
R:i)(tl) = m — 1.
L’indice 3 signifie qu’on est en présence de la mé-
thode K-Y modifiée et I'indice 1 que x, = 1.
Sur la figure 2 sont-tracées les courbes représenta-
tives des fonctions R(a). On constate tout d’abord que,
pour x, =1, les fonctions R}(a) et R(«) sont tres

1y < h, x <1 . . p
proches, tandis que la fonction R%(a) se sépare nette-
soit n < 1013 T3, ment des deux autres. Les méthodes R-S et K-Y modi-
TABLEAU 1
Xy =1, T = 3,1566 x 105K
n
4 m™3 cm™3 R} R? R}
0,05 10%6 x 6,7 1020 x 6,7 0,008 0,008 0,008
0,1 10%7 x 2,68 102 x 2,68 0,015 0,015 0,015
0,15 10% x 6,04 102t x 6,04 0,023 0,025 0,023
0,2 1028 x 1,07 1022 x 1,07 0,029 0,033 0,027
0,3 10%8 x 2,41 1022 x 2,41 0,039 0,05 0,037
0,4 1028 x 4,29 1022 x 4,29 0,048 0,066 0,044
0,5 10%8 x 6,7 1022 x 6,7 0,056 0,083 0,053
0,6 1028 x 9,67 102 x 9,67 0,063 0,1 0,06
0,7 102 x 1,32 102 x 1,32 0,069 0,116 0,065
0,8 102 x 1,71 102 x 1,71 0,075 0,133 0,069
0,9 102 x 2,17 108 x 2,17 0,079 0,15 0,073

R Méthode R-S, R? Méthode K-Y, R3 Méthode K-Y modifiée.
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TABLEAU 11
%y = 0,5 Xy =2 % =05
n T = 1,5783 °K n T =6,3132 x 105°K ” T =1,56783 x 108 °K
o m-3 R} m~—3 R m~3 R
0,05 10% x 8,39 0,009 1027 x 5,37 0,006 1028 x 8,39 0,005
0,1 10% x 3,35 0,017 1028 x 2,15 0,012 10% x 3,35 0,006
0,15 1028 x 7,55 0,025 1028 x 4,83 0,017 102 x 7,55 0,002
0,2 10?7 x 1,34 0,032 1028 x 8,59 0,02 10% x 1,34 — 0,005
0,3 1027 x 3,02 0,045 102 x 1,93 0,024
04 10?27 x 5,37 0,059 102° x 3,43 0,025
0,5 10?27 x 8,39 0,07 10% x 5,37 0,026
0,6 1028 x 1,21 0,08
0,7 1028 x 1,64 0,09
0,8 10%8 x 2,15 0,097

fiées conduisent a des résultats voisins entre eux mais
différents de ceux de la méthode K-Y. Toutefois, pour
les faibles valeurs de «, toutes les courbes sont confon-
dues tant que x, reste inférieur 4 'unité. Le choix de
la distance de moindre approche importe alors peu.

Ret)
2
015 RE(a)
r
0,101
Rj(e)
R3a)
0,051
1 1 I L L 1 | I L&
[oh} 02 03 04 05 06 07 08 09
a
Rict)
o1
3
[
0,051
R?
0 L 012 1 1 1 1 I 1 oL
01 \\ 03 0,4 05 06 07 08
A3
b

N

En effet, pour « faible et x, inférieur a I'unité, la
longueur de Debye est trés grande devant les autres
longueurs. Le réle des collisions lointaines est prépon-
dérant. Il n’en est plus de méme lorsque o croit.
Enfin, lorsque x, devient supérieur & I'unité, la forme
des courbes se modifie sensiblement. Pour x, =5,
on a méme un maximum et une décroissance jusqu’a
des valeurs négatives. La grande valeur de g, vis-a-vis
de 7, donne de l'importance aux collisions proches
électron-ions du type sphere dure.

8. Conclusion. — Cette étude a permis de montrer
qu’il était possible de développer 1’étude des corréla-
tions dans un plasma en équilibre thermodynamique
sans considérer comme un fond uniforme et neutra-
lisant ’'un ou Pautre des constituants mais en conser-
vant aux charges leur caractére discontinu. Afin de
juger de la validité des méthodes de maniére plus fine,
nous faisons effectuer sur ordinateur une expérience
de simulation du comportement d’un plasma a I’équi-
libre. Un certain nombre d’ions et d’électrons étant
placés dans une enceinte, on cherche au moyen d’une
méthode de Monte-Carlo ’état d’énergie minimum
pour une température donnée d’ou l'on déduit la
pression et I’énergie interparticulaire. Le travail est
en cours.

APPENDICE 1

L’équation (21) s’écrit en projetant sur ry, =r,
en utilisantles quantités r et # en supposant lesc,,, nuls :

p impair :
de? 1y L, 1 €P(rq3) .
dr 12 8mh? r3s dry = 0 (1)
p pair :
de? 1y oy
& as = 0. (2)
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L’emploi de coordonnées bipolaires r; =u et
7,3 = a, permet d’écrire pour 1’équation (1) :
A
dr r2 .

Ir+al
1 fw[f w4 r?—a?
—_—— ——————du| €?(a) ada = 0.
4}l272 0 |r-al u2 ( )

L’intégrale est nulle pour a > r, tandis que pour
a <ril vient :
1

de? 7, r
0 p-1 f 2(q) a2da = 0
——— 5?1 ——— | &?(a) a*da = 0.
dr 2 hr2 Jo (a)
La borne inférieure de I’intégrale introduisant une
divergence, on léve celle-ci en substituant 7, a zéro :
V4
de? 1o py_ 1
dr  r? Rr?
Pour résoudre cette équation, on procéde aux chan-
gements de variable et de constante :

fr e?(a) a*da = 0.

x=r71lry; a=ryh; t=alr (3)
d’ou I’équation :
de? @
27 ___ep-1__ 2 ? 2 —
S —e o fls () t2dt=0.  (4)

Pour résoudre celle-ci, dérivons-la puis divisons
par x? :
d2Ze?

o l de?™?
dx?

e? = .
%2 dx

La solution générale de cette équation différentielle
s’écrit :
e e”

ox e dsp—l e~or
— A _— _— —_—
J x +B x T x [f dx 2ax dx]

e ux de?-1 exx
e f[Eea]
x dx 2o
Pour obtenir & partir de cette expression une solution
de I’équation (4) physiquement acceptable, il convient
de faire 4 = 0 et de reporter. On obtient alors une

expression de B en fonction de « qui conduit 4 la
solution désirée.
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APPENDICE 2

J. Canevet a proposé pour R3(a) une intéressante
formule approchée. Une étude tres détaillée du sys-
teéme d’équations intégrales lui a montré qu’une bonne
approximation de la fonction D(x) était :

x < xg %
D=1

x> Xy -
— 2e™M[x

les équations :
2+ﬁFﬁM@M=O
0

2
R¥a) = — 2o

3, aD(a) da

deviennent alors :

2 (14 ) e

o2 [x2 e—mo]
3 () = — — |29 9
R¥(a) = 13 [2 2 | (2)
L’élimination de e **» entre ces deux formules
donne :
A aZxl (3 + M)
8/ (o) — XX 0
R =g w72 0w O
En toute rigueur, il conviendrait d’associer & chaque
valeur de o la racine A de I’équation (1) puis de
reporter dans (3).
J. Canevet propose de remplacer A par « dans (3)
et obtient une formule approchée R¥ (a) :
5N o _o?xg (3 awp) 4
B{e) B A tay O
Le tableau suivant rend compte de la valeur de
Papproximation :

o R3(a) R¥(a)
0,1 0,015 0,015
0,2 0,027 0,026
0,5 0,053 0,047
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