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LE JOURNAL DE PHYSIQUE

BT

LE RADIUM

REMARQUES SUR LA MECANIQUE ONDULATOIRE
par M. L. BRILLOUIN.
Sommaire. — L’équation fondamentale de la mécanique ondulatoire peut étre résolue

par une méthode d’approximations successives ; au lieu de chercher directement la fone-
tion ¢ de Schrodinger. on pose

2eig
l!J —e h
«t 'on obtient pour S une équation de la forme
S ho 708 S
II(S,O— —E == —.f O_’ 0 )
07 2mit \ogY ogtor

«ol0 le premier membre est identique & cclai de 1'équation de Hamilton, tandis qu'au
=second membre figure une expression lindaire par rapport aux dérivées partielles du
premier et second ordre de S. Celte équalion peut étre résolue par approximations en
posant
i
5= 8= g S o (=) Sat s
27 27l

-t I'on a pour S, 'équation ordinaire de Hamilton ; la série des équalions qui permettent
«e déterminer S, S,..., S,... est ensuite linéaire. La fonction .S, en un point donné,
est multiforme, tout comme la fonction .classique S;,; sa valeur est déterminée &
Y m,l, pres, les I, étant les périodes de S; pour que la fonction ¢ n’ait qu'une seule
détermination, il faut que la périodicité de I'exponentielle compense l'indélermination
e S, ce qui donue les conditions

I, =nh (n;, entier).

Si l'on s’en tient & la premiére approximation (S;), on retrouve ainsi la mécanique
quantifiée de Sommerfeld, Schwarzschild, etc. Les approximations ultérieures apportent
diverses corrections & ce premier calcul (quanta fraclionnaires, sélection, etc.).

L’'auteur développe et précise cette méthode, qu’il avail déja exposée dans une note
aux compte rendus [C. R., t. 183 (5 juillet 1926), p. 24] et qui fut indiquée indépen-
damment par Wentzel [Zs. f. Phys.,t. 38 (1926), p. 318] sous une forme d’ailleurs moins
zénérale.

11 était aussi intéressant de rechercher le type le plus général de problémes réso-
lubles; c'est ce que tente I'auteur, en généralisant autant que possible les résultats
obtenus précédemment.

Incidemment, on constate que les équations générales ne permettent plus l'inversion
<du signe du temps, & moins que 'on ne change simultanément le signede /A ; ceciaura pour
conséquence physique de remplacer les absorptions d'énergie par des ¢missions, et récipro-
quement

D’autre parl, les renseignements donnés, d'une maniére trés générale, sur la méthode
de résolution des équalions, permettent de préciser la forme des malrices et de montrer _
par quel mécanisme s’introduisent les régles de sélection.

L’'auteur indique enfin une suggestion sur le role du temps dans la mécanique nou-
velle ; il propose une définition qui permel de relrouver sans ambiguité les fréquences
opliques, mais enldve toute existence physique aux fréquences des états stables.

1. Introduction. — Dans un tout récent article, M. L. de Broglie a exposé les remar-
.quables progrés de la mécanique ondulatoire (!); il a rappelé comment cetie théorie

() Journal de Physique, t. 7 (1926), p. 321; indiqué par la suite loc. cit.
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inlerpréle Pexistence des niveaux d'énergie stables dans U'atome ; pour étudier unc classe
de mouvements, tels que les trajectoires électroniques, on est amené a résoudre une
équation de propagation, relative & 1'onde associée. Dans le cas ol lon néglige les
corrections relalivistes, c’est-d-dire aux faibles vitesses, londe associée a pour surlace
d'onde dex surfaces trés peu différentes de celles que donne l'équation de Hamilton-
Jacobi (*); la nouveauté essentielle consiste & avoir attribué a I'onde unec fréquence v
donnéc par la relation Av — K. Par suite de sa loi de propagation (%), 'onde est douée d’'une
grande vitesse loin du novau atomique et d'une vitesse trés faible prés de celui-¢i; il en
résulte une tres forte réfraction, de telle sorte que 1'onde contourne le noyau et revient
interférer avec sa position initiale. Il ne peut y avoir stabilité que si les circonstances sont
telles que l'onde réfractée se retrouve en phase avee 'onde primitive, et qu’il s’établisse
un régime d’oscillations stationnaires. Celte condition détermine une série de valeurs
particuliéres de la constante d’énergie E; a chacune de ces valeurs E, correspond un type
d’ondes stationnaires, ¢’est-a-dire une solution ¢ = ¢, de équation de propagation.

Schrodinger a donné ensuite une interprétation trés ingénieuse des calculs de la méca-
nique des matrices, ce qui jette une clarté nouvelle sur cette trés abstraite théorie, et en
perme!l la traduction physique dans la mécanique ondulatoire. La méthode suivie se
rattache directement a la lentative de Born et Wiencr, que j’avais rappelée dans un exposé
récenl; ces auteurs avaient déja voulu remplacer les grandeurs quantiques non commu-
tables par des opérateurs fonctionnels.

En pratique, le progrés réalisé par Schrodinger est frés nef. La recherche dune
solution des équalions entre matrices était trés pénible, puisqu’il fallait délerminer a la
fois toutes lex ampliludes et les fréquences. T.a méthode nouvelle permet de sérier les
problémes: la recherche des niveaux d’énergie est un probléme de mécanique ondulatoire;
on détermine ensuile, par des intégrations, les ampliludes des termes intéressants.

Le nombre des travaux publiés sur la mécanique ondulatoire s'est beaucoup aceru
depuis quelques mois (°), accusant ainsi I'intérét trés vif qu'éveillent ces théories; l'origine
premicére de ces conceptions remonte & quelques remarques faites par mon pére en
1449 (); il indiquait cque les conditions de quanta peuvent s’interpréler comme dues a la
résonance d'une onde spéciale émise par l'électron, puis notait que les ordres de gran-
deurs obligeaient & admettre que ces ondes aient unc vitesse beaucoup plus faible auprés

du novau qu’a grande distance. Il ajoutait avoir reconnu possible de définir un milieu

(3) Loc. cit., équations (26") et (27).
(*) Loc. cit., Véquation (24') donne :

V= E[2m, (E — )73,
étanl U'énergie potentielle.
(®) Locws ve Broouk, Theése (1921); Ann. de Phys., t. 3 (1928), p. 22; J. Phys., t. T (1926), p. 4, p. 32;
C. R., 1. 179 (1924%), p. 335 p. 6765 p. 1039; t. 480 (1928), p. 198; t. 183 (1926), p. 272;
A. Ewssrew, Berlin, Ber., (1925). p. 9;
Y. Scnropixeer, dnn. der Phys.. t. 79 (1926), p. 361; p. 489; p. 134; t. 80 (1926), p. 437; t. 81 (1926),
p. 109; Naturwiss., t. 14 (1926), p. 661;
L. Fres, Ann. der Phys., 1. 80 (1926), p. 367;
J. Wawer, Zts. f. Phys., L. 38 (1926), p. 633;
M. Bons. Zis. f. Phys., t. 37 (1926), p. 863 t. 38 (1926), p. 803;
A. ~omuerreLp et A. Unsow, Zts. f. Phys., t. 38 (1926), p. 237;
P. Jorpax, Zts. f. Phys., t. 37 (1926). p. 3176;
L. Bunvoriy, C. R., t. 183 (1926}, p. 24; p. 270;
G. Wevrzer, Zts. [ Phys., t. 38 (1926), p. 518;
Tu. pe Dosner, C. R., t. 182 (1926), p. 1380; t. 483 (1926), p. 594; J. Math. Phys. Mass.,t. 5 (1926), p. 251
Tu. v Doxoer ef Fr, H. vax pex Drsces, C. R., t. 183 (1926), p. 22;
O. Weis, Zis. [. Phys., t. 3T (192, p. 893;
Kesienn, Nature, t. 148 (1926), p. it
I'. Lowwox, Zis. [. Phys., t. 39 (1926), p. 322.
N.v. Rascuevssy, Zis. fo Phys , t. 39 (1926), p. 153.
(1) C. It. £. 168 (1019), p. 1318 ; €. 469 (1919), p. 48; t. 474 (1920). p. 1000;
J. Phys., t. 3 (1922), p. 65;
Congres international de Mathématiques a Strasbourg (septembre 1920).
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continu, analyliquement illimité. mai~ asymptotiquement homogeéne au loin el qui posseéde
néanmoris rdes périodes propres carvactéristiques biew di-tinctes les unes des autres. La,
mécanique ondulatoire est venue confirmer ces vues. et préciser le sens de ces ondes hypo-
thétiques.

2. L’équation fondamentale. — La propagalion des ondes de phase se présente
sous sa forme la plus simple, lorsque le probleme mécanique se réduit au mouvemen! d'un
point matériel; suivant qu’on emploie la mécanique rclativiste ou celle de Newton, on
aboutit anx équations (loc. cit., éq. 21)

A2
Ay + /j‘z,‘) [(W— F) — et} b =0 1)
8 =3
A 4+ 7T mo (s — Fyp =0 (4 bis)
)2

ou F (x, 9. z) représente I'énergic polentielle, landis que W ou /' sounl 1'énergic tolale. Si
I'on tient comple des ¢ondilions auxiliaires

(2) hvia = W ou hvy — E, (2 bis)
on obtient, pour les vitesse~ de propagation, les valeurs
i E
(3) oo = ¢ ou Va—m e (3 i)
VI — 1) — et V2my(E — F)

La premicre valeur Vi est extrémement grande (17> ¢) et d'un tout autre ordre de gran-
deur que 1% ; et pourtanl, les problémes d’oscillations définis par (1) et (1 b6is) sont trés
voisins. Cet apparent paradoxe s’élucide aisément. En mécanique classique, ’énergie est
définie & une constante prés: nous pouvons donc poser

L'=F+4 C; "= F 4 C,

nous oblenons une vitesse

mais la fréquence est devenue

, ! C
v _—/[——V<1~I—E>,

la longucur "d’oude s'est conservée (."=2), de sorte que le probléme d'interférences est
resté le méme; la [orme relaliviste se rameéne exactement, a la limite, a4 la forme ordinaire.
sil'on prewd

C = myc?.

Schridinger o généralisé les formules relatives & un point matériel, afin de pouvoir les
appliquer a des problémes plus complexes. L'évolution d’un systéme & » degrés de liberté
peul sc représenler par le mouvement d’un point, dans un espace a » dimensions : soit
alors

27 =3 my, ¢, . (%)
it

I'expression de I'énergie cinétique 7 en fonction des vitesses ¢! ¢%... ¢g*... ¢”; nous pouvons
considérer que, dans cet hyperespace a » dimensions, I'élément linéaire s’écrit
ds® = }.\_} my, dgkdgl, 3)

les m:,, représentant le (enseur fondamental. Par une conversion bien connue, on peut
passer des composantes covariantes aux composantes contravariantes m*! de ce méme
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tenseur; ces mkl sont, comme les m,, des fonctions des diverses coordonnées; c'est au

moyen de ces nouvelles quantités que I'on peut écrire I'énergie cinétique en fonction des
moments p,

27 = X mkip,p, (6)
k1

Dans I'hyperespace des ¢, ou obtient, pour 'onde, une équation de propagation tout & fait
semblable & (1 4is), et qui s’écrit

. 872 .
div. grad. ¢ + 7 (B — F)y=0. (7

En explicitant le sens des opérations vectorielles, «ivergence et gradient, dJans
T'espace courbe, on obtient

o =2 \
mi? /EI 67173 m—1? m"'l—g—jl ‘ -+ 8—/;2- (FE— Y =0, (8)

ou m représente le déterminant des i/,

C’est sur cette équation que reposent tous les développements de Schrodinger.

TI ne s’agit d'ailleurs pas la d'une équation définitive, puisque la grandeur £ quiy
figure est reliée a la fréquence v de la fonction ¢, supposée sinusoidale dans le ltemps. Si
I'on tient compte de la relation

: . 2
b= 2mivp = —:—Z-ELP,
(]
on peut éliminer % et obtenir I'équation 1

| Ant O 8%
e / b—?[_/v % =2 bl s_“’ g _Amioy 8= 0, )
el .

mais l'intervention des imaginaires dans cette formule n’est pas trés satisfaisante

. 3. La résolution par approximations successives. — Schridinger a traité direc-
tement un grand nombre de probleémes, en recherchant les valeurs propres de I'énergie £,

¢’est-a-dire les valeurs £, pour lesquelles on peut trouver des solutions de l'équation (8)
sous la forme

2zilsy, ¢

Yb=u (gt ...q) e " . {10)
Les exemples traités ont ceci de particulier, qu’i's sont résolubles par séparation des
variables, la fonction u se présentant comme un produit de fonetions u; (¢v) portant cha-
cune sur une seule variable; j'indiquerai plus loin (§ 6) & quel type général se rattachent
ces divers cas. Je veux ici montrer, d'une maniére trés générale, comment on peut chercher
une résolution par approximations successives, qui permette de trouver une solution
chaque fois que le probleme est résoluble en mécanique ordinaire. Cette méthode présente
tout d’abord l'intérét de préciser quelles corrections la mécanique ondulatoire apporle aux
équations classiques ; elle permet, en outre, la résolution d’un grand nombre de problémes,
car les cas de séparalion des variables sont bien plus nombreux en mécanique classique
que dans la théorie ondulatoire. J'ai indiqué cette méthode sous une forme trés générale,

dans une nole aux Comptes rendus, et elle a élé trouvée indépendamment par Wenizel, sur
quelques cas particuliers (%).
Posons

?;Li(SiLEl) )

b=e A1)
. 0 . .

(1) Schroainger inlroduit dans cette équalion un double signe devant (—% qui ne semble pas utile

[Ann. der Phys., t. 81 (1926), p. 109].
(2) I BRriwvourn, C. R., t. 183 (1926), p. 2%.
G. We~tzeL, Zis. f. Phys., t. 38 (1926), p. 318.
L oe Broguig, loc. cit, éq., 25 4 27.
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ou & est une fonction des coordonnées ¢, qu’il s'agit de déterminer. Des calculs simples
permettent alors de passer des équations (8 ou 9) en ¥ & la suivante, relative & §

0S50S h 0 0.5
N gkl == 72 —_—— e v —12 gkl 222
T_[m 54t oy +2(F —E) 5™ =g m=Emll == (12)

Dans cetle équation, 1'ensemble des termes écrits au premier membre reproduit ceux de
I'équation classique de Hamilton-Jacobi. On sait, en effet, que celle-ci s'obtient en partant
de l'expression (6) de I'énergie cinétique en fonction des moments, ot 'on remplace chaque
moment p, par la dérivée partielle 0.S,/0¢, d’une fonction inconnue S, des coordonnées.
On ¢erit ensuite la condition que la somme des énergies cinétique et polentielle soit égale
a L. ce qui donne

N o 95 08, S N o .

f-,‘/ Oq Oq[—}—Qlf(q...q) 2FE = 0. ()
Nous retrouvons bien, au premier membre, lc méme groupe de termes que dans I'équa-
tion (11); mais la mécanique ondulatoire écrit un second membre quiconstitue la nouveaulé
de la théorie. Ce second, membre est trés petit, puisque 4 est lui-méme treés petit, de sorte
qu'en faisant tendre A vers zéro on retrouvera comme limite la mécanique classique. On
retombe aussi sur I'équation classique, comme le remarque L. de Broglie, lorsque les
courbures des surfaces d’ondes sont peu importantes, de sorte (ue l'on puisse négliger les
dérivies secondes de S.

Pour résoudre 'équation générale (12), nous chercherons a développer § par rapport

h
aux puissances de (2
F )

h — A\n
=S — — — ) Su
S=S— = S+ (= ) Su (1)

Nous regrouperons alors, dans 1'équation (12), les termes de méme puissance en /; la pre-
miére approximation, ou figurent les termes indépendants de /%, est alors donnée par
I'équation classique (13); la seconde approximation (termes en A) s'écrit

2 mkl 95 % —mh2 3 _6_ % m—12mh Eﬂ‘ .
kl dq!

a8y

ogt og' k10gh
Pour la troisiéme élape. il vient
OSO 0 S oS 08n, 0 N
ki — ot 2y — 12kt 120 (. (
2/21 Y — oq —+ k.[m 375 3¢ m = g { m m Y % (17y

Le terme général (en A") prend une forme un peu différente suivant la parité de » :

22 DSO ab 2p +2s1

n:%p; ’)b p—1) _‘_QS‘ 0'5 p—1) Obc/'kl

k.l bq’ 0q' Oq’f o¢!
08,y 08 0S(2p_
S it 22P) _ﬂ mt.2 Y 19 gkl 2p—1) % &
+ o™ ok Tog! Oq’ memm o« (1)
OA_ OS2> 1) OS]\OSZ)\ OS(,)OS( —+1)
=92 1: C,ZE 0 <]+ 2“ ( (27 22 Rl p)Zr
n=2p +1; “m o og + 2 S oy + .+ 2 5F g
m1/2V {m—‘ mkl == S(QZ’ l (18 bis)
1 0qk ogt

Ces équations sont toujours linéaires par rapport aux' dérivées partielles de la der-
niére fonction inconnue & déterminer.
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4. Les valeurs propres de I’énergie; conditions de quanta. — Il ne ~uffit pas de
{ormer, suivant la méthode ci-dessus, une fouetion S pour (rouver une solution acceptable.
Les valeurs propres de I'énergie sont caractérisées par ce fail qu'elles permetien( (’obtenir.
pour la fonclion ¢, une détermination continue, univoque, satisfaisant aux conditions aux
limites imposées, c¢’est-d-dire s’annulant a l'infini.

" Voyons donc sous quelle forme se présente notre ~olution. La premiére approximation
8y est la fonclion d’action classique. Danxs lous les cax on U'on sait la former, ¢'est une fone-
fion a multiples déterminations. En chaque point (7'- 4) de V'extension en phase, ellc
s'éerit

So (gt <o )+ Xmyly,

les m, étanl des nombres cuticrs quelcouques, et les /, une série de » grandeurs, que 'on
appelle les périodes de la fonction ,. Si 'on partd’an point ¢ donné el que U'on déeriv- un
circuit fermé quelconque, on revient avee une nouvelle détermination corrvespondant & des
valeurs différentes des enliers m,.

Par suite du jeu des approximations successives, la fonction § gue nous formons
jouira de propriétés analogues, avec des périodes [/, un peu diflérentes dex /;; nous cher-
chons dans quels cas cette fonction multiforme S nous donnera pour ¢ une expression uni-
forme. Reportons-nons a U'équation (11), et nous vovons qu'il faut, pour salisfaire a cette
condition, que les périodes /, soicut telles que Pon ait

1, = nh, 19)

les n, étant des entiers.

L'indétermination de S est alors compensée par la périodicité de la fonchon exponen-
ticlle, puisque 'on a

givm,/, — 2%/ N .
h

Les conditions (19) sont les équalions de quanta qui fixent les valeurs des niveaux
d’¢nergie (V). Elles se présentent sous une forme tout & fait semblable a celles de Iancienne
mécanique quantifiée de Sommerfeld, Schwarzschild, ete. Mais, au lieu de porter ser les
périodes /; de la fonction de Hamilton, elles s"appliquent aux périodes de la fonetion définie
par 1'équation (12). L’ancienne mécanique quantifice apparait ici comme premicre approxi-
mation.

. La réversibilité du temps — Nous ferons ici une remarque «(ui peut avoir
ane (ortame importance. En mécanique classique, lorsque 'équation e Hamilton admet
ane solution 4 S, elle est aussi salisfaite par — &, (?). Ceci correspond directement a la
réversibilité du temps; les moments étant donnés par les dérivées parlielles de S;, changer
le signe de cette fonclion revient & changer le signe des vitesses et o inverser le sens de
parcours de la trajectoire.

Ce résultat tient essentiellement & ce fait que I'équalion de ITamilton (13) ne contient
que des doubles produits des dérivées partielles de S,. Mais cette circonslance ne se retrouve
pas sur nolre équation corrigée (12), puisque le sccond membre est linéaire.

La réversibilité (u lemps disparait done, en apparence. On peut pourlant la rétablir
par lartilice suivant :

Si S est une solution de I'équation (12), — Sest une solution de 1'équalion obtenue en
changeant le signe de 4. C’est ce que I'on peut voir aussi directement pour la fonction ¥ sur

(1) Pour aboutir aux conditions (19), Wenltzel procede antrement, eb s'appuic -ur les propriétés que
posséde la fonction ¢, lorsqu’il existe une solution propre. 1l m'a paru plus démon~lratif de partir de la
onction S qui, pour toute valeur de £, peut {oujours étre obtenue & partir de léqualion 12, et de ch-rcher
dans quel cas cette fonction S donne & & un aspect convenable. 1l faul toutefois signaler que le développe-
ment en série (14) semble n’élre convergent que lorsque les conditions (19) sont safislailes.

(2) Je me place maintenant dans le cas général ot §; n'est pas séparable en une somme de forstions

‘d’'une coordonnée chacune; dans le cas de séparation, i} y a autant de doublex signes que de 'ermes
dans Sy, el le sens de ces multiples déterminations est plus compliqué.
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I'équation (9). Ceci a pour conséquence physique de remplacer les absorplions d'¢nergie
Jev par des émissions — Av et inversement. Ce sera 13 la seule modification, puisique les
condilions de quanta (19) ne sont pas troublées par cette inversion de signe (1).

Le double changement de signe, sur .S et &, nous fcra passerzdu développement

S=S§ S 4+ (=S,
' 0 2) ’ \‘2“1)
i h -+ A\"
2 § = — Sp— o Sy e — [ ZZ) S
# So— gy S 2:1') n

ce qui peut se vérifier directement sur les ¢quations (13) & (18).
Faisons séparément la somme des termes pairs el impairs

Y lz QP O Y /L ZI' v
P:bo—l— 2—“1 6(2{;) e et J:b(j) PRV +<‘2-_7[—]- “S(-"ﬂ'i'l) ey (20)
les expressions P et J sont réelles.
Les deux valeurs obtenues pour ¢ sont alors
2xi
— /+ 25l prnT —J (P — )
vb—e ! et YV=e g (21)

et ne dilfeienl que par le changement de signe du temps.
11 semble donc que nous retrouvions sans difficulté la réversibilité du temps, au moins
dans les équations purement mécaniques, car il n’est pas certain que l'on puisse, sans

autre correction, inverser le signe de A dans les équations qui exprimeront la liaison entre
I'atome et le rayonnement.

6. Les cas de séparation des variables en mécanique ondulatoire. — J'ai cru
ulile de rechercher les divers types de problémes qui permeltent une résolution par sépara-
lion des variables. Cette étude est indispensable, si I'on veut ensuite pouvoir établir
quelques raisonnements et résultats généraux, applicables a tous les exemples particuliers.

Le cas le plus simple est évidemment celui de la séparalion compléte, /7 et 7 se présen-
tant comme des sommes de termes relatils chacun 4 une variable :

= A" et 2T = \ ~mlk (k) p,? (22)
ke
mkl = Osik#/
On voit aussitot que I'on peut trouver pour ¢ une solution de la forme

$=d (¢) b2 (%) oo B (@R b (), (23)

pourvu que les conditions aux limites soient indépendantes pour chaque coordonnée. Divi-
sant alors par ¢ tous les termes de I'équation fondamentale (8), on obtient (?)

o . 0 , oY, 82 8n? .
%q,k—'uu,—mm L2kl 'F—Fﬁ+771‘:0 (24)
mais d’autre part
m=—=mm? .okt

On est ainsi conduit, pour chaque variable, & une équation

AN ey O Tikyg,2 bd‘)(__ =03 5
= VL (17z’fk)‘/°’5—q~k(m )2 5‘{/—, // ’T a, =0; (23)

() Cest & la suite de cesremarques que j’ai tenu a supprimer le double signe que Schrodinger introduit
dans I'équation (9), devant le terme en A, et qui me semble vraiment injustifié.

(2) Les m* sont nuls, ce qui supprime tous les termes A 5= [; dans ceux qui restent, les fonctions

pour lesquelles ! est différent de & se compensent dans ¢—1 et 2%
oq
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c'est exactement la forme de l'équation générale (8), pour un degré de liberté isolé. Le sys-
téme total est simplement formé de la juxtaposition des systémes isolés; I'énergie totale est
la somme des énergies partielles «; quantifiées; car

E=7Xa, (26)
donne la solution de I'équation générale (24).
Les choses ne sont pas, en général, aussi simples, et il s’établit une dépendance entre

les divers degrés de liberté. Les cas traités par Schrodinger, Fues, Waller et d’autres sz
rattachent tous au type suivant (').

Dans l'énergie cinétique, les termes m* sont nuls lorsque % est différent de /; les
termes diagonaux m* sont de la forme

m' = u,(¢q")
m = p, (g") pa(g?) ’ 27
ek = p, Q") o (92) RN 1 (91) =

rr

me = (7’>u2\<q’>---w(q’f) e by () () \

Les variables sont donc rangées dans un certain ordre qui permet le classement ci-
dessus.

Pour I'énergie potentielle, nous la supposons eonstituée par une somme de termes
ayant une structure analogue.

= % P (gY) 2 (@) -+ t—1 (g% 7, (¢5). (28)

Au point de vue claésique, ce probléme rentre dans les cas de séparation de Stiickel ; le
déterminant m des mk! a la valeur

. 11,99 =1 r—k-t1 2
m — YU PR ¢ = {% . ce s M .
= m'm 1 ey Py " Py B

Nous pouvons chercher pour ¢ une solution de la forme (23), siles conditions aux
limites imposées se présentent indépendamment pour chaque variable; nous aurons alors

une équation fondamentale (24). Tenons compte des expressions (27)ct (28), et nous
obtenons *

2
N ), —1 .
NP .. &*k_1[vk Ve @—9/” B dgh R

Ie

r—k-41 P r— :
2 C =0, (29)

La résolution se fait en cascade, en commencant par la derniére variable ¢”. Pour
celle-13, nous chercherons les solutions de I’équation

Pt 1,2_M1/264"_.8;12~ +i2a"0
” P 097 r dq, h2 7r h2 T - (30}

Seules nous intéressent les intégrales continues, uniformes, satisfaisant aux conditions
aux limites pour ¢”. Ceci détermine une suite de valeurs propres de la constante o ; ayvant
rangé ces valeurs dans un certain ordre, nous les écrirons «, (n,), comme des fonctions
dépendant d'un nombre entier n,.

Voyons maintenant comment se pose le probléme relatif & la (» — 1)itme coordonnée.
Pour chaque valeur de «,, nous oblenons une équation différente, qui s’écrit

—1 bs) Oq’r._i 8=2 SK;
‘Lr—l Py S_q_r—:i Sqr___l - 72—' (‘/u,-fl + a,. p‘?‘——i) + _’;-2— ar——i =0. (31)

(1) L. Briuouir, C. R., t. 183 (1926), p. 270.
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Pour chaque valeur de l'entier n, nous obtenons ici une nouvelle suite de valeurs: .
r
propres &, dépendant d'un autre entier n, _ ,; soil, au total

a n M
r—1 (nr’ 7‘—1)’

et ainsi de suite; la kidme gquation sera

r—hk41 r—hk—\ E
-4 — 0 — oY, 8= 8=x2
Y, v : %7 b 2 O—q-k — 77 (Xk —+ %y By -+ 5 a, =0 {32y

et nous fournira une suite de valeurs propres

a, (7111. ny e 1.

La derniére équation résolue (k = 1) nous donne la suite des valeurs propres e
I'énergie
N |
E—= “1;(",,» n_...n, n,) (33}
qui (épend de » nombres entiers.

7. Quelques généralisations. — Le premier cas examiné (éq. 22) ne semble peas.
au premier abord, entrer dans ce type général (27); mais, par un changemcnt de coor-
données, on peut toujours ramener les m** (¢*) a la valeur 1, ce qui nous conduit & un cas
particulier de (27), ou tous les p, seraient aussi égaux a I'unité.

Diverses généralisations peuvent étre envisagées et se présentent dans la pratigee..
Toult d’abord, nous avons supposé que les variables se rangeaient en une série unigue,
fournissant des coefficients d’inertie (27) el une décomposition de U'énergie potenticlle, sai-
vant le schéma (28). C’est ce que j'appellerai le classement en ligne droite.

Mais, & partir de ce premier schéma, nous pouvons en obtenir d’autres, consistant ew
suites de variables qui se raccordent par des embranchements. Deux cas se présenterumt,
suivant que 'embranchement sera divergent ou convergent. La figure ci dessous illustre le-
princir e de ces deux nouveaux modes de classement.

1 2 5 4 5 6 1 8 9 10 11 12

[ ] L] L ] [ ] L [ ] (] L] * ® [ ] L ] ligne droite
[ ] L] [ ]

¢ e 3 ¢ divergent
L ] L] L] L ] L

¢ 0 '2 convergent

L] [ ] L ] L] [ ] [ ] L[]
L]

Fig. 1.

Dans le cas d’emdbranchement divergent, nous supposons donc les variables classsées -
la maniére suivante

Lol g01+2 PR
et ... ¢t ¢l 7 T 91l+2 i qil+5'
e L o

?9p+19p+ g

Le nombre total des variables est alors

r=I0l+si+s 4+ ... Spe
Les coelficients d'inertie m** sont supposés de la forme (27), pour les premiéres.
variables (£ £ /); pour les séries divergentes, nous poserons

T41, 141 . Ifuy I4a
m; e, . el s mit o — e N FW IR T (35)-
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Quant a U'énergie potentielle, elle sera
Af ! j==p w=>,

ra Ty E RN VY T ol YD) Perthe - i

p=i

Tt o P iba—tlj 35)
I\Al J=1 a==

dans ces formules, comme au paragraphe précédent, chacune des fonctions u on 7 ne
dépend que d'une scule variable, celle de méme indice.
Nous aurons aussi besoin d’expliciter la valewrr du déterminant m

r—I41 5o so—1

J— ry r—t Su
M= T e Uy

Sy t
s B0, sk 1 [ ),
0, L4150, 142 0,1 "0?1'1’]_*_1{ 1,042 AN p.l),/;l J Fs,,

Nous chiercherons, pour la fonction ¢, une décomposition en produit de facteurs 4,

et & Ik dépendant chacun d’une coordonnée.

Partant alor< e 'équation (2%). nous ohtenonxs I'équation générale

p=1 -~ b > - *
N ’ [‘ -1, %—t— 0 , —_ 8= ]
IR TR T G v — Y a3
Pttt The—1 Oq" h2? P2 B
i—1 a—x%: =1 -
- —"““2“‘9“ et et T M T e L e Rt
it 51 Ja -t Jslmo sl Oq A+ N aq .+' h
. J J ~
8x?
+ — =0. (36)
h?

La résolution sera calquée sur la méthode du paragraphe précédent; dans chaque
branche j, on réxoudra en cascade, en commencant par la derniere variable q,
en arrivant a 'entrée de la série ;/, on aura délermind¢ la suite des valeurs propres

., en
Riq Ut oot n; B

dépendant de s; nombres entiers. La premiére équation de la rangee principale portera sur
la variable ¢, et s’écrira

e sk S el bk 1) 8z2 ,‘:,, B 8=
ST a?w z O_qz [/l'l‘ vy J‘]+1J ‘;L‘h‘;z/:UI 37)
1
la série des valeurs propres z, dépendraalors des s; s, + ... s, nombres enliers introduits
précédemment, plus un nouveau. La suile des calculs aboutira & la dJdétermination des
-aleurs propres de £ = o, qui dépendra de / 4 s, -+ s; ...+ s, =7 nombres enticrs.
Quant au cas d’'embranchement convergent, on en connail un exemple, dans les coor-
données paraboliques; ce jeu de variables permet, on le sait. de décomposer les éguations
de Veffet Stark; aprés avoir résolu la condition relative & une coordonnée raugle ¢j, on
obtient deux équations séparées et semblables pour les deux aulres coordonnéex. Je n'ai pn
en trouver de généralisation.

8. Examen du systéme des approximations successives. —1.’étude des procédés

e séparation des variables nous a permis de trouver la forme générale de I'équation rela-
tive & un degré de liberté; c’est 'équation (32), que je transcris ainsi

s 0,109 __8—,:‘3

L,—I
P —

oq 0q h?

(38)
avec les nouvelles nolations

r— k41
p= _.__2_+_ et o =, + %y B
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Jai supprimé l'indice % devenu inutile. Nou~ chercherons maintenant. par la méthode
générale indiquée au paraoraphe 3, & comparer cette équation avec celle e la théorie
quantique ancienne. Une premiere difi¢rence proviendra du coefficient 2, 1y déterminé par
les calculs antérieurs, et qui différera de celui que donneraient les anciennes rogles de
quanta ('); en particulier, dans le cas des coordonnées sphériques, la résolution des
équations relatives aux deux coordonnéex angulaires aboutit, pour I'équation en », A un

(+)

/2 ) .
terme en ———= au licu de —, / ¢tanl un entier.
)2

Laissons de coté cette premiére modification, et appliquons la transformation (11).
Nous obtenouns, en S, I'équation

h ,
05> + 200 —a) = WP L 25 (39)
oq ' T i g ogq

p et » sonl des fonctions connues de ¢, et x est la constante dont il faut déterminer les
valeurs propres

Nous chercherons une inlégrale qui se développe en série (14) par rapport aux

/
puissances de — TL el nous obliendrons les équations successives
ZT
. <a£°> +2(—a)=0 (40 a)
2;)4°S°‘}S‘:p,1’ 9 195 (40 b)
0q 0q o0q oq ’
08,98, 0S1\? » O S~ 08,
“Sy oy T '<b(1> P og” og 0

et ainsi de suite.’

La premiére ¢quation nous donne
a 9 (0 — a)
SOZJ i\/(—*ui) dg; M)

on sait ce que signifie cette formule bien connue. L’intégrale n'est réelle que sila quantité
sous le radical reste positive. La variable ¢ resle donc comprise cantre deux racines consé-
cutives ¢, et ¢, du radical. La période /, de S, est obtenue par I'intégration de ¢, en g- et
retour en ¢, car chaque fois que l'on passc & I'une de ces racines, il convient de changer
le signe devan( le radical.

La fonction S, est done multiforme : sa dérivée est uniforme sur une surface de Rie-
mann présentant une coupure de ¢, a ¢.; sur les deux lévres de cette coupure, que nous
supposons faile suivant I'axe réel, la dérivée %% prend deux délerminations égales et de
‘8ignes opposés.

Silon examine 1'équalion (40, 4) on voit que cette double détermination ne se produit

. 08y, . Lo
pas sur la deuxiéme approximation; le changement de signe de 6—0 laisse indifférente la

»
() Dans ses exemples d'application, Wentzel ne dislingue pas neltement ce premier changement :
aussi ses calculs ne se présentenl-ils pas exactement sous la forme que je développe ici, et qui est pourtant
la forme générale.
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28, . . . s s o X
dérivée S;; il n’y aura donc pas, de ce fait, de particularités a la fonetion S (1); celle-ci

peut cependant avoir un ou plusieurs poéles ; dans le calcul de 'intégrale

oS
[: — '
5, an (42)
ceux-ci interviendront pour donner un résidu 27z 4 ; nous aurons done
0 S, . h
= _ A2 —_—— ) = — - 9 o
1 qu dg 4 A2=2 ( 21:1_)_ Iy —Ah + (42 bis)

D’aprés la mécanique ancienne, nous aurions posé
I, =nh avec n—20,1,2,3,...; (43)

si nous nous en tenons a la seconde approximation représentée par S, nous aurons &
écrire

I —=.y— Ah = nh, (44)

ce qui se raméne 3 la formule précédente (43), avec la différence, toutefois; que la suile des
nombres entiers admissibles esl maintenant

W=n—A4=—4, — A +1, — 42, ...

A pouvant étre positif ou négatil. cclte modification a pour résultat de donner au nombre n*
des valeurs différentes d’un entier; ct si 4 est entier, sa présence ajoutera cerlains nombres
a la liste précédente, ou, au conlraire, en retranchera. C’'est par ce mécanisme trés simple
.que la nouvelle mécanique ondulatoire explique l'exclusion de certains états quantifiés, et.
justific les régles empiriques que I'on avait établies dans 'ancienne mécanique atomique
pour l'introduction de nombres non entiers.

Je n’insiste pas sur le role des approximations suivantes, car elles sont ordinairement.
sans intérét. En développanl la suite des formules (40), on verrait sans peine que les

. 08 e . .
dérivées —a—" ont une double détermination sur la coupure ¢, ¢,, lorsque n esl pair, et n'y

ont qu'une valeur unique lorsque » est impair. Mais, en général, ces dérivées a double signe:

~

0S8
deviendront infinies en ¢, et ¢., puisque O—(o y est nul. Il en résulte que, dans l'intégration,
q

I’échange des deux déterminations ne pourra se faire. 1l n’y aura donc pas, de ce fait, de
contributions' imprévues a I'intégrale /; seuls les poles pourront survenir, ce qui modifiera
la valeur de la correction 4 ; le résultat pratique sera donc celui que nous annongions plus
haut.

La constante a se trouve, déterminée, lorsqu’'on impose la condition (44), puisqu’elle
figure dans /;; on détermine bien, par cette méthode, les valeurs propres de «.

Nous pouvons, comme a la fin du paragraphe 5, grouper sous les symboles P et ./
I'ensemble des termes d’approximation pairs et impairs ; nous obtenons alors (éq. 21)

z'ﬁlv
—J+3 (P +E)

, q) —= e .
Entre les racines ¢, et ¢, dont nous avons parlé plus haut, le plus important des termes
27:" M N
II

pairs, S;, est réel l'expression e *  sera donc oscillante, et ¢ présentera un certain

PR
Dl —
=9 o).

log yi—rp \/T)’

les poles seront les points ot w devient infini, plus les points ¢, et ¢, qui se compensent.

(1) La résolution de 40 b donne

S =

1O m=
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nombre n de zéros tous compris dans l'intervalle ¢, ¢, qui, en mécanique classique, limite
i{e mouvement. En dehors de cet intervalle, S, devient imaginaire, et ¢ suit une variation
monotone; or, on dispose & priori du signe de S,, on pourra donc prendre celui qui lais-
-sera ¢ fini, et satisfaire ainsi aux conditions aux limites de Schriodinger.

9. La jonction avec la mécanique des matrices ; le probléme des fréquences
optiques. — L. de Broglie a rappelé comment Schrédinger avait établi le raccord entre la
mécanique ondulatoire et la théorie de Heisenberg. Appelons u, (¢) la partie de ¢ qui ne
dépend que des coordonnées d’espace

2mi 2=

) = Sn(q) =gt
u, ()=¢e" , Yo (g, ) —u,e - (45)

Nous avons écrit ¢ pour l'ensemble des coordonnées ¢'...q¢”; entre les u, on a les
zelations (1)

: 0 si n=Em
i /pu,,u,,, dg = 1 si n=—m

Vintégrale est étendue & toute 'extension en configuration

Ces conditions d’orthogonalité nous permettent de développer une fonction quelconque

par rapport aux fonctions . Schrodinger retrouve les matrices q* et p* en développant les
€xpressions

h Oou, 08, 2

k
ke J— . — —
g Uy — % T Um et 91 0(1/3 — OQ” Uy — %p mUm e (46)

Les ([: " etpi . sont alors les composantes des matrices q* et py; nous devons admettre que
les expressions (46) représentent I’équivalent de la coordonnée t/‘ (ou du moment pf ) de
P’électron, lorsque l'atome se trouve dans 1'état d’énergie £ . C'est dire que la coor-

. ; . : :
donnée gf est alors donnée par la somme des termes de la rangée n dans la matrice q*; nous
retrouvons bien la convention faite dans mon article anlérieur.

. . . . k k
* Onpeut expliciter ainsi les valeurs de ces composanles ¢ ou p

7

k ' . E oS, i
q,znz:qukunumdq’ pmn—_fpb_qkunumdq' (4/)

On vérifie que les coefficients ainsi calculés satisfont a toutes les relations de la théorie des
matrices, et doivent représenter les amplitudes des termes de fréquences

Vnm - ?}; (E'll - Em)‘ - ' (48)

Mais on aimerait, cn toute logique, voir apparaitre directement ces fréquences v, ; or
le procédé de calcul de Schriodinger, qui porte uniquement sur les variables d’espace, ne
donne pas d’indication & ce sujet. Sil’on ne sépare pas les termes qui dépendent du temps,

on est conduit a remplacer, dans les formules (47), les «, par les ¥, et I’on obtient comme
résultat de I'intégration

=i, \
k T(E11+Errx)t
nin

ce qui ne correspond pas au résultat désiré; Schrodinger tourne alors la difficulté et rem-

. 2=
. . . . , < . ——— it
place, en (47), », par ¢, et u, par l'imaginaire conjugué de ¢, , c’est-a-dire v, "

mais cet artifice de calcul n’explique rien.

(1) L. pe Brocuig, loc. cit., éq. 39 et 42. Schrodinger laisse toujours apparaitre la fonction o qui n'est
atile que pour le cas de coordonnées ¢ non cartésiennes; sa valeur est p = m—1/2. Dans tout ce paragraphe,
T'indics n se rapporte aux fonctions correspondant a un état quantifié d'énergie E,; on prendra garde de
ne pas confondre avec certains paragraphes précédents, ot l'indice représentait 'ordre d’approximaltion.
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tin peul chercher un peu plus loin: parmi les diverses équations (ue nous avons
éerites seule Iéquation (9) esl linéaire et homogéene par rapport a la fonction inconnue 4
et sevdérivées: elle permel donce la superposition des diverses solutions partielles. Si nous
avion< une fonction quelconque / salislaisant a 'équation (9. nous pourrions la décomposer
en une somme de fonctions propres

— H/.q,‘Pf(P"l ('qut
R

les / seront iei des coefficients constants; mais les expressions que nous voulons déve-

g, 0)==2[9,(0 ave [ (19)

/ O !
lopper (r/l.wpn ou —# ne sont pas des solutions de (9). Si nous leur appliquons les for-

mules ( 17), nous obtenong, par exemple,

T e

7, (g.0=2X¢ e’ Y, (7, 0. (50
m

Les coefficients du développement sont des fonctions du temps, avec la fréquence v,
désirée:; mais ceci ne nous avance gueére, car le produit du coefficient par ¢, redonne sim-
plement une fonection de Iréquence /7 /4. La difficulté n'est donc toujours pas résolue.

J'ai peine & admettre, d'autre part, la réalilé des fréquences £, [k ou [ qui apparais-
sent dans les fonctions ¢, ou ¢, ; on m'explique que ces fréquences sont si élevées qu'elles
nous échappent, je croirais plus volontiers que ce ne sont pas des fréquences, et que les
fonctions ¢ ne dépendent pas du temps, mais d’'une autre variable auxiliaire, que
pappelerai &: lors de la décomposition en fonctions propres (47), intégration en £ se ferait
jusqu’i une limite qoi dépendrait de ¢, et ainsi le temps n’apparaitrait que dans les coeffi-
cients de décomposition.

Cette hypothése peut se préciser de la facon suivante ; dans I'équation (9), nous rempla-
cerons {/ par £: nous ferons’ainsi disparaitre 'imaginaire et nous aurons

RN 0 ( —1/2 . 04/ 4‘:1@2!} 8= . .\
mV /_} o " okl 5 T oET h_Elvq,:_O. (9 bis)

Ceci ne change rien a toute la résolution, et nous conduit & une série de fonctions

2=,
| " /T/L/,:.
b3 =u.e

Les conditions d’orthogonalité donnent alors
S 0 ’ sin=Em
h

f [\cwmdf/di = ( Fan_  F fv,.ao> 1)
-0 o 4 /

h sin —=m.
Jadmels alovs que les limites d'intégration (limites du domaine &) sont

Iey)

E.O:'_'w et EiZiT:

de sorte que 'intégrale (49) prenne, pour n — m, la valeur

. iri
. h =T
Av k)
Soit alors & décomposer une fonction o (¢*) ¢, (g, £); pour retrouver les deux cas (46),
. - . S .
il me suffira d’écrire ¢ = ¢ ou ¢ = 6——;’, Jaurai
7 7

(‘?Lpu = _\:q)mn (T) q)m (([7 E—)

m
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~e

aver la formule
S Seed, g, dgd3
nm T v[‘_j“;’:d) 2d(]d2

Tm

Les intégrales d'espace sé séparent, posons done

Jeou,u,dg
0, = .
ch ltl?l dq
ce «ui correspond aux formules (47).
Elicctuons alors les intégrales en 5 de —oc & /7, et nous obtenons

2-i, . .
2F, S —=En) T

P, (1) = 3,, T E° ;
n ~m

(32)

ce- qui nous donne une fonction sinusoidale du temps, avec la fréquence correcte v,,,.
Jobtiens done le vésultal désiré, de supprimer la réalité du temps dans les fonctions
propres Y, et de le faire apparaitre seulement dans les coefficients de décomposition et avec

les fréquences convenables: quant & la correction en /,—(Z_E_/T_ sur amplitude, elle ne
“n ~m .
jouera pas un role important.

" Klein a indiqué récemment une méthode de caleul basée sur I'emploi d’une cinquidme
dimension, venant en surplus des qualre coordonnées d’espace et temps; peul-étre les
remardques ci-dessus trouveraient-elles leur place dans cette tentative ; mais, sous la forme
ol Klein les écrit, ses relations ne sont qu'une traduction mathématique textuelle de celles
de Schrodinger, et n’apportent pas de notion nouvelle ; la cinquie¢e coordonnée n’a aucun
sens physique et ne sert que comme intermédiaire de calcul.

10. Le calcul des coefficients de matrice ; apparition de la vitesse de groupe
comme vitesse du mobile. — Revenous au calcul des coefficients d’amplitude, qi ,, par
exemple ; supposons que le probléme soit & variables séparées, suivant le type général
indiqué au § 6, et qui correspond a un certain ordre ¢* ¢* ... ¢* ... ¢’ des variables. Les
valewrs propres sont alors déterminées par un jeu de nombres entiers ni, 72, ... n,, et 'on
a, pour le terme d’espace de la fonction propre ¢, la forme suivante :

. L3
w gy n)=wy (g, My oo ) (35 g ) et (g 2 )t (g ) (B3)

Le facteur u, (¢;) dépend, d’une part, de tous les entiers 7,y ... n,présents dans les

termes qui le suivent; d’autre part, il introduit un entier nouveau n,, ui doit se retrouver
avec la méme valeur dans tous les » antérieurs.
Soit alors & décomposer 'expression

m
k .

o (ok n) = 3¢ .

o (fhyu (gin) = Dot u(gym), (54)
formule abrégée ol ¢ représente I’ensemble des coordonnées, et n ou m, un systéme de »
nombres entiers; nous voyons tout de suite, en examinant 'expression ow, que tous les
termes Upgg oo %Y sont déja rangés dans une suite normale, et ne devront pas étre modifiés;
nous aurons donc nécessairement

My =Ry My g T=Nyig oo My = Ny

C’est par ce procédé que la mécanique ondulatoire interprate tous les principes de sélection
qui ont été proposés.



368 - JOURNAL DE PHYSIQUE ) Ne 12,
Pour les termes £, nous devrons chercher un développement

o (g") e (g% ng, LY n) = S ap (ne; my) ug (gF; my, Mgy one n,). (35)

my,

“Miais 'apparition d’un entier m, différent de n, nous oblige & corriger tous les u des rangs
précédents; nous utiliserons des formules telles que

L—1 . k=1
e, (g5 N Moo ) =N Ay (e oy ) g (40T, My My )
"’k—l

~slainsi de suite; nous aurons donc finalement des coefficients

.2 .
Gl C TR (P 7 VR /T I

=4, (n,..

RS n,)
My omy) As (g g ma i) Ay (e my, ) ag (g, my . (56)

“8iles nsont de trés grands nombres, il est & prévoir que, dans ce développement, les scules
valeurs importantes des m seront celles qui seront trés voisines des n: on aura donc,
peur 1t {g,n) (éq. 54), un développement ol ne figurera qu'un groupe de termes o1 m sera

pea différent de n; et I'on expliquera ainsi Papparition de la vitesse de groupe dans le

- déplacement du mobile, ce qui justifiera les affirmations de Schridinger dans son wecond
améoire.

Manusecrit recu le 15 octobre 1926




