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LE JOURNAL DE PHYSIQUE
ET

LE RADIUM

REMARQUES SUR LA MÉCANIQUE ONDULATOIRE
par M. L. BRILLOUIN.

Sommaire. 2014 L’équation fondamentale de la mécanique ondulatoire peut ètre résolue
par une méthode d’approximations successives ; au lieu de chercher directement la fonc-
tion 03C8 de Schrodinger, on pose

$$
et l’on obtient pour S une équation de la forme

où le premier membre est identique à celui de l’équation de Hamilton, tandis qu’au
second membre figure une expression linéaire par rapport aux dérivées partielles du
premier et second ordre de S. Cette équation peut être résolue par approximations en
posant

et l’on a pour S0 l’équation ordinaire de Hamilton ; la série des équations qui permettent
de déterminer S1, S2..;, Sn... est ensuite linéaire. La fonction S, en un point donné,
est multiforme, tout comme la fonction classique S0; sa valeur est déterminée à
03A3 mhIk près, les lk étant les périodes de S; pour que la fonction 03C8 n’ait qu’une seule
détermination, il faut que la périodicité de l’exponentielle compense l’indétermination
de S, ce qui donne les conditions

Ih = nh h (nk entier).
Si l’on s’en tient à la première approximation (S0), on retrouve ainsi la mécanique

quantifiée de Sommerfeld, Schwarzschild, etc. Les approximations ultérieures apportent
diverses corrections à ce premier calcul (quanta fractionnaires, sélection, etc.).

L’auteur développe et précise cette méthode, qu’il avait déjà exposée dans une note
aux compte rendus [C. R., t. 183 (5 juillet 1926), p. 24] et qui fut indiquée indépen-
damment par Wentzel [Zts. f. Phys., t. 38 (1926), p. 318] sous une forme d’ailleurs moins
générale.

Il était aussi intéressant de rechercher le type le plus général de problèmes réso-
lubles ; c’est ce que tente l’auteur, en généralisant autant que possible les résultats
obtenus précédemment.

Incidemment, on constate que les équations générales ne permettent plus l’inversion
du signe du temps, à moins que l’on ne change simultanément le signe de h; ceci aura pour
conséquence physique de remplacer les absorptions d’énergie par des émissions, et récipro-
quement

D’autre part, les renseignements donnés, d’une manière très générale, sur la méthode
de résolution des équations, permettent de préciser la forme des matrices et de montrer
par quel mécanisme s’introduisent les règles de sélection.

L’auteur indique enfin une suggestion sur le rôle du temps dans la mécanique nou-
velle ; il propose une définition qui permet de retrouver sans ambiguïté les fréquences
optiques, mais enlève toute existence physique aux fréquences des états stables.

56818 VI. - TOME VII. DÉCEMBRE 192 6 ? 12.

1. Introduction. - Dans un tout récent article, M. L. de Broglie a exposé les remar-
quables progrès de la mécanique ondulatoire (1) ; il a rappelé comment cette théorie

(t) Journal de Pfiysique, t. 7 (1926), p. 321; indiqué par la suite loc. cil.
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interprète l’exi,Leiice des niveaux d’énergie stables dans l’atome ; pour étudier une classe
de mouvements, tels que les trajectoires électroniques, on est amené à résoudre une

équation de propagation, relative à l’onde associée. Dans le cas où l’on néglige les
corrections relativistes, c’est-à-dire aux faibles vitesses, l’onde associée a pour surface
d’onde des surfaces très peu différentes de celles que donne l’éduation de Hamilton-
Jacobi (’) ; la nouveauté essentielle consiste à avoir attribué à l’onde une fréquence v
donnée par la relation hv = E. Par suite de sa loi cle propagation (2), l’onde est douée d’une
grande vitesse loin du noyau atomique et d’une vitesse très faible près de celui-ci; il eln
résulte une très forte réfraction, de telle sorte que Fonde contourne le noyau et revient
interférer avec sa position initiale. Il ne peut y avoir stabilité que si les circonstances sont
telles que l’onde réfractée se retrouve en phase avec l’onde primitive, et qu’il s’établisse
un régime d’oscillations stationnaires. Cette condition détermine une série de valeurs

particulières de la constante d’énergie E; à chacune de ces valeurs correspond un type
d’ondes stationnaires, c’est-à-dire une de l’équation de propagation.

Schl’t"llli nger a donné ensuite une interprétation très ingénieuse des calculs de la méca-
nique des matrices, çe qui jette une clarté nouvelle sur cette très abstraite théorie, et en
permet la traduction physique dans la mécanique ondulatoire. La méthode suivie se
rattache directement à la tentative de Born et Wiener, que j’avais rappelée dans un exposé
récent; ces auteurs avaient déjà voulu remplacer les grandeurs quantiques non comll)ti-
tables par des opérateurs fonctionnels.

En pratique, le progrès réalisé par Schrôdinger est très net. La recherche d’une
solution des équations entre matrices était très pénible, puisqu’il fallait déterminer à la
fois toutes les amplitudes et les fréquences. La méthode nouvelle permet de sérier les

problèmes : la recherche des niveaux d’éner-ie est un problème de mécanique ondulatoire;
on détermine ensuite, par des intégrations, les amplitudes des termes intéressants.

Le nombre des travaux publiés sur la mécanique ondulatoire s’est beaucoup accru
depuis quelques moia (-), accusant ainsi l’intérêt très o-if qu’éveillent ces théories; Forigine
première de ces conceptions remonte à quelques remarques faites par mon père en
1 ~. L9 (~); il indiquait que les conditions de quanta peuvent s’interpréter comme dues à la
résonance d’une onde spéciale émise par l’électron, puis llotait que les ordres de gran-
deurs obligeaient à admettre que ces ondes aient une vitesse beaucoup plus faible auprès
du noyau qu’à grande distance. Il ajoutait avoir reconnu possible de définir un milieu

cil., équations (26’) et ~-2-~). ~

(2) Loc, cit., l’éciuation (24’) donne :

étant L’énergie potentielle.
(3) Louis DE BROCLIE, Thèse (192~; Ann. de Phys., t. 3 (1925), p. ~~2; J. t. 7 (1926), p. 1, p. 32;

C. R., t. 179 (’1924), p. 33 ; p. 6~6; p. L039; t. 180 (1925), p. i98; t. 183 (1926), p. 272;
A. LmsTEnr, Berlin. Ber., (lrJ2~). p. 9;
E. SCIIllODINGEU, Ann. der Physn L. 79 (1926), p. 361; p. 489; p. "(34; t. 80 (1926), p. 431; t. 8i (1926),

p. 109; t. ’14 (1926), p. 
E. Ann. (leur Phys., (~. 80 (l~)-26), p. 36 i ;
J. WALLBR, Phys., l. 38 (D26), p. 635 ;

f. Phys., t. 37 (192G), p. 863; t. 38 (1926), p. 803 ;
A. ml’IlHRFBLD et A. txsvLD, Zts. y. Phys., t. 38 (1926), p. 237

Zts. f. Phys., t. 37 (19:!6). p. âl6;
L. BuiLLoriN, C. R., t. 183 (1926;, p. 24; p. 270;
G. Zts. f. Phys., t. 38 t1926), p. 518;
Trr. DE C. R., t. 182 (1926), p. 1380 ; t. 183 (1926), p. ~9! ; J. Math. 5 (1926), p. 251
Tu. et FR. H. VAN C. R., t. 183 (i926), p. 22;
O. r Phys., t. 37 (J92 ’B p. S9~;

t. i18 (1926), p. H4.
F. Zis. fil Phys., t. 39 (1926), p. 322.
B’. v . t. 39 (1926), p. 153.
(’¢) C. Il. t. 168 (1919), p. 13i~; t. 169 (1919), p. 4t); t. 171 (,1920). p. 1000;
J. Phys., t. 3 (11,)22), p. 65 ;
Conqrès inleï-national de ,llaifié&#x3E;nfiliques à Strasbourg (septembre 1920).
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continu, analyliquenlent illimité. mai... asymptotiqnement homogène au loin et qui jJossède
lIéaJunuÍJls périodes bien les unes des autres. Ija

mécanique ondulatoire est venue COIIfII’I&#x3E;)E’l’ ces préciser le sens de ces ondes hypo-
thétiques.

2. L’équation fondamentale. - L1 propagation des ondes de phase se présente
sous sa forme la plus simple, lorsque le problème mécanique se réduit au mouvement d’un
point matériel ; suivant qu’on emploie la mécanique relativiste ou celle de Newton, on
aboutit am équations (loc. cit., éq. 21) ,

oùF (,r, ?, .3") représente l’énergLC poioiitielle, lmois quc l r énergie totale. Si
l’on tient compte des éondiloons auxiliailes

on obtient, pour les vitesse de propagation, les valeurs

La première valeur est extrêmement grande ( ~’ ~ c) et d’un tout autre ordre de gran-
deur qu’’ t’,.i i; et pourtant, les problèmes d’uscillatioiis définis par (1) et (&#x3E;1 bis) son t très
voisins. Cet apparent paradoxe s’clacide aisément. En mécanique classique, l’énergie est
définie à une constante près ; nous pouvons donc poser

nous obtenons uiie vitesse

mais la fréquence est devenue

la s’est conseiirf;&#x3E; (1,’ ==)), de sorte que le problème d’interférences est
resté le même; la forme relativiste se ramène exactement, à la limite, à la forme ordinaire,
si l’on 1 

- -

SeIn’! généra1isé les formules relatives à un point matériel afin de pouvoir les
appliqucr à des problèmes plus complexes. L’évolution d’un système à r degrés de liberté
peut se represenLer par le mouyelnenl d’un point, dans un espace à » dimensions : soit
alors

l’expression de l’énergie cinétique fonction des xTitesses )1 q2... ~... ~~~; nous pouvons
considérer que, dans cet hyperespace à r dimensions, l’élément linéaire s’écrit

les 1JlU représentant le Lenteur fondamental. Par une conversion bien connue, on peut
passer des cOlnposante:-- covariantes aux composantes contrayariantcs nlkl de ce meiDe
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tenseur; ces sont, comme les mu, des fonctions des diverses coordonnées; c’est au

moyen de ces nouvelles quantités que l’on peut écrire l’énergie cinétique en fonction des
moments p,~

Dans l’hyperespacc des qk, ou obtient, pour l’onde, une équation de propagation tout il fait
semblable à (i bis), et qui s’écrit

En explicitant le sens des opérations vectorielles, divergence et gradient, dans

l’espace courbe, on obtient l 
1 

,

où ln représente le déterminant des 
C’est sur cette équation que reposent tous les développements de Schrodinger.
Il ne s’agit d’ailleurs pas là d’une équation définitive, puisque la gL’alldeur J!J" qui y

figure est reliée à la fréquences de la fonciion Ç, supposée sinusoïdale dans le temps. Si
l’on tient compte de la relation

on peut éliminer l~ et obtenir l’équation ~’ 1

mais l’inlerventiou des in)[}ginaires dans cette formule n’est pas très satisfaisante

, 3. La résolution par approxlmat!ons successives. -- Schriudinger a traité direc-
tement un grand nombre de problèmes, en recherchant les valeurs propres de l’énergie E,
c’est-à-dire les valeurs Ej, pour lesquelles on peut trouver des solutions de l’équation (8)
sous la forme

Les exemples traités ont ceci de particulier, qu’ils sont résolubles par séparation des
variables, la fonction u se présentant comme un produit de fonctions 2~~ (q~) portant cha-
cune sur une seule variable; j’indiquerai plus loin (~ 6) à quel type général se rattachent
ces divers cas. Je veux ici montrer, d’une manière très générale, comment on peut chercher

, 
une résolution par approximations successives, qui permette de trouver une solution

chaque fois que le problème est résoluble en mécanique ordinaire. Cette méthode présente
tout d’abord l’intérèt de préciser quelles corrections la mécanique ondulatoire apporte aux
équations classiques ; elle permet, en outre, la résolution d’un grand nombre de problèmes,
car les cas de séparation des variables sont bien plus nombreux en mécanique classique
que dans la théorie ondulatoire. J’ai indiqué cette méthode sous une forme très générale,
dans une note aux Comptes rendus, et elle a été trouvée indépendamment par Welltzel, sur
quelques cas particuliers (2). _

Posons

(1) Schrouinger introduit dans cette équation un double signe qui ne semble pas utile
Ô1

der Phys.., t. 81. (1926), p. i09).
(2) 1, BRILLOUI,-i, C. 1?., t. 183 (1926), p. 2i.

G. WFN-TZFL, Zls. f. t. 38 ( I 9?6 ), p. 518.
L nE BROGLIE, loc. Cil, éq. ; 2J à 27.
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où est une fonction des coordonnées q, qu’il s’agit de déterminer. Des calculs simples
permettent alors de passer des équations (8 ou 9) en 5 à la suivante, relative à S~

Dans cette équation, l’ensemble des termes écrits au premier membre reproduit ceux de
Féquation classique de Hamilton-Jacobi. On sait, en effet, que celle-ci s’obtient en partant
de l’expression (6) de l’énergie cinétique en fonction des moment, où l’on remplace chaque
moment 1)~ par la dérivée partielle à qj, d’une fonction inconnue ~So des coordonnées.
On ensuite la condition que la somme des énergies cinétique et potentielle soit égale
à ce qui donne

Nous retrouyons bien, au premier membre, le même groupe de termes que dans l’équa-
tion (11); mais la mécanique ondulatoire écrit un second membre qui constitue la nouveauté
de la théorie. Ce second, membre est très petit, puisque h est lui-même très petit, de sorte
qu’en faisant tendre h vers zéro on retrouvera comme limite la mécanique classique. On
retombe aussi sur l’équation classique, comme le remarque 1... de Broglie, lorsque les
courtires des surfaces d’ondes sont peu importantes, de sorte que l’on puisse négliger les
dérivées secondes de ,5.

résoudre l’équation générale (l2), nous chercherons à développer S par rapport
. / h B

aux puissances (le 2 i

Nous regrouperons alors, dans l’équation (12), les termes de même puissance en fi ; la pre-
mière approximations, où figurent les termes indépendants de Il, est alors donnée par
l’équation classique (13); la seconde approximation (termes en h) s’écrit

Pour la troisième étape, il vient

Le terme général (en prend une forme un peu différente suivant la parité de 11 :

Ces équations sont toujours linéaires par rapport aux’ dérivées partielles de la der-
nière fonctioii inconnue à déterminer.
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4. Les valeurs propres de l’énergie; conditions de quanta. - Il ne suffit pas c[(,
former, suivant la méLhode ci-dessus, une fonction j,B.,Y pour trouver une solution acceptable.
Les valeurs propres de l’énergie sont caracLerisées par ce fait qu’elles prflneUPllf d’obtenir.
pour la fonction une détermination cOlltinllc, lIlliB O(IUf’, satisfaisant aux conditions aux
limites imposées, c’est-à-dire s’annulant à l’infini.

. 

Voyons donc sous quelle forme se présente notre solution. La première approximation
iso est la fonction d’action classique. Dans tous les Cil, ou l’on sait la former, c’est une fonc-
tion à multiples déterminations. En chaque point (ql ... y) de l’extension en phase, elle
s’écrit

les nel étant des nombres entiers (lues, et les fUi’ tine série de’ n grantleut’s, que l’oii
appelle les périodes de la fonction Si l’on part d’ull point q donné et que l’on décrivn un
circuit fermé quelconque, on revient avec une nouvelle détermination correspondant a des
valeurs différentes des entiers 

Par suite du jPu ,tpproxim,-itioni.-, successives, la fonction S que nous formions

jouira de propriétés analogues, avec des peu différentes nous’cher-
chons dans quels cas cette fonction iiitiltifoi,me uoab donnera pour ô une expression uni-
forme. Reportons-nous à 1’’qiiiilinii (11), et BOUS qu’il fant, pour satisfaire, à (eUe

condition, que les périodes 1, soient telles que l’on atit

les Ut étant des entiers.
L’indétermination de S’ est alors compensée par la périodicité de la fonction expouen-

tielle, puisque l’on a

Les conditions (19) sont t les équations de qutcclta qui fixent les va!eurs des niveaux
d’énergie (1). Elles se présentent sous une forme tout à fait semblable à pelles Ue l’ancienne
mécanique quantifiée de Sommerfeld, Schwarzschild, (de. Mais, au lieu de porter sur les
périodes 10l de la fonction de Hamilton, elles s’appliquent aux périodes de ta fonction définie
par l’équation (12). L’ancienne mécanique quantifiée apparaît ici comme première approxi-
mation.

5. La réversibilité du temps. - Nous ferons ici une remarque qui peut avoir
iiiie certaine importance. En mécanique classique, lorsque l’équation de Ramilton admet
une solution + So, elle est aussi satisfaite par (2). Ceci correspond directement à la
réversibilité du temps; les inoinenls étant donnés par les dérivées partielles de changer
le signe de cette fonction revient à changer le signe des vitesses et a inverser le sens de

parcours de la trajectoire.
Ce résultat tient essentiellement à ce fait que r0qualion de Ilamiltoil (i3) ne contient

que des doubles produits des dérivées partielles de Mais cette circonstances ne se retrouve
pas sur notre équation corrigée (i2B puisque le sPcolHl membre est linéaire.

La réversibilité du temps disparait donc, P11 apparPHce. On peut pourtant la rétablir
par l’artifice suivant :

Si 8 est une solution de l’équation (M~), - Sest une solution de l’équation obtenue en
changeant le signe de h. C’est ce que l’on peut voir aussi directement pour la fonction ’1’ sur

(l) Pour aboutir aux conditions (19), Wentzel procède autrement, et s’appuie ur les propriétés que
possède la fonction b, lorsqu’il esiste un(, solution propre. Il m’a paru déiiioii,Li--,ttif de parth de la
onction S clui, pour toute valeur de E, pcut toujours être obtenue à partir de 1 équation 12, et de chercher
dans quel cas cette fonrtion S donne à ô un aspect convenable. Jl faut toutefois signaler que le développe-
ment en série (14) semble n’être convergent que lorsque les conditions (19) sont satisfaites.

(’) .Je me place maintenant dans le cas général oÙ Su n’est pas séparable en une somme de for;:tions
~ d’une coordonnée chacune ; dans le cas de séparation, il y a autant de doubles signes que de fermes
dans ’’’’0’ telle sens de ces multiples déterminations est plus coinpliqué.
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l’équation (9). Ceci a pour conséquence physique de remplacer le; almnplionc d’énergie
lrn par des émissions - hv et inversement. Ce sera là la seule modilication, puisque les
conditions de quanta (19) ne sont pas troublées par cette inversion de signe (1).

Le double changement de signe, sur /3 et h, nous fera passen00FFdu développement

à

ce qui peut se vérifier directement sur les équations (15) à (18).
Faisons séparément la somme des termes pairs et impairs

les expressions P et J sont réelles.
Les deux valeurs obtenues pour ul sont alors

o - .

et ne diffèlent que par le changement de signe du temps.
Il semble donc que nous retrouvions sans difficulté la réversibilité du temps, au moins

dans les équations purement mécaniques, car il n’est pas certain que l’oo puisse, sans
autre correction, inverser le signe de h dans les équations qui exprimeront la liaison entre
l’atome et le rayonnement.

6. Les cas de séparation des variables en mécanique ondulatoire. ~-- cru

utile de rechercher les divers types de problèmes qui permettent une résoltilion par sépara-
lion des variables. Cette étude est indispensable, si l’on veut ensuite pouvoir établir

quelques raisonnements et résultats généraux, applicables à tous les exemples particuliers.
Le cas le plus simple est évidemment celui de la séparation complète, /1’ et 7 se présen-

tant comme des sommes de termes relatifs chacun à une variable :

Ou voit aussitôt que peut trouver pour ~ une solution de la forme

pourvu que les conditions aux limites soient indépendantes pour chaque coordonnée. Divi-
sant alors pai § tous les termes de l’équation fondamentale (8), on 

maLs d’autre part

On est ainsi conduit, pour chaque variable, à une équation

(1) C’est à la suite de ces remarques que j’ai tenu à supprimer le double signe que Sc!)r"dinger introduit
,dans l’équation (9), devant le terme en h, et qui me semble vraiment injustifié.

(2) Les sont nuls, ce qui supprime tous les termes ~~ ~ l ; dans ceux qui restent, les fonctions

pour lesquelles est différent de Ii se compensent dans û-1 ’ 

Õq1..
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c’est exactement la forme de l’équation générale (8), pour un degré de liberté isolé. Le sys-
tème total est simplement formé de la juxtaposition des systèmes isolés; l’énergie totale est
la somme des énergies partielles quantifiées ; car

donne la solution de l’équation générale (24).
Les choses ne sont pas, en général, aussi simplt-s, et il s’établit une dépendance entre-

les divers degrés de liberté. Les cas traités par Schrôdinger, Fues, Waller et d’autres se
rattachent tous au type suivant (1;0

Dans l’énergie cinétique, les termes nikl sont nuls lorsque k est différent de 1; les,
termes diagonaux sont de la forme

Les variables sont donc rangées dans un certain ordre qui permet le classement ci-
dessus. 

Pour l’énergie potentielle, nous la supposons eonstituée par une somme de termes-

ayant une structure analogue.

Au point de vue classique, ce problème rentre dans les cas de séparation de Siackel ; le~
déterminant m des rrtkL a la valeur

Nous pouvons chercher pour ~ une solution de la forme (~3), si les conditions aux
limites imposées se présentent indépendamment pour chaque variable; nous aurons alors
une équation fondamentale (24). Tenons compte des expressions (27) et (~8), et nous

obtenons 
~

La résolution se fait en cascade, en commençant par la dernière variable ql’. Pour
celle-là, nous chercherons les solutions de l’équation

Seules nous intéressent les intégrales continues, uniformes, satisfaisant aux conditions
aux limites pour qr. Ceci détermine une suite de valeurs propres de la constante 2,; ayant
rangé ces valeurs dans un certain ordre, nous les écrirons 0153r (n,,), comme des fonctions
dépendant d’un nombre entier 

Voyons maintenant comment se pose le problème relatif à la (1’ - ~1~ coordonnée.
Pour chaque valeur de e,,, nous obtenons une équation différente, qui s’écrit

~I~ L, BRILLOUIN, C. R., t. 183 (1926), p. 270.
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Pour chaque valeur de l’entier nr nous obtenons ici une nouvelle suite de 

propres dépendant d’un autre entier n~, r 1; soit, au total

et ainsi de suite ; la /:ieme équation sera

est nous fournira une suite de valeurs propres

La dernière équation résolue (k = 1) nous donne la suite des valeurs propres 
l’énergie 

-

B... 

qui dépend de 1 nombres entiers. 
,, ... ,

. 7. Quelques généra’tisations. - Le premier cas examiné (éq. 22) ne semble 
au premier abord, entrer dans ce type général (27); mais, par un changement de eoor-
données, on peut toujours ramener les Cgk) à la valeur 1, ce qui nous conduit à n 
particulier de (27), où tous les ~.~ seraient aussi égaux à l’unité.

Diverses généralisations peuvent être envisagées et se présentent dans la pratiq-«C-’
Tout d’abord, nous avons supposé que les variables se rangeaient en une série unique
fournissant des coefficients d’inertie (27) et une décomposition de l’énergie potentieUe. sur-
vant le schéma (28). C’est ce que j’appellerai le classement en ligne droite.

Mais, à partir de ce premier schéma, nous pouvons en obtenir d’autres, consistant em
suites de variables qui se raccordent par des embranchements. Deux cas se présentemnt?
suivant que l’embranchement sera divergent ou convergent. La figure ci dessous illustre le.
prinrr e de ces deux nouveaux modes de classement.

Dans le cas d’enl,brancltenlent divergent, nous supposons donc les variables 
la manière suivante

1

Le nombre total des variables est alors

Les coefficients d’inertie sont supposés de la forme (27 )y pour les premièreg.
variables (k L 11 ; pour les séries divergentes, nous poserons
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Quant à potentielle, elle sera

dans ces formules, comme au paragraphe précédent chacune des fonctions :J. ou z ne
dépend que d’une seule variable, celle de même indice.

Nous aurons aussi be;oiii d’expliciter la va1em’ du dél0rln inan t nt

x 0 U s chercherons, pour la fonction ~, une décomposition en produit de îach’urs ’+ le
dépendant chacun d’une coordonnée.

Parlant dor de l’équation (21,). nous obtenons l’équation générale

La résolution sera calquée sur La méthode du paragraphe précédent; dans chaque
branche j, on résoudia en cascadc, en commençant par la dernière -, en

en arrivant il l’entrée de la série j, on aura détermine la suite des valeurs propres

dépendant de s; nombres entiers. La prelnipre équation de ln rangée principale perdra sur
la variable q, et s’écrira 

-

la série des valeurs propres dépendra alors des + ... sp nombres entiers introduits
précédemment, plus un nouveau. La suite des calculs aboutira à la détermination des
valeurs propres de E= a,, qui dépendra de 1 + SI --~- 82 ... -j- s,, = r iloinbi-es 

Quant au cas convergent, on en connaît un exemple, daiis le coor-
données paraboliques; ce jeu de variables permet, on le sait, de décomposer 1(~,g équations
de l’effet Slark ; après avoir résolu la condition relative à une coordonnée ,;, on
obtient deux équations séparées et semblables pour les deux auices coordonnées. Je Il ai pli
en trouver de généralisation.

8. Examen du système des approximations successives. - 1-,’étude des procédés
de séparation des variables nous a permis de trouver la forme générale de l’équation rela-
tive à un degré de liberté ; c’est l’équation ~32~, que je transcris ainsi

avec les nouvelles notations
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J’ai supprime l’iii(lice k devenu inutile. Nou,, chercherons maintenant, par la méthode
générale indiquée au paragraphe 3, à comparer cette équation avec celle la théorie

quantique ancienne. Une première différence proviendra du coefficient x~, _ ~ déterminé par
les calculs antérieurs, et qui différera de celui que donneraient les anciennes règles de

en particulier, dans le cas des coordonnées sphériques, la résolution des

équations relatives aux deux coordonnées angulaires aboutit, pour l’équation en 1, à un

/ ([+1) /2
terme au lieu de j.,, / étant un entier.

).2 -

Laissons de côté cette première modification, pt appliquons la transformations (11).
Nous obtenons, en l’équation

11.. sont des fonctions connues de q, et x est la constallt0 dont il faut déterminer les
valeurs propres

Nous chercherons une intégrale qui se développe en série (i4) par rapport aux
, 

fi 
,

puissances de - 20132013, eLnous 
obliend l’ons les équations successiv es

i

et ainsi de su Lie.

La première équation nous donne

on sait ce que signifie cette formule bien connue. L’intégrale n’est réelle que si la quantité
sous le radical reste positive. La variable g reste donc comprise entre deux racines consé-
cutives qi et c~2 du radical. La période Io de SI) est obtenue par l’intégration de -/, et

retour en y1 car chaque fois que l’on passe à l’une de ces racine, il coityieiit de changer
le signe devant le radical.

La fonction S~° est donc tnultiforme ; -, sa dérivée est uniforme sur une surface de Rie-
mann présentant une coupure de rp à sur les deux lèvres de cette coupure, que nous

supposons faite suivant Faxe réel, la prend deux déterminations égales et de
à q 

"

signes opposés.
Si l’on examine l’équation ~~~0, li) on voit que cette double détermination ne se produit

pas sur la deuxième approximation; le changement de signe de laisse indifférente la. - 

q
%

(1) Dans ses exemples d’application, Wentzel ne distingue pas nettement ce premier chàngement ;
aussi ses calculs ne se présentent-ils pas exactement sous la forme que je développe ici, et qui est pourtant
la forme générale.
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dérivée 2013 ; il n’y aura donc pas, de ce fait, cle particularités à la (’); celle-ci
 q

peut cependant avoir un ou plusieurs pôles ; dans le calcul de l’intégralc

ceux-ci interviendront pour donner un nous aurons donc

D’après la mécanique ancienue, nous aurions posé

si nous nous en tenons à la seconde approximation représentée par SYt, nous aurons
écrire -

ce qui se ramène à la formule précédente (43), avec la différence, toutefoisj que la suite des
nombres entiers admissibles est maintenant

A pouvant être positif ou négatif, cette modification a pour résultat de donner au nombre n’
des valeurs différentes d’un entier ; et si A est entier, sa présence ajoutera certains nombres
à la liste précédente, ou, au contraire, en retranchera. C’est par ce mécanisme très simple
. que la nouvelle mécanique ondulatoire explique de certains états quantifiés, el
justifie les règles empiriques que l’on avait établies dans l’ancienne mécanique atomique
pour l’introduction de nombres non entiers.

Je n’insiste pas sur le rôle des approximations suivantes, car elles sont ordinairement.
sans intérêt. En développanl la suite des formules (40), on verrait sans peine que les

dérivées a Sn ont une double Mtermination sur la coi-ipure qi 1 ’ , lorsqùe n esL pair, et n’y-
ont qu’une valeur unique lorsque n est impair. Mais, en général, ces dérivées à double signe

ç 
’

deviendront infinies en 1 et q2, puisque y est nul. Il en résulte que, dans l’intégration,q p q y q a

l’échange des deux déterminations ne pourra se faire. Il n’y aura donc pas, de ce fait, do
contributions’ imprévues à l’intégrale 1 ; seuls les pôles pourront survenir, ce qui modifiera
la valeur de la correction A ; le résultat pratique sera donc celui que nous annonçions plus
haut.

La constante a se trouve, déterminée, lorsqu’on impose la condition (44), puisqu’elle-
figure dans on détermine bien, par cette méthode, les valeurs propres de 1.

Nous pouvons, comme à la fin du paragraphe 5, grouper sous les symboles P et J
l’ensemble des termes d’approximation pairs et impairs; nous obtenons alors (éq. 21)

Entre les racines q, et fj2 dont nous avons parlé plus haut, le plus important des terme
, ¥ 

’

pairs, So, est réel l’expression e ~z 
sera donc oscillante, et ib présentera un certain

(1) La résolution de 40 b donne

les pôles seront les points où ~L devient infini, plus les points q, et q2 qui se compensent.
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nombre ii de zceros tous compris dans l’intervalle qi q2 qui, en mécanique classique, limite
fe mouvement. En dehors de cet intervalle, ~’a devient imaginaire, et ~ suit une variation
monotone; or, on dispose à priori du signe de So, on pourra donc prendre celui qui lais-
’sera t¥ fini, et satisfaire ainsi aux conditions aux limites de Schrôdinger.

9. La jonction avec la mécanique des matrices ; le problème des fréquences
optiques. - L. de Broglie a rappelé comment Schrodinger avait établi le raccord entre la
mécanique ondulatoire et la théorie de Heisenberg. Appelons un (q) la partie de ~ qui ne
dépend que des coordonnées d’espace

Nous avons écrit q pour l’ensemble des coordonnées fi’ ... qr; entre les un’ on a les
aeela tions (1)

l’intégrale est étendue à toute l’extension en configuration
Ces conditions d’orthogonalité nous permettent de développer une fonction quelconque

par rapport aux fonctions u. Schrôdinger retrouve les matrices qk et pk en développant les
expression

Les 
fz 

sont alors les composantes des matrices q~ et nous devons admettre que

les expressions (46) représentent l’équivalent de la coordonnée qk (ou du moment 1),k ) de
é’électron, lorsque l’atome se trouve dans l’état d’énergie En. C’est dire que la coor-

est alors donnée par la somme des termes de la rangée n dans la matrice nous

retrouvions bien la convention faite dans mon article antérieur.
. On peut expliciter ainsi les valeurs de ces composantes ou ~az

On vérifie que les coefficients ainsi calculés satisfont à toutes les relations de la théorie des

matrices, et doivent représenter les amplitudes des termes de fréquences

Mais on aimerait, en toute logique, voir apparaître directement ces fréquences or
le procédé de calcul de Schrüdinger, qui porte uniquement sur les variables d’espace, ne
donne pas d’indication à ce sujet. Si l’on ne sépare pas les termes qui dépendent du temps,
on est conduit à remplacer, dans les formules (47), les un par les lu,, et l’on obtient comme
résultat de l’intégration

2 --;t i -- - .

ce qui ne correspond pas au résultat désiré; Schrûdinger tourne alors la difficulté et rem-
’-i

place, en (’1), par g,,, et par l’imaginaire conjugué de "¥m’ c’est-à-dire 
m t

mais cet artifice de calcul n’explique rien.

(1) L. nE BROGLIE, loc. cil., éq. 39 et 42. Schrodinger laisse toujours apparaître la fonction p qui n’est
vtile que pour le cas de coordonnées q non cartésiennes; sa valeur est p = 111,-1/2. Dans tout ce paragraphe,
l’indice rz se rapporte aux fonctions correspondant à un état quantifié d’énergie on prendra garde de
~.e pas confondre avec certains paragraphes précédents, où l’indice représentait l’ordre d’approximation.
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peul chercher nu peu plus loin: parmi les diverses équations que nous 

l’équation 9 &#x3E; Imeaire et homogène par rapport à la fonction 
et ~I’~ dérivées: elle permet donc la superposition (tes diverses solutions partielles. Si nous
avions une fonction quelconque/ satisfaisant à l’équation (9). nous pourrions la décomposer
en une somme de fonctions propres

les /’,, ici des coefficients constants; mais les expressions que nous voulons déve-

iopl)u ne son L pas des solutions de (9). Si nous leur appliquons les for--r C pp

nous obtenoiis, par exemple,

Les coefficients du développement sont des fonctions du telnps, avec la fréquence 
mais ceci ne nous avance guère, car le produit du coefficient par t5,,, redonne sim-

plC1DPl1 nne fonction de fréquence La difficulté n’est donc toujours pas résolue.
J’ai peine à admettres d’autre part, la réalité des fréquences ou E";jh qui apparais-

sent dans les fonctions ~,, ou q;m; on m’explique que ces fréquences sont si élevées qu’elles
nous échappent, je croirais plus volontiers que ce ne sont pas des fréquences, et que les
fonctions l ne dépendent pas du temps, mais d’une autre variable auxiliaire, que

lors de la décomposition en fonctions propres (47), l’intégration en 1 se fel.ait
jusque une limite qui dépendrait de t, et ainsi le temps n’apparaîtrait que dans les coeffî-
cirnt s de décomposition.

Cette hypothèse peut se préciser de la façon suivante ; dans l’équation (9), nous rempla-
corons it nous Îerons) ainsi disparaître l’imaginaire et nous aurons

Ceci ne eliange rien à toute la résolution, et nous conduit à une série de fonctions

Les conditions d’orthogoiialité donnent alors

J’adlnel, que les limbes d’intégration (limites du domaine ~) sont

de sorte que l’intégrale (49) prenne, pour n - ni, la valeur

Soit alors à décomposer une fonction cp (q, ç) ; pour retrouver les deux cas (î6),
il me suffira d’écrire P == ou ? == J’aurai

. 
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avec la formule

Les intégrales d’espace se posons donc

ce qui correspond aux formules (4~).
Effectuons alors les intégrales en ; de -x à et nous obtenons

ce. qui nouas donne une fonction sinusoïdale du temps, avec la fréquence correcte ~~,~"~.
J’obtiens donc le résultat désiré, de supprimer la réalité du temps dans les fonctions

propres ’~, et de le faire apparaître seulement dans les coefficients de décomposition et avec

les fréquences convenables : -, quant à la correction en ~E" sur l’amplitude, elle ne
+ ~ ,

Jouera pas iiii rôle important.
’ 

liiein a indiqué récemment une méthode de calcul basée sur l’emploi J’une cinquième
dimension, venant en surplus des qualre coordonnées d’espace et temps ; peut-être les
remarques ci-dessus trouveraient-elles leur place dans cette tentative ; mais, sous la forme
où IBlein les écrit, ses relations ne sont qu’une traduction mathématique textuelle de celles
de et n’apportent pas de notion nouvelle ; la cinquième coordonnée n’a aucun
sens I)Iiysique et ne sert que comme intermédiaire de calcul.

, 
.

10. Le calcul des coefficients de matrice ; apparition de la vitesse de groupe
comme vitesse du mobile. - Revenons au ca,lcul des coefficients d’amplitude, q par
exemple ; supposons que le problème soit à variables séparées, suivant le type général
indiqué au § 6, et qui correspond à un certain ... r¡ k ... r¡’ des variables. Les
valeuj’s propres sont alors déterminées par un jeu de nombres entiers ni, nz, ... Un et l’on

a, pour le terme d’espace de la fonction propre , la forme suivante :
.

Le facteur M~ dépend, d’une part, de tous les entiers nk+ 1 ... n,, présents dans les
termes qui le suivent; d’autre part, il introduit un entier nouveau qui doit se retrouver
avec la même valeur dans tous les u antérieurs.

Soit alors à décomposer l’expression

formule abrégée où (/ représente l’ensemble des coordonnées, et n ou tn, un système de »
nombres entiers; nous voyons tout de suite, en examinant l’expression p u, que tous les
termes ... ur y sont déjà rangés dans une suite normale, et ne devront pas être modifiés ;
nous aurons donc nécessairement

C’est par ce procédé que la mécanique ondulatoire interprète tous les de sélection

qui ont été proposés.
1
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Pour les termes k, nous devrons chercher un développement

lllùs l’apparition d’un entier n; différent de n, nous oblige à corriger tous les u des rangs
précédents; nous utiliserons des formules telles que .

"’ee1ài.J1si de suite ; nous aurons donc finalement des coefficients 
’

les ii, sont de très grands nombres, il est à prévoir que, dans ce développement, les seules
importantes des m seront celles qui seront très voisines des n : on aura donc,

(éq. 54), un développement où ne figurera qu’un groupe de termes oÙ m sera
différent de n; et l’on expliquera ainsi l’apparition de la vitesse de groupe dans le

déplacement du mobile, ce qui justifiera les affirmations de Schrüdinger dans son second
-mémoire.

Manuscrit reçu le 15 octobre 1921

ERRATUM.

Dans l’article de R. de Nlallemann, paru dans le numéro d’oclobre 1926, p. 
nombre d’erreurs numériques n’ont pu être corrigées en temps utile.

Pa,-e 399 : formule au lieu de 3 
~ve),-’ 2 v i

Page a9° : formule (10), lire : 107 r au lieu de : r.
Page 300 : formule (IOli’), lire : A ccu lieu de : lOi A, et au lieu de : 10-3.

Page 309 : l’expression de la constante de Verdet de H2 doit être lue : .

A =- 14,16.10-’- (1384-10-7)1 =- 1, 36. 10-9.A == 1,16.0-’  = ( ’ 3fi io-? ° 
Pa,ge 30 : les deux derniers nombres de la 48 colonne du Tableau doivent êlie rem-

’placés par 1,327, 1,285, et les nombres correspondants de la dernière colonne par 3165,
M54- ( Signalons à ce propos une erreur typographique dans le mémoire de Rodgers et

Au lieu de « l’accord est complet », il faut donc lire : « la variation, bien
-que, systématique, est inférieure à 1 pour 100, et ne dépasse pas la limite de précision
expériences. Dans le même intervalle, la variation de la rotation spécifique est supé-
-rieure à 2 pour 100 ».

Page 313 : 12e ligne, lire - à calculé == i ,8~3, ~ mesuré == 1,855.
Page 315: 7e ligne, ait lieu de « absolument transparent », lire : « transpalent en

4ehors du rouge extrême ».


