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INFLUENCE DE L'AGITATION THERMIQUE SUR LA VISCOSITE
DES LIQUIDES .
PROPAGATION D'ONDES ELASTIQUES DANS UN MILIEU EN MOUVEMEN
par M. Lion BRILLOUIN

1. Les ondes élastiques d'agitation thermique. — J'ai indiqué, dans
un précédent arlicle (‘). les idées générales qui m'onl guidé pour I'étude
de la viscosité des liquides: je veux maintenant trailer en détail le pro-
bleme du role des ondes ¢lasliques d'agitation thermique. Je prendrai des
notations semblables & celles que jai ulilisées pour U'étude de la conductibi-
lité calorifique (%), ce qui facililera la comparaison des résultats.

Nous analysons l'agilation thermique du corps en ondes élast‘iqvues de
toutes fréquences; nous nous bornerons au cas d’'un liquide, capable de
propager seulement des ondes longitudinales. Dans un solide, on aurait &
considérer séparément des ondes longitudinales et des ondes transversales;
il suffirait d’ajouter, dans le résultat final, les lermes de ces deux prove-
nances. . .

Les ondes longitudinales de fréquence v (& dv pres). dont les directions
de propagation sonl comprises dans un angle solide dQ, ont pour densité
(’énergie, a la température 7.

_ AW, T v .
(1) C de==wr (7> dv dQ;

V représente la vitesse des ondes longitudinales, ¢’est-a-dire la vitesse du
son dans le milieu considéré; A est un coefficient introduit pour tenir
compte de la dispersion; ce coellicienl A a pour valeur. dans la théorie
simplifice de Debye,

) { A=4  pour v < Vm;
(2) ‘
[ A=0 pour v>v,;
la fréquence limite v, étanl, dans le cas du corps liquide, définie par la
relation
9N\3
r £y 3
(3) Ym = } <47:U> 5

N, nombre d’Avogadro; ¢, volume de la mol. gr.

(") LEox Brirrouin. La viscosité des liquides et son interprétation théorique; Journ. de
Phys. série vi, t. 3 (1922), pp. 326-340.

(*) Léon BriLLouin. La théorie des solides et les quanla ; Ann. de I’Ecole Normmale Sup.,
t. 37 (1920), pp. 357-439.
Ce travail sera indiqué avec la mention loc. cif.
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La formule (4) contient encore unc fonclion £, dont l'expression esl
donnée par la loi de Planck

e h
) F(3) ==

. ekl —1

Les ondes (*) lransportent une certaine quantité de mouvement et cette
propri¢lé joucra un role essentiel dans le probleme qui nous occupe; le
calcul complel des pressions de radiation (*) conduit aux résultats suivants :

La quantité de mouvement transportée par les ondes a pour expres-
sion

> >
@) dom=6V-tdr

pour un ¢élémenl de volume dr lraversé par des ondes dont la densité
d’énergie est &.

Ces ondes produisent, en oulre, une augmentation A p de la pression
moyenne, augmentation qui est uniforme dans tout le milieu traversé par
les ondes.

dlog V' dlogV

X Ap=86—"n = — .
(7 bis) p é;()10gp 0log v

V représente loujours la vitesse des ondes; p, la densité du milieu
et v, son volume moléculaire.

Jai donné des démonstrations détaillées de ces formules, qui rempla-
cent les expressions incompletes de Lord Rayleigh. Les formules (7) et
(7 bis) sont d’ailleurs dunc tres grande généralité, et s'appliquent & des
ondes d'un type quelconque, ondes élastiques longitudinales, dlastiques
lransversales, ou méme électromagnétiques. Je me suis borné au cas d'un

("' Dans le cas du corps solide, on aurait deux formules (1) relatives séparémentauxondes
longitudinales et transversales; pour les ondes (ransversales il faudra doubler I’expression,
a cause des deux polarisalions possibles, Les expressions (2) el (4) restent valables;
les fréquences limites ont seulement des valeurs un peu différentes :
pour les ondes longitudinales

l
. [(3N\3
(5) Vi =V <m>g
pour les ondes transversales
1
. IN\;
(G) Verm = Ver (ﬁ;)g-

(?) Léon BriLrovin, loc. cil., chap. v.
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milieu sans dispersion. c'est-d-dire dans lequel la vilesse de propagalion
est constante, quelle que soil la fréquence v des ondes. Pour un corps
dispersif, V scrail fonction de v; les formules seraient un peu différentes ;

il faudrait multiplier 'expression (1) par get les expressions (7) el (7 bis)

.

en appelant U la vitesse du groupe (').

v
L (%)

U v

U
par V?

Nous ne tiendrons pas compte, dans nos calculs. de cetle légere com-
plication, et supposerons que la vitesse des ondes csl indépendante de la
fréquence.

2. Absorption et émission des ondes; libre parcours moyen. — Au
cours de leur propagation. les ondes s’affaiblissent progressivement; soit
a (+,T) le cocfficient d’absorption; une onde dont la densilt¢ d’énergie est &
perd, dans un volume d=. en un lemps d/, une énergie

¢ A8ats = a (v, T) V& d= dt;

cette équation sert de définition au coefficient «. Pour qu’il y ait équilibre,
4 la température 7', il faut que I'élément de volume dr émectte aulant
d’énergie, de [réquence v, qu'il en absorbe; I'énergic ¢mise sous forme
d’onde de fréquence v, (& dv pres), dans un angle solide dQ, a donc pour
expression

) dsem:“(:—;—pa(v, T)v 1(%) dvdQdz de;

on obtient immédiatement ce résultal si I'on porle dans la formule (8)
Pexpression (1) de la densité d’énergie & du rayonnement isotherme.

Les formules (8) et (9) sont relatives & un milieu isotherme au repos :
comment pourrons-nous trailer le cas d’'un milieu un peu écarté de cet élat
d’équilibre? Nous ferons I'hypothese que le coeflicienl d’absorption « et
I'énergie émise (éq. 9) ont, pour chaque élément de volume dr, les valeurs
qui correspondent & la température locale; nous appliquerons donc les
relations (8) et (9), en nous rapportant a des axes de coordonnées liés au
volume dz et en tenant compte de sa lempérature moyenne.

() Cf. loc. cit. formule 4, p. 383; formule 27, p. 420; el Lion BriuLovin; Coinples rendus
Acad. Sc., 5 Déc. 1921, p. 1167.
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La densité¢ d’énergie dé ne sera plus, dés lors. régie par la formule (1)
qui n'est valable que dans un milieu en équilibre et au repos. J'ai trail¢ en
détail, avee ces hypotheses, le probleme de la conductibilité calorifique ;
il nous faudra. maintenant, utiliser ces mémes données pour ¢évaluer I'in-
fluence des ondes d’agitation thermique sur la viscosilé.

3. Réflexion et réfraction des ondes sur une surface plane séparant
deux portions de liquide en mouvement relatif. — Nous avons besoin,
pour I'étude de la viscosilé, de connaitre exactement la propagation dune
onde élastique a travers un liquide dont les différentes parties sont en mou-
vement relatif. C’est un probleme tres délicat et qui ne semble pas avoir
¢été traité jusqu’ici; on trouve dans les volumes de lord Rayleigh (Z7%eory
of Sound) quelques remarques a ce sujet, & propos de l'influence du venl
sur la propagation du son; la possibililé de reflexion totale y est, en parti-
culier, nettement indiquée; le probleme général est {rés complexe et serail
fort intéressant & étudier en toube rigueur. Pour ce qui nous occupe, une
solulion approchée sera tout a fait suffisante. J'envisagerai donce, pour com-
mencer, le cas sinple que voici :

152 Milieu 2,animé
dune vitetse.
Vg,
Vz .,V V3
D,
(o, Y2)
0.0, §1§2
Dilo, - i)
e D, (0. 7h) '
Milieu 1
au repos
Fig. 1. — La figure représente les axes 0; el 0
en coincidence au temps / = 0.

Le plan 0y sépare deux parties du liquide; la portion inférieure (1)
esl au repos ; sa densilé est g, ; les ondes 8’y propagent avec une vitesse V.
Le liquide (2) silu¢ au-dessus du plan £0+ a unc densité p,; la vitesse des
ondes’y prend la valeur V;; il est animé, par rapport au liquide inférieur.
d’'unc vitesse constante d’entrainement d’ensemble, représenilée par le

vecteur —z)»(v vr. vy). Le seul cas réalisable pratiquement est celui ot la
composanle vy normale au plan de séparation cst infiniment pelite. Je
n’utiliserai les formules finales qu’'en tenant compte de cette restriction.
S’il y a, d'ailleurs, une telle composante normale de la vilesse d’entraine-
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menl, 'accumulation de liquide sur la surface de séparation provoquera
une variation de la densité, dont il faudra tenir compte. Dans cetl article, je
me horne, d’ailleurs. a ’étude de la viscosité transversale 4y, c’est-d-dire
aux problémes pour lesquels il y a seulement glissement du liquide le long
de la surface £0+, mais je préfere ¢tablir les formules pour le cas général,
afin de les pouvoir, par la suite, appliquer & 'étude de la viscosité longi-
ludinale 7, ou viscosil¢ de compression.

Je rapporterai les phénomenes, pour le liquide inféricur (1) & des axes
fixes 0,5y4,¢, el pour le liguide supérieur (2) & des axes enlrainés 0,2,4,%,,
qui sont liés & cette portion de matiere; on passe d'un systetme d'axes &
Pautre par les formules de transformation

(10) E=b+4ovt; mi=mn-tuvs =0+t
La surface de séparation est 0,57, c’est a-dire le plan (')
4i=0 ou {=—=—uwt

Considérons un rayon incident, de cosinus directeurs «,.v,;il est supposé
contenu dans le plan £,0¢;; le rayon réfracté (a,, v,) sera conlenu dans le-
plan &0¢,, c’est-a-dire dans un plan entrainé (lié au second milieu) parallele-
au plan d’incidence. Cette condition, que je pose ainsi a priori se vérifie,.
comme nous le verrons, par ses conséquences, puisqu’elle permet de satis-
faire aux conditions de continuité sur la surface.

L’onde incidente, dans le milieu 1, s’écrit
)

Dy: = a, D, 5 4 i ‘
= iy, (1 — DL VIM
Dy =D, eﬂﬂ 1 (t )

8

(1

¥

I

vy, fréquence; D,. amplitude; D et Dy déplacements suivants
et O¢,f; 6,, dilatalion cubique; «,. v, cosinus directeurs du rayon.

Une onde réfléchie prendra naissance sur la surface de séparation, avec
une amplitude D', el des cosinus directeurs «,,

sy

~
il

(*) Cette _condition semble a priori un peu choquante, puisqu’elle ne respecte pas
Pimpénétrabilité de la matiere; les explications données plus haut en limitent les condi-
tions d’application, avec la restriction que v; soit infiniment petit.
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Nyg=a 1),
, R H—1il
Dy =—~, D, 127y ([»il——ﬂ—————->
12 ! I
42) 27y, e ' ’
0 —=—1-—0D
Vi

Une onde réfractée péndtre dans le second milicu el aura pour expres-
sion, par rapport aux axes 0,5,7,0,

Dy = a, Dy )
.. %5 €y + Yo lo
) v =— ~. ), 2 f— o2z 1 15TE
13) Dy a4y e’ nvs( Vo )
0 . 27V, D
2 = —1 2
Vy
Jo dois éerive, sur la surface de sépavalion (3, = 05 &, = — pyf)

la continuité des déplacements normaux ci I'égalité des exces de pression.
La différence des densités moyennes o, el g, entre les deux portions de
liquide produit un exces de pression moyenne; je le suppose équilibré
exactement par une cause interne, ou simplement par les pressions iso-
tropes (7 bis) dues aux rayonnements.

Une dilatation 6, produit une varialion locale de pression

dp, = — K0y —= — Vg, 8y,

n ¢lant le coefficient d’élasticité dans le milieu : % == ¢, V7.

La condition d’égalité des exces de pression s'écrira donc

Va0 = Vy20,0, pour ¢ =0 cest-a-dire g, = — vl

Les deux conditions dc¢ continuité sont donc les suivanles :
pour les déplacements

[’ ) Yr ¥y 269
127y, (l — ‘121) 127y, [t <‘1 + = ‘> — a;'é__]
) (D — D) e ") =v.,D, e e 2 A,

pour les pressions

/ LDy .
_ i'.’m,[t—m‘fl] 127y [t( 1+}%L—:>~q—’£]
UAB) 2mp Vi(D,+ 1)) e N d=9mv.0,V,D,e \ 2 24,

Les exponentielles du second membre font figurer ¢y dans une paren-
these accolée o ¢; ceci provient de ce que la suface limite est {, = — vy /.
c’est-d-dire ne se trouve pas fixe par rapport aux axes 0,%19(,-

Pour que les relations (14) et (15) soient satisfaites, il faut loul d’abord
que, dans les exposants de droile el de gauche. les coefficients de # ct &,
soient les mémes; remplacons, dans I'exponentielle de droite, & par son
expression
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& =& + vt

et écrivons la condition ci-dessus; nous trouvons

-

oy Gy
v V.
(16) 1 2
v = v, (1 + Mv
V,
Nous pouvons alors égaler les coefficients des exponenticlles
(Dy — D) = N2 D
(16 bis) ) = :

| vips Vi (Dy + D'y) = 9.0, Vo D,

Les deux premieres relations (16) donnent les variations d’angle et de
fréquence, c’est-a-dire ’aberration et I'effet Doppler correspondant a notre
probleme; les deux derniéres relations déterminent les amplitudes des ondes
réfléchie et réfractée; en les multipliant membre & membre, nous obte-
nons :

(A7) Yo Vi (D2 — D'2) =200, Ve D)2

Il peut y avoir réflexion totale, lorsque les équations (16) conduisent
a une valeur de «, supérieure & 'unité, ce qui donnerail v, imaginaire, par
suite de la relation

ap? vt =
La condition de réflexion totale s’écrit donc
V. ¢+ a0t
A8) w1 Cestd-dire o o (1 + a_“i““t‘—”) 1L
1 2

L’étude de ce cas particulier pourrait étre intéressante si les couches
liquides présentaient de grandes variations de vitesse d'entrainement.
Jai rappelé que Lord Rayleigh en a nolé l'effet & propos de la propagation
du son dans l'atmosphere ct de l'influence des vents. Pour les problémes
qui nous intéresseront, la variation de vitesse, d’'une couche a la suivante,
sera toujours infiniment pelite, et la réflexion totale ne jouera qu’un role
négligeable.

4. Energie des différentes ondes. — En un temps d¢, l'onde inci-
dente apporte, sur un élément de surface d.S; du plan %, O, une énergie

19) dE, = Vip, 272v2 D2 d S, d¢.
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Les ondes réfléchies et réfractées transportent respectivement les
énergies
ALY = v Vig 27392 D2 d S, de.
A B, = vs Vapo 2729,2 D2 A S, dt.

On aboutit alors & un résultat paradoxral en apparence : I'énergic de
londe incidente west pas égale a la somme des énergies des ondes réfléchies
el réfracliées.

(20) AB, — AFE, — A FEy =1 Vigy 2729, (D2 — D'}?) — vy Viyps 272v,% Dy
r 2 2 o f V2
=y Vipy 2722 (D, — D)%) (1 — 2.
Vi
en tenant compte de la relation (17),

Il y a donc unec cerlaine énergie dissipée ou créée, suivant les cas, sur

la surface de séparalion; cetle ¢énergie se rctrouve sous forme de fravail
o] .
des pressions de radiation.

La pression uniforme (7 b1s) élant supposée équilibrée par suite de la
différence des densités p, et ¢, des deux couches, il ne reste a tenir compte
que des forces dues a la variation de la quantité de mouvement (7). Ces
forces ont pour composantes, pour les ondes incidente et réfléchie

ANy = 272 prayys (D2 — D2 dS,
dZ, = 2%%2 oy 2 (D2 — D) dS,

@)

el pour 'onde réfraclée

AN, = — 22%v,2 prauve D2 A8
(@1 bis) : ! e dre Byt 65

dZ, = — 27,2 gavya® 122 S, 3

La surface de séparation étant liée au premier milicu, les forces d X,
et dZ; ne lravaillenl pas; mais il n’en est pas de méme des forces d.X,
et dZ,. Par rapport au second milieu, la surface de séparalion est animée
d’une vitesse (— v:. — 2,, — o¢); le travail fourni en un temps d 7 a donc
pour expression

(22) A% = — (0:dNy F 00d L) At == 272952 govya D,? (07 + yavr) 4.8, d¢
Vo AoVz — Y, Ur

v v, >

=222 g,y 1y (D2 — D)

)

cn tenant comple de la relation (17).
La conservation de U'énergic est alors satisfaite, et I'on a

(23) Ak, —dF, — dFE, — 4% =0;
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Ce résullal s'obtient immédiatemenl, en comparanl les relalions (20)
et (22) et tenant compte de la seconde condition (16). Le paradoxe ecst
donc levé; mais nous avons trouvé une cause de dissipation ou création
d’énergie calorifique dont il faudra tenir compte dans la suile de nos
calculs.

5. Approximations du premier ordre. — Je n'utiliscrai les résullats
précédents que dans le cas ou les propriétés du liquide varienl lentement,
ainsi que la vitesse d’entrainement. Je supposerai done que la différence
des vitesses et densités des deux couches 1 ct 2 est infiniment petite;
appelons 7 la dilatation du liquide dans Pétat 2, nous aurons

olog V
(24) A pe=p1 (1 —m); . Vo=1, <1—") m)

Je négligerai les quantités du second ordre. c¢’est-d-dire lex lermes en

»? n? f
Ve ve oy

11 est alors facile de voir que l'intensité del’'onde réfléchie esl du second
ordre et, par conséquent. négligeable; en effet. son amplitude est donnce,
d’apres 16 bis, par I'expression

=D Yif2'2 Vo — o V) X
1 — N TV T
NI Vs, T Y2217 v,
quantité du premier ordre, par suite de la différence qui figure au numé-

rateur. L’énergie de cette onde. proportionnelle & /)')* s¢ lrouve done bien
du second ordre.

L’équation (17) nous donne alors, en négligeant 7',
Tivig ViD® = Yanpe VioD.,?,
ce qui s’éerit

25) 1l e

vy Vg

& el &, étant les densités d’énergie des [deux ondes.
1l nous faut maintenant calculer v,, & partir des éijualions (16) (ui nous
donnent z,; de la relalion 2> 4+ v* = 1, nous tirons
ada 4+ ydvy =0 cest-i-dire @, (ay — &) + v, (V2 — v1) =9,
d’ou
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d'aprés la premiére relation (16); en utilisant la seconde relation (16).
et I'équation (24), nous obtenons finalement, en nous bornant aux termes
-du premier ordre

o2 fay — Yo U 0log V
f Ay I 1 —_ — .
0 i “Sioes)

Reprenons alors notre relation (25) qui, en dérivée logarithmique.
s’écrit .

T+ I+ =T=0

et nous (rouvons, en ne gardant que les termes du premier ordre. (Cf. éq.,
16, 24, 26).

ds 6 —8  ar—t [al‘g —+ Yo 0 log V:|

27 —= = —
@D & & N2 vV nblogp

I}
Ces quelques formules sont celles que nous aurons a utiliser.
6. Plan d’incidence oblique sur la vitesse. — Une derniére trans-

formation est encore & noter, avant d’aborder le probleme général.
Dans les calculs, je définirai un rayon par les angles 0 et 0. et suppo-

// | |

1g. 2.

serai la vitesse d’entrainement v dirigée suivant I'axe O.r. Le plan £0z est
alors le plan d’incidence; la vitesse n’intervient. dans fous les calculs
précédents. que par sa projection sur 'axe 0%, puisque nous supposerons
désormais que v est nul.

r: = v, cos 0.

Les cosinus directeurs « et v qui figurent dans nos foimules, ont
pour valeur

® = sin g; Y==cCos gy

Jai constaté. en éerivant les lois de réfraction (16). que le rayon
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réfracté étail, par rapport < des a.res liés aw second miliew, dans un plan
de réfraction 0%,3,. parallele au plan d’incidence du rayon primitif (*).
C’est dire que 'on a 6, = 6.
Je résume alors les formules établies.

/ v wvcosbsino
v P
gsing ¢V ¥  wcosfsine 0 logV
- o —— —n
sino Vv v V "0 logp
(28) . .
Jcoso , [vcoshsing 0 log}
o — — 8 T
cos o 1 0loge
28 (e b v cost sing 0 logV”
- = (g9 — — 1 .
& °.7 Vv 1 ologs

Le signe 2 indique l'accroissement dune quantité, lorsqu’on passe du
milicu 1 au milieu 2. Les définitions et notations sont celles des para-
graphes précédents.

A une variation do, de l'angle d'incidence ¢, correspond une cerlaine
variation dy, ; et la scconde relation (28) donne
ologV .
S 2y,

T

v
P —— QT e N2 .
sin g, = sing; 4 7 sin® e cosfy — 1 TTons

o

d'oti, par dilférenciation,
0 logV

v,
~a——l—6—g—5 -+ 2'—1—/ sin g, cosf),];

COS@Q dleQ == COS 21 df.?i {1 — 1

en utilisant maintenant la froisieme formule (28) nous oblenons (au pre-
mier ordre d’approximation)

) o logV .
(28%i5) dgo = dy, [i N P +<=+tg2f+>3’—,sm9cos0]'

"ologp

7. Variation continue de vitesse. Nous aurons & lraiter le cas ol
la vitesse v. est une fonction conlinue de la coordonnée 5. On peut, en
premiére approximation, ramener ce probléme & celui «('une variation
discontinue, lel que nous l'avons {raité aux paragraphes précédents.

Considérons. par exemple (fig. 3), trois couches en mouvement relalif.
La couche 1 est supposce au repos. et se limite au plan S,. La couche 2,
comprise enlre les plans paralleles 8, et 8,, a une densilé g ==, (1 — v).
et se trouve entrainée avee unc vilesse v parallele & Ox.

(") Je continue, comme au paragraplte précédent a affecler I'indice 1 & tout ce qui s¢-

rapporte au milieu inférieur. au repos; Pindice 2 est relatif au milieu supérieur, entrainé
avec la vitesse 17,.
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Dans la couche 3, située au-dessus du plan S,. je supposc une varia-
tion double; c’est-d-dire une densité p; = p (1 — 2v) et une vitesse d'en-
trainemenl dgale & 2v.

Considérons un rayon X1, qui lombe sur la surface S, au point I, a
Iinstant ¢, : cc rayon traverse ensuite la seconde couche, ct tombe sur S,
en Jy, et a linstant £.

Jai représenté sur la figure I'étal des choses ¢ wun tnstant inlermé-
diaire, tii—ll

2

Dans chacunc des couches, une ligne représente le trajel du rayon,

considéré comme lié & la matiere et entrainé par celle-ci dans son mouve-

N

b

Fig. 3.

ment. Les points I, et I, qui coincidaient & 'inslant ¢, sonl maintenant
sépar¢s par un intervalle
— 1
1112 — 'é v ({2 —_ fl)-
Les points J, et J; coincideront au temps 7, ; le point J,, entrainé avec
une vitesse 2v aura, & cet instant, ratlrapé le point J,. La distance de ces
L+ 14

deux poinls, ¢ linstant considéré B

. esl égale &

— 1
Jng! == E v (tz —_— ti)-

25
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La vitesse v a. dlailleurs. une orienlatton quelconque par rapporl au
plan d'incidenee (qui

stoaussi le plan de la figure 3): la projection de la
vilesse v sur ce plan est

v; = v cos .
Les projections des segments I 1, el J;J, sur le plan de la figure sont
. 1
loutes deux ¢gales & 5 (£, — 7)) cos 9.
La droiic 1,J, est, & U'inslant considéré, située dans un plan parallele
. . . . > . .
au plan d'incidence (et cn arricre du plan du tableau. si la vilesse v est dirigée
. . . , . 1
vers l'arriere) ; mais les dewx droites ST, ol J., 1L sont. @ cet instant 3 (L—t)

toutes deux dans un méme plan, que est le plan d'incidence.
Soil ¢ le point de renconlre des prolongemenis de ces deux rayons,

. . S e 1
Tout se passe comme sile rayon 1T tombait, & Uinstant 5 (1) 4= #,).

2

aw point i sur une surfuce plane S qui séparerait les dewx milieur 1 et 3.

L’existence de la couche intermédiaire a vitesse v n'introduil aucunc
modification particulicre. La démonstralion de cette propriété csl tros
aisée : les formules (28) de lransformation des angles. fréquences, inten-
sités. sont en premitére approximalion linéaires, cl par conséquenl les
effets des deux réfractions, sur 5, et S,, sajoutenl simplement. _ce qui
redonne exactement le méme résultat que si Pon passail directement du
milieu 1 au milicu 3 en traversanl la surface S. — sans aucune couche 2
inlerposce.

On remarquera aussi que les déviations subies par les rayons. & cha-
cune des surfaces S, el S,, sont égales

¥3 — Q2 — 92

P
Le triangle i, J, esl alors isoctle, el I'on a

L'éncrgie qui, au lemps ¢ passzaib en L alleindrail le point ¢ au
{ -+ 1, L L .
temps -——=. ct ¥’y véfracterail suivant le yayon iJ; &R
Au degré des approximalions employées. on peut done supprimer la

couche intermédiaire 2 ot la remplacer par la surface de séparation S.

Sl exisle une couche continue de pasiage, dons laquelle la vilesse
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d’entrainement varie proportionnellement ¢ z, on pourra, par une succes-
sion de réductions du lype ci-dessus. arriver & remplacer cetle couche par
une surface ficcive S: on aurait ainsi, entre les deux faces de la surface S,
la différence de vilesse pelile. mais finie, qui existe entre les milienx
ex(rémes 1 et 3.

La position de ccetle surface sera toujours donuée (fig. 4), par la con-
dilion

=1,
Nous ramencrons done. par ce procédé, tous les problewmes continus a

celui de la réfraction sur unc surface de séparation située cnlre deux
cotiches liquides présentant une dilférence de vitesse petite mais finie.

8. Variation des angles solides. — Je veux allirer I'altention sur un
point de détail du caleul. Nous aurons & considérer le rayonnement émis.
en un certain point du liquide. dans un certain angle solide : ce rayonne-

) R
z
2 J sz ‘.
. .,
o | LI s 6) X
0 /l S
1 // ,/ L7
/ aa
/
':/ s @d<
Fig. 4. Fig. 5.

ment sera donné par notre formule (9); nous suivrons ce pelil® faisceau de
rayons, lors de sa propagalion & avers le milicu en mouvement, ct_nous
aurons besoin de connaiire T'aire découpée par ce faisceau, dans un plan
horizonlal 8,. & une cerlaine distance » de Porigine X du faisceau.

Si le milicu ¢ait au repos. Paive découpée par le faiscean serail

) r2dQ
dN, = .
’ COS'-"/:;
o, Slant angle moycn desvayons du faisceau. avee la surlace S,. :
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Mais s'il y a mouvement d’entrainement du liquide avee une vitesse v
dirigée suivant Oz el variant proportionnellement § la coordonnée 5
' v=ks

le résullal sera modifié ; nous aurons & éerire

. r2dQ
29 ds, = ).
(29) 2 0S92 QO 2]

L’évalualion du terme de correction y est assez délicale ; je n'insislerai
pas sur les raisonnements| qui permettent d’en trouver la valeur exacte; il

se trouve, en effet, que ce terme de correction s'¢limine dans nos formules
finales ; indiquons toulefois la valeur de y

(29bs) Y= —lli/ sin g, cos 0.

v représentant ici la vilesse du plan S, el par rapporl & la source Z.
On supposc seulement, dans ce calcul, que le ‘milieu a unc densité cons-
tante. Nous avions du, pour éviter des erreurs d’évalualion, introduire dans
les paragraphes 3 & 7, une différence de densité entlre les différentes
couches. Une telle différence de densité se produil en effet spontanément
s’il 'y a qu'une onde se propageant & travers le liquide; clle est due &
Iinégalité des pressions moyennes (formule 7 bis) dans les différentes
couches ; mais lorsqu’on a un rayonnement isotherme complétement diffusé
dans toutes les directions, ces différences de densité disparaissent par un
effet de moyennes (1.

9. Probléme général relalif & la viscosité transversale ¢, . Je me
Jdonne un milieu liquide, dans lequel la vitesse d’entrainement v, est une
fonction linéaire de la coordonnée z

v, == k3.

(1) L’égalité des densilés nous conduira & faire n — 0 dans toutes les formules 28.
L’angle solide dQ est défini par une petite variation df,, do, des angles des rayons
d4Q; =sin ¢; d6; do;;nous remplacerons la variation continue de vitesse par une variation

brusque, sur une surface S, placée & mi-chemin entre la source = et la surface S; — les
deux trajets ( et !’ sont donc tous deux égaux ag Considérons d’abord deux rayons
OLTs et OI'y 1'e; les valeurs des segments I; I, et Io 1’5 sonl

L1y = Iy singy dby; Loy’ = L1y + ls sings doe = (I; singy + (> sing,) dos
(30) = sing; db; [11 + 1 (l + 2"/—‘ sings COSBﬂ)J

on a utilisé.les formules de transformation (28) et le fait que 0, == 8,; d6, = d0;. Pour
bien comprendre la figure, il faut se rappeler que j’emploic toujours les mémes conven-
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Chaque élémenl de volume dr, du liquide, rapporté & des axes Ozyz
qui lui sont liés. émet dans un angle solide dw,, el pendant un lemps d¢,
une éncrgie de fréquence v, (& dv, pres) qui est représentée par la formule (9}

Ve T
Jai expliqué, au paragraphe 3, comment les ondes transportent une

cerlainc quantité de mouvemenl, et contribuent ainsi & la viscosité du
milieu.

A \
(9) . ABom=— 92 <ﬁ> dv, do, d=, de.

tions, les rayons situés dans le milieu 1 sont rapportés & des axes fixes, liés a ce milieu;
les rayons situés dans le 2e¢ milicu sont rapportés & des axes liés & ce second milieu;
la figure se rapporte & linstant ou les rayons OI, et O’y touchent la surface de sépa-
ration S. Ces deux rayons forment donc des lignes brisées ininterrompues ; au contraire,
un rayon OJ faisant un angle o, - dos avec la verticale, n’atteint le plan S qu'un peu
apres que le rayon OI, a touché I ; Vintervalle de temps est

df = -O—J—:V-—(-)—!-' = % tgey dos.

Second
milieu v

Premier
milieu

Fig. 6.

Le rayon réfracté J'J; part donc du point J' qui viendra coincider avec J apreés Tinter-
valle de temps d¢.La projection de J'J sur le plan d’incidence est v, cos 0y d¢.

proj. T,J' = proj. I, — v cos}d; At = L doy (i — 2 sing, 00501)

COS @y V
Lo lLidey v Iy dge
: 0j. I3Js = I —=s 5 0 —,
(31) proj. IsJs 0591 | 7 singy cos 1) + c08 %3

Dans les formules (30) et (31) on remplacera [, et I par %r.

La surface découpée d.Se s’obtient en faisant le produit de 1,1’y (formule 30) par la pro-

jection 1,J, (formule 31); toute une série de réductions sont nécessaires, pour rem-

placer cos ¢; et dos par leurs expressions en fonction de cos @, et dg,: les formules [(28)
. L] . z

et (28 bis) permettent de faire ce calcul, et de trouver le résultat annoncé :

[iken

COS %3

22

(32) 48, = r2 (1 + % sin oq costz> dQ; = siney db; do,.
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Je chercherai done la quanlité de mouvement {ransportée. pendant un
lemps d¢. a travers un certain ¢lément de surface d.S, horizontal. Pour
ccla, je calculerai I'énergie &, (6,. 9,) dS, dw, d7. qui tombe. pendant le
temps d¢, sur la surface dS,, suivant un cone dw, de rayons. dont la direc-
lion moyennc cst définie par les angles 0, et ¢,. L’indice 2 se rapporlera
loujours aux grandeurs mesurées dans un systeme de référence 0,z 3,
lié & I'élément de surface d.S,.

La quantlité de mouvement (ransportée par ces ondes est dirigée sui-
vant le rayon moyen (6,. 9,) et a pour valeur (formule 7 bis)

&y .
v dSz d(l)g dt.
Ce qui' m’intéresse, c’est la composante de cette (uantité de mouve-
ment, suivant I'axe Ox,.

Ey .
don, = =2 Sing, cos, d S, dw, d¢.

-

Il faudra alors faire I'intégration par rapport a 6, el g,. pour obtenir la

Z;
——
i
[o P e
yall 1
S
/ dS; 0,
Er
- _S
i
%r
d7
($,.04)
Fig. 7.

quantité de mouveinent totale (swivant Ox) transportée de bas en haut &
travers la surface dS, en un temps dt.%

On sait que cette quantité de mouvement s’exprime en foncfion de la
viscosité transversale ¢, du milieu par la relation
(33) don, = — {u A d S, de.

Cetle expression classique est celle que 'on utilise dans le caleul de la
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viscosile des gaz ('). Nous obtiendrons donc ainsi I'expression du terme ¢,
«qui représenle la contribution des ondes & la viscosité du liquide.

Cetlte maniére de procéder au caleul esl la plus simple ; mais il convient
de noter qu'elle esl ¢quivalenie & la mnéthode suivante, ans laquelle on
meltrait directemenl en ¢vidence 'énergie dissipée, en un temps d¢, dans
un élément de volume dt, =d S, d Z,.

On calculerail. au sein du liquide. la fonction de répartition des
-6nergies radiantes: la densit¢ d’éncrgie de fréquence v (& dv prés) dans un
angle solide d w. serait une certaine fonetion

EW, 71,06, ¢)dvdu,

différente de la fonction & pour le liquide en repos (équation 1). On pourrait
alors évaluer le rayonnement absorbé dans un certain volume d<; on con-
nait le rayonnement émis par ce volume, et qui est régi par la formule (9).
L'exces de I'énergie émisc sur Pénergie absorbée représente la chaleur
.créée dans 'élément de volume. ,

Il conviendrait d’ailleurs d’ajouter au terme ainsi calculé Veffet que
nous avons noté au paragraphe 9, — c’est-a-dire la variaiion d’énergie que
subissent les ondes qui traversent le volume d=z, — sans y étre absorbées
ni réémises.

(") CI. Marcer BricLovin. Lecons sur lu viscostté, livre I, chap. u.
On introduit (p. 20) un tenseur symétrique

Xe Yy Zy

ANy Yy, Z,

AN, Y, Z,
qui représente les tensions dans le liquide; la derniére ligne du tenseur, par exemple,
donne les forces exercées, a travers une surface unité, perpendiculaire & Oz, par le liguide
situé au-dessus de Ozy sur le liquide situé au-dessous de ce plan; la théorie générale conduit
alors & attribuer aux composantes du tenseur (p. 30) les valeurs suivantes :

du  dr , dw du ( dw | dv
Xy =— H{ — - —_— 2Ly — s Z,— Y. = ¢ — iy
S/x A <bl+b’/+bz> + K.me ( ¥ 2 o DI] V=
(Z:=. . . . .. ... ... .
Dans 'exemple simple que nous avons choisi, ces expressions se réduisent & un seul
- . du
terme Ne=Zy =z, —.
Ldr
. " < Ao, .
Noux {rouvons un flux de quantit¢ de mouvement TS, 0 dans le sens des Z crois-
s At

sants, ¢’est-a-dire de bas en haut: ce flux est ¢quivalent & une tension — X avec les
notations spéciliées plus haut, puisque .Y; est la force exercée, & travers la surface Ozy,
«lans le sens de haut en bas.

Nous retrouvons done exactement la formule (33) avee son signe.
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On pourrait ainsi former directement la fonction de dissipation, et
identifier le résultat du calcul avec le terme théorique classique, ¢, 4%
Cette maniere de procéder serait, en pratique, trés pénible & suivre, parce
qu’'elle obligerait & pousser le calcul jusqu’aux lermes du second ordre

en 4. Nous nous bornerons donc a développer la premicre méthode. basée
sur I’évaluation du flux de quantité de mouvemenl.

10. Calcul du flux de quantité de mouvemenrt. — Considérons un
élément de surface d.S, horizontal, dans le liquide, ¢l soient O,2,y,3, un .
systeme d’axes de références liés & cette surface d 5, (fig. 7). Nous vou-
lons chercher I'énergie qu’envoie, & travers la surface dS,, suivant un
rayon Xi0,, un élément de volume drt, qui joue le role de source. Nous
avons vu (§ 7) qu'on peut raisonner comme si le milicu (2), li¢ & d.S,,
s’étendait jusqu’a une surface fictive S: tandis que le milieu (1), li¢ &
2 et dr,, remplirait tout I'espace en dessous de S. La surface S a une

position telle que 1'on ait 31 =10, = .3—2 r. La vitesse e O, par rapport & X

a pour valeur ‘
vy = kr co8 g,
si r est la distance ¥i + i0,.
L’angle solide dw;, dans lequel le volume dt; émet de I'énergie, est
défini par la condition que les rayons qui le limileni s’appuient sur la
surface dS,; ceci s’écrit (Cf. § 18, formule 29)

1S,
(29) dw; = €089, : 22 41—,

7

 représentant le terme correctif.

Le volume dr; cst défini lui-méme. en fonction des variations do,
et d6, des angles des rayons @ leur arrivée en O,, par la condition

(3%) dty, =2 drde, (4 4+ 2); dwy = siny, db, dg,.

Les termes de correction de ces deux formules se compenseront par la
suite.
L’énergie émise par le volume dz,. dans un iemps d¢, s’éerit (Gf. for-
mule 9)
dg = 2A V=2 Fdy, dw, dt, d¢

(33 = aA V=23 /" dv, dw, dr eosgy A8, 411
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1 . - . .
Aprés un parcours 57 dans le premier milieu, cette énergie se trouve

«r

diminuée par l'absorption, proportionnellement & e 2. Nous aurons
ensuite une variation d'énergie, lors de la rélraction a travers la surface S

(CGf. quatrieme formule 28) : D'énergic se trouve augmentée, dans la
proportion

1 —= (1 — tg?¢,) sin ¢, €os0,.

Celte réfraction a en outre, pour résultat de modifier la fréquence
(effet Doppler, premisre formule 28)

v o,
Vo = vy <1 —T/sm 2, €OS 02>.

Le long du parcours i0,, I'absorption porte donc sur une onde de
fréquence v, au lieu de v, ce qui donne un affaiblissement

—m(Ve)- roa — r
e [————Bv]—e ‘[1—{—‘/‘245111\?200802—5]

Tenons compte de ces différents effets, et nous trouvons finalement,
pour I'énergie qui atteint la surface d.S,, 'expression suivante

&8s d(l)g ngdl — aA V-23 Fe—er COS 03

)
(36) [1 —-‘%Sin ¢ €08 0, <1 —tg? gy — r_9«

r d .
: ()loov>] doydS, dr d

Ce que nous cherchons, c’est la quantité de mouvement don,; nous
l'obtenons (Cf. § 9) en divisant par V1'expression de I'énergie, et en multi-

pliant par sin o, cos 6,, pour prendre la projection sur Oxz. .
Nous ne garderons d’ailleurs gne les termes en — V’ les aulres se com-
pensant dans l'intégration finale
Ao, = — kaA V=43 F e= =" psin’ g, cos? g Cos?0,

r da

(37) <1 —tg¥es — 5 W

> dSQ d¢ dﬁl'ig de2 dr;

j’ai, dans cette formule, remplacé v par sa valeur, 47 cos g, et dw,, par son
expression, sin g, d0, dg,. _ !
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Il faut intégrer en r. g,, 6,, dans les limites suivanles :

‘)*, de 0 & + oo
@o, de 0 & w;
(92, de 0 a 2=

Les diverses intégrales qui se présentent sont :

“ 1 - 2
f e~ prdr—-—; f e« P2dr=—;
i a? 0 ad

w ~1 )
sin®o cos®o do = / 2 (I — 2 doe = —;
0 —1 15

¢ 4 4
~/0- sin’o cos*y (1 — tgPe) do = / . [22(1 —2?) — (1—2?)]d v = — 5

Nous arrivons donc [inalement & la formule suivante

i kw7 AV v 1 0loga
: Ao, =k dS,df — A 19log
9) L= kS f "\T> [1+3blogv] v

Je laisse figurer U'intégrale en v. prise entre 0 et la {fréquence infinic; si
jadopte 'hypothese simplificatrice de Debye (§ 1, éq. 2), je dois supprimer
le coefficienl de dispersion A et écrire l'intégrale cnire 0 et la fréquence
limite v,,.

En comparant les formules (38) et (33), nous trouvons donc un ferme
de viscosilé transversale ¢,.

Aw 3 v B 10 loca’
(39) v I E () [
0 o lF \/ )

b} 30 logv

Ceci représente notre formule générale rigoureuse.

Pour les applications. il sera commode d'introduire (uelques simplifi-
cations, «qui ne sont d’ailleurs qu'approximatives. Dans I'ignorance ot nous
sommes sur le coefficient d'absorption «, nous négligerons la variation de «
avec la [réquence, et supposerons que ce coefficienl a la méme valeur pour
toutes les ondes d’agitation thermique : nous admettrons, de méme, que la
vitesse V des ondes est constante: ceci nous permel de la faire sortir du
signe d’'intégration. et d’écrire

(40) fy — — ll 1E(T) d,
)

R . 1
ou / est le libre parcours moyen des ondes / = —;
A



Ne 10. L’AGITATION THERMIQUE ET LA VISCOSITE DES LIQUIDES 383

E (T) représente 1'énergie lotale d’agitation thermique par gramme du
corps considéré, et d est la densité. On sait, en effet. que 1'énergie tolale
’agitation thermique, par centimétre cube, a pour valeur

E(T)d= k= /’_3 F (—'> dv.
0 )8 \T
c’est ce que donne notre formule (1), intégrée par rapporl & dQ.
Nous aboulissons donc a ce résultat que les ondes d’agitation her-
mique contribuent & diminuer la viscosité naturelle du corps.
Cest ce que nous avions annoncé dans un précédent article.

11. Conclusions. — L’influcnce de l'agitation thermique dun liquide
sur la viscosité a été étudide de prés; il est commode de décomposer I'agi-
lation thermique en ondes élasliques, suivant la méthode qu’a indiquée
Debyc dans sa théorie des chaleurs spécifiques. On se trouve alors amené
4 suivre la propagation des ondes dans un milieu liquide, dont les couches
successives sont ecn mouvement les unes par rapport aux autres; ce pro-
bleme particulier est assez ddlicat, et fait I'objel des paragraphes 3 a 8.
Les variations de fréquence. d’'intensité et de direction des ondes élastiques
sont données en détail, ainsi que les variations d’angle solide des rayons
«qui s’en déduisent.

Ces formules permettent d’aborder le probléme plus complexe de
Pinfluence des ondes d’agitation thermique sur la viscosité du liquide et
d’aboutir A Ia formule (40), qui représente le résullat de cette étude. Jai
discuté. dans un précédent article, la valeur pratique qu’on peut attribucr
a cette conclusion ; l'influence de la température sur la viscosité des liquides
-est trés faible, si I'on compare les résultals pris a volume constant. Ce fait
-expérimental est en accord avec notre théoric, qui ne prévoil quune trés
petite action de I'agitation thermique, le terme principal de viscosité étant
0 & un méeanisme dilférent.

Manuscrit recu le 28 juinf1923.




