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Equivalences de Fontaine multivariables
Lubin-Tate et plectiques pour un corps
local p-adique

par Nataniel Marquism

Abstract. — Let A be a finite set. We adapt the techniques of Carter-Kedlaya-Zabradi to obtain a multiva-
riable Fontaine equivalence which relates continuous finite dimensional F-representations of J] . A Or,(x) to
multivariable ¢-modules over a IF,-algebra which is a domain. Building on this, we construct a multivariable
Lubin-Tate period ring and deduce a multivariable Lubin-Tate Fontaine equivalence for continuous finite type
O -representations of [[, . Gx, where K|Q, is a finite extension. We also obtain a plectic Fontaine equiva-
lence and two equivalences for the subgroup Gx g1ec of the plectic Galois group.

Résumé. — Soit A un ensemble fini. Nous adaptons les méthodes de Carter-Kedlaya-Zabradi pour obtenir une
équivalence de Fontaine multivariable pour les représentations continues de J], Or,(x) de dimension finie
sur [F; qui les fait correspondre a des p-modules multivariables sur une IF -algebre intégre. Nous construisons un
anneau de périodes multivariable Lubin-Tate. A partir du résultat précédent, nous en déduisons une équivalence de
Fontaine multivariable Lubin-Tate pour les représentations continues de [ [, » Gx de type fini sur Ok, ot K|Q,
est une extension finie. Nous en déduisons également une équivalence de Fontaine plectique et deux équivalences
pour le sous-groupe G g1 du groupe de Galois plectique.

+. n.marquis @uni-muenster.de. Universitit Miinster, Mathematisches Institut, Orléans-Ring 12, 48149 Miinster, Germany..
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1 Introduction

Soit p un nombre premier et /K une extension finie de @, de corps résiduel fini kx . L’archétype d’une équi-
valence de Fontaine est le théoreme de J.M.-Fontaine Th. 3.4.3]. 11 établit une équivalence de catégories
explicite

D : RepngK = %odét(wN xTg,0¢) : V.

Ici, 1a source est la catégorie des Z,-représentations de type fini continues de G := Gal (@|K ) La catégorie de
droite est celle des (¢, 'k )-modules étales cyclotomiques (topologiques), des objets qui se sont avérés cruciaux
en théorie de Hodge p-adique (voir [Her98], [Col10] et [EG23]).

Ces équivalences ont été généralisées dans deux directions. Bien que 1’équivalence de Fontaine originelle
considere I’extension cyclotomique K (p,,e- ) pour se ramener a un corps de caractéristique p, il est possible de lui
substituer extension de Lubin-Tate K11 . On obtient dans ce cas une équivalence de catégories expliciteﬂ

]D)LT : RepngK = ./ﬂodét((psI X FK,LTa OgK) : VLT
entre les Ok -représentations de Gx de type fini et continues et les (¢4, O} )-modules étales (topologiques). Cette
équivalence rend transparente la théorie du corps de classes locale dans la description des (4, O )-modules de

dimension 1. De plus, remarquer que I'g 11 = (OOIX< (1)) C GL2(K) donne des espoirs pour adapter certaines

idées de [ColT0].

Simultanément, de récents travaux sur un foncteur de Colmez pour des groupes réductifs Q,-déployés

([Zab18al) et sur une compatibilité locale globale pour GLy(Q,s) ([Bre+25]) utilisent des catégories de

1. Voir |]F0u05l §1.4.1], []KRO9|] ou |]Sch17|] pour une exposition détaillée.




(¢, T')-modules sur des anneaux multivariables. Parallelement, [Zab18b] et [CKZ21]] établissent des équivalences
de catégories entre les Z,-représentations libres et continues du produit finis Gx A = [[,c A Gk et des catégories
de (p, T")-modules cyclotomiques sur des anneaux multivariables.

Cet article propose dans un premier temps de résoudre une question de I’introduction de [[CKZ21]] : comment
combiner les deux directions ci-dessus et obtenir une équivalence de Fontaine multivariable Lubin-Tate ?

Pour énoncer notre équivalence, nous avons besoin des constructions suivantes. Fixons une uniformisante 7
de Ok, un polyndme de Lubin-Tate f associé a 7 et une famille 7° = (Tn)n>1 telle que f(m) = 0, m # 0
et Vn, f(m,4+1) = m,. Nous utilisons les séries formelles [y]rr s € Ok[T] pour v € Ok qui définissent le
Ok -module formel de la théorie de Lubin-Tate. Soit A un ensemble fini. Nous définissons le monoide topologique
discret @A 4 := [[hen api],q et le groupe topologique I'x 1A := [[,cn O - Soient

Ot n = (Ok[Xala € AIX:Y)"7, ot Xa =[] Xa-

On peut le munir de trois topologies d’anneaux dont I’une, la topologie adique faible, a pour base de voisinages
de O les
(7" Og e n + XROk[Xa |a € A])

n,m>0"

11 est également muni d’une action O -linéaire du monoide (P Aq X g n, A), continue pour n’importe laquelle
des topologies sur Og,. . L’action de ®x 4 vérifie

Vo = (Pasg)aca € Pag, VB € A, (Xp) = £77(Xp).

L’action de I' g 7 A Vérifie

VY = (Ya)aea € Tk ira, VB € A, v(X5) = [vs)ire(Xs).

Avec ces notations le premier aboutissement de cet article est le théoréme suivant.

Théoréme 1.1 (Voir Théoreme [.6). Choisissons I'une des trois topologies. 1l existe une équivalence explicite de
catégories symétriques monoidales fermées

&t
Dair : Repo, Gk,a & A 0d7 ay(Pag X Prira, Ogi s) @ Varr,

out la catégorie au but est cellelﬂ des Og,. ,-modules de type fini D dont le dévissage ™" P [z"+' D est fini projectif
sur Oci a [r0¢, ., munis d’une action semi-linéaire continue de (P a 4 x G ) pour laquelle chacune des images
par laction d’un ¢, 4 engendre encore D.

J’ai été averti apres la premiere version de cet article que la these non-publiée [Pup21] démontre une équiva-
lence similaire. L’auteur y utilise les méthodes de [[Zab18b|| et ne démontre donc pas les résultats intermédiaires
pour les corps de caractéristique p (voir Théoremes [3.17] [3.73et[3.78) que cette introduction n’explicite pas. Nous
retrouvons son résultat et notre formalisme permet d’obtenir un choix de topologies plus varleﬂ

La preuve commence, comme dans [Fon0O7], par établir une équivalence de Fontaine pour des représentations

modulo p de G 4. Ici, le corps perfectoide E choisi est F LJ(XPT) = I?L;rb oll ¢ = |kk|. La démonstration de
ce résultat intermédiaire suit une idée crucial dans [[CKZ21] : utiliser le lemme de Drinfeld pour les diamants pour
construire geometrlquement le foncteur VA afin d’analyser ses propriétés. Nous adaptons leur stratégie en nous
assurant de conserver tous nos anneaux de coefficients de p-modules et tous nos diamants sur IF,. Grace au lemme
de Drinfeld pour les diamants sur I, il suffit de construire a partir d’'un ®A ,-module multivariable un objet

en [F,-espaces vectoriels dans une certaine catégorie de diamants FEt (Hae A, Spd(F Spd(E E° )| @ A’q) pour

en déduire une représentation de Gz ,. Nous obtenons une équivalence de Fontame multivariable pour £ dont
I’anneau de coefficients Ex des p-modules correspondants est intégre : il s’agit d’une [F,-algebre et non d’une
(®ae A, Fqu)—algébre. Cette intégrité est un premier ajout aux résultats de [[CKZ21|. A ce stade de I’article, elle
permet de contourner certains des arguments les plus délicats dans la preuve de I’essentielle surjectivité de Da .
Plus tard, avoir une structure canonique de I, -algebre sera crucial pour I’équivalence multivariable Lubin-Tate.

Dans un second temps, un choix de topologie adéquat sur En permet de déperfectoidiser 1’équivalence pré-
cédente pour que nos p-modules soient a coefficients dans Ea := F,[X, |a € AJ[X1']. Dans un troisiéme

2. Pour une définition plus précise, se référer a [Mar24bl Déf. 5.24].
3. La topologie utilisée dans [[Pup21|] est I’'une des deux autres topologies.
4. Il n’est pas explicite dans [CKZ21] que ce soit le méme foncteur, mais une preuve se trouve dans la thése de 1’auteur.



temps, I'utilisation du (7, 1z)-dévissage introduit dans [Mar24b, §4] permet d’obtenir une équivalence entre des
Ok -représentations de type fini continues de G » et une catégorie Modf’rt_prj av(®a,q, Ogy o) de Og,. -modules.
Notons également que notre équivalence capture les représentations sur Zj, qui ne sont pas nécessairement libresE]
pour des corps de caractéristiques p. L’article [Zab18b|] obtenait une telle équivalence en utilisant I’action de I'a
et [CKZ21] ne traite que les représentations libresﬂ Nous retrouvons également par coinduction les équivalences
de [[CKZ21]).

Pour terminer la preuve du théoréme comme dans le cas univariable, nous regardons plus attentivement I’an-

neau de comparaison Og, caché jusque 1a. Pour obtenir I’équivalence pour le corps F, nous avons utilisé une
A

action de (A x Gz o). Pour obtenir une équivalence Lubin-Tate il reste a étendre 1’action précédente en une
action de (®a 4 X Gr,A), ou ’on a identifié QE’A a HaeA Grir.. C Gk, A, et que cette action induisent sur
Ogy » action déja décrite.

Ce texte démontre également des équivalences de Fontaine plectique et glectique. Le groupe de Galois plec-
tique, introduit par J. Nekovar et T. Scholl dans [NS16] et [NS17]], est défini par

Gx plec = Autx (K ®q, Qp) -

Pour des données de Shimura globales associées a la restriction Res(g(H ) d’un groupe algébrique H sur une
extension finie F'|Q, ils remarquent que la cohomologie étale est munie d’une action ad hoc de Gp pec (et non
seulement d’une action de Gg) et conjecturent que cette action peut-étre construite fonctoriellement. En choisissant
(m,f, ) comme dans le cas Lubin-Tate-multivariable, nous obtenons une équivalence de Fontaine pour ce groupe
de Galois dans le cas local p-adique.

Théoreme 1.2 (Voir Théoreme [5.11). 1l existe une équivalence explicite de catégories symétriques monoidales
fermées

. ét .
Dplee.ur = Repo, Gx plee = A 0d3 iy (T plec; O o)+ Vplee L1

Dans le théoreme qui précede, le monoide topologique T’k plec S écrit

Tk plec = (Ppg X Tg ur,P) Xplec Gp,

ouP:={r: K — @p} et ou Gp agit sur le facteur de gauche en permutant les copies de gp? et 'g 1. En
écrivant comme un produit en couronne

gK,plec = H gK A plec 67’7

TEP

I'anneau Og,, .. se comprend comme I’anneau multivariable Lubin-Tate a P variables oli I’on a ajouté une action
de &p qui permute les variables.

Je me suis également intéressée a un sous-groupe du groupe de Galois plectique, le groupe de Galois glectique,
et nous obtenons également dans cet article plusieurs équivalences de Fontaine pour ce dernier. Enongons nos
résultats dans le cas ol K|Q,, est galoisienne. Le groupe glectique G glec est le sous-groupe de G plec contenant
Gk, p qui correspond dont I’image dans Gp est égale a 'image de Gal (K|Q,,) par I’action de composition &
droite sur les plongements. Nous établissons deux équivalences glectiques.

Théoréme 1.3 (Voir Théorémes et[5.33). Il existe deux équivalences explicites de catégories symétriques
monoidales fermées

ét
ID)sglec,LT : SRepOKgK,glec = <%Odﬂ—.prjdv(TK,glec» Oé';(ysglec) : nglec,LT~

. ét .
]D)glcc,LT . RepOKgK,glcc = «%Odﬂ—.prjdv(TK,glcc,OSK,gleC) . Vglcc,LT-

Ici, la catégorie sRepg, Gk glec est celle des O -représentations semi-linéaires continues de type fini ol
Gk glec agit sur O via son quotient Gal (K|Q,,). Le monoide T i g1ec 8" écrit

TK,glcc = ((@P’q X FK,LT,'P) Aglec ng/IK)/~WI+(/IK~

5. Nous renvoyons a [Mar24al| pour des exemples d’extensions de représentations qui ne se décomposent pas comme somme directe de
représentations libres sur chaque Z/p"z et sur Zj. Ce sont ces représentations dont 1'image par une équivalence de Fontaine est caractérisée en
utilisant [Mar24b].

6. Voir les énoncés de [CKZ21} Th. 4.5, 4.30, 4.31 et 6.15]. Dans la preuve de [CKZ21| Th. 4.39], il est méme explicitement dit que les
(¢a,T'k,a)-modules considérés sont finis projectifs.



ou Wéﬁp agit en permutant les copies de g0§ et ' 1 et out le quotient identifie (v, 4)rep € Pp 4 au générateur
de Wi /Ix. Les anneaux Oty carec € Oty . cOrrespondent quant a eux a ajouter sur 1’anneau multivariable
Lubin-Tate Og,. ,, une action de W(Egp /Ix qui permute les variables et se souvient des degrés des plongements.
Pour K = Q,s par exemple, les variables sont indexées par [0, f — 1] et le générateur Frob € Wap / I@p , agit
par Frob(X;) = X, 41 et Frob(X;_1) = {(Xy). Cela entrebaille une minscule porte : obtenir une représentation
glectique a partir d’une représentation de G p consiste a préciser I’action d’un sous-groupe canonique Gg, C
G K glec, OF ce genre d’action abondent dans les constructions provenant de la géométrie.

Pour prouver ces résultats a partir de 1’équivalence multivariable Lubin-Tate, nous utilisons [Mar24b]] donne
une liste de conditions a vérifier pour obtenir une équivalence de Fontaine. Dans les cas plectique ou glectique,
elles reviennent a construire le bon anneau de comparaison et le bon monoide a faire agir, le reste étant déja
démontrées par le cas Lubin-Tate multivariable.

La section 1 propose une introduction aux lois de Lubin-Tate et aux anneaux de 1’équivalence de Fontaine
Lubin-Tate. Il s’agit principalement de fixer les notations pour la suite. La section 2 établit 1’équivalence de Fon-
taine multivariable pour des O -représentations et groupes de Galois de corps perfectoides de caractéristique p.
Nous commengons d’abord par établir la version perfectoide en caractéristique p grice au lemme de Drinfeld,
puis a déperfectoidiser et dévisser. La section 3 construit les anneaux multivariables Lubin-Tate et établit le Théo-
réme La section 4 démontre les Théoreme [I.2] et L annexe A effectue une étude détaillée et technique
des anneaux Ea, qui aurait coupé le rythme de la section 2. L’ annexe B liste des constructions et résultats sur les
monoides topologiques dont les équivalences plectique et glectiques ont besoin.

Remerciements : les résultats de cet article ont été obtenu durant ma these, sous la direction de Pierre Col-
mez et Antoine Ducros. Je les remercie tous les deux chaleureusement. J’étais alors simultanément membre de
I’'IMJ-PRG 2 Sorbonne Université et du DMA 2 I’Ecole Normale Supérieure-PSL. J’aimerais remercier tout par-
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certaines difficultés techniques. Je suis reconnaissant a Benjamin Schraen et Gergely Zabradi d’avoir accepté de
rapporter ma these. Je remercie enfin toustes celleux dont les discussions informelles sur un coin de tableau, de
mail ou d’apres-midi ont été de sacrés coups de pouce : Gaétan Chenevier, Arthur-César Le Bras, Ariane Mézard,
Guillaume Pignon—Ywanne, Arnaud Vanhaecke et Paul Wang.



Notations et conventions

Dans tout cet article, nous fixons un premier p et une cloture algébrique @ de Q,. Nous notons C,, 1a complé-
tion p-adique de Q,, avec son anneau d’entiers Oc, etson idéal maximal mc,. La lettre ¢ désigne toujours un entier
de la forme p/. Pour une telle puissance ¢ et un anneau A dans lequel p = 0, nous appelons ¢-Frobenius I’endo-
morphisme d’anneaux donné par la puissance g-iéme. Lorsque ¢ = p, nous 1’appelons parfois Frobenius absolu.
Nous fixons également [F,, une cloture algébrique de F, et nous appelons I, les points fixes du g-Frobenius.

Par extension de corps, écrit |k, nous désigner un plongement & < [. Pour un corps k et une cloture algébrique
k fixée, nous notons Gy, := Gal (k|k) le groupe de Galois absolu muni de sa topologie profinie.

Dire que I’action d’un groupe (ou d’un monoide) topologique G sur un espace topologique X est continue
signifie dans ce texte que 1’application déduite G x X — X est continue. Ainsi, ’action de Gy, sur k avec la
topologie discréte est continue. Pour un monoide (topologique) S et un anneau (topologique) R muni d’une action
(continue) de S par morphismes d’anneaux, nous avons défini et étudié dans [Mar24b] la catégorie Mod (S, R)
des R-modules munis d’une action semi-linéaire de S. Nous utilisons sans rappel la sous-catégorie pleine des
modules étales finis projectifs de rang constant Modf;trj (S, R). Lorsque ’on spécifie un élément 7 pour lequel
R est r-adiquement séparé complet et sans torsion, nous utilisons la variante Modffprjdv(S , R) des modules a
r-dévissage projectif, i.e. tels que tous les ¥ D/r"+1 D sont projectifs de rang constant sur R/r. Lorsque nos
anneaux et monoides sont munis de topologies, nous utilisons les variantes .Z0d**(S, R), .#0d. (S, R) et

. Prj
ModSt 1. (S, R).

r-prjdv

2 Leéquivalence de Fontaine Lubin-Tate

2.1 Lois de Lubin-Tate

Soit Q,|K|Q, une extension finie. Nous donnons ici les résultats essentiels de la construction des lois de
groupes formels de Lubin-Tate et de I’extension abélienne associée. Pour une exposition plus détaillée culminant
par théorie du corps de classes locale, les lecteurs et lectrices pourront se référer a [ Yos06]]. Nous fixons pour cette
section une uniformisante 7 de K et nous notons ¢ le cardinal de son corps résiduel.

Définition 2.1. Un polyndme de Lubin-Tate est un polyndme (de degré ¢) unitaire f € Ok [T tel que
f(T) = T? + «T mod (xT?).

Exemple 2.2. Pour K = Q, et 'uniformisante p, il existe un polynéme de Lubin-Tate bien pratique (147" — 1.
Pour K général, une choix naturell consiste a prendre f = 79 + 77"

Nous fixons pour la suite un polyndéme de Lubin-Tate f.

Proposition 2.3. 1l existe une unique T1 +1rs To € Ok [T1, T3] telle que
Ty +1r To =Ty + T mod (Ty, T)? et £(T1 +urs To) = £(T1) +rr s £(T2).
Elle est associative et commutative au sens oul
(Th +rre To) v Ts = Th +ors (Te +ure I3) et Ty +ore T = To +rrs Th-

De plus, il existe une unique i € O [T] telle que T 411 ¢ i(T) = 0.
Pour tout a € O, il existe une unique [a]rr s € Ok [T] telle que

[a]LTf = aT mod T2 et [CL]LTJ of="fo [a]LT,f.

Nous avons composé des séries formelles dans TOg [T] etlou Th Ok [T1, T2] + To Ok [T, T»]. Remarquons
des a présent qu’une telle série s’évalue sur mc,,.



Corollaire 2.4. Les séries construites précédemment vérifient
Oltrs =0, [Nurg =T, i=[-1urs et Yn > 1, [7"]pre ="
Va,b € Ok, [a+blurs = [alurs +ure [l
Va,b € Ok, [ablurs = [alurs o [blur s

Exemple 2.5. Pour le cas particulier de K’ = Q,, et f = (1 + T)? — 1, nous obtenons

Ty +urs To =Ty +To + Th'To, i(T) = Z(—l)nTn

n>1
et [alurs=(1+T)"—1:=> (Z)T”
n>1

Définition 2.6. Pour m > 1, nous définissons I’extension finie galoisienne @|K LT.f,m|HK comme le corps de
décomposition de £°™ sur K. Définissons

Kiryg:= U Kyt om-
m>1

Définissons fi¢ ,, I’ensemble des racines de £°"* dans Ky ¢, et fom = g m \ Mg, m—1-

Théoreme 2.7. 1. Pour tout z € u;,,, U'extension Kyr s, est engendrée par .

2. Pourtout x € ', les éléments de [°, sont précisément les [a|ir ¢ (x) pour a € Of.
3. Au regard des points précédents, I’ application

[ OIX( — Gal (KLT’fIK), a— |x €& U Hfm [a]LT,f(w)

m>1
est correctement définie. C’est un isomorphisme de groupes topologiques.

Définition 2.8. Nous utilisons le caractere

—1
XLT,n - Ok — O[X{7 (O g (UlKLT,f)'

2.2 Corps de normes imparfait dans Ay

Nous définissons le corps complet de valuation discrete E := F, (X)) et fixons une cl6ture séparable E5°P.
L’équivalence de Fontaine pour les corps de caractéristique p, dont on trouve 1’énoncé original dans [[FonO7, Prop.
1.2.6], établit en premier lieu une équivalence pour les représentations sur O de Gr. Récapitulons comment en
déduire I’équivalence de Fontaine version Lubin-Tate.

Définition 2.9. Un systéme de Lubin-Tate associé a f est un générateur du O g -module libre de rang 1 donné par

g,
m>0
a—f(a)
Concretement, il s agit d’une famille 7° = () telle que mp = 0, m € pg; et Vm, f(mpq1) = 7. Elle
s’identifie a un élément de (CZ.

Proposition 2.10. Le corps Ky ¢ est perfectoide. L’élément 7° dans son basculé est une pseudo-uniformisante
et le morphisme de corps topologiques

oo _——b
j T (XP 7)) = Kurg, X n

est un isomorphisme.



Puisque la théorie de Galois d’un corps ne change pas en le complétant, en prenant des extensions radicielles
et en basculant des corps perfectoides, les corps E et Ky ont la méme théorie de Galois. Plus précisément,
pour une cldture séparable de F, (X7 ~)) fixées et un choix d’extension 2 ladite cloture de j a valeurs dans

oo

C?, I'application £ — Kilﬁf NF(EF,( X7 7))* est une bijection entre extensions finies, respecte le caractere
galoisien et donne des isomorphismes de groupe de Galois. Nous définissons H 1,7,f 1= G Kip < Gk, isomorphe
a Gg, canoniquement si I’on fixe des clotures séparables et une extension de j. Il devient plausible de promouvoir
I’équivalence de Fontaine pour Gg quitte & définir correctement nos anneaux.

Définition 2.11. Définissons N
Of == Ok[X] et Og :==0F [X71]"".
Proposition 2.12. 1. 1l existe une Og-algebre Oz qui est m-adiquement séparée et complete, telle que
Ogw /7 & E5°P. Elle est unique a isomorphisme pres.
Nous supposons désormais une telle algebre fixée.

2. Pour tout h € Endan, (E*P) tel que h(E) C E et tout f € Endo, (O¢) tel que (f mod 7) = hg, il
existe une unique fi € Endo, Og telle que (f1)0, = f et (fi mod 7) = h.

3. Pour toute extension finie E°°P|F|E, il existe une unique sous-Og-algébre Or de Og, T-adiquement
compléte et séparée, de corps résiduel F'. Nous notons Oj{- la cloture intégrale de O; dans Ox.

4. Dans le cadre du deuxiéme point, si h stabilise F' (resp. '), alors I’extension de f stabilise OF (resp.

OF).
Démonstration. Conséquences de [Stal, Tag 04GK] et [Stal Tag 08HQ]. O
Nous avons donc choisi un G-anneau topologique O avec la topologie m-adique tel que Og = Og’i
Soit Ag := Woyr ((C;) que I’on munit de la topologie faible, i.e. la topologie produit via I’identification

(C;)N = Wo, (C;), (Tn) = 32,50 7" [Tn]. 1l est également muni d’une structure de (¢ x Gk )-anneau topo-
logique en relevant Ok -linéairement les actions sur (CZ

Proposition 2.13. 1] existe un élémen {m b}LT dans A K, topologiquement nilpotent, tel que :

a) Ona {ﬂ'b}LT mod 7 = 7.

b) L’application _
O¢ = A, X = {m"}ur

.. . . —b N
est injective, d’image contenue dans W o, (KLT7f ) et stable par (goq X Gk ).

¢) L’image est invariante par Hg 11+ et l'action O -linéaire de (cpl,? x Oy ) déduite sur Og vérifie
0q(X) =1(X) et Vae OF, a-X = [a]yre(X).

d) La topologie d’anneau induite sur O¢ est la topologie faible qui a pour base de voisinage de zéro les
n m )+
(p OS +X OS )n,mZO'
e) L’application précédente s’étend en une injection de Ogy: dans Ay. Son image est canonique, stable par
(cpg X Gk ). L’action de G, .. s’identifie,via l’identification des théories de Galois précédemment construite,

a l’action de Gg sur la hensélisation.
La topologie induite est encore la topologie faible.

On appelle Og, et Og les (<p§ X Gk )-anneaux topologiques obtenus ci-dessus.
K

Remarque 2.14. Cette exposition fonctionne également dans le cas cyclotomique, ou plus généralement celui
d’une extension galoisienne K| K de groupe de Galois localement isomorphe a Z,. Ici on pourrait également
utiliser la théorie du corps des normes imparfait dans [Win83| pour identifier les théories de Galois de K, et de

Fy (X))

7. Notons que I’on peut retrouver f a partir de 7 : nous nous épargnons donc des indices inutiles.


https://stacks.math.columbia. edu/tag/04GK
https://stacks.math.columbia. edu/tag/08HQ

3 Equivalence de Fontaine multivariable pour certains corps perfec-
toides de caractéristique p

Dans cette section, nous commengons par établir une équivalence de Fontaine pour les représentations
p-adiques de produits de groupes de Galois absolus de corps perfectoides de caractéristique p. Suivant 1’idée
de [CKZ21]], nous commengons par utiliser le lemme de Drinfeld pour les diamants pour passer de modules sur
un anneaux perfectoides multivariables E A a des Ea-algebres finies étales puis a des ensembles avec action du
produit de groupes souhaité. Nous nous attachons a conserver 1’intégrité de nos anneaux. Le cas qui nous intéresse
pour les corps locaux p-adiques est celui des corps perfectoides F, (X ‘foo)); nous avons déja dit qu’ils ont la
méme théorie de Galois que des extensions de Lie de nos corps locaux p-adiques. Nous établirons en un deuxieme
temps une équivalence de Fontaine imparfaite pour ces corps, d’abord pour des représentations de caractéristiques
p puis en dévissant grace a [Mar24b] pour capturer toutes les représentations p-adiques de type fini.

3.1 Construction du foncteur D modulo P

Le formalisme développé dans [Mar24b] souligne que les points délicats d’une équivalence de Fontaine sont
de deux natures : la définition correcte de I’anneau de comparaison avec sa topologie et son action de monoide
d’un c6té, I’obtention des isomorphismes de comparaison de I’autre. Nous commengons ainsi par définir anneaux
adaptés a une équivalence de Fontaine pour des corps perfectoides de caractéristique p. En caractéristique p, les
conditions topologiques pour appliquer le formalisme dans [Mar24b]] sont aisées : pour les anneaux de la section
si ’action de Gy sur le corps de normes imparfait est uniquement continue pour la topologie X -adique, celle
de G est continue pour la topologie discréte sur £5°P. Malheureusement, nous voulons utiliser ici la théorie des
perfectoides ce qui nous force a considérer tout de méme des topologies plus malines sur nos anneaux.

Fixons pour cette sous-section un corps perfectmde E de caracterlsthue p tel que EN [F3°P est fini de cardinal
g. Nous fixons une structure de IF,-algébre sur E une cloture séparable E5°P etun plongement de IF dans ladite
cloture séparable. Le groupe de Ga101s absolu G sera toujours muni de sa topologie profinie. leons egalement
@ une pseudo-uniformisante de E, et notons £+ := E° son anneau d’entiers. Pour toute extension finie F |E
I’élément w est encore une pseudo-uniformisante et la cloture algébrique de IF,, dans F est encore finie. Nous
notons ¢/ son cardinal.

L adjectif multivariable implique de se fixer un ensemble fini A. Pour chaque o € A, nous considérons un
corps perfectoide E muni d’un isomorphisme avec E et d’une extension de cet isomorphisme 2 leurs clotures
séparables. Ainsi, nous fixons pour toute extension finie F |E une extension isomorphe E, |E,, et une structure de
I, s-algebre. De maniere générale, pour chaque objet obtenu a partir de E, nous notons avec un indice o I objet

obtenu pour Ea a partir d’un objet choisi pour E et du choix d’isomorphismes précédents. Nous définissons

AT H gEa'

aEA

Nous voulons établir une équivalence pour des représentations F,.-lin€aires de Gz , pour IF,. C .

Définition 3.1. Définissons le monoide Pap =[laca @E,p. 11 sera toujours muni de la topologie discrete. Pour
b > 1, nous notons

b
Papt = Pa et PA,pb = (@a,pb)a€A~

Pour p?|p®, nous définissons

(I)Avpbw“ = <90A,P“7 Pa,pb la € A) < Dpp.

Pour a = b, nous simplifions cette notations en ® 5 ,».

Nous pouvons plonger les monoides simplifiables ¢ Apb pe dans leurs symétrisés @i‘i b pa”

Commengons par définir une [F,-algebre analogue du /' de Fontaine dans le cas multivariable perfectoide. Ici,
nous faisons agir le groupe % o - des g-Frobenius sur chaque copie qui encodent les actions des différents Gz

et un Frobenius r-Frobenius global qui permet de redescendre a des IF,. représentations. La construction entre dans
le cadre de [CKZ21, §4.1].

8. 1l est effectivement isomorphe 2 N mais nous préférons nommer une base de manidre suggestive.



Définition 3.2. Soit Esep|ﬁ|E une extension finie. Dans le produit tensoriel

®

aceAF,

appelons encore w, 'image de @, € f(j, notons (@) = (wa |a € A) et wa = [[,cp @a-

Définissons
N=)

~ ~ ~ ~ 1
+ + — It
Fi,=| @ F et Faq:=FJX, [ } :
WA
acAJF,
Trois topologies seront utilisées pour ces deux anneauxﬂ Sur ﬁ&' 4 Ces trois topologies sont la topologie
discréte, la topologie wa-adique et la topologie (w)-adique. Sur ﬁA,q, ce sont la topologie discrete, la topologie

d’anneau ayant pour base de voisinages de 0 la famille (wgﬁg q) N que nous appelons topologie adique
' 0

n>
et la topologie colimite des topologies (z)-adiques via I’écriture

~ 1 ~
Fa , = colim — FF
A n>0 ZUZ A

que nous appelons fopologie colimite.

Le produit tensoriel des F,f est muni d’une structure de @iﬁ 4,--anneau topologique pour la topologie
(w)-adique, I’élément ¢, , agissant par le g-Frobenius sur ﬁj et I’identité sur les ﬁg et I’élément @ , agis-
sant par le r-Frobenius. En complétant, on obtient une structure de @‘21)7 4,--anneau topologique sur ﬁ& , muni de
la topologie (w)-adique. Cette action du monoide est également une structure de CIJgAp’ 4,--anneau topologique sur
ﬁ& , muni de la topologie wa-adique ou de topologie discrete. Apres localisation, I’action du monoide fournit

gp . = . . . 12
donc une structure ¢’ -anneau topologique sur [z 4 pour chacune des trois topologies m-dessus

Soient Esep|ﬁ |E une extension finie et ¢/ le cardinal de la cldture séparable de F, dans F. Nous utilisons

aussi les ®5° Aqf p-ANNEAUX topologiques FX et FA obtenus comme a la définition précédente en considérant F’
comme extenswn finie de lui-méme, i.e. en faisant les produits tensoriels sur [F
Puisque nos produits tensoriels ne sont pas sur IF;,, nous ne pouvons décomposer le Frobenius absolu et obtenir

un <I>ip p-anneau contrairement aux anneaux dans [CKZ21|]. En revanche, nous prouvons que 1’anneau Ea est
integre.

Proposition 3.3. Pour une extension finie E5°P|F|E, I’'anneau FX o €5t parfait, réduit et sans EZ—torsion. En
particulier I’anneau Et A est mtegre
L’application Ft Ag F A,q €St injective. L’anneau FA .q est parfait, réduit et sans EA torsion. En particulier,

’anneau EA est integre.
Démonstration. Reléguée en annexe au Corollaire O

Remarque 3.4. Le balancier entre les idéaux (w) et (wa) est une subtilité importante de ces anneaux. Puisque
nous commengons par prendre la complétion (w)- adique il serait naturel d’essayer d’en conserver une trace
topologique. Malheureusement, la famille d’idéaux de Et '\ donnée par (@ )* ne définit par sur EA une structure
d’anneau topologlquem Pour en garder une trace, il faut considérer la topologie colimite, dont nous nous servirons
d’ailleurs dans §3.4] Toutefois, nous voudrons utiliser nos anneaux dans contextes pour lesquels cette topologie
n’est pas adéquate : dans L nous voulons considérer (EA, EX) comme une paire de Huber. Pour la topologie
colimite, une base de voisinage de zéro s’écrit

U (@w)n n

n>0 A

(my,) € NN telle que m,41 > m, + |A|

9. Les trois topologies sont utiles respectivement pour les considérer comme coefficients de catégories de (-modules, comme espace
adique dans Wou pour un raisonnement fin dans -
10. Voir [Bou71} §6.3] pour les axiomes que doivent vérifier une telle base de voisinages.
11. Il n’est pas si clair que a ce stade que F s’injecte dans FA ,q- L’abus de notations sera vite réparé (voir Proposition 3. i
12. C’est plus subtile pour la topologie collmlte car les Frobenius ne stabilisent par les termes de la colimite.
13. Par exemple, chaque idéal (=)” /= A contient un élément w” /w A ce qui démontre que le produit n’est pas continu au point (wgl, 0)



dont aucun n’est contenu dans EZ Nous n’aurions pas une paire de Huber. Le ticket d’entrée dans la théorie des
espaces adiques est précisement d’utiliser la topologie adique.

Dans cette sous-section cependant, nous n’aurons besoin que de la topologie discréte puisque les actions
de Galois considérées pour notre équivalence de Fontaine sont toutes a stabilisateurs ouverts. En réalité, pour
I’équivalence modulo p, nous pourrions appliquer les méthodes dans [Mar24b|| avec n’importe laquelle des trois
topologies; les conditions de contmulte sont vides dans chacun des cas pour les % q~-modules finis projectifs

sur Ex. Cependant, le dévissage de fonctlonne bien mieux avec la topologie discrete.

Remarque 3.5. Nous spécifierons notre étude a des corps perfectoides plus agréables dans §3.4]et nous décrirons
completement I’anneau EA dans ce cas. Les lecteurs et lectrices souhaitant avoir une prise plus concrete sur ces
anneaux pourront lire dés a présent la Remarque[3.59]

Nous définissons a présent 1’analogue de £°°P dans le cadre multivariable perfectoide .

Définition 3.6. Soit Esep@ |E’ une extension finie galoisienne. L’action de G sur Ft est F,-linéaire, continue
pour les topologies discréte et ww-adique, commutant au Frobenius. L’action de G 7 A sur le produit tensoriel des
ﬁ+ facteur par facteur se compléte (w)-adiquement en une action sur ﬁg 4 continue pour la topologie discrete,
commutant a I’action de ®%° A g

Nous obtenons donc une structure de (<I> Agr X Y5 A)-anneau topologique sur ﬁg 4 En localisant, nous

obtenons une structure de ( Agr X Y5 A) -anneau topologique sur Fa q

Lemme 3.7. Soit Galz la catégorie des sous-extensions finies galoisiennes de I dans E°°P avec les inclusions
pour morphismes. La construction _ _

F FAﬂ
ou l'on met la topologie discréte est canoniquement un foncteur de Galg vers les (@R ar X g B A)-anneaux
topologiques. Tous les morphismes impliqués sont injectifs.

La construction _ _

F — FA
est canoniquement un foncteur depuis la catégorie de Galg vers la catégorie des anneaux topologiques. Pour
toute tour d’extensions finies galoisiennes F'|F|E, le morphisme associé

ﬁA—)ﬁ'lA

est une injection ®&°

Al r eqmvarlante.

Démonstration. Pour la premiere construction, on prend le produit tensoriel, complete puis localise les injections
©a,p-équivariantes F.f < F/t.

Pour la deuxiéme construction et £ C F nous écrivons E’ le corps de décomposition de X ¢ _ X Le
morphisme a déconstruire se décompose via E/ "y Le morphisme E/ '\ — Fa est simplement donné par la premlere
construction. Pour £’ |E, on sait grace a [Bou81, V §5, Proposition 9] que E|Fq est réguliére : I’anneau E QF, For

est donc un corps et une analyse des dimension montre qu’il est canoniquement isomorphe a E’. On peut donc
compléter et localiser I’injection

® B @ B|enrex @ B

a€cA, Fy a€cA, Fy acA, Fq_f
O
Définition 3.8. Définissons le (PR or X 9B, A )-anneau topologique discret
EsAep = colim ﬁA,q.
Fegalg
Proposition 3.9. L’anneau E'SACP est parfait, réduit et sans Ea-torsion.
Démonstration. Rassembler les résultats de la Proposition [3.3]et du Lemme O
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Remarque 3.10. La topologie est toujours discrete ici. Nous ne complétons pas wa-adiquement : d’un coté,
I’action de G , n’est pas continue pour la topologie discrete sur le complété, de I’autre, certains groupes de
cohomologie continue ne s’annulent pas pour la topologie wa -adique.

Remarque 3.11. Nos ¢-modules multivariables vivront sur Ex. Si cet anneau de coefficients est inteégre, ce n’est

as le cas de ’anneau de comparaison ExY. En effet, il existe une injection
A ]
™ rsep
&) Fy,— EXP.
a€eA,Fy

Nous imitons la construction du foncteur de Fontaine et obtenons un foncteur

Da : Rep]FTgE’A — %Odét ((DgAFiqm,EA) .

prj

Pour cela, il reste essentiellement a démontrer que la descente galoisienne fonctionne pour des anneaux multiva-
riables.

Lemme 3.12. Le morphisme canonique
Ech ® (E;ep D, (E;ep ®z, ﬁAﬂ)) N EsAep
est un isomorphisme de G A -équivariant.

Démonstration. Puisque les injections F5P — E'°P sont G 7 -€quivariantes, I’équivariance est automatique. De
[e3
plus, quitte & passer a la colimite, on se restreint a prouver une identité similiaire entre 5 q €t F'a g pour une

extension finie F'|F.

Nous utilisons, pour toute paire (A,w) formée d’un anneau et d’un élément admettant des racines
p"-iémes pour tout n, la catégorie (A, @)-Mod des presque- A-modules par rapport a I'idéal Rad (). De la méme
maniére, nous appelons presque-( A, w)-isomorphisme un morphisme de A-modules qui devient un isomorphisme
dans (A, w)-Mod.

Gréce a [Sch12| Prop. 5.23], nous savons que F'* est un (ﬁ *, @)-module uniformément libre de type fini.
Choisissons une famille (zx)1<x<q dans F'* telle que

d
@F%k Ny A
k=1

est un presque-(ﬁ*7 w)-isomorphisme. Le morphisme

@ ® ﬁ(j Hl‘imw—) ® ﬁéf

(ia)€[1,d]A \a€A,F, a€cA acA,F,

est un presque—((@Fq fj ) 7wA)—isomorphis.me en le décomposant comme suite de changement de base du

presque-isomorphisme précédent. Puisque la structure monoidale sur (A, w)-Mod vient du produit tensoriel sur
les A-modules (voir [GRO02, §2.2.5]), le morphisme ci-dessus est encore un presque-isomorphisme apres quotient
par (w)”. En passant a la limite[ﬂ nous en déduisons que

o+ . I+
@ Fqu H Lioo =7 FA,q
(ia)€[L,d]2 acA

estun presque-(FX ” wa )-isomorphisme. En décomposant & nouveau, le terme de gauche est presque-(FX " wA)-
isomorphe a

T iAs A Bt
Fl; ®ﬁ;r (F[; ®ﬁ;r<Fg ®ﬁ5+FA,q))-

En inversant wa, nous obtenons 1’isomorphisme escompté. O

~ ~ o~ ~ ~ (=
Corollaire 3.13. 1. Pour toute extension finie E5°P|F|E, I’inclusion Faq C (EsAep) 2 est une égalité.

14. La catégorie (A, w)-Mod admet toutes les limite puisque la localisation A-Mod — (A, w)-Mod admet un adjoint a gauche (voir
[GRO2| Coro. 2.2.15]).
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2. Pour tout objet D de //lod;ij (@A ar X gE:A, ESAeP), le morphisme de comparaison

ESep SN Inv(D) - D
est un isomorphisme.

Démonstration. Grace a la description ci-dessus, nous pouvons appliquer [Mar22, Th. 3.6]. La descente fidele-
ment plate des modules projectifs pour FA g E P (resp. pour Ea — Esep) établit une équivalence de catégorie
entre les Fa_,-modules finis projectifs et les E5P

implique les deux énoncés.

-modules finis projectifs munis d’une action lisse de G A . Cela

Définition/Proposition 3.14. Le foncteur

gE,A

Da : Repp, G5 A — Mod( Aqr’EA)’ Ve (ESAQP QF, V)

est correctement défini et son image essentielle est incluse dans ModgtrJ (<I> N EA). Cette derniere catégorie
est une sous-catégorie pleine monoidale fermée et DA commute naturellement au produit tensoriel et au Hom

interne.

Démonstration. Nous identifions la catégorie de représentations a . odprJ (g & A ]FT> et nous décomposons le

foncteur D A comme suit.

ﬁ)A : ///Odf;trJ (Q'EA,FT) triv e///odgtm ((I)gqu . X gEA,IFT)
lEx

Mod (@8, Ea ) 5 Mod (9%, % 5 5, E3”)

Pour montrer que Ex et Inv préservent les sous-catégories, nous utilisons [Mar24bl Prop. 5.17 et 5.18] respec-
tivement pour le morphisme de (®%°, . x G 5)-anneaux topologiques discrets F,, — EX" et pour EX" avec
comme sous-monoide Gz , < (<I>gAp ar X Gz A)- Les conditions de [Mar24b, Prop. 5.17] sont déja démontrées
lors la construction des anneaux. Nous listons et démontrons les conditions de [[Mar24bl Prop. 5.18].

Condition 1 : le sous-monoide G 5. est distingué et le groupe topologique quotient s’identifie & @i‘f g Tout
découle de ce que (PF°, . x G 7.a) estun produit direct.

_ RN

Condition 2 : I’anneau topologique FA s’identifie a (Ezep) ®% Lidentification ensembliste est I’objet du
premier point du Corollaire [3.13] Puisque les anneaux sont discrets, la condition topologique est vide.

Condition 3 : I'inclusion Ex C EX” est fidélement plate. Le Lemme démontre que c’est une suite de
changement de bases le long de morphlsmes de corps, a fortiori un morphisme fidélement plat.

Condition 4 : les morphismes de comparaison sont des isomorphismes. C’est 1’objet du deuxieéme point du
Corollaire 3.13

Puisque &% g, ©st discret les catégories ///odprJ (<I>A @ EA) et Mod';trJ (@A @ T,EA) coincident (voir
[Mar24b| Ex. 5.6]) pour n’importe quelle topologie. ]

3.2 Equivalence de Fontaine multivariable perfectoide modulo p pour certains corps
perfectoides de caractéristique p

Pour démontrer une équivalence de Fontaine perfectoide modulo p, il nous reste a montrer que le candidat
naturel a étre quasi-inverse de D est correctement défini. Pour ce faire, nous aurons besoin de démontrer un
autre isomorphisme de comparaison, beaucoup plus délicat. Nous suivons la stratégie dans [[CKZ21]] qui consiste
a utiliser le lemme de Drinfeld pour les diamants afin d’obtenir d’une autre maniere une [F,.-représentation de
g5 A a partir d’un ®%° A q,r-module sur EA Dans la preuve de [CKZ21, Prop. 4.20], les trois auteurs utilisent la
commutation de leur foncteur au dual, peu évidente a ce stade de démonstration. Nous préférons utiliser activement
I’intégrité des anneaux dans notre version de I’équivalence pour contourner une partie des arguments.
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gp
Lemme 3.15. L’inclusion F,. C (Ebep) " est une égalité d’anneaux topologiques.

Démonstration. Puisque les topologies sont discrétes, ¢’est un énoncé algébrique relégué au Corollaire[A.T5] O

En admettant le Théoréme [3.18] qui occupera la majorité de cette sous-section, nous pouvons démontrer que
DA est une équivalence de catégories.

Définition/Proposition 3.16. Le foncteur

gp
¢‘A.q,r
Prj

@'A : Mod¢t. (CI)gquT,EA) — Mod (gEA’FT) , Dw— (Ezep OF, D)

est correctement défini et son image essentielle est incluse dans RepFT g A~ De plus, le foncteur @A commute
naturellement au produit tensoriel et au Hom interne.

Démonstration. Nous décomposons le foncteur VA comme suit en se souvenant que la condition de continuité a
la source est automatique :

ii/A : %OdgtrJ ((I)gqu T’EA) tI‘lV %Odztm ((I)iqu X QEA,EA)
lEx

Mod (@8, F, ) < Mod (@, , % G5 5, EX")

Puisque Repy Gz A, s’identifie a .7 odprJ (g BAS ]FT), il faut prouver que Ex et Inv préservent la sous-catégorie
considérée. Nous utilisons [Mar24b, Prop. 5.17 et 5.18] respectivement pour le morphisme de

gp sep sep .
(PALyr X Gp a)-anneaux discrets Ean — EXP et pour EXP avec % o < (PR, ¥ QE,A.).. Les conditions
pour Ex sont encore une fois démontrées au ﬁl de 1a construction des anneaux. La liste des conditions a démontrer
pour Inv est similaire a la Proposition La condition 1 est automatique; la condition 2 est contenue dans le

Lemme [3.15]; 1a condition 3 découle de ce que IF,. est un corps; la condition 4 est I’objet du Théoréme O

Théoreme 3.17. Les foncteurs Da et Va forment une paire de foncteurs quasi-inverses et établissent une équi-
valence de catégories symétriques monoidales fermées

™) . _ — ét . <7
Da : Reps, G 5 = Modg; (,,. Fa) : Va.
Démonstration. Reste a prouver que les foncteurs sont quasi-inverses I’'un de I’autre. Grice aux isomorphismes

de comparaison naturels que nous avons obtenus en étudiant les foncteurs, prouver que D o Va est isomorphe a
I’identité revient a passer aux G , -invariants I’isomorphisme de comparaison naturel

EXP @5, Va(D) = EXP @5, Inv (Esaep ®Fa D) = EXP @p, D
et a prouver que

VD € Mod®.

~ g~
ori (@‘i)_q - EA) , I’application D — (ESCP ®F, D) ®% est un isomorphisme.

La Proposition [3.9] permet d’utiliser [Mar24b| Prop. 3.10] pour conclure. L’ autre composition se traite de méme.
O

Il reste a démontrer que le morphisme de comparaison est un isomorphisme pour tous les objets de

ModSs ( Ragr <95 A,Ew"). Gréce au Corollaire [3.13] la descente galoisienne établit une équivalence de

catégories

L odly; (9, % Gp 0 ERT) = Modiy; (0, Ea) + Bx

prj prj

On se ramene donc a prouver le théoréme suivant.

13



Théoreme 3.18. [voir Théoreme|3.57)] Pour tout objet D de Modf)trj (‘DgAp,w, EA), le morphisme de comparaison

Ezep XF,. @A(D) — ESAep ®EA D
est un isomorphisme.

Suivant I’idée de [|[CKZ21] et adaptant les preuves a notre contexte, nous construisons par une méthode géo-
métrique un foncteur V z puis nous I’analysons pour obtenir I'isomorphisme de comparaison. Nous aurons besoin

d’utiliser tous les foncteurs V z avec }7|E finie pour analyser §IA, Bien que ce qui suit est rédigé avec E et q,
gardons en téte que nous démontrons les résulats également pour chaque F et ¢'.

Nous rappelons la notion de catégorie galoisienne que nous pouvons comprendre comme une liste de condi-
tions pour étre équivalente a une catégorie de représentations d’un groupe profini. Les lecteurs et lectrices souhai-
tant un exposé détaillé de la théorie pourront se réferer a [GRO3} V, §4].

Définition 3.19. 1. Soit C une catégorie ayant toutes les limites et colimites. On dit qu’un objet X est
C-connexe si pour tout monomorphisme f : Y — X, I'objet Y est initial ou le morphisme f est un
isomorphisme.

2. Soit F : C — D un foncteur entre deux catégories ayant toutes les limites et colimites finies. On dit
qu’il est exact s’il envoie les objets initiaux (et finaux) sur des objets initiaux (et finaux), et que pour tout
diagrammes (X — Y < Z) et (X' < Y’ — Z’), les morphismes naturels

F(X xy Z) = F(X) xpy) F(Z) et F(X")Upyy F(Z') = F (X' Uy Z')

sont des isomorphismes.

3. Toujours pour un tel foncteur F, on dit que F' reflete les isomorphismes si pour tout morphisme f de C, si
F(f) est un isomorphisme alors f aussi.

Définition 3.20. Une catégorie galoisienne est un couple (C, F'), ol C est une catégorie essentiellement petite et
F : C — Ens est un foncteur, tel que :

— La catégorie C a toutes les limites et colimites finies.

— Tout objet de C est une union disjointe finie d’objets C-connexes.

— Le foncteur F' est a valeurs dans les ensembles finis.

— Le foncteur F' est exact.

— Le foncteur F' reflete les isomorphismes.

Théoreme 3.21. Soit (C, F') une catégorie galoisienne. Définissons le groupe fondamental 7 (C, F') comme le
groupe d’automorphismes du foncteur F'. Il s’identifie a un sous-groupe du groupe topologique profini

H Srx)

XeD

ou D est une petite sous-catégorie de C qui lui est équivalente. Pour tout objet X, 'action de 7w1(C, F') sur F/(X)
est donc a stabilisateurs ouverts et F' se promeut en une équivalence de catégories

F : C — m(C, F)-EnsFinis
oul cette derniére catégorie est celles des 71 (C, F')-ensembles finis a stabilisateurs ouverts.

La géométrie fournit quantité de catégories galoisiennes intéressantes parmi le groupes fondamentaux des-
quelles nous pouvons trouver G BoA- Pour cela, nous utilisons la théorie des diamants dont nous donnons ici une
exposition adaptée a nos besoins, avec pour référence [SW20] et [Schl]. La premiere référence fournit une ap-
proche plus accessible et plus vaste aux perfectoides, diamants et objets qui en découlent. La deuxieme est plus
compacte et technique mais nous servira pour avoir des énoncés millimétrés. Les lecteurs et lectrices souhaitant
d’abord de familiariser avec la géométrie adique et les perfectoide pourront se référer a [Mor].

Définition 3.22. Une paire de Tate perfectoide est une paire (A, AT) ol A est un anneau topologique, AT un
sous-anneau ouvert borné et intégralement clos et possédant un élément 7 vérifiant que :

— La topologie sur A™ est la topologie m-adique et AT est m-adiquement complet.
— Nous avons p € TP AT,
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— Le morphisme d’anneaux déduit A* /rat — At /zpat 2 — P est un isomorphisme.

Un tel élément 7 s’ appelle une pseudo-uniformisante. La définition de paire de Tate perfectoide requiert 1’existence
d’une pseudo-uniformisante et non d’en choisir une.

A toute paire de Tate perfectoide, nous associons un espace topologique Spa (A, A™) muni de deux faisceux
d’anneaux que nous appelons espace affinoide. L’ensemble sous-jacent sera

a valeurs dans un groupe abélien totalement ordonné,
/N.

Semi-norme multiplicative | . | cA—-TU {0} continue pour la topologie de I’ordre sur I",
telle que |A+|QF§14

La topologie a pour base d’ouverts les ouverts rationnels

U (fl’-;q"ff) = {|- | telle que Vi, [fi] < |gl #0} pour (fi,...,f,) = A,

+
Spa(A4,A+)

1,..., fr " AT
i o258 (o) .

1,... r A AT
Oérpa(A,AJr) (U (f’g’f>> = cloture intégrale de (AJr [{;, . J;})

dans <A+ {fl fﬂ)” {1]
97 g ™

Définition 3.23. Un espace perfectoide est un triplet (X, Ox, O}) formé d’un espace topologique et de deux
faisceaux d’anneaux, localement isomorphe a un espace affinoide (Spa (A, A), Ogpa(a,a+4), (’);’pa( AA Jr)). On
note souvent X un tel triplet par négligence. Les morphismes d’espaces perfectoides sont les morphismes d’es-
paces annelés f : (X,O0x) — (Y, Oy) induit localement par un morphisme continu d’anneaux tel que 1’image
de f~1(O5) soit contenue dans OF.

On dit qu’il est de caractéristique p (resp. de caractéristique mixte) si Ox a pour valeurs des anneaux de
caractéristique p (resp. de caractéristique mixte).

Cet espace est spectral. Les faisceaux d’anneaux Ogpa(a,44) €t O
les ouverts rationnels :

sont caractérisés par leurs valeurs sur

Proposition 3.24. La catégorie des paires de Tate perfectoides a pour morphismes (A, AT) — (B, BY) les
morphismes d’anneaux continus f : A — B tel que f(A') C BT. Lassociation (A, A") — Spa (A, AT)
fournit un foncteur pleinement fidele de la catégorie opposée des paires de Tate perfectoides vers celle des espaces
perfectoides.

Remarque 3.25. Pour toute paire de Tate perfectoide (K, KT) telle que K est un corps, I’ensemble des élé-
ments bornés O vérifie que (K, Ok) est une paire de Tate perfectoide. L'espace Spa (K, Ok ) n’a qu’un seul
point donné par la classe d’équivalence des valuations W—adiquesE] pour toute pseudo-uniformisante 7 et O est
I’anneau de valuation associé. L’ espace Spa (K, KT) peut avoir plus de points, mais Spa (K, O) y est dense.

Définition 3.26 (voir Définitions 6.2 et 7.8 dans [Sch]]). Soit f : ¥ — X un morphisme d’espaces perfectoides.

1) Le morphisme f est dit fini étale si pour tout ouvert affinoide Spa (R, R*) = U C X, son image réciproque
est affinoide disons f~1(U) = Spa (4, AT) et le morphisme R — A est fini étale, identifiant A™ a la cloture
intégrale de R dans A. Il suffit de le vérifier sur un recouvrement ouvert du but (voir [Sch12, §7]).

2) Le morphisme f est dit éfale s’il se factorise localement sur Y comme la composée d’une immersion ouverte
et d’un morphisme fini étale.

3) Le morphisme [ est pro-étale s’il existe un recouvrement de Y en ouverts affinoides V = Spa (4, AT)C Y,
tels qu’il existe f(V) C U= Spa (R, R") affinoide, un petit systeme cofiltré d’affinoides (Spa (A;, A7) ), etun
morphismes de diagrammes formé de morphismes étales (Spa (Al-, Aj) ) ; — Spa (R, RT") tel que fiv s’identifie
a la limite de ce diagramme.

Exemple 3.27. Soit I un corps perfectoide. Les espaces perfectoides finis étales sur Spa (F, Or) sont isomorphes
aux

|_| Spa (£, OF,)

i€l

15. C’est une valuation de rang 1 non discréte définie par ||, = lim,, p~ min{k € z|a™ € xFAT}/n,
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ol I est fini et out les F;|F' sont des extensions finies séparables.
En particulier si F est algébriquement clos, les seuls espaces finis étales sur Spa (F, O ) sont des unions de
copies de ce point.

Définition 3.28 (voir Définition 8.1 dans [Sch]). Nous définissons la sous-catégorie pleine Perf des espaces
perfectoides dont les objets sont les espaces perfectoides de caractéristique p. Nous la munissons canoniquement
de la toplogie pro-étale : les recouvrement de X sont les familles (f; : X; — X); de morphismes pro-étales tels
que pour tout ouvert quasi-compact U de X, il existe un sous-ensemble fini J C I et des ouverts quasi-compacts
V; C X vérifiant que U C U f;(V;). La catégorie Perf munie de cette topologie sera appelée le site pro-étale
Perf.

Grice a [Sch, Coro. 8.6], il se trouve que la topologie sur le site pro-étale Perf est sous-canonique, au sens
ol pour tout espace perfectoide X de caractéristique p, le préfaisceau Z — Hompe¢(Z, X) est un faisceau
sur le site pro-étale Perf (voir [Sta, Tag 00WP] and [Sta, Tag 00WQ]). Nous n’opérons aucune différence de
notation entre 1’espace perfectoide et le faisceau associé, d’autant plus que cette identification est pleinement
fidele. Les propriétés générales des topos, en particulier lorsqu’une topologie sous-jacente est sous-canonique, et
plus généralement la notion de morphismes représentables de faisceaux peuvent se trouver dans [Sta, Tag 00UZ]
et [Sta, Tag 0021].

Définition 3.29. Un diamant est un faisceau X sur le site pro-étale Perf de la forme Xo/r. Ici X est un espace
perfectoide de caractéristique p et R est une relation d’équivalence[f] sur X telle que R est un faisceau représen-
table et que les compositions & — X x Xy = X, sont des morphismes pro-étales d’espaces perfectoides.

Les especes perfectoides de caractéristiques p, vus comme faisceau représentables, forment une sous-catégorie
pleine de la catégorie des diamants.

Tout espace perfectoide de caractéristique p étant muni d’une action du Frobenius absolu, c’est encore le cas
de tout diamant. Tout morphisme de diamant est Frobenius-équivariant.

Définition 3.30. Pour tout corps discret k de caractéristique p, nous notons abusivement Spd (k) le faisceau sur le
site pro-étale Perf qui & un affinoide Spa (A, A*) envoie I’ensemble des morphisme d’anneaux & — A. Ce n’est
pas un diamant.

Pour notre puissance ¢ de p et pour tout diamant X sur Spd(Fy), le g-Frobenius est un automorphisme de
diamant sur Spd(F,).

Proposition 3.31 (Similaire a la Proposition 11.4 dans [Schl). Soient X,Y deux diamants sur Spd(F,). Le fais-
ceau pro-étale X Xgpqr,) Y est un diamant.

Pour une introduction plus compléte que les définitions qui suivront, nous renvoyons les lecteurs et lectrices a
[Sch, §11].

Définition 3.32 (voir Définitions 10.1 et 10.7 dans [Sch])). Un morphisme de diamants X’ — X est appelé fini
étale (resp. immersion ouverte) lorsque, pour tout espace perfectoide X et tout morphisme de faisceaux ¥ — X,
le produit fibré Y X x X' est représentable et le morphisme d’espaces perfectoides Y x x X’ — Y est fini étale
(resp. est une immersion ouverte).

Dans le cas d’une immersion ouverte, nous disons par abus de langage que X' est un ouvert de X.

Proposition 3.33 (voir Proposition 10.4 dans [Schl]). Soient f : Y — Y1, 9 : Y1 — Yoeth : X — Y des
morphismes de diamants.

1) Si f et g sont finis étales alors g o f aussi.

2)Sigo f et g sont finis étales, alors f aussi.

3) Si f est fini étale, alors le morphisme Y Xy, X — X est fini étale.

Définition/Proposition 3.34. 1. Un point géométrique d’un diamant X est un morphisme de faisceaux sur
Perf
T : Spa(K,0k) = X

ou K est un corps perfectoide algébriquement clos.
2. Un point d’un diamant X est un morphisme de faisceaux sur Perf

T Spa(K,K+) - X

ol K est un corps perfectoide et Kt est un sous-anneau ouvert et borné. Deux points T et T sont dits
équivalents s’il existe un corps perfectoide K et un diagramme commutatif

16. Une relation d’équivalence sur un faisceau Xq est sous-faisceau R de Xo X X qui induit une relation d’équivalence au niveau des
sections sur chaque objet de Perf.
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Spa‘ (Kla OK])

Spa (K, OK/ X X
P

T

Spa‘ (KQ, OKz)

ou les fleches de gauche sont surjectives

3. Soit X un diamant. L’ensemble des points & isomorphisme prés est noté | X |. Si X est un espace perfectoide,
I’ensemble | X| s’identifie a I’espace topologique sous-jacent et le munir de cette topologie. Si X = Xo/r
est un écriture comme quotient d’un espace perfectoide, la topologie quotient sur | X| induite par | Xo| ne
dépend pas de 1’écriture. Nous appelons espace sous-jacent au diamant, encore noté X, ’ensemble |X |
muni de cette topologie.

4. Les ouverts de X correspondent exactement aux ouverts de 1’espace topologique | X|.

5. Un diamant X est dit connexe s’il n’admet pas d’écriture comme union disjointe de deux ouverts non vides.
Cela équivaut a ce que | X | soit connexe.

Définition 3.35. Soit X un diamant. La catégorie FEt (X)) a pour objets les morphismes de diamants finis étales
Y — X et pour morphismes les morphismes de X -diamants (qui sont automatiquement finis étales).
Soit T un point géométrique de X . Nous définissons le foncteur fibre

Fibz : FEt (X) — Ens, [Y — X] — |Y xx 7.

Théoreme 3.36. Soit X un diamant connexe et T un point géométrique. Le couple (FEt (X),Fibz) est une
catégorie galoisienne dont on notera ¢t (X, Z) le groupe fondamental. Les diamants FEt (X )-connexes sont les

diamants connexes.

Exemple 3.37. Soit F' un corps perfectoide. Soit T un point géométrique de Spd(F, Or) donné par le choix d’une
cloture algébrique F*2 et le morphisme

7 : Spd(Fa&, 0 — ) — Spd(F, Op).

Falg

L’exemple décrit les diamants X dans FEt (Spd(F, Or)). Le foncteur Fibg est isomorphe au foncteur

qui envoie Spd(F;, OF,), ou F;|F est finie, sur I’ensemble de plongements de F; dans Falg, L action du groupe
de Galois G par post-composition sur ces plongements fournit des endotransformations du foncteur fibre. Elle
identifie 7i¢ (Spd(F, Or),7) a Gr.

Nous souhaitons ajouter 1’action d’un groupe localement profini.

Définition 3.38. Soit I un groupe localement profini.
1. Nous définissons I le faisceau en groupes sur Perf donné par ['(X) = (| X|,I).
2. Une action de T" sur un diamant X est un morphisme de faisceau sur Perf

I'xX =X

qui fait commuter les diagrammes d’actions de groupes.

3. Un diamant X avec action de I" est dit I'-connexe s’il n’est pas I’'union de deux ouverts non vides stables
parI'.

Remarque 3.39. Une telle action de I" sur X induit une action continue de I" sur | X|. Les ouverts I'-stables de X
correspondent bijectivement aux ouverts I'-stables de | X|.

Définition 3.40. Soit I" un groupe localement profini et X un diamant muni d’une action de I". La catégorie
FEt (X|T) a pour objets les morphismes finis étales I-équivariants Y — X ol Y est un diamant avec action de
T". Les morphismes sont les morphismes de X -diamants I'-équivariants.

Soit Z un point géométrique de X, nous définissons le foncteur fibre

Fibz : FEt (X|T) — Ens, [Y — X] — |Y xx 7|.

17. Sans cette condition, tout point serait dans la classe d’équivalence d’un point géométrique.
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Théoreme 3.41. Soit X un diamant muni d’une action de T qui le rend T"-connexe. On suppose également que
Paction est libre, i.e. que N Z, 'action de T C €(|Z|,T) sur X (Z) est libre. Alors, le couple (FEt (X|TI') , Fibz)
est une catégorie galoisienne dont on note T (X|TI', Z) le groupe fondamental.

Les objets FEt (X |T)-connexes sont les diamants T'-connexes.

Démonstration. Le théoréme se déduit du Théoreme en construisant le diamant X/r et en prouvant que le
couple (FEt (X|T') , Fibz) est équivalent a la catégorie galoisienne (FEt (X/r), Fibz). O

Proposition 3.42. Soit 'y — 'y un morphisme continu de groupes localement profinis. Soit Y un diamant avec
action de T'y et X un diamant avec action de T's, qui le munit en particulier X d’une action de T'1. Suppo-
sons que les deux diamants vérifient les conditions du théoreme Soit Y — X un morphisme de diamants
T'y-équivariant. Soit yj un point géométrique de Y. Le foncteur suivant est correctement défini.

FEt (X|Ty) —— FEt (Y|['y)
L7 Xx Y

f S f X x Idy
1l existe un morphisme de groupes profinis

T(iét (Y|F17y) - ﬂ—iét (X|F27 y)
qui rend le diagramme suivant commutatif

FEt (X|Ts) —27, rfét (X Ty, 5) -EnsFinis

~

| !

FEt (Y|I) o 7 (Y|T'1,7) -EnsFinis

out le foncteur de droite est obtenu grdce au morphisme entre groupes fondamentaux ci-dessus.

Démonstration. La définition du foncteur ne pose aucun probleme. Pour ce qui est du morphisme entre groupes,
soit 7" un automorphisme de Fiby : FEt (Y|I'y) — EnsFinis. Pour tout objet Z de FEt (X|I'y), I’ensemble
Z x x vy peut s’identifie a (Z X x Y) Xy 7 sur lequel agit la bijection T(Z x x Y). Cette famille de bijections

étant naturelle en Z, elle fournit un automorphisme du foncteur FEt (X|T'y) — EnsFinis, soit un élément de
7€ (X|I'y, 7). Nous vérifions qu’il s’agit d’un morphisme de groupes topologiques et qu’il fait commuter le
diagramme. O

Apres cette introduction assez générale, nous allons nous replacer dans un contexte plus propice a notre équi-
valence. Ressaisissons-nous de notre puissance g du premier p et I’ensemble fini A.

Proposition 3.43. Soient (X, )aca des diamants sur Spd(F,). Le diamant donné par

M x

a€eA, Spd(Fq)

posséde une unique action du groupe @’ZI{ o telle que Uaction de @ 4 est un morphisme de IL, oy X-diamants
PA,q est celle du q-Frobenius.
Définition 3.44. Soit X un diamant sur Spd(FF,;) muni d’une action de <I>gAp’ 4 telle que I"action de pp 4 est le

g-Frobenius. Nous appelons FEt (X || ® ,) la sous-catégorie pleine de FEt (X [o%° q) dont les objets sont les
diamants tels que I’action de ¢ 4 est le g-Frobenius.
Théoreme 3.45 (Lemme de Drinfeld). Soient (X, )aca des diamants connexes et localement spatiaux sur Spd(F,)

pour lesquels ’action de gag est libre. Soit également T un point géométrique du diamant [ [, A, Spd(F,) X La
paire

FEt H X,
aeA, Spd(Fq)

(I)Aﬂ 5 Flbf
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est une catégorie galoisienne.
De plus, la famille de morphismes ¢, q-équivariants

I X.—xa
a€A, Spd(Fq)

construit un morphisme

F{et H X

pg.7 | — [ m (X )

a€A, Spd(Fq) acA
qui est un isomorphisme de groupes profinis.
Démonstration. Voir la these de 1’auteur, ’hypothese de liberté est probablement superflue. O

Proposition 3.46. Soit E un corps perfectoide de caractéristique p, extension de F . Soit F|E une extension finie,
extension de F o pour F s |F,. Soit A un ensemble fini. Il existe un foncteur canonique

FEt 11 Spd(ﬁa,ﬁj)H@Aﬂ/ — FEt 11 Spd(E,, EY)
a€A, Spd(Fy) oA, Spd(Fq)

‘ Paq
Soit T — HQGA, Spd(F,) Spd(ﬁm ﬁj) un point géométrique. Le morphisme gﬁ}A — QEA déduit de

et H Spd(fa, ﬁ;) H Dp g, T | — miet H Spd(Ea,Ei‘) H NP
a€A,Spd(Fy/) a€A,Spd(Fq)

grdce au lemme de Drinfeld correspond a l'inclusion.
Démonstration. Par propriétés universelles, nous construisons un morphisme ®%° o -€quivariant
[ sedF.FEH)— [ Spd(Ba,EY).
a€A,Spd(Fy) a€eA,Spd(Fy)

Le tiré en arriere par ce morphisme fournit le foncteur annoncé entre catégories galoisiennes.
Pour tout 8 € A, la construction de notre morphisme canonique fournit un diagramme commutatif :

oeaspace,) Spd(F., F) — Spd(Fp, Fy)
HaEA,Spd(]Fq) Spd(Eaa E&i_) — Spd(EB, EE)

Dans le diagramme obtenu en passant aux groupes fondamentaux, 1’énoncé précis du Théoreme [3.45] affirme que
les morphismes horizontaux s’identifient aux projections

9pa 795, ¢ Gs A — Y95,
Or, en se rappelant comment on identifie G B, Qux automorphismes du foncteurs fibres sur FEt (Spd(E 8 EE)) ,
les morphismes verticaux de droite correspondent aux inclusions G 7 C g B, € qui conclut. O

Lemme 3.47. Soit I' un groupe localement profini, X un diamant muni d’une action libre de ' qui le rend
T-connexe et T un point géométrique de X. Notons T I’équivalence FEt (X|T) = nié* (X |, 7) -Ens.

1. 1l'y a un isomorphisme naturel entre foncteurs de 71 (X |L, T) -Ens dans Ens

H2 = OrboT

ot HY est le foncteur des composantes T'-connexes et Orb est le foncteur des orbites.
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2. Soit k un corps fini et V un k-espace vectoriel. Soit Z un objet en k-espaces vectoriels de FEt (X|T) qui
représente le faisceau constant associé a' V.

FEt (X|T) — k-EspacesVect, Y — VH2(),
Alors T(Z) isomorphe au k-espace vectoriel V avec action triviale de 7 (X|T, 7).

Démonstration. 1. Conséquence de la théorie générale des catégories galoisiennes et de la description des
objets connexes dans FEt (X|T).
fét

2. Le k-espace vectoriel V' avec action triviale de 7;* (X|I, T) représente le foncteur
7 (X |, %) -Ens — k-EspacesVect, A Hom see (x|p 7)-gns (4, V) = Y Orb(A),
Or, T(Z) représente par hypothése le foncteur
7t (X|I,T) -Ens — k-EspacesVect, A Hompg ) (T"Y(A),2) = VHROT T (A)
D’apres le premier point, les deux foncteurs sont isomorphes ce qui conclut.

O

Nous sommes préts a construire le foncteur V z qui nous permettra de mieux comprendre appréhender 1’iso-
morphisme de comparaison.

Proposition 3.48. Soit D un objet de Mod®! (@ INPR E’A>, le foncteur

prj
Ip : Ea-Alg — Ens, T+ (T ®%, D)“’A”:Id7

ol YA agit sur T' comme de r-Frobenius, est représentable par une E-algébre finie étale que I'on nomme Sp.

Démonstration. Etape 1 : soit R une F,.-algébre et o, le r-Frobenius. Soit D un objet de Mod®* (go§, R) qui est
libre de rang fini comme R-module. Alors le foncteur

R-Alg — Ens, T+ (T @g D) ¢

est représentable par une R-algebre finie étale. Fixons B = (e;)1<;<q une base de D et A la matrice de ¢, p dans
la base B, autrement dit

V(z:) € R, ¢ Z i€y | = Z T} a; ¢

1<i<d 1<i,j<d

Pour toute R-algebre T, le produit tensoriel 7'® g D est un 7-module libre de base Bet ), t;e; € (T ®r D)‘P’":Id

si et seulement si
J J i
Ceci équivaut a
Vj7 tj = thai,j.
i

Comme D est étale, la matrice A est inversible d’inverse B et on obtient

Y tie; € (T@rD)P ™ & Vj, = tiby;.
J %

Le foncteur est donc représenté par la R-algebre BTl /(17 — 3, b; ;T:)1<;<4. La jacobienne de la famille de poly-
nomes définissant le quotient vaut B en tout point d’annulation ce qui prouve que la R-algebre est finie étale. Par
Yoneda, cette R-algebre ne dépend pas de BB & isomorphisme pres.

Etape 2 : en général, puisque D est fini projectif, le Lemme [Sta, Tag 00NX]| affirme qu’il est localement libre
de rang fini. Sur tout ouvert affine V(%) tel que D[27!] est libre, nous construisons S, avec la premiére étape.
Yoneda fournit une immersion ouverte fy, . : Spec(Sy) — Spec(S;) pour toute inclusion V(y) C V(z). D’apres
[Duc, §5.2.2.2], on peut recoller les Spec(S,) le long des f, .. On vérifie que le schéma sur Spec(EA) obtenu est
le spectre de I’algebre finie étale escomptée. O

20


https://stacks.math.columbia.edu/tag/00NX

Nous démontrons au Corollaire que la paire (Ea, EX) est une paire de Huber perfectoide. Comme
I’anneau Sp est une Fa-algébre finie étale, nous pouvons le voir comme un diamant muni d’un morphisme fini

étale o
Spd(SD, SB) — Spd(EA7 EK)

Proposition 3.49. Le diamant Spd(Sp, S};) est naturellement un objet de FEt (Spd(EA, EX) I <I>A,q>.
Démonstration. Le sous-anneau S}, est par définition la cldture intégrale de EZ. Puisque EK estun sous-CDgA‘i o

-anneau de F'a, toute structure de @%’ 4,--anNeau sur Sp compatible a la structure de E'a-algebre se restreint-
-corestreint en une structure sur S}, et fournit une action sur le diamant. Pour obtenir un objet de

FEt (Spd(EA, EX) H o A,q), il reste donc a construire une action telle que ¢ 4 coincide avec le g-Frobenius.

Construisons 1’action de ® 4. Soit « € A et T une EA-algébre. Le morphisme
I'®g, D— ng;qT ®z, D t® d— (1®1t)® pa,q,0(d)
est pa r-équivariant et naturel en 7, ce qui fournit une application naturelle en T’
pa,r=Id ® pa,r=Id
(T ®EA D) - (<p07qT ®EA D)
qui se réinteprete en une transformation naturelle
\I’a : HomEA-Alg(SD’ —) = HomEA-Alg(SD7 (,O;q—).

Définissons 1o, p = Vo (Sp)(Idsy, ).

Pour n’importe quel ¢; € ®a, nous construisons de méme ¥y et 1 p : Sp — ¢7Sp a partir de I’action de
1. Commengons par prouver que les 1/_ p se comportent bien vis-a-vis de la composition. Pour tout morphisme
de EA—algébres g : Sp — T, le diagramme suivant commute :

¥a(SD) *
Homg, A, (Sp,5D) 2R Homg, A, (SD,%%,,5D)

lfog lfwi,qg

Vo (T) "
HomEA-Alg(SD’T) e HomﬁA-Alg(SD’(pOt,qT)

et en suivant I'image de Ids,,, on trouve que ¥ (T)(g) = ¥}, ,9 © Ya,p- En particulier,

©h V8.0 0 Va.p = Va(0h ,5)(¥s.0) = [Yalph ySp) 0 s(Sp)|(Idsy,) (*1)

Appelons 7 'isomorphisme naturel en T' de (pa,q95,¢)"T & ¢4 (95 ,T)- Grace a un diagramme similaire, il
fournit une égalité les foncteurs (f > i—o f)oWag, ot Wqp estassocié @ pa,q9p,q €t Yo (@) ,—) o V5. Appliqué
a I’équation (*1)), cela donne

iSp © Vap,D = P,y V6,0 © Va,D-

Nous pouvons généraliser ce résultat a ¢, @2 € ®a 4. En particulier, nous avons
. *
10 wA,D = Spal,q’/l/)()(g...a[A‘,D ©:--0 ¢a‘A|,D

N * ~ * * N RN . . . . . A
oui : wA}qSD = Pong " Paa 7qSD et ol A p est construit a partir du Frobenius relatif ¢ 4. Ainsi, démon-
trer que les o, p sont inversibles se réduit a démontrer que 1A, p est inversible.

Soit U la transformation naturelle obtenu a partir du Frobenius relatif. Pour tout EA-algébre T', nous considé-
rons le linéarisé du Frobenius relatif

gt P T =T, 2@t xtl.

Nous obtenons le diagramme commutatif suivant :

Tz, Dy (T ®F, p)¥arH (%) (Tog, p)#arld

l | * l

W(T):W*(_)OwA,D " @ro-
HomEA-AIg(SD’T) q—> HOmEA_Alg(SD,quT) # HomEA-Alg(SD7T)
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SiI’on considere > ¢; ® d; en haut & gauche, son image en haut a droite est exactement

Z t? ® wAy%D(di) = @A,q,T@D(Z tz ® dz) = Z tz X dl

Il en découle que la composée du bas est I'identité. En appliquant &8 T = Sp et a Idg,, il vient que
<p;‘ oYa,p = Idg,,, autrement dit que ¥a, p est simplement I’inverse du Frobenius absolu sur Sp.

Nous venons de finir de prouver que les 1o, p sont inversibles. Le fait qu’ils soient £ -linéaires, les relations
qu’ils vérifient et I’expression de ¥ p prouvent précisément que leurs inverses fournissent une structure d’objet

de FEt (Spd(EA» EK) I (I)A,q)' .

Notre construction atterrit désormais dans une catégorie davantage adaptée au lemme de Drinfeld. En re-
vanche, nous vivons toujours sur Spd(Ea, EX) et non sur Xz = HaeA’Spd(Fq) Spd(E,, EF). Ce sont deux
espaces distincts : philosophiquement, certaines valuations autorisent que tous les w,, ne sont pas toplogiquement
nilpotents sur le premier espace, 1a ol le deuxieme les force a étre tous topologiquement nilpotents. Nous donnons
un énoncé précis.

Lemme 3.50. Définissons U,, := {|-| € Spa (EA, EX) |V, B, |wa|™ < |wgl|}. Cest un ouvert rationnel
de Spa (ENJA, EX)
Appelons Y Iespace perfectoide réunion des ouverts U, de Spa (EA, EX) et le diamant associé.

Les diamants Y et X5 sont canoniquement isomorphes. L’action de <I>gAp, o Sur Spa (EA, EZ)se restreint-

i . -~ o ~ Lo .. —
corestreint sur Y et correspond a I'action sur X g construite & la Proposition

Démonstration. Prouvons d’abord que les points de Y7 sont précisément les valuations | - | € Spa (EA, EX)

telles que Yov, |wa|™ — 0. Soit | - | € U,y,. Puisque wa € F°, nous avons |wa|® — 0. Puisque | - | € Uy, nous
obtenons
Va, |wa|™A < [@al

d’oll |y |™ — 0. Réciproquement, supposons que Yo, |ws|™ — 0. Pour tout (a, 5), on a |wy|™ < |wg| pour
m > 0. Pour m assez grand, elles sont toutes vérifiées et | - | € Uy,.

Pour prouver que les deux diamants coincident, commengons par trouver une famille de morphismes
Y; — Spd(E,, EY). Posons jusqu’a la fin de la sous-section (Ea,, EKM) la paire de Huber correspondant
a I’ouvert rationnel U,,. Soit m > 1 et @ € A. Nous venons de prouver que pour tout | - | € U,,, nous avons
|wa|™ — 0, ce qui implique que w,, € EZ",M puis que I’application canonique

E(x — EA — EA,WL

est continue L’image de E;f est contenue dans EJAF puis dans EK m- Nous avons construit un morphisme
U,, — Spa E‘a, E‘j) En passant a la colimite, nous obtenons un morphisme g, : Yz — Spd(Ea, E(f)

Nous prouvons 1’isomorphisme en construisant une naturelle au niveau des Spa (A, A™)-points des faisceaux
sur Perf Xz et Yz. A f € Hompee(Spa (A, A1), Yj), on associe la famille des (9o © f)o € Xz(Spa (A4, AT)).
Réciproquement, pour une famille (f, )., 'image de chaque w,, appartient 2 A°° ce qui permet de compléter

(w)-adiquement et localiser @ f,, en un morphisme f : Spa (A4, AT) — Spa (EA, EZ) Or,
V|- eSpa(A,AT), ae A, f(|-)(@a)" =|fa(@a)|™ =0

puisque fo(w,) € A°°. Ainsi, f se factorise par Y. Nous laissons les lecteurs et lectrices vérifier que les deux
applications tout juste définies sont inverses 1’'une de I’autre.

L action sur Spa (EA, EK) se retreint-corestreint a Yz puisque (04%)a(Um) C Upiygmax [na —ng|- L action
de ¢q,q 8’identifie & celle sur Xz : cette derniere est caractérisée par la commutation des diagrammes

18. En effet, puisque tous les wg sont inversibles dans ﬁA les conditions |cwg| # O peuvent étre sous-entendues. De plus, les w[}"
engendrent un idéal ouvert de ﬁz, de type fini.

19. N’oublions pas que @ est une pseudo-uniformisante pour E.. Attention au fait que la premiere application de cette composée n’est
pas continue puisque w,, n’est pas topologiquement nilpotente dans EA.
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pq si B=a et Id sinon

Spd(Ep, E) Spd(Ep, E)

w T

X5 X5

O

Remarque 3.51. Le lemme précédent retrouve, dans le cas de Xz, qu'un produit d’affinoides est un diamant
union strictement croissante d’affinoides perfectoides.

Lemme 3.52. Considérons les morphismes d’anneaux

E'A — H° (YE’ OSpa(EAEZ))
et

Ef — H° (YE, (’);pa(mjz))
Le deuxieme est injectif et ta-presque surjectif. En particulier, le premier morphisme est injectif.

Démonstration. Voir [|[CKZ21] Prop. 4.27]. O

Remarque 3.53. Les deux derniers lemmes terminent de justifier notre définition de EA et sa topologie. Le
Lemme 0jfonctionnerait pour la complétion A -adique du produit tensoriel a la place de EJr Cela signifie que

notre espace Xz possede deux épaissements affinoides, le plus petit étant Spa(E A, E A). Les points supplémen-
taires de 1’autre épaississement correspondent par exemple aux valuations w,-adiques. Il semblerait raisonnable
de les considérer mais ce second épaississement est un peu trop gros et le Lemme [3.52] ne fonctionnerait plus. Il
est donc important de compléter (zo)-adiquement dans la définition de Fa.

En revanche, comme nous I’avions déja évoqué a la Remarque équiper EX de sa topologie wa -adique est
primordial pour lui associer un espace perfectoide.

Définition 3.54. Grace a la Proposition [3.49] le produit fibré

Zp = YE XSpd(EA,Ez) Spd(SD,SB)

est un objet de FEt (YE || @ A7q). Soit 7 un point géométrique de Y. Le lemme de Drinfeld équipe I’ensemble
fini Vz(D) := |Zp Xy 7| d’une action de G 4.

Lemme 3.55. Le diamant Zp posséde une structure canonique d’objet en T.-espaces vectoriels dans
FEt (X5 || ®a,q ). L'ensemble V (D) appartient canoniquement a Repg, G A

Démonstration. Chaque (T Qf, D) #a=14 o5t muni d’une structure de [F,.-espace vectoriel naturelle en 7. Cela
munit Sp d’une structure naturelle de EA—algébre en [F,.-espaces vectoriels. Puisque F,. C EiA’q, I’action de @ 4
est I, -linéaire ce qui fait de Spd(Sp, S}),) un objet de FEt (Spd(EA, EX) I <I>A7q) en F,.-espaces vectoriels.
Nous en déduisonsm la structure sur Zp par restriction a Y.

L équivalence de catégorie entre FEt (X5 || Pa,g) etlesG 7. -ensembles finis conclut pour V(D). O

Proposition 3.56. Supposons que V (D) est isomorphe a la représentation triviale Fe. Alors D est isomorphe

E4 dans ///odl(;tlrJ ( N EA)

Démonstration. Etape 1: soit Spase la EA-algébre finie étale donnée par Ea[X]/(X" — X) avec ’action semi-
-linéaire de @A , qui laisse fixe la classe de X. On le voit ainsi comme objet de FEt (Spd(E’A, EX) || @A,q>
sur Spd(sbasea S

bme) Nous notons Zy,s. sa restriction a Yz qui est encore un objet de FEt (YE || A,q). Remar-

quons que Shase est I’algebre finie étale associée a EA c M odlDrJ (@%’ 0 EA).

Montrons que Spd(Sbase, Sif.. )» vu comme faisceau en IF,-espaces vectoriels sur FEt (Spd(EA, E‘Z) || Paq

N———

est le faisceau constant associé a F,.. Soit Z un objet connexe de FEt (Spd(EA, E‘Z) I <I>A7q>. Un morphisme

20. Considérer plutdt qu’une structure d’objet en espaces vectoriels est un famille de morphismes avec conditions pour le déduire.
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vers Spd(Shase, Shase) correspond A une section globale ® A g-invariante z de Z telle que [, cp (2 —a) = 0. Les
sections (z — a) engendrent deux a deux le faisceau d’idéaux structural Oz ; leur lieux d’annulation sont donc dis-
joints. De plus, leurs lieux d’annulations sont des fermés ® o ,-stables. Par connexité, on en déduit que z appartient
a IF,.. La décomposition des objets en union disjointe de composantes I'-connexes montre qu’un morphisme vers
Spd(Shase; Sg'as e) correspond a une fonction a valeurs dans [F,. constante sur les composantes I'-connexes. Par tiré
en arriere, Zpase st encore le faisceau constant associé a IF,. et le Lemme|3.47| affirme alors que la représentation

de G5 , obtenue grice au lemme de Drinfeld est la représentation triviale sur IF..

Etape 2 : dans cette étape, nous cherchons a décrire Sp.

L’étape 1 montre que 1’objet Lig Zhase dans la catégorie galoisienne FEt (YE || ® A,q) a la représentation tri-
viale IFff. Ainsi, nous obtenons Zp = Uy Zpase dans cette catégorie galoisienne. Bien que le terme de droite
coincide avec Z Fas tout notre travail consiste a remonter cette identification a Sp puis a D. Nous venons de
calculer Spd(Sp, S$)|YE' Nous allons en déduire un calcul sur 1’épaississement Spa (EA, EX) Il s’agit de la
partie la plus technique de la preuve.

Puisque Sp est finie étale, elle est plate et de présentation finie d’oui I’existence d’une présentation comme
module fini projectif : on se fixe une telle présentation sous la forme d’un isomorphisme de E-module

Sp M = @EAGJ-.

J<N

En localisant et complétant on obtient pour tout ouvert affine V' de Spa (E' A, EK) un diagramme commutatif
aux lignes exactes

0 Sp @jSN EAej M
0 H® (V’ f*OSpa(SD,Sg)) ’ @jSN o (‘/7 f*OSpa(EA,EX)) e; — HO(V, M)

ou f désignera toujours le morphisme structural vers Spa (E A, EI) En passant a la limite ce diagramme sur la
famille des ouverts U,,,, on obtient

0 SD @jSNEAej M 0

| | |

0 —— HO(Yg, £.02,) — @,cn HO (Y5 Oy 5y ) € —— HO (Vg M)

Le Lemme [3.57] affirmant que le morphisme vertical central est injectif donc celui de gauche aussi. Dans la suite
de la preuve, nous identifions les quatre modules du carré de gauche a des sous-modules les uns des autres. En
inversant les roles de Sp et M, le morphisme vertical de droite est également injectif. Le lemme du serpent affirme
alors qu’un élément de hén Sp,m appartient a Sp si et seulement si ses coordonnées dans la base e; appartiennent

aEa.
Soit z une section ® A ,-invariante de H° (Y, f+Oz,,) et prouvons qu’elle appartient a Sp.

Soit o € A. Par définition de Y, pour tout | - | € Yz, 3n, V3, |@ws|? < |w,|. Autrement dit, [psa 5.4

~ ~ 2
envoie | - | dans I’ouvert rationnel U = Spa (F As FX) (%“#A). Ce dernier est quasi-compact et contient

donc un domaine fondamental. Sur le domaine U, 1’écriture

bt

illustre que w,, est une pseudo-uniformisante. Nous fixons alors un entier k tel que

—k 0 +
zy €w* Y H (Uj,kospa(smsg)).

21. Ne pas oublier que la topologie sur Sp est la topologie initiale sur un module fini projectif.
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L’action du Frobenius absglu e§t triviale sur les points de Y7 ; I’espace Y est recouvert par les [ | fta @gﬁq(U)
Prenons ¢ € ® A\ (a},q- L'invariance de x donne

Ty = (W(@) ) = Y(w)

ce qui entraine que
%(U)@/)( o« HWU, f.OF (50 S+))>

Cw,") H (¢(U)’ f*ogpa(SD’55)>

ol le passage a la deuxieéme ligne utilise le fait que ¢, 4 n’apparait pas dans 1) et se souvient que ®p , . agit

sur Spa (S D, S ) dans la catégorie des Spa (EA, EJr -espaces perfectoides (voir la discussion au début de la

Proposition [3.49). Comme la topologie sur Sp est la topologie initiale, il se trouve que Sp N (3 j EZej) est
ouvert et nous savons également que Sg est borné ; nous pouvons fixer m tel que

shc Y wamBie;
J

Pour tout ouvert affine V' de Spa (EA, EI), nous avons encore

0 + —m 70 .
H (V f*(’) a(Sp.5% ) E waH < OSpa(E'A,E+)> €j.
+

Ainsi, les coordonnées de z dans la base (e;) appartiennent a w,, " "™ H° <1/)(U), or - > pour tout
Spa(Ea,EYX)

1 (U). En recollant, les coordonnées de x appartiennent donc a

—(k+m) 0 - —(k+m+1) 5+
H <Y Ospa(EA,E+)> C oy B

grace au lemme Les coordonnées sont donc dans Ea, ce qui conclut.
Nous savons que

Zp = |_| Znase = Y5 Xspu(Ba B1) SPR H EalXJ]/(X] — X)), H Balxijxr - xoF
d 1<i<d 1<i<d

Les X; s’interpretent comme des sections globales @?’ q o-invariantes de Zp. Tous les mondmes en X; sont des
sections globales et ®%° g~ invariantes de Zp et appartiennent donc a Sp. Elles vérifient les mémes relations ce

qui permet de déduire un isomorphisme de EA—algébres

H Sbase-

1<i<d

Etape 3 : construisons une bijection de V (D) dans D®aar,
Grace a I’isomorphisme de 1’étape 2, il est possible d’écrire la suite de bijections suivantes :

V(D) = F

NHOII’IE Alg,( H Sbasevﬁﬁ)

1<i<d
= HomEA-Alg(SD’ EA)

o DSDA,r:Id

Nous construisons le diagramme commutatif de IF,.-espaces vectoriels suivant :
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1RIdz s
Dear=1d Bp S0 b

— pa,r=Id _1d
((pa’qEA ®EA D) D¥ar=

| |

HomE'A—Alg ( H Sbasm EA) — HomEA—Alg H Sbasea SDZ/EA ? HomEA—Alg H Sbasea EA
1<i<d o [(Yota.an 1<i<d 1<i<d
a.q «,q,base

Le carré de gauche est issu des définitions a la Proposition[3.49] Le deuxiéme carré est donné par Yoneda. L’image
d par la ligne supérieure devient ¢, 4 p(d). L’élément d est envoyé en bas a gauche sur un morphisme g tel que
9(X;) € F,. Une application de cette forme est laissé fixe par la ligne inférieure. Ainsi, pour notre module, nous
avons D®a.ar = Dear=1d,

~

Etape 4 : nous avons construit un isomorphisme F,-linéaire F¢ = D®a..r En tensorisant par Ex, nous

obtenons un isomorphisme Ea-linéaire
Ei =~ EA ®]F'r' Dq)A’q’T

Sa post-composition par EA QF,. D®aar — D est un morphisme dans Mod (<I> Aqrs EA) dont nous voulons
prouver qu’il s’agit d’un isomorphisme. _

Prouvons que Ea ®p, D®2ar — D est injectif. Puisque EA est intégre, cette injectivité se vérifie aprés
tensorisation par Frac(EA). Soit alors >, ., ; ® d; dans le noyau de ce dernier morphisme, dont on suppose
le nombre de termes non nuls minimal. Quitte a diviser par 21, nous pouvons supposer que 7 = 1. L’identité
>~ x;d; = 0 se transforme par application de pa , en dy + ) o, -, i d; = 0. En soustrayant, ceci implique que
Y ocicr (@i — ) ® d; est également dans le noyau. Par hypothése de minimalité, tous les x; valent /. Puisque
Frac(EA) est un corps, ceci implique que tous les x; sont des éléments de F,. La relation 21<i< e Tid; = 0
originelle s’avere étre une relation dans D®4.a7 soit >, _,, #; ® d; = 0.
ét

Le résultat du paragraphe précédent est un morphisme injectif dans Mod_;

<(I)A,q’,r7 E’A> que nous notons
1 EZ — D. L’identification de Sp a I’étape 2 affirme de plus que d est la dimension locale de D. Soit z € En
tel que D[27!] est libre de rang d. L’action de ¢a , s’étend & Ea[27!]. Par extension des scalaires comme en
[Mar24bl Prop. 3.3], nous obtenons un morphisme injectif dans Modffrj (goi’r, Ea [z’l]) de la forme

iy : (EA[ZADOK—)D[Z*I].

Posons B une base de D[z "] et A € Mgy(Ea [271]) 1a matrice de I'image de la base canonique par i, dans B.
Soit également B la matrice de YA ,, p[.-1] dans la base 3. Puisque i, est pa ,-€quivariante, son image est stable
par YA, p[.—1] et 'image de la base canonique est formé d’éléments invariants. Matriciellement, cela se traduit

par Bp(A) = A dans My(Ex ). En termes de déterminant, cela implique que det(B) det(A)” = det(A). Puisque
i, est injective, son déterminant est non nul. Par intégrité de En, on en déduit que det(A) est inversible dans
Fa, d’inverse det(B) det(A)"~2. On en déduit que I'image de i, engendre D[z~']. Autrement dit que 7. est un
isomorphisme. Par conséquent, le morphisme ¢ est un isomorphisme ce qui conclut. O

Nous démontrons a présent le théoreme au centre de toutes les équivalences de cet article. Pour ce faire, nous
utilisons la discussion qui précede pour toutes les extensions finies de FE.

Théoreme 3.57. Pour tout objet D de Mod}é)trj (tﬁgAp, @ EA), le morphisme de comparaison

Ezep X, @A(D) — Ezep ®EA D
est un isomorphisme.

Démonstration. Pour cette preuve, nous utilisons encore la notation V 7 puisqu’il nous faut absolument garder en

mémoire le corps de base sur lequel nous travaillons. Pour toute extension finie ﬁ@ et ¢’ associé, nous appelons
dans cette preuve Ex  le foncteur défini en [Mar24b, Déf. 3.2] pour le groupe ®% o . et le morphisme d’anneaux

EA — f‘A du Lemme Nous appelons également dans cette preuve Ex q I’analogue pour le groupe % ar €t

le morphisme d’anneaux Ea — Fa 4.
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Etape 1 : soit F' une extension finie de £. Nous commengons par montrer que I’extension des scalaires Ex

correspond a un foncteur d’oubli. Plus précisément, soit D un objet de Modf)trj (@gi @ E A). Montrons que

Vﬁ (EXﬁ(D)) =~ VE(D)‘gﬁ,A .
Pour toute ﬁA-algébre T, nous avons la suite de bijections naturelles suivante :

pa,r=Id -, oa,r=Id
(T @5, Exz(D)™ = (T'wg, D)™
= HomEA—Alg(SD’ T)

& HomﬁAfAlg(ﬁA ®EA SD,T)

Ainsi, la F 'A-algebre finie étale SEXﬁ( p) ’identifie ﬁA N Sp. Cette identification est compatible a 1’action de
o o et alastructure de I,-espace vectoriel. En restreignant a Yz, on obtient

Ziss(p) = YE Xvy (YE X Spa(Ba,BL) SPA (5D7SE)>

= Yﬁ XYE ZD
en tant qu’objet en [F,.-espaces vectoriels de FEt (Y}; KN ) La Proposition conclut que

Vﬁ(EXﬁ(D)) =~ VE(.D)|Q~

F.a°

ét

Etape 2 : prenons toujours D un objet de Mody,;

<<I)gAp @ EA) et fixons d son rang. Considérons une exten-

sion finie F |E telle que I’action de G , de la G5 , -représentation lisse V z (D) est triviale. D’aprés la premiére
étape, cela signifie que la représentation V z(Exz(D)) est triviale. Puisque Exz préserve le rang, la premiére
étape fournit un isomorphisme dans .#ods;; (@gAp)q,’T, FA) entre F{ et Exz(D).

La Proposition [A.T3|démontre que

~ . @EAP ~
Fa,q = Coind g (Fa).
Aqlr
En appliquant [Mar24bl Lem. 3.13] pour R = ﬁA,q, T = Fa, @i‘iq/ﬂ. < @gAp’qﬂ_ d’indice fini et ¢ la projection sur
la coordonnée du neutre, nous obtenons un isomorphisme dans Mod @%’ @ TN

Ex; (D) = Coindya™ (Exz(D)),

Ay

puis une suite d’isomorphismes dans Mod (@i")q,r, fA)q)
Exg (D) 2 Coindiizz;z(Exﬁ(D)) o coindiizz;T‘T(ﬁg) ~Fd ..

En particulier, en étendant des scalaires & EX”, nous obtenons un isomorphisme dans Mod (@gAp g ESAEP)

entre ( Ezep ®F, D) et (Ezep)d. Le caracteére isomorphique du morphisme de comparaison découle du Corol-

laire O

3.3 Construction du foncteur pleinement fidéle D, modulo p

Dans cette sous-section et la suivante, nous cherchons a déperfectoidiser notre équivalence. Nous fixons F un
corps de caractéristique p, de valuation discréte et complet pour cette valuation, tel que la cloture algébrique de IF),
dans son corps résiduel k est de cardinal fini ¢. En fixant X une uniformisante, nous savons que E' est isomorphe

22. On démontre un isomorphisme uniquement algébriquement, puisque I’on ne s’est pas fatigués a s’occuper de I’action de Gz , . Comme
le morphisme de comparaison est automatiquement équivariant et ne dépend pas ensemblistement de 1’action galoisienne, cela suffit.
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a k((X)). Définissons également E le complété de la cloture radicielle de E. C’est un corps perfectoide et nous

pouvons le décrire par
AX

E=|Jkrx""] [H

n>0

que I’on nomme traditionnellement k(X9 ~)). Les théories de Galois de E et de E étant identiques, nous cher-
chons a obtenir une équivalence de Fontaine pour Repp G A a partir de 1’équivalence perfectoide précédente,
tout en obtenant des anneaux de coefficients imparfaits plus aisément manipulables du c6té des ¢-modules.

Nous nous plagons dans le contexte de ~ pour le corps E, avec X comme choix de pseudo-uniformisante.
En fixant E5°P, nous fixons aussi une cloture séparable E*°P de E. Nous imitons dans la suite les définitions de
ce qui nous épargne des preuves identiques.

Définition 3.58. Soit E°°P|F|E une extension finie. Nous définissons

AN X)

F{,=| @ FEf

acAF,

1
FA7q = Fqu |:)(A:| .

Trois topologies seront utilisées pour ces deux anneaux respectivement pour le considérer comme coefficients
de catégories de ¢-modules, comme coefficients d’une catégories de (p, I')-modules et pour un raisonnement fin
a la sous-section suivante. Sur F+ A 4 Ces trois topologies sont respectivement la topologie discrete, la topologie
X a-adique et la topologie (X)- adlque Sur A 4, ce sont la topologie discrete, la topologie d’anneau ayant pour

base de voisinages de 0 la famille (X A FX q que nous appelons topologie adique et 1a topologie colimite des
72/ n>0

topologies (X )-adiques que nous appelons topologie colimite.

Le produit tensoriel des F est muni d’une structure de ®a ,,-anneau topologique pour la topologie
(X)-adique, I’élément ¢, , agissant par le g-Frobenius arithmétique sur F\ et I’identité sur les Fg et I’élément
@A, agissant par le r-Frobenius arithmétique. En complétant, on obtient une structure de ® A 4 --anneau topo-
logique sur FK o pour chacune des trois topologies. Apres localisation, elle fournit une structure ® 4 q,r-anneau
topologique sur F'a 4 pour chacune des trois topologies ci-dessus.

Lorsque E5°P|F|E est finie galoisienne, 1’action de Gg sur F'T est F,-linéaire, continue pour les topologies
discrete et X-adique, et commute au Frobenius. L’action de Gg A facteur par facteur sur le produit tensoriel
des F se complete en une action sur FJr A, continue en particulier pour les topologies discretes et adique, et
commutant a ’action de @A 4 .. Nous obtenons donc deux structure de (P ar X GE A) -anneau topologique sur
FZ, g En localisant, nous obtenons deux structures de ($ Agr X GE, A )-anneau topologique sur Fh g

Remarque 3.59. Nous avions annoncé que dans le cadre de cette sous-section, nous pouvions décrire expli-
citement les anneaux perfectoides et les anneaux imparfaits. Commengons par les anneaux perfectoides. Nous

décrivons £t comme
—1

i Nlg™"]
Ft— § : 1y X (@2)€(®uca,z, k) telle que
deN[g—1] vreN[g™t], {d<r|aa£0} est fini.

Nous obtenons que

—11A

~ N[g™ "]
EJAr _ z : adxi (aq)€ (®HGA7 ¥q k) tel que
vreN[g™1, {¢| > da<r, et ai;éo} est fini

Pour cet anneau perfectoide, notons que les complétions (X )-adiques et (X )-adiques du prodult tensoriel ne
coincident méme pas algébriquement : a deux variables par exemple, I’élément ), X4 X a" appartient a la
complétion (X, X3)-adique mais pas a la complétion Xy, sy-adique.

Pour comprendre de maniere graphique les complétions pour deux variables, nous représentons une série par
une famille de points dans une grille labellisés par les coefficients correspondants. Par exemple, la représentation
du polynéme

Q= X;/ng _ XaX§+1/q+1/qz _ Xé+1/42X;+1/q2 + Xé+1/q+1/g2X;/q2 + Xg-i-l/ngﬂ”/q
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degré de X,

degré de X,

FIGURE 1 — Représentation du polyndéme () sur la grille pour ¢ = 3

est illustré comme suit.
Un élément de la complétion (X,, X3)-adique posseéde une représentation telle que son intersection avec

toutes les zones triangulaires coincide avec la représentation d’un élément de £} ®F, E;

degré de X

degré de X,

Cela signifie exactement que ’intersection avec toute zone triangulaire ne contient qu’un nombre fini de points.

23. Les zones triangulaires correspondent a des quotients par I, A. De manicre équivalente, nous pourrions considérer les quotients par
(X)™ et obtenir des zones carrées
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De maniére analogue, un élément de la complétion X, X g-adique posséde une représentation telle que son
intersection avec chaque zone en L provient de la représentation d’un élément de EF ®F, E;

degré de X5

degré de Xa

Celarevient a choisir une représentation telle que I’intersection avec toute partie rectangulaire verticale d’une zone
en L ne contient qu’un nombre fini d’abscisses, que sur les droites correspondant a ces abscisses la représentation
soit d’intersection finie avec tout compact, et la condition analogue pour les parties rectangulaires horizontales et
les ordonnées. .

Ceci nous permet de comprendre pourquoi ano X g*”Xg appartient a une complétion mais pas a I’autre
via sa représentation :

degré de X,

| degré de X,

FIGURE 2 — Représentationde Y-, - o XZ " Xg" pour ¢ = 2

En inversant X A, nous pouvons écrire

—1,A

~ (aq)€ (® k)Z[q ] tel que

En = > agx? T (e .
A d2 vreN[g™!], {Q| S da<r, et ai;éO} est fini et que

de(Z[g-1])2 AN>0, Vd, Vo, ag#0 => do>—N

De maniere similaire, nous obtenons

7

z
EA = E aéXi (ag)€ (®QEAYFQ k) tel que
dezA AN>0, Vd,Va, ag#0 = do>—N

Remarquons que dans le cas imparfait, les complétions (X)- et X a-adiques coincident algébriquement puisque
la finitude de I’intersection avec chaque zone triangulaire implique la condition sur les zones en L.
Toute extension finie E*°P|F'| E s’écrit (V")) pour une uniformisante Y et une extension finie [|k ce qui fournit

une description semblable de ﬁA,q et F'a 4 en remplacant X par Y et (@aeA’ F, k) par (@aeA,Fq l).
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Cette description explicite nous fournit également sans argument technique une famille d’injections
Fprq < Fa g pour A’ C A,

Nous pouvons faire le lien entre les anneaux perfectoides et imparfaits.

Lemme 3.60. Pour toute extension finie galoisienne E°°P|F|E nous appelons F' = EF [’extension finie galoi-
sienne de E associée. B

1l existe une injection de (P a 4. X Gg, A)-anneaux FKq — nyq naturelle en F.

Pour toute famille finie de multi-indices (d;)1<i<, € (N*)", Uimage réciproque de l'idéal (X 1) est engen-
drée par les mémes éléments.

Démonstration. Construire l’application et calculer les images réciproques des idéaux s’obtient a partir de la
description de nos anneaux a la Remarque [3.59] Nous vérifions que I’application construite coincide avec le
produit tensoriel des injections F < FJr complété et localisé. L’ équivariance et la naturalité découlent de cette
seconde construction. O

Corollaire 3.61. /. Les anneaux FK o Sont réduits et sans Ef-torsion. 1l en découle que FX, g > Faqest
injective, que Fa 4 est réduit et sans Ea-torsion. En particulier, I’anneau E est integre.
2. Soit Galg la catégorie des extensions finies galoisiennes de E dans E°°P avec les inclusions pour mor-
phismes. La construction

F— FAﬁq

oit I’'on met la topologie discréte est canoniquement un foncteur de Galg, vers les (P a q.» X Gg A)-anneaux
topologiques. Tous les morphismes déduits sont injectifs. De plus, localiser les injections du Lemme
fournit une transformation naturelle vers le foncteur du Lemme [3.7]

Définition 3.62. Définissons les (Pa 4, X Gg A )-anneaux

sep,+ _ sep _
EX colim FA et B\ colim Fa q4.

FeGalg FeGalg

Nous pouvons munir ce dernier de la topologie discrete ou de la topologie adique, ayant pour base de voisinages
de 0 les (X2 EX),>0. Les deux fournissent une structure de (®a ., X Gg a)-anneau topologique. Nous
n’utilisons que la topologie discrete dans cette sous-section.

Lemme 3.63. Pour toute extension finie E3P|F|E, le morphisme canonique
EP @p. (Ejfp Qp, - (B ®p, FA,Q)) — EXP

est un isomorphisme de G a-équivariant.

Démonstration. Identique au Lemme[3.12] les presque mathématiques en moins. En effet, le F+-module F’'™ est
libre de rang fini pour toute extension finie F’|F' ce qui donne méme un isomorphisme

Ft ®pt (Fé+ Ry - (Fg+ ®p+ Fg,q)) — Fpt

O

Corollaire 3.64. Nous obtenons que :

1. L’anneau ESACp est réduit et sans Ea-torsion.

2. Linclusion Ex C (Esep)gE’A est une égalité.

3. Pour tout objet D de //lodm (@A ar X GEAE A ) le morphisme de comparaison

EXP ®g, Inv(D) — D
est un isomorphisme.

Démonstration. Identique a la Proposition[3.9]et au Corollaire[3.13 O

Définition/Proposition 3.65. Le foncteur
Da : Repp, Ga — Mod (Pagr, En), Vi (EXP @p, V)92

est correctement défini, pleinement fidele et son image essentielle est incluse dans Modg] (Pa g Ea). Cette
derniere catégorie est une sous-catégorie pleine monoidale fermée. Le foncteur Do commute naturellement au

produit tensoriel et au Hom interne.
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Démonstration. Identique a la Proposition [3.14] mise a part la pleine fidélité que nous n’avions alors pas traitée.
Soit V1, V2 € Repy, G a. En utilisant la commuation naturelle de DA au Hom interne puis I’isomorphisme de
comparaison pour Hom(V;, V2), nous obtenons des isomorphismes dans Mod (®a 4, X Gg.a, EXY)

EXP ®@p, Hom(Da(V1),Da(V2)) < EX® ®p, Da (Hom(V1, V2)) — EXP ®p, Hom(V1, V2).

Calculons les invariants par (®a 4. XGg A). A gauche en utilisant [Mar24b, Prop. 3.10] pour Gg A, la E5-algébre
sans torsion?| EXP et le Fa-module fini projectif Hom(Da (V;),Da(V2)). A droite, le Corollaire couplé

a I'injection EXP ESAEP donne F, = (ESAep)q)A"’""; on applique ensuite [Mar24b, Prop. 3.10] a I’inclusion
F, C EX". On obtient
HomRgep, s a(V1,V2) = Homyiod(es ., 2a) (Pa(V1), Da(V2))

et I’on vérifie qu’il s’agit de ’application donnée par fonctorialité O

3.4 Equivalence de Fontaine multivariable modulo p pour certains corps de caracté-
ristique p

Il reste a démontrer que DA est essentiellement surjectif et a expliciter son quasi-inverse. A dessein, nous
avons commencé par 1’équivalence de Fontaine perfectoide pour pouvoir en déduire des propriétés de Da .

Définition 3.66. Appelons Ex : ModSh; (®a g, Ea) — ModS,

Iinclusion de @A 4 -anneaux du Lemme en suivant [Mar24b), Prop. 3.3].

(<I> Aq,rs EA> le foncteur obtenu a partir de

La stratégie consiste a démontrer que D A = ExoD A puis que Exest pleinement fidele. Grace a la commutation
au Hom interne [Mar24bl Prop. 3.3], il suffit de démontrer que
VD € Modgy; (®a g, Ba), D*ar = Ex(D)*ar.

prj

Rappelons brievement la stratégie de preuve de ce énoncé dans le cas univariable. Soit d € (E ®p D)¥=1d

que I’on écrit d = ) x;e; pour une E-base (e;) de D. Nous munissons (E RF D) de son unique structure de

E-espace vectoriel topologique pour la topologie adique sur E. Quitte a choisir correctement la base, nous pouvons
supposer que

(@ XE*’@Z») C(B@p D)t :={de E®p D|¢h(d) —— 0}
n oo
et que (® Ete;) est stable par ¢p. Pour N assez grand, on peut écrire o (z;) € E + X E*. Nous en déduisons
que
d=¢"(d) =" " (@:)pV(e:) € D+ (E@p D).

En appliquant ¢?, pour n arbitrairement grand on en déduit que d est dans ’adhérence de D, i.e. dans D.

Dans le cas multivariable, la topologie adique sur EA ne permet pas de décalquer la preuve. En effet, si ’on
considere x = ano Xa"+a"" aucun gpqu(m) n’appartient a En + X AEX. Il faut considérer la topologie
colimite, malgré son apparence tarabiscotée.

Lemme 3.67. Le sous-anneau Ea est fermé dans Ea muni de la topologie colimite.

Démonstration. Au niveau entier, utilisons la description de nos anneaux a la Remarque Soit x € EK\EZ
1l existe un monéme a X< apparaissant dans z avec d € N[g~!]*\N2. Ce terma apparait encore (X)-adique
localement, d’ou I’on tire que EX est fermé dans EX.AVG:C I’égalité Ea N X;”EZ = X;”EJAr on fait le méme
raisonnement sur chaque terme de la colimite. O

Lemme 3.68. Soient R C T' un sous-anneau fermé d’un anneau topologique T' et D un R-module fini projectif.
Puisque D est plat sur R, il est possible de voir D comme un sous-espace du T-module fini projectif (T ® D).
Le sous-espace D est fermé pour la topologie initiale.

24. Nous utilisons les deux premiers points du Corollaire
25. Cette identification de 1’application est déja contenu dans [Mar24b} Prop. 3.3].
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Démonstration. Fixons une présentation D@ D’ = RF de D. L'écriture (T ®r D) ® (T ®g D’) = T* fournit une
présentation de (7' ®x D). Puisque R C T est fermé, c’est encore le cas de R C T avec les topologies produits.
La topologie initiale sur T' ® r D étant la topologie induite depuis 7%, on en déduit que D = (T ®r D) N R* est
fermé dans T'®p D. O

Proposition 3.69. Soit D un objet de Modf)trj (®a.qr Ea). Linclusion
Dear=ld ¢ E;(D)WA,r:Id

est une égalité.

Démonstration. Prenons (e;)1<;i<q une famille génératrice de D et posons A = (a; ;) € Mg(Ea) une matrice de
©A,rp dans la famille (e;). Quitte a considérer la famille génératrice (X% e;), on A est a coefficients dans E.
Nous avons alors par récurrence immédiate

VN >0, apg,r <Z( Iﬁ) Z Ael

i

En particulier

pour la topologie initiale déduite de
la topologie colimite sur Ea

Z(K)EZQ‘ C (Ea ®p, D)t = {d € (EA OB D)

i

Camix() (D500 }

Prenons & présent une écriture d = Y x;e; de d € (Ea®p, D)9 =14, Grice a la description de la Remarque
[3.59] nous savons que les mondmes des x; de degré total inférieur a 1 sont en nombre fini. En particulier, leurs
dénominateurs sont des puissances de p divisant un certain V. Nous en déduisons

d= SDX,T,E;((D) Z@A ()R plei) € [ D+ Z )ELe;| € [D + (Ea ®pa D)++} :

Ecrivons une telle décomposition d = dy + d*+ . Alors,

d= Tim @R, p(do)

n—-+o0o
pour la topologie initiale associée a la topologie colimite sur E. Les Lemmes m et combinés démontrent
que D est fermé dans (EA REa D) pour la topologie initiale, d’ou d € D. O

Nous en tirons le corollaire qui nous servira vraiment en prenant les invariants dans la Proposition [3.69]

Corollaire 3.70. Soit D un objet de Modffrj (®a.q,r Ea). L'inclusion suivante est une égalité

D®aq.r C E\;{(DYDA,(],T.

Nous identifions les deux catégories 1\/[0dprJ (@A @ EA> et Modffrj (CIDA%T, EA> dans la suite..

Proposition 3.71. 1) Les foncteurs D A et ExoD A sont isomorphes.
2) Le foncteur Ex est pleinement fidéle.

Démonstration. 1) Soit V' un objet de Repy, Ge.a. Considérons le morphisme d’anneaux
(®a.q.r X Gr.a)-équivariant EXP < EXP obtenu 2 partir de la Propositonm En tensorisant par V et passant
aux invariants par Gp A, il fournit une application Ex-linéaire et ® 4 4,-équivariante DA (V) = Da(V), puis
comme D A(V) estun E A -module, une transformation naturelle S : Exo Da = D A

Puisque En — E% P est fidelement plat, nous vérifions qu’il s’agit d’un isomorphisme de foncteur apres

changement de base. La transformation naturelle entre foncteur au Corollaire [3.61] fournit I’isomorphisme de
gauche du diagramme suivant
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B2 o5, (Ba 05, Da(V)) B 0, Ba(V)

T |

EXP @ v (Ezep SR ]D)A(V)) —— EXP @pser (Ejp ®F, V) — = B, V

1d®S(V)

ol les fleches non labellisées sont les isomorphismes de comparaison déja étudiés. Pour que S(V') soit un isomor-
phisme, il suffit de vérifier la commutation du diagramme .

2) Soient Dy, D5 deux objets de 1\/[0d‘:‘;trj (®A,q.r, Ea). Lapplication donnée par Ex au niveau des morphismes

s’obtient selon [Mar24b, Prop. 3.5] en prenant les ® A , -invariants de la composée

LDy,Dy

Hompg, (D1, D2) = Ex(Homg, (D1, D2)) —— Hompg (Ex(D1), Ex(D2)),

oll Lp,  p, est construit dans [Mar24b|, Lem. 2.16]. C’est un isomorphisme puisque D; est fini projectif. En passant
aux invariants par ®a 4, le premier morphisme devient un isomorphisme d’apres le Corollaire O

Lemme 3.72. L’inclusion F, C (Esgp)qm"” est une égalité.

Démonstration. Combiner le résultat sur ESACP au Lemme et Uinjection EX" — ESACP obtenue en passant a
la limite dans le Lemme 3.60 O

Théoreme 3.73. Le foncteur )
Da : Repp Gpa — Modly (@ g, Ea)

Prj

est une équivalence de catégories monoidales fermées. Un quasi-inverse est donné par

Va : Modly (®aqr Ea) = Reps, Gp.a, D (EXP @p, D)*20 .

Démonstration. Nous avons vu que Dp = E:(ODA en Proposition , que DA est une équivalence au Théoreme
et que D et Ex sont pleinement fideles aux Propositions et Cela suffit a prouver que Da est une
équivalence de catégories.

Soit V' une représentation. Nous avons prouvé en Proposition un isomorphisme de comparaison naturel

Ezsp QEa ]DA(V) = Ezep QrF,. V.

En décomposant dans une IF,.-base de V, les ® A 4 --invariants du terme de droite redonnent V. Passer aux inva-
riants fournit donc un isomorphisme naturel

VaoDa = Id.

3.5 Dévissage vers une équivalence de Fontaine multivariable pour certains corps
de caractéristique p

Dans cette sous-section nous cherchons a démontrer une équivalence de Fontaine multivariable imparfaite
pour des coefficients de caractéristique mixte. Nous fixons encore E un corps de caractéristique p, de valuation
discrete, complet pour cette valuation, tel que la cloture algébrique de IF), dans son corps résiduel £ est de cardinal
fini ¢. Nous fixons également K une extension finie de @, de corps résiduel de cardinal r tel que ¢ = rf. Soit
L = KQ,. Lalettre m dénote toujours une uniformisante de K, qui est également une uniformisante de L.

Nous fixons un ensemble fini A. Puisque Q, = K N Qy", il existe un r-Frobenius canonique sur L. L’action

. N . .
de ®a g, sur O, par son quotient ®a.a.r /e, , =2 goA/’ff fournit une structure de ® A 4 --anneau topologique pour

la topologie m-adique.
Nous fixons une famille (’)ga de O -algebres m-adiquement séparées et compléte, d’anneau résiduel en 1’idéal
7 égal 2 E et munies d’un relevement semi-linéaire ¢, du 7-Frobenius sur E. On notera toujours X, une
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uniformisante de £, ou un relevé dans O, . Exactement comme dans la Proposition [2.12)et la Définition[2.12] on
choisit des G, -anneaux Og ainsi que leurs sous-anneaux Ox,, et O}Q pour chaque extension finie E5°P|F|E.
En appliquant [Sta, Tag 08HQ] pour le r-Frobenius sur les corps résiduels, on peut étendre 1I’endomorphisme ¢,
en un endomorphisme Or,-semi-linéaire de Og qui stabilise chaque Oz, et commute a I’action galoisienne.
Définition 3.74. On note alors

A(”?&)

1 AT
ot = & Of et Or, = (o;A |:-XA:|> :
acA, O

Ces anneaux ne dépendent pas du choix de 7 ni de celui des X,,. Ce sont des O -algebres m-adiquement séparées
et complétes d’anneaux résiduels en 7 FK q €t F'a q- Nous les munissons de la topologie 7-adique.

Le produit tensoriel des ¢, tous O -semi-linéaires par rapport au r-Frobenius, les (bgfr et I’action de Gg A
terme a terme fournissent aprés complétion et/ou localisation une structure de (®a 4, X Gg,A)-anneaux topolo-
giques sur O;r_-A et Or,. Les injections de Oy, sont des morphismes de ® A , --anneaux topologiques.

Définition 3.75. Nous définissons comme au Corollaire deux diagrammes de (®a 4, X Gr A )-anneaux dont

nous définissons

AT 1
Or_ .= ( colim OF et O =0 |—|.
X FEGaly 74 X X | Xa

Nous munissons ce dernier anneau de la topologie m-adique pour cette sous-section.
Lemme 3.76. Nous avons H'(®a 4, EXY) = {0}.

Démonstration. La suite restriction-inflation et le résultat du Leme [3.15| pour 7 = ¢ donnent
1 (N 1 1
0 H' (PR0 /] o Fy) = H' (@, EXP) = H' (9,4, EX).

La base normale de Hilbert affirme que [, est induit comme F,-module avec action de Gal (Fy|F,) = ¢, /o ..
Il est acyclique.

Pour analyser le terme de droite, nous avons besoin des deux résultats qui suivent.

Premier résultat : soit 3 € A. Il y a une égalité Eze{’ 5 = (EXP)*? =14 Soit F|E une extension finie que

nous écrivons {((Y)) pour une certaine uniformisante Y et I|k. Selon la Remarque nous pouvons décrire

FZAN
FA,q — E adx@ (ai)€(®a€A7Fq l) tel que
A IN>0, Vd,Var, ag#0 = do>—N

De cette description se déduit I’inclusion Fa\(gy,4 C FKﬁq‘q:Id. Soit z = Y ayY< non nul dans les inva-

riants. Munissons Z~ de 1I’ordre lexicographique par rapport 2 un ordre sur A de minimum 3 et considérons
dmin = min{d|ay # 0}. Le coefficient de (gdmin g, da, - - - ) dans @z 4(x) vaut ¢z 4(aq,.. ). Puisque @z , est

injectif sur (®Fql), c¢’est donc le degré minimal de @g 4(x). Il en découle que dyin g3 = 0. Appelons

y=Y_ apaY " € Fas.q
dezANB}

Il se trouve que x — y est encore invariant mais n’a aucun terme de degré en /3 nul. Nous obtenons donc z —y = 0
soit x € FA\{ﬁ},q-

Deuxieme résultat : soit 3 € A. L’endomorphisme de E\ (3}-espaces vectoriels (¢q,q — Id) est surjectif sur
ER". Chaque polyndme T — T — x étant scindé sur E5", nous savons que 1’endomorphisme est inversible sur
E". Le Lemme affirme en particulier que

Eg" ®p, (ESAC{){M BBavis) EA) = E5"

ce qui permet de conclure.
Utilisation des résultats : nous choisissons 5 € A et utilisons la restriction-inflation pour @E e <%Pag:

0= H' (®ay\(p},q: (ERP)?571Y) — H' (®p 4, EXY) = H' (65,4, EXT) .
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Le premier résultat identifie le terme de gauche a la cohomology de E% A\ (5} Par récurrence sur |A|, on se rameéne
donc a démontrer que le terme de droite s’annule. Or, soit f un 1-cocycle. Les relations de cocycles imposent que

Vn >0, f(p Z Sﬁﬁq f(#s,4))-

0<i<n

N

Ainsi, pour (¢s,, — Id)(y) = f(¢p,4), qui existe grice au deuxieme résultat, le cocycle f est le cobord associé a

1. O
Lemme 3.77. La K-théorie de E vérifie Ko(Ea) = Z.
Démonstration. Voir [Zab18bl, Lem. 2.3]. ]

Théoreme 3.78. Les foncteurs

GE,A
Da ¢ Repo, Gp.a = Mod (40, 0sa ), Vo (Ogp @0, V)

@A,q.’,.
M0 0, (@ g Oss) = Mod (.8, Ok), D (Ogg @0, D)

sont correctement définis et sont lax monoidaux fermés. Leurs images essentielles sont contenues respective-

&t L. . .
ment dans A 0d; 4y (PA g, Oc ) et Repo, GE a. Leurs corestrictions forment une paire de foncteurs quasi-
inverses.

Démonstration. Démontrer la définition correcte et les propriétés sur leurs images essentielles se fait en dé-

composant les deux foncteurs comme aux Propositions [3.14] et [3.16] Nous appliquons pour chaque foncteur

[Mar24bl, Prop. 5.22] respectivement aux inclusions Ok C Ogur et OgA C Ogu” puis [Mar24b}, Prop. 5.26] au
A A

(Pa,qr X Gr A )-anneau Og@ muni de la topologie 7-adique pour seule topologie respectivement pour les sous-
monoides Gg A et ®a 4. Il nous faut pour cela vérifier plusieurs conditions que nous listons. Les deux premiéres
vérifient que nous nous placons dans un cadre cohérent avec [Mar24b| §4]. La troisieme justifie les utilisations de
[Mar24bl Prop. 5.22]. Les suivantes vérifient les conditions multiples de [Mar24b} Prop. 5.26].

Condition 1 : les couples (7, Ok ), (7, Og, ) et (w Os"r) sont des contextes de dévissages (voir [Mar24b, Déf.
4.1]). Les anneaux sont par construction m-adiquement séparés et complets. Reste a démontrer qu’ils sont sans 7-
torsion. C’est évident pour O . Le produit tensoriel des (’)+ est sans 7-torsion puisque chacun des termes I’est,
a fortiori sont complété et séparé. De méme, en passant a la colimite puis en complétant, Oz e est sans m-torsion.

Condition 2 : pour chacun des trois anneaux, et chaque endomorphisme f dans 1’action des monoides, les
idéaux engendrés par f(m) et 7 coincident. Ici, 7 est méme invariant par chaque action.

Condition 3 : les inclusions O C Ogur et Og, C Ogur sont -adiquement continues et équivariantes : par
construction.

Bagr o .
Condition 4 : les anneaux topologiques Og]f 2 et O 247 coincident respectivement avec avec Og, et O .

L’identification des topologies m-adiques (resp I egahte algebrlque) s’obtient par dévissage (resp. et complétion)
a partir de I’injectivité du morphisme modulo 7 (resp. d’une identification algébrique modulo 7). C’est alors
exactement 1’injectivité dans le Corollaire [3.61]ou simplement la définition de la caractéristique (resp. les résultats
du deuxieéme point du Corollaire [3.64]et du Lemme [3.15).

Condition 5 : les inclusions Ex C EX" etF, C EX" sont fidelement plates.
La deuxieme était déja utilisée dans la Proposmon @] et est conséquence du Lemme [3.63]

Condition 6 : I’élément 7 est irréductible dans O¢,, et Ok
Cela équivaut a I'intégrité de Ea démontrée au Corollaire[3.61]et a celle de F,..

Condition 7 : nous avons Ko(Fa) = Z et Ko (F,.) = Z.
La premire est démontrée au Lemme [3.77} De plus F,. est un corps.

Condition 8 : la topologie m-adique a de bonnes propriétés de w-dévissage.
C’est une remarque nous faisions dans [Mar24bl Ex. 5.27].

Condition 9 : les groupes de cohomologie de monoides H} . (Gr A, EXT) et HL  (PA 4., EXY) 8’ annulent.
Le deuxieme équivaut a I’énoncé du Lemme [3.76| puisque tous les objets en jeu sont discrets. Pour le premier, nous
utilisons le résultat du Lemme [3.63] pour des extensions finies. Comme nous I’avions déja évoqué pour démontrer
la descente galoisienne, cela implique par base normale de Hilbert que chaque Fa 4 est un Ea-module induit pour
’action de [ Gal (F,|E.,,), a fortiori acyclique. Nous en déduisons 1’énoncé puisque

Hlpwi(Gea, EXP) = colim H' [ T] Gal (Fo|E,) , (EXP)972 | = colim H' [ Gal(FulEa), Fa,

Fegal Fegal
F acA g aEA
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Condition 10 : les deux morphismes de comparaison sont des isomorphismes pour les objets de
%Od;trj ((I)A,q,r X QEA, EsAep)‘
Le troisieme point du Corollaire prouve déja I'isomorphisme de comparaison pour les invariants par Gg A.
Comme cela implique que I’extension des scalaires et la prise de Gg a-invariants fournissent une équivalence de
catégorie entre (//lodlé;j (Paqr Ea) et ///od}f;j (Paqr X G A, EXY), le Théoreme et la décomposition
des deux foncteurs implique que 1’extension des scalaires et la prise de ®a , --invariants fournissent une équi-
valence de catégorie entre Repp, G A et A odf,trj (Paqr X GE.A, Ezep). Ceci contient en particulier I’autre
isomorphisme de comparaison.

Une fois que nos deux foncteurs sont construits, démontrer qu’ils sont quasi-inverses I’'un de 1’autre se fait
comme a la démonstration du Théoreme en passant aux invariants 1’isomorphisme de comparaison et en

utilisant [Mar24b| Prop. 4.17]. On utilise le Corollaire pour dire que EX” est sans Ea-torsion. O

3.6 Comment récupérer les équivalences de Carter-Kedlaya-Zabradi?

Deux versions des premieres équivalences de Carter-Kedlaya-Zabradi ont été démontrées. Précisément, le
Théoreme [3.17) pour r = p fournit un analogue de [CKZ21] Th. 4.6] o tous les corps sont identiques.

Les versions de ce texte ont plusieurs avantages. Nous avons conservé 1’obtention d’une équivalent pour les
corps de caractéristique p sans avoir besoin d’utiliser I’action supplémentaire de I', qui est également un avantage
de [[CKZ21]| par rapport a [Zab18bf]. Enfin, ces équivalences, contrairement a celles de [|[CKZ21]], considerent des
catégories de modules étales sur des anneaux integres; les sous-sections précédents utilisent d’ailleurs ces ques-
tions d’intégrité pour faire fonctionner différemment les preuves@ Cette sous-section est consacrée a retrouver a
partir de nos versions sur des anneaux integres 1’un des théorémes de [CKZ21].

Le lien entre les équivalences de ce texte et celles de [CKZ21]] repose sur le fait que les anneaux non integres
introduits par Carter-Kedaya-Zabradi sont coinduits a partir des anneaux integres considérés dans ce texte, idée
déja présentes pour se ramener au cas intégre dans le Théoreme [3.57} De surcroit, les sous-sections précédentes
illustrent que I’essentiel du travail consiste a obtenir une équivalence en modulo p pour des corps perfectoides. Le
reste consiste a dévisser, passer a la limite, ajouter des actions, en bref tout un tas de joyeuseries qui s’adaptent
pour obtenir I’équivalence de votre choix. Pour ne pas surcharger ce texte, on se contente de retrouver une version
imparfaite de [CKZ21| Th. 4.6] avec nos méthodes.

Nous continuons de fixer un corps E de caractéristique p, de valuation discrete, séparé complet pour cette
valuation, et tel que la cldture algébrique de I, dans le corps résiduel k est finie. La complétion de sa perfection

est notée F.

Définition 3.79. En imitant les définitions et avec des produits tensoriels sur IF,, nous définissons pour
tout extension finie galoisienne F'|E les (Pa , X Gg, a)-anneaux topologiques discrets

ANX)

1
+ + .t
FA,p T ® Fa ) FA,P ’_FA,p [)(A:|
acAF,

E5P = colim Fa .
AP T pegaly” OF

Proposition 3.80. 1. Il existe un isomorphisme de ® A j,-anneaux topologiques discrets
~ e 1®PAp
Enp= Comdqm_q,p (En),

out la coinduite est munie de la topologie limite.
2. Il existe un isomorphisme de (P A , X Gg A )-anneaux topologiques discrets

Sep ~u . 1PApXGE.A sep
Er, = Comdq,A’q,ngEyA(EA ),

out la coinduite est munie de la topologie limite.

Démonstration. Reléguée a la Proposition[A.T9] sous une écriture simplifiée. O

26. Voir les preuves de la Proposition puis celle du Théoreme qui s’en sert.
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Définition/Proposition 3.81. Le foncteur
sep (50N
Dackz : Reps, Gra = Mod (@5, Eay), Vi (EXD @5, V)

est correctement défini, pleinement fidele et son image essentielle est incluse dans Modf,trj (Pap; EAp). Cette

derniére catégorie est une sous-catégorie pleine monoidale fermée et DA ckz commute naturellement au produit
tensoriel et au Hom interne.
Démonstration. 1dentique a la Propositon [3.65] en démontrant des analogues des lemmes qui la préceédent pour
sep

E Ap* ]

Une version imparfaite du Théoréme 4.6 de [|[CKZ21], dans le cas o tous les corps perfectoides considérés
sont isomorphes a F, se formule comme suit :
Théoreme 3.82. Le foncteur

ét
]D)A,CKZ : Rep]Fng7A — Modlc)rj (@A’p, EA,p)

est une équivalence de catégories monoidales fermées. Un quasi-inverse est donné par
v : Mod®t (®a,, B Repy Gz o, D (EXP p)™*”
A,CKZ - Y prj ( A,ps Aap) — ep]Fp E,A = Ap ®EA,P :
Démonstration. Considérons le diagramme suivant :

Coindu:II:A’p
Mod (@A, q.p: EA) — %" Mod (Pap: Eap)

g U
Modgl, (@24, Fa) > Mody (., Bap)
DAT 2 %
Repg, G5 A

Le foncteur D est une équivalence d’apres le Théoreme Le premier morphisme horizontal 1’identification
de Enp 2 Coindii”; (Ea) comme ® A p-anneau a la Proposition et par la construction dans [Mar24b,

Prop. 3.11]. La flache en pointillé indique que Modl‘ifrj (®ap; Eap) est contenu dans 'image essentielle de la
coinduction ; ceci découle du Lemme et de [Mar24b| Prop. 3.19].

Prouvons que I’enveloppe de ce diagramme commute. Soit V' une représentation dans Repy G% A» que nous
ét
prj
les scalaires. Nous appliquons [Mar24b, Lem. 3.18] au sous-monoide d’indice subtil fini ®p 4, < Pa ), au

voyons comme objet de Mod (q)A,p XG5 A Fp). La premiére étape de Da et Da ckz consiste a étendre

(@A,p X Gp A)-anneau F,, au (@A,q’p X Gp A)-anneau EXP, alinclusion F, < E%" et a la représentation
) ) ) . sep
V; on obtient un isomorphisme dans Mod (@A’p X QE,A, EA’p>

PApXGE A

ESAGSD QF, Ve Coind(I>A

PapXGE A
LINPIENCIN

(EsAep) ®IF,, V = Coind (Ezep ®]Fp V) .

,a,p X gﬁ:,A
En passant aux invariants, on obtient un isomorphisme dans Mod (®a ,,, Ea ;) naturelen V

95

S 2~ : P 5 95 : N
Da,ckz(V) == (E:f; ®F, V) = Comdgijw ((Ezep ®F, V) E'A) = Comdgi,w (Da(V)).

C’est exactement la commutativité du diagramme que nous recherchions.
La fleche pointillée démontre alors que DA ckz est essentiellement surjective. On trouve 1’expression d’un
quasi-inverse comme pour le Théoréme O

Remarque 3.83. Nous pourrions établir la version perfectoide [CKZ21} Th. 4.6] de maniére similaire. Malheu-
reusement, I’anneau R dans Darticle de Carter-Kedlaya-Zabradi est un complété de la colimite ESACE? que nos
stratégies nous poussent a définir. Nous préférons ainsi éluder une telle preuve pour nous épargner un énoncé de
décomplétion des invariants. Il est d’ailleurs a noter une subtilité dans [CKZ21] puisque I’espace Spa(R, §+) ob-
tenu par construction produit n’est pas pro-étale sur Spa(R, R™). Pour appliquer la descente pro-étale, il faudrait
remplacer R par la complétion wa-adique de la colimite des constructions produits sur les extensions finies de
E, et non sa complétion (w)-adique.
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4 Equivalence de Fontaine Lubin-Tate multivariable

Soit Q,|K|Q, une extension finie dont le corps résiduel est de cardinal . Soit A un ensemble fini. Dans
cette section, nous obtenons une équivalence de Fontaine Lubin-Tate multivariable laissée ouverte dans [CKZ21].
Pour préparer 1’équivalence glectique semi-linéaire, nous autorisons un choix de loi de Lubin-Tate différent pour
chaque o € A. Pour chaque o € A, nous nous donnons une uniformisante 7, de K, un polynéme de Lubin-Tate
f,, associé a 7, et un systeme de Lubin-Tate 712 associé a f,,.

Définition 4.1. Considérons la situation de pour B = F, (X)), pour I'extension K = L, I’ensemble fini
A, une famille (E,) de corps valués isomorphes a F et la famille de O -algebres m-adiquement séparées et
completes d’anneau résiduel £ en 7 données comme a la Définition par

ou=(ouma[L])"

munies du relevement O -linéaire du g-Frobenius vérifiant ¢, ,(X,) = f,(X,). Dans cette sous-section, nous
équippons les anneaux des Définitions [3.74] et[3.75] de topologies plus variées.
Nous munissons OZA de trois topologies : la topologie 7-adique, la topologie (7, X o )-adique et la topologie
(m, X)-adique.
Nous munissons Og, de trois topologies d’anneau
Premierement, la topologie appelée topologie adique faible ayant pour base de voisinages de 0 les sous-groupes
+
(7"O¢, + XglogA)mmZO.
La deuxieme topologie considérée est celle obtenue en écrivant
+
= —m )+
OfA }ngg) Cr(r)“};m XA &a /TrnXAmOSA
et en munissant chaque X;mO;A de la topologie initiale venant de la topologie (7, X)-adique sur OgA. Nous
I’appelons la topologie colimite.
La derniere topologie, que nous nommons fopologie faible, a pour base de voisinages de zéro les
( "Oen + D aezs s d>m X0 A) . I s’agit de la topologie de [Pup21, Lem. 2.15].

n,m>0
Nous définissons les mémes topologies pour les Oz, et pour Og
A

Définition 4.2. Pour toute extension finie galoisienne ES°P|F|E, considérons les (¢, , X Gg, )-anneaux topolo-
giques (9;& de la Définition 3.74} Les plongements dans Af construits 2 la Proposition 2.13a partir des 7%, les
munissent d’une structure de (2 0,q XY K )-anneaux topologiques pour la topologie faible que I’on appelle O;F_-K.a.

L’action de (Pa 4 X Gk, a) terme & terme sur le produit tensoriel des (’)}K ., est (m, X)-adiquement continue. Elle
se complete et localise sur O, en une structure de (P ¢ xGxk, A)-anneaﬁ topologique pour les topologies adique
faible, colimite et faible que nous appelons O, , .

Les injections de la Définition [3.75] sont G A-équivariantes. Cela permet de passer a la colimite et com-

pléter en une structure de (Pa , X Gx A)-anneau sur (’)gm que I’on nomme C’) . C’est une structure de
A

(Pa,q X Gr,A)-anneau topologique pour chacune des trois topologies ci-dessus. Comme dans le paragraphe qui

précede la Définition , apres choix des 7ra et d’une extension de j, le groupe G A s’identifie canoniquement

a un sous-groupe de H v, A de G a. Via cette identification, le (P X Gg A )-anneau sous-jacent a @g/m\ est
K,A

O

Nous notons également I' 10 A = []
Gr.a/HrirA-

O% et I'identifions canoniquement a |

Gal (KLTJ‘LY ) et

aEA aEA

Remarque 4.3. Nous pointons a nouveau que (7, X )"O;rA ne fournissent pas une base de voisinages de zéro
d’une structure d’anneau topologique sur Og, . Les topologies colimites et faibles sont deux bonnes alternatives
pour lesquelles chaque X, est topologiquement nilpotent.

Remarque 4.4. Nous pouvons décrire explicitement le ($ Aq X T, A )-anneau obtenu. Nous avons

O+

Ex,a

1 AT
A

27. Et de choix de clotures séparables de chaque ]Fq((Xé/ P )) et d’isomorphismes avec U gy ] < 0o (K 'Kir )?. Puisque nous avions

déja choisi une identification des clotures séparables de Eq et E, cela revient a faire un unique choix pour E.

39



L’action de (®a 4 X I'x 11,A) est donnée par la seule action de O -algebre topologique telle que

(phc), (Xp) = 15" (Xp)

V(za)a €Tk TA, (Ta)a(Xp) = [2s]Lr 15 (Xp).

Pour obtenir une équivalence de Fontaine multivariable Lubin-Tate, il nous reste a analyser les topologies
adique faible, colimite et faible, dont nous n’avions pas 1’usage pour les corps de caractéristique p. Cela conduit a
se replonger dans les topologies adiques sur nos anneaux de caractéristique p, également évincées des précédentes
équivalences.

Lemme 4.5. Pour toute famille ® C Z>, nous avons les égalités suivantes.

1. Dans E5P, I’égalité

ZXQEpr- N Ex = ZXQEK
deD deD
2. Pourn > 0, ’égalité dans Ogn\r
A

d o+ _ dm+
" Ogg + Y X205 | N0y =7"0s5 + 3 X10L,.
deD deD

3. Pourn > 0 et si pour toutrd € D onay_d > 0, I’égalité dans (98/;r
A

O + Z X0t | N0k = 1"Ok.

SZT gnr
deDd 4
Démonstration. 1. On se ramene a le prouver pour chaque FK o~ Pendant la démonstration du Lemme

nous avions démontré un isomorphisme de EX—modules
Fg @pg (F§ @ps - (F§ @ EX)) = FL,.

Puisque chaque FS est un ES-module libre de type fini pour lequel {1} se compléte en une baseF_gL il existe
une Ea-base de Fa , de la forme {1} U B telle que F{ ¢ = Efeo Dies EXb. Comme chaque Eab est un

sous-Ea-module, un élément de F'a , appartient a > deD X iFX q si et seulement si toutes ses coordonnées
appartiennenta ) ;o X QEI. Cela conclut.

2. On établit le résultat par récurrence sur n. Si n = 0, le résultat est vide. Supposons le résultat vérifie
pour un n. > 0 et soit = dans intersection pour (n + 1). Nous savons que (x mod 7) appartient a
(> deD XiEsAep’Jr) N Ea, donc a o X2ET par le premier point. Ainsi, il existe une famille (yq)
d’éléments presque tous nuls de OgA telle que © — > deo X iyd =0 mod 7.

Gréce au premier point du Corollaire , EXP est sans X X'-torsion; nous savons aussi que Ogz est sans
A
m-torsion (voir la condition 1 dans la démonstration du Théoreme[3.78). Il en découle que

XNOE A0z = 1XROL

nr gnr nr*
EA A SA

Soit F'|E une extension finie d’indice de ramification e et de degré d’inertie f. On utilise la description de
(’)j%A a la Remarque Soit 2 € >0 X éO}A qui est multiple de 7. Fixons une famille z4 d’éléments
presque tous nuls de (’);}A telsque z2=3 ;.o X' 642@. On choisit ®, fini contenant I’ensemble des indices
ol le coefficient est non nul. Ecrivons 2, = D iena Kiai,gi’i avec a; 4 € (®QEA70K Ok s ) avec seulement
un nombre fini de termes non multiples par 7. L’hypothése de divisibilité par 7 affirme que

Vj € Z%, mdivise Y ajg.
i+d=j

28. Pour ces deux affirmations, considérer que pour une extension finie non ramifiée ou totalement ramifiée, il existe un élément primitif tel
que F'° = E°[z]. Toute extension finie se décompose comme extension totalement ramifiée d’une extension non ramifiée.
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On se donne un ordre lexicographique sur A qui détermine un ordre total sur Z*. Pour chaque couple (i, d)
tel que a;,q est non nul, on peut choisir j(,d) € D, minimal tel que X’ (eg) | X’ (+ed) Ajors

5= Z x'(ed) Z %lgﬁe(é—z)

JED. (i,d) tel que j(i,d)=7

En séparant selon ¢ + d on se comprend que chaque somme sur (i, j) est divisible par 7. Nous avons donc
prouvé que

d d
3 X103, | nrog, = 3 xtoz,
de® de®

On reprend notre hérédité en choissant une extension finie F'|E pour laquelle on peut écrire
——n+l da +
r=7""z + 3 o X2q avec zg € O, presque tous nuls. Nous obtenons que

m divise »  X%(z4 — ya)
aeD

donc que cette somme appartient a 7y deo X QO;A. Ainsi

_ d ney dm+
T Ziﬁyi eEm ﬂ-Oer—FZKO?g\r
de® ae®

et I’hypothese de récurrence conclut.
3. Raisonnement similaire.

Théoreme 4.6. Les foncteurs

Da.r : Repo, Gx,a — Mod (Pa,qxT ki, Ocy o)
Hr,LT,A
Vi (o/\ R0y V)

nr
5N

Varr + A#0dy o (@agx T ira, O, o) — Mod (Gk.a, Ok)

Daq
D — (O;@ ®(9£K1A D)
out les topologies en jeu sont respectivement la topologie m-adique sur O et l'une des trois topologies adique
faible, colimite et faible sur Og,, ., sont correctement définis, lax monoidaux et fermés. Leurs images essentielles
sont contenues respectivement dans M odfrt_prjdv
forment une paire de foncteurs quasi-inverses.

(®aqxTrrr A, Ogy o) et Repp, G A. Leurs corestrictions

Démonstration. La démonstration est similaire au Théoréme [3.78] et utilise méme des résultats démontrés audit
théoréme. Ici, nous avons crucialement besoin de la variante des S-modules topologiques sur R a r-dévissage
projectif introduits dans [Mar24bl §4]. Nous appelons topologie choisie 1’une des trois topologies adique faible,
colimite et faible que nous choisissons pour le reste de la preuve. Nous décomposons alors le foncteur Da 1
comme d’habitude comme Inv o Ex otriv mais nous voudrions a présent qu’il se corestreigne comme la composée
suivante :

&t
%Odfr-prjdv (gK,A7 OK)
\Ltriv
ét
%Odfr—prjdv(q)Aﬂ X gK,A’ OK)
l,EX
&t
Mo iiay (Pag X G as Hicim,a, Oggr )
\LIHV
&t
MO iy (Pag X T r A, Ogge o)
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ou les topologies sont : la topologie 7-adique sur la premiere ligne, la topologie choisie pour le premier monoide
et m-adique pour le sous-monoide H i 1,17,A €en bas a droite, la topologie choisie en bas a gauche. De méme, le
foncteur VA 1.1 se décompose comme Inv o Ex o triv et nous voudrions qu’il corestreigne comme la composée
suivante :

%Odﬂ pr‘]dv(¢A,q X FK,LT,A) @A,q) OSKYA)
Jtriv
%Odﬂ pr‘]dv((I)AJI X gK,Aa (I)A-,Qa OSK,A)
\LEX
%Odw pr_]dv((PA’q X gK7A’ q)A7q7 O‘ﬂ)

\Llnv
%Odfrt-prjdv (gK,A? OK)

ol les topologies sont la topologie choisie pour les premiers monoides et 7w-adiques pour les seconds. On remar-
quera que, puisque la topologie sur ®x , est discreéte et que son action sur chaque anneau est continue pour les
deux topologies, nous avons bien coincidence des deux sous-catégories

ét
%Od;—prjdv(q)A,q X FK LT,A, q)A 4 05K A) et %Odﬂ' prjdv((bﬁﬂl X FK7LT1A7 OSK,A)'

Pour justifier la définition correcte, nous devons vérifier une liste de conditions pour utiliser les mémes résultats
de [Mar24b] qu’au Théoreme[3.78]

Conditions 1, 2,5, 6, 7 et 8 : ce sont les mémes conditions puisque les anneaux sous-jacents sont ceux du
Théoreme

Condition 3 les inclusions O C O s

et Og,. , C Oz sont continues pour les topologies m-adiques et

gnr gnx

faibles. Elles sont (®a ¢ X Gk A)- equlvanantes C’est le cas par constructlon

HKLTA tO@Aq

Condition 4 : les anneaux topologiques (9 coincident avec Og,, , et ®a 4 pour les topologies
K,A

m-adique et choisie. Seule la coincidence des topologles ch01s1es n’est pas contenue ad verbatim dans la condition
analogue du Théoreme [3.78] En considérant la description de leur voisinages de zéro (ou de celle donnée pour la
topologie colimite en démontrant la Définition/Proposition [4.2)), on réalise que nous avons méme démontré une
version forte de I’identification de ces topologies au Lemme [.5]

Condition 9 : identique a la condition 9 du Théoréme [3.78] Nous soulignons cependant que les énoncés coho-
mologiques requis par [Mar24b, Th. 5.26] ne concernent que la topologie discrete.

Condition 10 : les morphismes de comparaison sont exactement ceux dans .#' odp]rJ (Pa,qxGp,a, EXY), sauf
qu’ils ont le bon gofit d’étre aussi G a-équivariants. La condition se déduit donc immédiatement de celle au
Théoreme [3.78] O

Nous voyons que la démonstration du théoreme a partir de 1’équivalence pour les corps de caractéristique p
revenait a construire les bons anneaux, choisir les bonnes topologies et utiliser le formalisme général.

Remarque 4.7. En utilisant la méme stratégie que [Zab18b, Prop. 2.2] mais en remplacant I’ utilisation de [Zab18a
Prop. 2.1] par la généralisation de Grosse-Klonne au cas Lubin-Tate dans [GrolS8|], nous obtenons que
//lodl‘:rJ (Paqg X Trira, EA) = ///odét(CIJAﬂ X T'rrr,a, Ea). Nous en déduisons que les sous-catégories
Mod pridv (®ag X Trrr A, Og, o) et Mod*(Dp , x T rr.A, Og, ) coincident. Il est cependant intéres-
sant de se souvenir de la décomposition des modules & (7, u)-dévissage projectif obtenu en [Mar24b, Coro. A.8].
En utilisant que la continuité d’une Ok -représentation de G A se teste restreint a H g 1 A, [Mar24b|] permet de
prouver que I’hypothese de continuité est superflue.

Remarque 4.8. Pour obtenir une version Lubin-Tate multivariable de I’équivalence, il était crucial de pouvoir
considérer le produit tensoriel sur O et d’obtenir un anneau dont les invariants par ® , valent Og. Avec
I’anneau non integre de [CKZ21]], il n’est pas clair de savoir comment relever en caractéristique mixte nos anneaux,
et méme si nous y parvenions par exemple pour une extension non ramifiée, les invariants par ® » ,, seraient Z,, et
non O . Le probléeme est encore plus visible modulo p : il faut trouver un sous-monoide de M < ® ,, par lequel
quotienter, qui fasse encore marcher le formalisme d’une équivalence de Fontaine et tel que E% p = Fq. Mais de
quel IF, est-il question ?
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5 Variantes pour les groupes de Galois plectiques et glectiques

Dans [NS16] et [NS17], J. Nekovar et T. Scholl formulent différentes conjectures plectiques. Elles prédisent
que, pour un corps de nombres F', les représentations obtenues dans la cohomologie de la donnée de Shimura
associ€e a la restriction a QQ, d’un groupe algébrique sur F', qui viennent naturellement avec une action de Gg,,,
devraient hériter en réalité d’une action d’un groupe plus gros Gr piec. Nous appelons ce dernier groupe de Ga-
lois plectique. Cette section établit des équivalences de Fontaine pour le groupe de Galois plectique d’un corps
local p-adique et pour I’'un de ses sous-groupes que nous introduisons : le groupe de Galois glectique. Comme
pour déduire I’équivalence multivariable Lubin-Tate de 1’équivalence pour les corps de caractéristiques p, il reste
essentiellement a définir un anneau de comparaison correct dans chacun des cas et un monoide adéquat agissant
dessus.

5.1 Préliminaires sur le groupe de Galois plectique
Soit Q,| K|Q, une extension finie.

Définition 5.1. Nous définissons le groupe de Galois plectique

QK,plec = Autg (K ®Qp @) .

Nous définissons une structure de groupe topologique en prenant pour base de voisinages du neutre les intersec-
tions finies de stabilisateurs.

Nous notons P = {plongements 7 : K — Q,}, de cardinal [K : Q,], sur lequel G, agit par post-
composition. Pour tout plongement 7, nous notons K, son image. Enfin, pour chaque plongement 7, on choisit
une extension Tex : Q) = Q,. Il existe un isomorphisme d’anneaux canonique

K ®Qp @ l> @ @pv TRY (T(x)y)TE’P-
TEP

La structure de K -algebre est donnée par 7 sur la composante indexée par 7. Considérons le monomorphisme

[I6x. = Grptec: (9:) = [(ys) = (gr(y-))].

Le choix des 7ext permet de tordre ce monomorphisme en

gK,P — gK,plem (g‘r) = [(y‘r) — (Textg‘rTe;c%)(yT)} .

Ce choix détermine également un morphisme

-1 -1
&p = Grcplec; w = [(Ur) = (Text (@ ™H(T)) ) (Bo1()] -
Si la formule est absconte, nous pouvons la résumer en disant que la copie indexée par 7 de @p est envoyée sur
la copie indexée w(7), de la seule maniére possible obtenue a partir des 7oyt et qui respecte les structures de
K-algebres.

Lemme 5.2. L’image de G p est distinguée dans Gy plec et a pour complément I'image de Gp. Cela exhibe le
groupe topologique G ploc comme produit en couronne

gK7plec = gK,P Aplec GPa
ou plec(w)(gr) = (gu-1(r))-

Cette description est la plus concise en termes de notations. Elle repose en revanche drastiquement sur le choix
des Text et 'isomorphisme n’est donc pas canonique. L’image de [| G, est quant a elle canonique, de méme que
la projection sur Gp. De plus, agir sur le terme de droite de K ®q, Q, produit un plongement canonique de

gQP — gK,pleC~

Définition 5.3. Nous appelons groupe de Galois glectique, et notons G giec, 1€ sous-groupe de G piec engendré
par [[ Gk, etpar Gg, .
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Appelons K, 1’extension composée des K .. C’est une extension galoisienne de Q,, et le noyau de I’action de
Go, sur P est exactement Gy, ... Nous en déduisons un monomorphisme de groupes Per : Gal (Kga1|Q,) — .
Dans toute la section on notera aussi fga1 le degré d’inertie de K| K.

Proposition 5.4. La projection de G glec sur &p correspond l'image de Per. Le groupe G olec est isomorphe a
G, P Nplecoper Gal (Kgal|Qp), canoniquement au choix des Text pres.
En prenant les notations de la Définition[B.10} le groupe G glcc est canoniquement isomorphe a

(IT,cp Gk, Xglec g@p)/~gK

gal ~
oi glec(0)(gr) = (0g,-1,07 ") et oit G, est plongé diagonalement dans || G, .

Démonstration. Puisque 'image de [ Gk, est distinguée dans Gk plec, les sous-groupes contenant [ [ Gx cor-
respondent aux sous-groupes du quotient 9« piec/T] G, = &p. Soit o € Gg, et T € P. On considere ), x; ® y;
appartenant au facteur 7. Cela signifie que

V1’ #£ T, Z (zi)y; = 0.

Alors 0(>_x; @ y;) = > x; ® o(y;) vérifie

Vr' £ or, YT (@)o(y) = o3 (07 ) (@i)y:) = 0.

Donc I'image de o dans &p est donnée par son action sur P.

Nous avons déja construit deux morphismes de [] G, et Gg, vers G giec. Pour montrer qu’ils induisent
un morphisme depuis le quotient du produit semi-direct, nous vérifions les conditions de la Définition La
premiére est aisée. Pour la deuxieme, on a que Kg,1|Q, galoisienne implique G, ., < Gg,. Pour la derniére, soit

o€ G, X €Gr,. et (yr)r € ®Q, :

[glec(@) (0] ()7 = (ox0 ™) (yr)r = ((oxo™)(y-)), = [(@) () (@) (yr)--

Nous laissons les lecteurs et lectrices vérifier qu’il s’agit d’un isomorphisme. O

5.2 Equivalence de Fontaine plectique

Pour commencer, nous établissons une équivalence pour des représentations du groupe de Galois plectique.
Comme pour I’équivalence multivariable, il suffit d’étendre les actions en jeu dans le Théoreme [3.78] Dans cette
sous-section, toutes les constructions de monoides sont automatiquement munies de topologies. Pour un petit
bestiaire de constructions et de lemmes sur les monoides topologiques, se référer a I’ Annexe

Soit Q,|K|Q, une extension finief’| Nous nous fixons une uniformisante 7 de K, une loi de Lubin-Tate f
associée a 7 et un systéme de Lubin-Tate 7.
Nous commencons dans le cadre de la section@avec A = P, le choix de (7, f, 7rb) pour chaque plongement,

le choix d’un (’)5,,r pour chaque plongement et d’une extension aux clotures séparables de 1’isomorphisme

—oo —b
jr o Fo(X9 7)) = Kurg , Xo 7.

Ces données déterminent comme 2 la Proposition une structure de (¢} X G )-anneau topologique sur Oz

et d’un plongement équivariant ¢, dans Wp . (C") dont I’image de dépend pas de 7. Pour tout couple (11, 72),

nous notons i, -, : Oz — Oz 'isomorphisme de (<pq x G )-anneaux topologiques donné par i zn. Pour

gnr gnr
toute extension ga101s1enne Esep F |E, le morphisme i, ,, envoie O 7., sur Of_ . De plus, ces isomorphismes

sont O -linéaires et vérifient

v'7—13 72,73, Urg,7ry = Urag,molro,7i- (*2)

Dans cette sous-section, nous ne travaillons qu’avec la topologie adique faible, mais les deux autres convien-
draient également.

29. Nous fixons ainsi un plongement de K dans Q. Il sera parfois utile pour intuiter les formules correctes de se dire que K vit a part dans
une autre cloture algébrique, contrairement aux K qui vivent dans Q.
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Définition 5.5. Soit w € &p. Pour chaque extension finie E5P|F|E, on définit sur Qcp o, (’)}T I’endomor-
phisme
W *plec (® yr) = ®Z.'r,uﬁl('r) (wal('r))'
Puisque chaque i, -, est continu pour la topologie adique faible, cet endomorphisme est continu pour la topologie
(m, X)-adique, se compléte, passe a la colimite et se compléte m-adiquement en un endomorphisme w “plec - SUr
Oz
K,P

Définition 5.6. Nous appelons TG pic. le monoide topologique défini par

TgK,plec = ((bP,q X gK,'P) X plec 673

ol le produit semi-direct est donné par

Yw € 6737 plec(w) (H 90:};1797') = (H @:fzz_l(ﬂvgwfl(r))

avec la topologie usuelle sur (&p , x G p) et la topologie discréte sur Sp.

Définition/Proposition 5.7. La définition précédente fournit une action continue pour la topologie adique faible

de &p. Combinée a I'’action de (Pp 4 X G p) sur Off\l , nous obtenons une action de TG g piec continue pour
»plec

la topologie adique faible.

Définissons O ET le TGk plec-anneau topologique obtenu.
,plec

Démonstration. D’apres le deuxiéme point des Propositions et il suffit de vérifier des relations sur les
actions. C’est le cas sur les produits tensoriels en utilisant a la fois la relation (*2)) et le fait que les i, ,, sont des
morphismes (gan x Gk )-équivariants. Les relations sont conservées en complétant et passant a la limite. O

Proposition 5.8. Le sous-monoide ®p ; < TGk plec st distingué et le quotient T9x piec /o , s’identifie & G plec
comme monoide topologique, canoniquement au vu du choix des Text. De plus, 'inclusion

Ok COPs_

K ,plec
est une égalité.

Démonstration. Pour le caractére distingué, remarquer que les endomorphismes de (®p , x G p) définissant
le produit semi-direct avec &p induisent des endomorphismes surjectifs de ®a ,. L’identification de G piec au
sous-monoide ouvert et distingué G p Xplec &p, qui est un complément de ® A 4 conclut pour I’identification du
quotient. Quant aux invariants, il s’agit exactement de la condition 4 dans la preuve du Théoreme [3.78] O

Nous définissons de maniere ad hoc I’anneau plectique puis décrivons un peu mieux nos constructions.

Définition 5.9. Le sous-monoide H i 17, < TGk piec est distingué. Nous définissons le monoide topologique
TK,plcc = TgK*PIe“/HK,LT,P«
Nous définissons aussi le T i p1ec-anneau topologique

o L OHK,LT,‘P
EK plec *— gor
K,plec

Proposition 5.10. Le monoide topologique T g y1ec §’identifie canoniquement a

(®pq x T 11 P) Xplec Sp

Vw € 67’7 plec(w) (H 802,‘;]7377') = (H 80:7271(T)ﬂ$w’1(7')) .

Le (®p 4 x 'k vr p)-anneau topologique sous-jacent a Og,. . . coincide avec Og,. ,, construit a la section

n reprenant sa description a la remarque 4.4} ’action de w p est le seul morphisme de O -algebre
4| En rep t sad pt l que 44| Daction d SHG t 1 l ph de Og-algeéb
topologique vérifiant V1 € P, w- X = X (1)

Démonstration. On utilise le troisieme point de la Proposition [B.9| pour la description du quotient et la condition
4 dans la démonstration du Théoreme pour I'identification de Og¢, ... Pour écrire I’action, considérons

que par définition chaque X, est envoyé par i, sur {7°}yp € Ag. Ainsi, ir, ,, (X, ) = X, et 'écriture l)
conclut. O
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Une fois les anneaux construits correctement, nous obtenons gratuitement I’équivalence de Fontaine plectique.
Théoreme 5.11. Les foncteurs

Hi,LT,P
Dptee,ur & Rebo, Gt piee = Mod (Tipiees Oyepec) » V> (O 0, V)

nr
X ple

, DA g
. ,
Viteer 001 (Tie piees Ot proe) = Mod (G piecs Oxc), D (ogﬁ\ ®0c, . D) :

K,plec

ou les topologies en jeu sont respectivement la topologie m-adique sur Ok et la topologie faible sur Og,. ..,
sont correctement définis, lax monoidaux et fermés. Leurs images essentielles sont contenues respectivement
dans ///odfrt_prjdv (Tk plecs O e ) € ReDo . Gx plec. Leurs corestrictions forment une paire de foncteurs quasi-
inverses.

Démonstration. La stratégie est la méme qu’au Théoréme [4.6|et les conditions a vérifier découlent des construc-
tions ci-dessus et des conditions vérifiées pour le Théoreme 4.6 O

Remarque 5.12. Avec des stratégies similiaires, on aurait une équivalence entre les fibrés vectoriels équivariants
sur Zy,r comme dans [Bre+25] et les IF,-représentations continues de dimension finie de G p1ec. Nous escomptons
y revenir dans un travail ultérieur.

5.3 Equivalence de Fontaine glectique semi-linéaire pour des extensions galoisiennes
de Q,

Pour K|Q,, galoisienne, une philosophie adjacente se détache en regardant un peu mieux Ap. Nous écrivons
A = Ok ®z, W((C;) et considérons 1’action Ok -semi-linéaire de o € W&J par o ® apdeg(”). L’image du
plongement de O¢ est stable par I’action de W} mais pas nécessairement par celle de W@ En choisissant pour

chaque plongement 7 une extension Texy € Wap de degré minimal, nous pouvons considérer le morphisme
+ 1 b
0573 %AK, X — Toxt ~{7T }LT~

Son image est la plus petite sous-O x -algebre fermée de Ag contenant I'un des {(n”)} 1 et stable par Wap. Le
morphisme est injecti ce qui s’interpréte comme 1’apparition de |P| variables cachées. Cela suggére également
que nous devrions voir apparaitre sur notre anneau multivariable Og,, une action additionnelle de W&rp et peut-étre
une équivalence de Fontaine reliant les (¢, I')-modules sur cet anneau a une certaine catégorie de représentations.
Cette sous-section répond a ces attentes.

Soit K|Q,, une sous-extensions finie de @p Nous fixons encore un choix d’extension 7.y de chaque plonge-
ment a @p, que I’on suppose appartenir a Wap et de degré minimal.

Définition/Proposition 5.13. Nous avons
VT € P7 Vo € nga 3!90,7 c gK7 (UT)extgo',T = OText-
Sio e Wap, alors g, r € W} Son degré absolu est noté fd, r avec d, . € N et ne dépend pas du choix des
Toxt pPUisqu’ils sont de degré positif minimal.

émonstration. i i O Text COINCI OT)ext . Ainsi, I’é1é OT) it OText

D trat L’existence provient de ce que coincide avec sur K. Ainsi, I’élément -

fixe K.Sioc € W | le degré de o7yt est positif. Or, c’est aussi une extension de o7, d’ou la le choix des
v

extensions tire que deg(oText) > deg (07T )ext)- O

Remarque 5.14. La définition précédente capture donc I’information des degrés dans W&p que le choix des Texs
oublie. Cela servira entre autre a garantir que I’action sur 1’anneau de Fontaine plectique d’une extensions du
p-Frobenius dans Gg, est une racine du g-Frobenius.

30. Pour K = Qq et ™ = p, le résultat de L. Berger [Ber13} Coro. 3.7] implique en particulier I’injectivité de notre morphisme. On peut
généraliser cette technique a une extension finie quelconque.
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Lemme 5.15. Les g, . vérifient la relation

V0'170'2 € g@,ﬂ VT € P, 9oso1,7 = Yos,017Y901,7-

A fortiori, les d, . vérifient la relation

v0'170'2 S nga VT € Pa dagal,T == dG'Q,UlT + da'l,'r'

Démonstration. On calcule

(UQUIT)extgaz,o'ngol,T = (UQ(UIT))ethO'Q,U'ngo'l,T
=02 (UlT)extgal,T

= 0201 Text
O]

Par la suite, le groupe de Weil W, d’un corps local L sera muni de la topologie d”union disjointe Uy, ¢z Frob®" -
Iz, et sa version monoidale VVJLr de méme. Nous appelons fopologie localement profinie cette topologie.

Définition/Proposition 5.16. Nous appelons TGk o1 le monoide topologique défini en utilisant par
TGk glec = (((I)P,q X G, P) Xglec ng/IKgal)/"W;gm/IKgaf

ot le produit semi-direct est donné par

Vo € W+p7 glec(o) (H ‘erL,Tqvg‘r) = (H szil(T)agw*1(7)>
fgal

et avec le morphisme Kglec @ Wi, /Ix,, — (®P,q X Gx,p) qui envoie le Frobenius arithmétique sur ¢75* , avec
la topologie usuelle sur (®p , x G p) et la topologie localement profinie sur le groupe de Weil.

Démonstration. Pour les mémes raisons que précédemment, le noyau de glec contient I, . Il faut ensuite vérifier

les trois conditions de la Définition Le Frobenius arithmétique est dans le noyau de plec et donne donc la
a " : . . n gal : ol 2 N 4 .

méme "action de conjugaison” que ¢" . Puisque Ky |Q, est galoisienne W, , <Wq, d’ot nous déduisons que

Wi/l g WG, /1, - Ce dernier sous-groupe est dans le centre, de méme que son image dans (®p ; X G, p).

Cela démontre la troisieme condition. O

Lemme 5.17. La restriction de la projection sur produit semi-direct vers TG g1oc Se restreint en des injections
depuis (®p 4 X G p) et WG [ix,.,. Ce sont des homéomorphismes sur leur image.

Démonstration. Ajoutons que glec(Wéﬁp) est constituée d’automorphismes pour appliquer la Proposition
Cela permet notamment de prouver que les éléments de W{ /i, sont dans des classes disjointes. De plus, le
sous-groupe G p est ouvert dans le produit semi-direct et stable par la relation définissant le quotient. Nous en
déduisons que la topologie induite sur W /1, par I'injection est effectivement discréte. L’autre plongement se
démontre de maniere analogue. O

Proposition 5.18. Le sous-monoide ®p o < TG g1ec est distingué et le quotient T9x z1ec /o5 , s’identifie d Gk glec
comme monoide topologique, canoniquement au choix des Texy pres.

2~ . o1 . 2, .. A . + .
Démonstration. En utilisant le premier résultat de la Proposition grace au fait que WQp agit par automor-

phismes sur ®p ,, on obtient ®p <1 [(Pp g X Gx,p) Xglee WS, /1x,,, | On utilise le deuxidme résultat de la méme
proposition pour conclure que son image via le plongement dans TG g1 est distinguée. Enfin, le troisi¢éme point
de ladite proposition permet d’identifier le quotient. Puisque rg41ec prend ses valeurs dans ®p , nous obtenons que

TgK,glec/(I)P7q = gK,p Ngl? W(ESP/W;F(

gal

ou glec(c)(g9r) = (g,-1-). En identifiant W§ /w a Gal (Kga1|Qp), nous retombons sur la description de
Gk glec donné par le choix des T« a la Proposition O

Définition 5.19. Le sous-monoide Hx 117, < TGk glec €st distingué pour les mémes raisons qu’a la proposition
précédente. Nous définissons le monoide topologique

TK,glec p— TgK,gloc/HK’LTJD.
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Proposition 5.20. Le monoide topologique T i g1 §’identifie canonique a

(((I)P)q X FK)LT*’P) Nglec WgP/IKgal)/A'W}gal/IKgal"

Vo € Wzgp, glec(o (H el ) = (H (pgﬁflfjxwflho

et ou I’on identifie le Frobenius arithmétique a gaf ga!

Démonstration. Similaire a celle de la Proposition[5.10} O

Supposons jusqu’a la fin de cette sous-section que K|Q,, est galoisienne. Nous identifions canoniquement P
4 Gal (K|Q,,) dans cette sous-section. Dans ce cas, nous avons Kga = K et fza = f.

Définition 5.21. Le quotient 9x.sicc/ [T, q,) 9x S identifiant & Gal (K|Qj), Iaction de ce dernier sur Ok le
munit d’une structure de Gx g1cc-anneau topologique que 1’on note Ok 1.

Nous notons sRepy, x Gk plec 1a catégorie des representatlonsl semi-linéaires continues de G piec de type
fini sur O.

Nous considérons toujours un choix de (m,f, 7”) pour K. Nous commencons a nouveau dans le cadre de la
section avec A = P, le choix de (7(7), 7(f), Text (7°)) pour le plongement 7 et un choix d’extensions de

— b

jr ot Fg(X2 ) = Krr -(1)

aux clotures séparables. Comme a la section cela détermine une structure de (®p 4 X G p)-anneau topologique

sur Osmp et une identification de Gg p au sous-groupe Hx rrp = [[ Gk o <YK P

Chaque Tey; induit un endomorphisme 7-semi-lin€aire de K -algebres de C,, qui envoie Ky ¢ sur Ky -(1). En
—b
basculant, on obtient 7. 2 un endomorphisme de F,-algebres ¢4°8 "-semi- hnealrel de Cb qui envoie Ky ¢ sur

— b

Ky -y et 7 SUT Text (ﬂ' ). Cet endomorphisme est op N_gquivariant. En revanche, il n’est pas Gy -équivariant :
nous obtenons que
v.g € gKa Va chxt(g : {E) (Textg ext) (Tgxt(x))’ (*3)

En passant aux vecteurs de Witt, on obtient un diagramme commutatif

XH{’H'b}LT,f

O¢

_—b b
W()K <KLT’f > — WOK (Cp)

XX, l JVV@K (o)

X {Text () }or (s b
Op, O W, <KLT,T@ ) —— Wo, (C)

ou toutes les fleches verticales sont des morphismes 7-semi-linéaires de O -algebres. Or, Oz est la complétion
dela hensehsatlon stricte de O¢. Le diagramme précédent montre alors que W, ebxt) induit un isorphisme entre
les <pq -anneaux topologiques O et Ogm construits comme en Proposition [2.12] respectivement pour (7, f, 7”)

et (7(m), 7(f), Texs (7°)). Les actions de Gx vérifient encore 1’équation . Ce morphisme de O -algebres est

également T-semi-linéaire. Définissons jr, -, : OS?f = (’)5,,r par jr, - = Wo, (72b oxt) © Woy (T'l’ i)

C’est un isomorphisme de O -algebres topologiques (27, !)-semi-linéaire, g N_¢quivariant et tel que
Vg € gK7 VSL’, j'rg,n (g : SL') = (TZ,extTie}xt ng,extTiéxt) : (jTQ,Tl (.’E)) (*4)

IIs vérifient que

VTlaTQ;TS, Jrs,m1 = )73, 12 O )7,

31. Elle s’écrit .//lodf,t_prjdv(g}(,mec, Ok 1) dans le langage de [Mar24b].
32. Ici ¢ est le Frobenius absolu et deg 7 est bien défini modulo f, ce qui définit correctement ¢3°€ ™ sur Fq.
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Définition/Proposition 5.22. Soito € Wap. Pour chaque extension finie E5°P|F'| E, on définit sur @ rcp, 0 (’);T
I’endomorphisme

d, ,— .
0 ‘sglec (® yT) =Qprq’ ' (‘]Tﬁfl.r(ygfl,r)) .

Bien que les j, ,-1, ne soient pas Ok -linéaires, ils sont tous 0| x-semi-linéaires ce qui rend correcte la définition.
Ces endomorphismes se complétent (7, X )-adiquement, passent a la colimite et se complétent m-adiquement en
une action de Wg sur O Ert Son noyau est précisément I .

P K, P

Démonstration. Nous montrons en détail, pour cette fois-ci uniquement, qu’il s’agit d’un action sur le produit
tensoriel. Soient 01,02 € Wéfp et ® y, appartenant au produit tensoriel. Alors,

-1 _—1
0201,01 Tg T(j

d
(0'20'1) ‘sglec (® yT) = ®pPrq

o daz,J;1T+d61,a;16;17 . .
- ®§07',q J'r,(r;l'r OJU;]T,Jflo‘ng (yoflagl'r) )

B dag,rr;lr . dal,aflaglf .
= @ra Jroyir \ Poying Jogtrortoytr Yortoptr

d —1
= 02 "sglec (® 907'#11’ ! (j'r,o'l]'r(yallf)))

= 02 *sglec (01 *sglec (® y‘r))

ot Wy 10o1)
T,(71 172 T (7'1 (72 T

ou le passage a la deuxieme ligne utilise les relation sur les d et les j et ou celui a la troisieme utilise la
<p§-équivariance de jr, 7 -

Prouvons a présent que le noyau sur les produits tensoriels est précisément I. Soit o dans le noyau. En
regardant I’action sur les X -, on obtient que o agit trivialement sur P, autrement dit que o € W; Dans ce cas

(0T)ext = Text €t ON obtient que g, » = e;% OText, €n particulier que son degré absolu vaut dego. Pour que
chaque d ; soit nul, il faut donc que dego = 0.
Puisque W /1, est discret, la continuité de 1’action est automatique des lors que 1’on peut compléter. [

Définition/Proposition 5.23. Considérons 'action de (®p 4 x Gk p) sur Oz~ obtenue en tordant I’action
K, P

définie a la section ] par I’automorphisme
(@P,q X gK,P) 1> ((DP#] X gK,P)v (H QDZ,Tqng> — (H SO:rrLIp TexthTe;%) :

Considérons également I’action -sg1ec de ng' Ensemble, elles fournissent une structure de TG glec-anneau
topologique pour la topologie faible que I'on note O g7— .
K, sglec

Petite remarque, 1’action est O x-semi-linéaire, au sens ot O o1 — O — est TGk o10c-€quivariant.
, £ g
K,sglec

Démonstration. D’apres les propriétés universelles des Proposition [B.9]et[B.3] il faut vérifier deux conditions de
compatiblité des actions. La compatibilité a sglec utilise que les j,, r, sont @E’ -équivariants et vérifient l) Pour
le passage au quotient, nous avons déja énoncé que le Frobenius arithmétique Frob dans W;r(gal agit trivialement

sur P et que V7, dpwob,r = f. Ceci dit précisément que Frob agit comme go{) - O

L’action de TGk giec sur OS;\ est fidele mais nous ne 1’utiliserons pas. Nous nous intéressons aux inva-
K,sglec
riants par les deux sous-monoides des équivalences de Fontaines multivariables.

Pp 4

nr
EK,sglec

Proposition 5.24. L’inclusion Ok g C O est une égalité de de G g1oc-anneaux topologiques.

Démonstration. Combiner la condition 4 dans la preuve du Théoréme et la semi-O g -linéarité de 1’action.
O

Définition 5.25. Nous définissons le T k g1e.-anneau topologique

O . mHkLTP
gK,sglec T gf-\

K,sglec

49



Proposition 5.26. Le (®p , x I' L1 p)-anneau topologique sous-jacent a O, .. coincide avec Og, ,, construit
a la section 4| En reprenant sa description a la remarque Paction continue et semi-linéaire de TG giec est
caractérisée par

VT, prq(Xr) = T(0)(X7),
Vo = (z;) € Trrp, V7', o Xo = [20]ur 75y (X7)
et Yo € W, V7, [o]- X, = (07)(£)"" (Xor) .
Démonstration. Similaire a la Proposition en utilisant que j,, -, (X, ) = X,,. O

Une fois les anneaux construits correctement, nous obtenons gratuitement I’équivalence de Fontaine glectique
semi-linéaire.

Théoreme 5.27. Les foncteurs

Degtee. i © SRePo, Or gioe — Mod (T giee; Osre ) » V1> (ogg\ R0y V

. Pp g
ét ’
nglec,LT : %Odﬂ—.prjdv(TK,glecv Ofx,sglec) — Mod (gK,glec, OK) s D — (OS;}/‘\I ®O€K eglec D) P
,sglec A -¢

ou les topologies en jeu sont respectivement la topologie m-adique sur O et la topologie adique faible sur
Ot i SONL COTrectement définis, lax monoidaux et fermés. Leurs images essentielles sont contenues respective-
ment dans M od‘;t_prjdv (Tr glec, Ot piec) € SReD o, Gk glec- Leurs corestrictions forment une paire de foncteurs
quasi-inverses.

Remarque 5.28. Nous avons ici une action du sous-monoide W /I« qui est une extension en générale non scindée
N
de Gal (K|Qy) par ¢, .
Dans le cas out K n’est pas galoisienne, il existe encore des variables cachées dans Wo, ((C;). Nous espérons
ga
une équivalence de Fontaine semi-linéaire glectique pour sRepy,.  Gr glec €n considérant des anneaux du type
gal ’

® OKgal Kok, OgK,. .
TEP, OKgal

Il faudrait refaire une série de définitions et de lemmes concernant les invariants, ce que nous laissons de c6té dans
ce présent article.

5.4 Equivalence de Fontaine glectique

Dans le cas général d’un corps local p-adique, nous pouvons cependant construire une (voire trois) équiva-
lences pour les représentations linéaires de Gx g1cc. Toutes les preuves absentes sont similaires a celles du cas
semi-linéaire.

Définition/Proposition 5.29. Soito € ng. Pour chaque extension finie E5°P|F'|E on définit sur ®,¢cp, 0y (’)}T
I’endomorphisme

—1,

d .
0 "glec (® y‘r) = ®(pT?da (Z'r,a*l'r(ycrfl'r)) .

Ces endomorphismes se complétent (7, X )-adiquement, passent a la colimite et se completent w-adiquement en

une action de W&p sur O e Son noyau est précisément I,

Définition/Proposition 5.30. L’action de (®p ;X G p) sur Oz et I'action de glec de Wg, /ix ., sont continues

P
pour la topologie adique faible fournissent une structure de TG glec-anneau topologique que I’on note O g .
K,glec

Proposition 5.31. L’inclusion
Ox C OF2e

K,glec

est une égalité.
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Définition/Proposition 5.32. Nous définissons le Tk 41c.-anneau topologique

HKLT?D

nr
51( ,glec

OgK,glcc =

Le (®p 4 x I'k 1, p)-anneau topologique sous-jacent a Og,, .. coincide avec Og,. ,, construit a la sectionE}
En reprenant sa description a la remarque [4.4] I’action continue et semi-linéaire de TG glcc est caractérisée par

VT, @rg(Xr) =1(Xr),
V7', Vo = (z7)r € Tk urp, ©- Xo = [20]ur e (Xer)
et Vo € W(Ep, vr, [o]- X = %7 (Xyr).

Théoreme 5.33. Les foncteurs

Hr,LT,P
]D)glcc,LT : RepngK,glcc — Mod (TK,glccy OSKngeC) ) Vi (Ognr ®(9K V)

. Pa,q
ét !
Vglec,LT : %Odﬂ_prjdv(TK,gleCa OSK,glec) — Mod (gK,glem OK) ) D (Og}‘(r lo ®05K,g1ec D) ’
ou les topologies en jeu sont respectivement la topologie m-adique sur O et la topologie adique faible sur
Oty 1 SONE COTrectement définis, lax monoidaux et fermés. Leurs images essentielles sont contenues respective-
ment dans M 0d7r pridv (TK glec; O o) € ReDPo, G glec. Leurs corestrictions forment une paire de foncteurs
quasi-inverses.

Le monoide Tk glec est intéressant car ses deux sous-monoides ®p , et ng /IK contiennent <pf garll comme

sous-monoide distingué sans que la suite exacte déduite soit scindée. Dans le cas non ramifié o K = Q,4, on a
simplement rajouté & (®p , X [[Z,) une racine f-ieme de p 4.

Remarque 5.34. Toujours dans le cas K = Qg, nous pouvons faire un lien entre notre T  g1cc-anneau et I’anneau
de coefficients A dans [Bre+25]]. Choisissons f = T'? + 7'T" et voyons (apﬁ X ]qu) comme sous-monoide de T g glec
en identifiant ¢, 8 W¢, /I, et en plongeant F ¥ dans [ [, ( Z7 par les représentants de Teichmiiller z — ([z]);.
Alors le (@) xF)-anneau Of,_ e /7r<9;rKygle s’identifie & un sous- () x F¢)-anneau de A en envoyant Xp,,: sur

Yf 1,- Cela ouvre des perspectives quant au lien entre représentations galoisiennes et (¢, I')-modules glectiques.

Remarque 5.35. Nous esquissons une autre équivalence aux saveurs glectiques dont la preuve suivrait trait pour

trait celle qui précede. Nous changeons légerement 1’action du monoide Wa sur O e en décrétant que

dﬂ o 1 T .
G(® y‘r) =0 <<p7'7d °Ys,0-11 OZT,O'_lT) (ya—l)'
Autrement dit, au lieu de faire tourner les plongements en se souvenant des problémes de degrés, on se souvient en

plus de toute I’information I’élément g, . En identifiant I’action de G, a une actionde [ [ , G par conjugaison
par chacun des 7oy, les deux actions s’assemblent en action continue du monoide

Tg}(,gIEC = (((I)Pﬂ X HP gKT> Nglecl Wép)/NW}gal’v

avec
n(77 T 71
glec (H (pr,qvg‘r) = (H P ' y0Go-170 )
deg o . .
et I'identification via le morphisme nglec( o) = (gop,gq /1 O, 70). Autrement dit, nous faisons tourner les G,

par la conjugaison par W@ et nous identifions ceux de W;r{ , aune puissance convenable du Frobenius ¢p , et
D ga

4 la diagonale dans [ [ Gk, . Nous pouvons & nouveau vérifier que les morphismes (®p , x [[ Gk, ) et W&p sont

des plongements de monoides topologiques. Nous notons O e le TG }( glec-aNNEau topologique obtenu.
,glec

Le quotient par ®p , s’identifie & ((H”P GK,) x wgp) /~W;gﬂ~. Apres quotient, W&p s’injecte encore, mais la
topologie induite est désormais celle induite par Gy, . Grace a cette remarque, on peut établir que le morphisme
TGk giec/®p,q — GK glec induit par W&J C Gq, estun isomorphisme de monoides topologiques.
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Le quotient par T/, glec = TGk gec/H i r,» $ identifie &

((@'P,q X HP OIX(T) glec’ Qp /gKab> /~W;gal/gKl;‘,b~

glec (H @:—L,:p ) = (H @Z?]ilﬂ—vg(mﬂ*lf))

deg o _
Rglec’ (O—gK%b) = (5073 q " ArtK}. (U))

Ici, K %b est I’extension composée des K" qui contient donc K™ et correspond au sous-groupe

ol nous avons

et

{JTEOX |VT NKg'Ll‘K )—1}40

par la théorie du corps de classes locale.

H
— o'txrrP

En définissant O¢, gloe! = , hous obtenons a nouveau une équivalence de catégories

nr
K,glec’

RepOK Ok ,glec = %Odﬂ' pr]dv( /K,glec’ Oc‘:K,gleC/ )
De plus, ’action de o € Wap sur OEK,glec’ est I’'unique morphisme de O -algebres topologiques tel que
V7 e P, o-X, = [ Text (AI‘tK ( )):ILT,f(Xa'T).

Notons que 7 (Art % (0)) = Arty YTt oText)-

sep

A  Etude détaillée des anneaux Ex, EX, etc

A.1  Plongement dans les anneaux de séries de Hahn-Mal’cev multivariables

La plupart des propriétés des anneaux ﬁqu sont déduites de propriétés des anneaux de séries de Hahn-Mal’cev
multivariables que nous introduisons ici. Dans le cas univariable, I’étude des corps maximalement valués dans
[Kap42] démontre que les anneaux d’entiers de notre corps perfectoide E et de ses extensions se plongent dans
un anneau de séries formelles généralisées k'8 [[¢%]. Nous introduisons un analogue multivariable, démontrons un

plongement similaire et I’étudions de maniére fine pour en déduire les propriétés de F'a .

Définition A.1. Soit A un anneau et (I'y,)oe une famille finie de groupes abéliens totalement ordonnés. Définis-

sons [’anneau des séries de Hahn-Mal’cev multivariables associé par

V€[ Toen Ta,>0, YVAEA, I'ensemble
r >
At laeA] = E Ayt | {5060 137 €Ml pra Ta,20,555 Grgn’y 20}

Y€[laea La,>0 est bien ordonné
Proposition A.2. Les applications

A— Aty

(Z altl) + (Z bltl) — (Z (al—k bl) tl>

aEA]], a— at?,

(Z altl) X (Z bltl) = Z Z Ay by | 8T

€llTa,>0 | 71:72€ITa >0
Mtye=y

munissent A [[tra |a € Aﬂ d’une structure de A-algébre. Elle est séparée et complete par rapport a la famille
d’idéaux (t)~ | o € A) pour y € HaeA «,>0. Elle est intégre (resp. réduite) dés que A est intégre (resp. réduit).
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Démonstration. Laissée aux lecteurs et lectrices. O

Remarque A.3. 1. De maniere informelle, il s’agit de ’anneau des séries multivariables telle que pour tout
multi-indice v, I’ensemble d’indices de la réduction modulo (tJ* [ € A) de notre série a toutes ses
projections bien ordonnées.

2. Cet anneau est en général légerement plus gros que la complétion de I’anneau

X Alte]

A, €A

par rapport aux idéaux (t)* | a € A). Par exemple, nous avons

> (tita) " € A[tE, 3]

n>1

sans qu’il n’appartienne a la complétion. Il est toutefois moins aisé de décrire la complétion, a fortiori de la
manipuler.

3. Si nous imposions uniquement que les projections des indices apparaissant soient bien ordonnées, nous
aurions un anneau non-complet par rapport aux idéauw (t)~ | & € A). 1l serait inadapté pour plonger EJAF.

4. La définition précédente coincide avec les séries de Hahn-Mal’cev (voir [HahO7]) lorsque |A| = 1.

Nous nous concentrons sur le cas qui nous servira ol tous les groupes I', sont égaux a un méme sous-groupe
I'deR.

Définition A.4. Soit A un anneau, A un ensemble fini et I' un sous-groupe de R. Pour v € T'et ¢ € Nél,
définissons I'idéal J, A . de A [t} |a € A] par

J&#&g::: e

5€T80, Y cala =7

a€EA
Lorsque ¢ = (1)aea, nous notons J, A I’idéal obtenu.
Définition/Proposition A.5. Dans le cadre de la définition précédente, soit ¢ € N él. Alors,
YV = Z aytl € At | o € A], {Z CaYa |7 tel que ay # O} est bien ordonné
leFéo

et la formule
— max{'y | wEJ%A,Q}

EAVNPREC
définit une norme sous-multiplicative. Lorsque A est intégre, la norme | - |a . est multiplicative.
Démonstration. Dans cet article, nous laissons ces vérifications aux lecteurs et lectrices. O

Corollaire A.6. Dans le cadre précédent, soit 5 € A. Si A est integre, la norme tg-adique est multiplicative sur
At |« € A].

Démonstration. Considérer les | - |a ., pour ¢, 3 = netVa # 8, ¢, = 1 puis faire diverger n. O

Lemme A.7. Soit k un corps et A une k-algebre noethérienne. Soit /A un ensemble fini et ' un groupe abélien
totalement ordonné. L’application naturelle

0 ® A[[tg]]—>( ® A)[[t£|aeA]}
Q€A k Q€A k

est injective.
Pour toute famille finie de multi-indices (vy;)1<i<m, nous avons un égalité d’idéaux

0ot (12

1<i<m))= (1%

1<i<m).
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Démonstration. Enoncé intermédiaire : soit « € A. Nous commengons par montrer que le morphisme

( & )[[tﬁWeA\{O‘}H@kA[t <®A)[[tﬁ|ﬁeA]]

BeA\{a}, k BEA, k

t7«. En identifiant les termes

est injectif. Considérons 33, ;, fi®g; dans le noyau. Onécrit g; = 3_ cp_, @iyt

en {7~ au but, nous obtenons
YYas Z fiai~, =0 dans ( ® A) [ty |8 € A\{a}].
1<i<n BEA, k
Par noethérianité de A, nous choisissons une famille de vecteurs (e )1<x<, qui engendre le noyau
n r
- ( & A> [ts” 18 € A\{a}], (ai) =Y _ fias.
BeAk i

Nous écrivons ensuite (@i, )i<i<n = Y_x Ok,~a €k avec VE,7q, br~, € A. Le support de chaque famille
(bk, 70 )yaer's, Peut étre choisi contenu dans 1’'union de tous les supports des (a; ,, )y, ers, © €€ support Véri-
fie les conditions les séries de Hahn-Mal’cev ce qui donne du sens aux calculs suivants :

Yofiwg= Y, ol Y it

1<i<n 1<i<n Ya€lw,>0
= > fi® ) Y bra ek | L
1<i<n Va€la, >0 \1ZEZr
= § fi® E bkyo tL | ek
1<i<n, 1<k<r Ya€l'>0
= E E by T2 E fi ® ex.
1<k<r \7a€l>0 1<i<n

et chaque Zl fi ® ey, ; est dans le noyau de
( X )[[t“ |18 e A\{a}] @ A — ( X A) [ty 18 € A\{a}].
BeA\{a}, k BEA K

Prouver que cette derniére application est injective suffit 2 conclure. A nouveau, on identifie les coefficients. De
plus, le noyau de I’application

( ® A>n_> ® Al (bi)Hzei(@bi
BeA\{a},k BeEA Kk i

est de type fini sur (®g=q, xA) puisqu’il s’agit du changement de base de

kK" — A, (Jj'i) — inei

dont le noyau est de type fini sur k. On se raméne de cette maniere a prouver que

QR Alerd- (R4

BeA\{a}, k BEA

est injective, ce qui est tautologique.
Démonstration de I’injectivité : la fleche dont nous voulons montrer I’injectivité est une composée de change-
ments de base au-dessus de k£ du morphisme ci-dessus.
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Etude des idéaux : Soit (7;)1<;<. une famille finie de multi-indices. Appelons .J I'idéal engendré par les t2-
au but et J® celui engendré a la source. Pour chaque o € A, nous posons o, € &,, telle que

VYoo (l),a < Vou(2),a <...< Voo (m),o-

Supposons que x = Zlgjgn ®aeA fja € J. Nous découpons chaque f; o en

m
Yoo e
fj,a:E ta " ok
=1

ol les mondmes en ¢, de f; o, sont de degré strictement inférieur a (fy(,a(kﬂ)’a ~ You(k),a)- Il est alors possible
d’écrire

1<j<n ke[1,m]4
Appelons A I’ensemble des uplets i tels que

Ji, Y, Yoo (ka),a = Via-

Autrement dit, nous sélectionnons les tranches qui appartiendront automatiquement a 1’idéal J®. Pour chaque
uplet k € A, choissons i;, qui souligne son appartenance a A. Il est alors possible d’écrire

Yoa(ka), o i Yoa(ka) a™Vi,a
= ) > ®acata™ " fiake = D D | Y ®aeata™" Tiaka | €%

1<j<n keA 1<j<n 1<i<m keA
tel que ip =1

Par conséquent, I’image par ¢y de

o VYoo (ka) o
T = E E Raecata fiaka

1<j<n kgA
doit également appartenir a J. Or,
VE ¢ A, Vi, 3o, Yo (ka)a < Via
ce qui implique immédiatemment par définition des o,

\V/E % A7 VZ, E'Oé, Vocy(kaJrl),oc < Vi,

. A . Yoa(ka)a -
Si un mondme ¢* apparait dans ¢o(3_; ®ta (ke f. . k. ) DOUS avons par construction des f; o, que

vaa Yo < Voo (ka+1),a-

I en découle que Ai, Yo, Yo > 7i«. Dans I’anneau des séries de Hahn-Mal’cev multivariables, 1’appartenance
a J se teste sur les mondmes qui apparaissent. Il en découle que ¢o(z<) = 0. Puisque nous avons déja démontré
que ¢ est injective, il en découle que . = 0 soit z = 2> € J®. O

Nous reprenons a présent les notations de Nous fixons E un corps perfectoide de caractéristique p, tel
que la cloture algébrique de IF), dans E est munie d’un isomorphisme avec IF;. Nous fixons également un ensemble

fini A. Nous étudions tout d’abord I’anneau E‘A (et par conséquent tous les fA).
Définition A.8. Pour tout r € N[g~!], nous définissons I’idéal . o de EX par
_ - k.
L= (= e Mg A, Yra=r)= |J ¢, (@)
k>>ky

ol k, est tel que ¢*r € N.
On définit de méme la famille d’idéaux

Ir—,A = m I’r’,A‘
r'eN[g™!]
tel que ' <r
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Proposition A.9. [l existe une injection d’anneaux

P EL = | Q) kM| [th|a e Al
a€A,Fy

De plus, nous pouvons choisir cette injection de telle sorte que
vr €N[g™'], i7" (Jra) =1- .

Démonstration. Grace a [Bou81, V §17, Proposition 9], I’extension E |F, est réguliere. Il en découle que 1’anneau
E ®p, F, est intégre. Sa complétion to-adique est encore un corps perfectoide, de pseudo-uniformisante o et de
corps résiduel muni d’un plongement de F,, ; nous le notons £’. 1l est lui-mé&me plongé dans un corps perfectol'de

E de pseudo-uniformisante o et de corps résiduel k*'&. Nous obtenons grace a [Kap42, Coro. du Théoréme 8] que
F est analytiquement isomorphe & un sous-corps de k28 ((t®)), avec c envoyé sur ¢ : notre corps est perfectoide de
corps résiduel algébriquement clos et de groupe de valeurs contenu dans R ce qui permet de vérifier sans probleme
les hypotheses du théoreme de Kaplansky. De plus, en examinant attentivement la preuve de [Kap42, Lem. 13],
nous pouvons garantir que chaque w9 "~ est envoyé sur t¢ . Il existe ainsi une suite d’injections d’anneaux

E®p, Fy = B s F* s B8]

qui envoie @  surt? . Nous obtenons une suite d’injections

® Ei—| Q Ef|oe,F= Q (BfesF)—> Q EF
a€EA,F, aEA,Fy a€A,F, a€A,F,
— @ ke[th]

aeA,F,

= | & k') [ti|acA]
a€AF,

ot la derniére provient du lemme[A.7] Appelons ¢ la composée.

Commengons par considérer une famille finie (k;)1<;<n de multi-indices a valeurs dans Njg~'] et I® (resp.
I'®, resp. J®, resp. J) I'idéal engendré par la famille (coft); <<, (resp. ()1 <i<m, resp. (t5)1<i<m, resp.
(tﬁ)lgigm) a la source du morphisme ¢ (resp. chaque étape de sa décomposition ci-dessus par ordre croissant).
Nous démontrons que ¢ ~1(.J) = I®.

Nous savons déja grace au Lemme réciproque de J par le dernier morphisme est J®. Pour passer de
J® a I®, fixons n tel que Vi, o, k; o € ¢ "N. Pour démontrer que I'image réciproque de J® est I®, nous
commengons par une remarque. Prenons une famille (e;);c7 dans E* telle que la famille des réductions est une
F,-base de E* /we ™. Puisque E* est w? "-adiquement séparé et complet, tout élément s’ écrit de maniére unique

comme
. k/qn
Z ag,;e;w
k>0,i€T
pour une famille presque nulle ((ax,;)k>0)icz d’éléments de IF,,. Autrement dit, nous avons 1’égalité algébrique
ET = PF, [z e
i€T

Pour tout multi-indice i € 7, nous appelons e; = ®e;,, de tel sorte que

Q Bi-@| ® mul=t"1)e

aEA, Fy i€ZA \a€A, Ty

Appelons
A= @ F[wl '], A= @ Folwl TetByi= @ k=[],

a€eA,Fy a€AFy a€A,F,

33. Considérer par exemple la complétion de sa cloture algébrique.
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Puisque E*/w? " ®p, Fy & E'F [z " — k¥[t*]/t="", nous pouvons étendre la famille (e;);ez en une famille
indexée par J D T telle que (f;); e soit une E—bfse de KE[#]/i" et que I'image de e; coincide avec f;. La
famille (e;);ez s’identifie aussi a une Fy-base de E'*/we ™. Nous obtenons donc trois décompositions comme
Ap-module (resp. A/ - ou B,,-module)

Q) Ef =P Aei. Q EF=P Aeiet QR e[t = P Bufi-

acl, Fy i€TA aeA, F, i€TA aeA, F, jega

Les idéaux 1%, I'® et J sont engendrés par des €léments qui appartiennent respectivement & A,,, A/, et B,,. Nous
appelons ®-7° I’idéal engendré dans A,,, I'®** dans A/, et J®'* dans B,,. Un élément appartient 2 I® (resp.
I'®, resp. J%) si et seulement si*7|toutes ses coordonnées appartiennent a 1 (resp. I'®:75, resp. J&1e%),
Nous allons exécuter des manipulations lourdes en notations, qui reviennent au fond a considérer les coor-
données dans une décomposition sur la famille des eiwﬁ/ <", Toutefois, en se contentant de décomposer ainsi, on
perdrait la trace de 1’appartenance des coordonnées au produit tensoriel des séries formelles a I’intérieur des séries
multivariables. Cette justification sur le caractere hideux de ce qui suit terminée, prenons le morphisme

QR EfF— @ kE[E].
acA, Fy a€A, Fy

Nous obtenons donc un diagramme commutatif comme suit

= = —n
®uea, 73 B —— Bjern (Quea, 7 Fal=t ') es

J J{wq_"»—wq_" et I'CT

Quen, 7, F[ta] —— Djesa <®a€A, EIFQ[[tg”‘]]) fi

res res

L’idéal J® est exactement les éléments de coordonnées dans J®*°5, qui s’identifie & I'®" via w > ¢. L’image
réciproque de J® est consitutée des éléments de coordonnées dans I'®"5, i.e. les éléments de I'®.

Regardons le morphisme
X Eio & B
a€cA, Fy a€EA, E
Puisque E'* estle complété de E* ®F, F,, il se trouve qu’une famille (e;);c7 pour E* et [, fournit également
une famille pour £’/ et E. Nous obtenons ainsi un diagramme commutatif

®uen. r, Bt — Biers (Quea.z, Ful=t ') es

J Jo
®uen, 73 Bt — Bjezs (Quen, 55 Falts 1) ex

Comme les appartenances a I® et I'® se voient coordonnée par coordonnée, il suffit de démontrer que I’image
réciproque de I"®** par la tensorisation par F,, est /€. Prenons {1} L B une F,-base de F,. Il est possible
d’écrire
Q EltL 1= @ FiT|o|D| &Q Flti"T|b
agA, F, €A, Fy beB \aeA, F,
A nouveau, I’appartenance a I'®"* se lit sur les coordonnées : il faut qu’elles appartiennent a 7€, Cela conclut.

Nous avons démontré par circonvolutions et tourbillons de notations que ¢ ~*(.J) = I® pour toute famille finie
de multi-indices. En prenant 1’union, on obtient le résultat pour des familles quelconques de multi-indices.

En particulier, pour tout entier k& > 1, I'image réciproque de I'idéal (£)* est I'idéal (z)*. L’anneau E est
la complétion de @, F par rapport aux idéaux (z)” pour k > 1. Dire que I'image réciproque de (£)* est(w)*
implique exactement que ¢ se compléte en un morphisme d’anneaux ¢

BY = tim (®aea, v, B ) /() lim (Quea, i H%) il 0 € Al = | @ # | 1] a e A
k k aEA,E

34. Pour remontrer, faire attention que seulement un nombre fini de coordonnées sont non nulles et I’idéal considéré est de type fini.
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Revenons aux énoncés sur les idéaux. Nous commencons par raffiner notre propriété sur les images inverses
en remplagant ¢ par . Considérons une famille de multi-indice (k;);c7 telle que

dn, Va € A, 3kq <n, (0,...,0,kq,0,...,0) € {k; |1 € T}.

Cette condition sur les indices équivaut a ce que I’idéal (¢%:
les séries de Hahn-Mal’cev multivariables. Prouver que i~ ( (%
alors a le prouver pour ®q A, F, ET.

Cette remarque va nous permettre de conclure quant a I'image réciproque de J, o. A premiere vue, nous

1 € J) est ouvert pour la topologie (t)-adique dans

i €7)) = (wki|i € J) dans EX se restreint

voudrions que i~!(J; A) = I, A mais J,. o n’est pas engendré par {t*|s € N[g7!]® tel que 3 s, = r}. En
réalité,
Jra = ﬂ (t§|§ € N[g~ 12 tel que Zsa = 7") )
' eNlg™!]

tel que r’'<r

Le calcul des images réciproques des idéaux ouverts passent a I'intersection en i =1 (J,. o) = I A. [

Corollaire A.10. L’anneau EX est integre.

Démonstration. Puisque F, est parfait et algébriquement clos, nous savons grice a [Bou81, V §5, Prop. 9] que

toutes ses extensions sont régulieres, en particulier (®a A F—kalg) est integre. Nous déduisons que 1I’anneau de
s g

séries de Hahn-Mal’cev multivariable est integre, puis que EX est intégre par injectivité de ¢. O
Corollaire A.11. . La formule
. —1
|JC|E,A — e~ sup{reNlaT ] wel - 4}

fournit une norme multiplicative sur EX.
2. Nous avons

vk € (N[g™)>, i1 () = (@)

Démonstration. 1. Les propriétés de | - |z , se déduisent alors de celles de | - |5 ; ala Propositionet des

égalités i~*(J.a) = I,— A ala Proposition[A.9]
2. 11 faut démontrer que i~ *((¢£)) C (wk). Soit = dans I'image réciproque. Nous avons

Vn, i(z) € (t5 Ju).

Ce dernier idéal étant (zo)-adiquement ouvert, nous avons démontré en prouvant la Proposition que

Vn, x € (wﬁ, In_ ). Ecrivons z = wﬁx/n + Yn avec yp, € In_ a. Alors, z = lim wﬁx; pour la norme

|- 7 - Cette dernicre étant multiplication, la suite ], est également de Cauchy pour la norme | - | B.A-

Puisque
Itny1yia—.a C Injaja C (@) C (@),
la suite (2),) est également (w)-adiquement de Cauchy et posseéde une limite ' € EX qui vérifie que
k.1
T = wha'.

O

A.2 Relations de coinduction perfectoides

Pour comprendre les anneaux Fa 4 nous les exprimons comme des coinduites des F'a, que nous venons d’ana-
lyser. L’intuition nous vient du lemme suivant sur les corps finis.

Lemme A.12. Définissons une structure de ®%° o r-anneau sur Fy en en faisant agir le générateur o , du

quotient ¥% ./ o5 | = @4 /¢4, comme le r-Frobenius. Il existe un isomorphisme de ®% g.p-anneaux

HEP
® Fy = Coind S (5,).

Aql
a€cA, Fy ot
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Démonstration. Pour tout ¢ € ®%° ., nous définissons

bops © Q) Fy = Fy, @20 [[talza)

a€cA, Fy

et nous considérons

® Fy — Comdq)ﬁp" " (Fy)y e [ Ype(T)] (*1)

A,q',r
a€cA, Fy

pour lequel nous laissons aux lecteurs et lectrices le soin de vérifier qu’il s’agit d’un isomorphisme de
Y, -anneaux. O

Gardons en téte les notations de la preuve précédente pour établir un analogue pour nos anneaux multivariables.
Nous nous placons dans le méme contexte qu’a la sous-section précédente.

Pr0p051t10n A.13. Rappelons que FX est muni d’une structure de ®%° g p-anneau et FK g d'une structure de
&% -anneau. 1l existe un isomorphisme canonique de ®%° -anneaux
A,q,r P q A,q,r
T+ o~ QR o Tt
Fy = Coind g™ (FY).

gp
RN

C’est un homéomorphisme pour les topologies discretes (resp. adiques) sur }?X g€t Ft etla topologie produit

sur la coinduite. Le méme résultat est vrai pour Fa 4 et Fa.

Démonstration. Nous appelons encore 1)s,¢ le morphisme de ﬁAg dans F donné par la méme formule que dans
la démonstration du lemme [A.12]
Choisissons un systtme R de représentants du quotient fini % ,,» /<1> ..~ Nous avons un isomorphisme d’an-
neaux
Comd(I,gAp” ) — H Fo, fr= (f(¥))yer-
Aql
PER

Pour n’importe quel 5 € A, nous pouvons établir la suite d’isomorphismes d’anneaux suivante :

X Fo|or 2| @ Fo|os,, Ff
aceA\{B},F, a€AF,
= H Fq/ ®Fq’,6 ﬁl;r
PER
~ ] (]Fq, ®ys.F,, Fg)
PER
~ o+
~ ][ &
PYER
= Comdq)gip: TT(FJF)

ou[Fy/ 5 est une notation pour indiquer que le produit tensoriel est vu comme I/ -algebre via son facteur 3 et ot Y5
est la composante de v sur 901;, p- Le passage a la troisieme ligne correspond simplement a expliciter cette structure
d’algebre sur chaque facteur du produit, et a faire commuter le produit fini au produit tensoriel. Le passage a la
quatrieéme ligne correspond a appliquer au facteur ¢ I’isomorphisme z ® y — xg(y). Nous vérifions que cet
isomorphisme est un isomorphisme de (I>gAp’ 4,--anneau en suivant I'image de

x< (Bagsta) © yﬂ) = BarsXal®a) ® X5(ys)

le long des isomorphismes et en vérifiant qu’elle vaut

b TT@0)alza) x (x)5(ys)
a#p
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Une itération de ces arguments fournit un isomorphisme de ®%’ -anneaux :

® Ef S comdyn [ @ FH |, @yar [0 tipe(@a) = ©ala)] (%)

a€AF, a0\ weA ¥,
Attention, les arguments de 1)sp¢ sont des tenseurs sur I, mais les valeurs de sortie sont des tenseurs sur [/
Grice a I’expression explicite du morphisme, chaque @, est envoyé dans la coinduite sur (Yo (@a))yper-
Les puissances de I'idéal (o (wa))yper | € A) etde I'idéal ((wa)yer | @ € A) étant cofinales les unes dans
les autres, I’isomorphisme est un homéomorphisme pour la topologie (w)-adique a la source et et le produit des
topologies (w)-adiques au but. L isomorphisme se compléte donc en un isomorphisme de ®%° q,r-ANNeaux

FY 4 = Comd@,%z TT(FZ).

C’est évidemment un homéomorphisme pour les topologies discretes partout.
Par intégrité de F1, un élément = € FX appartient a wAFX, 4 Si et seulement si chaque Yspe () appartient
a wspé(wA)ﬁX. En écrivant la coinduite comme un produit fini et en remarquant que tous les (tspe(wa)) ont
méme radical, ¢’est un homéomorphisme pour la topologie wa -adique et le produit des topologies wa -adiques.
En inversant wa et en remarquant que (wa ) et (Ysps(wa)) ont méme radical dans Fa, on obtient 1’isomor-
phisme de <I)g§ q,--anneaux continus pour les topologies adiques. O

Corollaire A.14. L’anneau F' I q €5t réduit et sans EZ-torsion.

Démonstration. La coinduite est un anneau de fonctions a valeurs dans FX. Nous avons prouvé que ce dernier est
integre au Corollaire [A.T0]donc la coinduite est réduite.
Pour la torsion, utiliser que le plongement de E+ dans la coinduite s’écrit [ ] ¥, que chaque v est injectif et

que FA est sans £ A -torsion. O

. . . ~o% g
Corollaire A.15. L’inclusion F, C FAfI‘q‘ est une égalité.

gp
P . A < . . . N . . < < . . e RS
Démonstration. Gréace a I'identification a une coinduite, on se ramene a prouver que I'inclusion F,, C F,*'*"
est une égalité. _
Soit y un élément invariant. Nous fixons n tel que wXy € FX. En appliquant @a -, on trouve

(r 1)n

(WAY)" = @' ear(y) =wn T (@AY)-
En appliquant | - | FA dont nous avons prouvé au Corollaire qu’elle est multiplicative, nous trouvons
|wAYlgA = Oou |wAy|F A = |@R |5 - En utilisant la séparation de la norme, sa multiplicativité et le fait

que '} n’est pas diviseur de zéro, on en déduitque y = Oouy € ﬁx de norme 1. Il existe donc yg € Fy tel que
|y — 90|z o < 1. En appliquant le méme raisonnement a cette différence, on trouve y = . O

Corollaire A.16. Si[’on munit ﬁA,q de topologie adique, la paire (ﬁAm ngq) est une paire de Huber perfectoide.

Démonstration. La définition de la topologie adique implique que ﬁx ¢ est un anneau de définition. I1 est de
plus parfait de pseudo-uniformisante wa. Nous savons alors que Fa .q est un anneau de Tate perfect01de Pour
conclure, il reste a démontrer que FA est intégralement clos. Nous montrons méme que FA = FA g

Avec I’expression de FA . comme coinduite, la topologie adique est produit des topologies sur FA; son an-
neau de définition comme anneau de Huber est la limite des anneaux des définitions terme a terme ; son idéal de
définition canonique est la limite de différents idéaux de définitions pour chaque terme. Ainsi, ses éléments bornés
sont exactement la limite des éléments bornés : on se restreint a démontrer le résultat pour Fa. Soit y € FR que

I’on écrit /=% avec z € ﬁi Par hypothese, fixons [ > 1 tel que
Vn >0, why! € ﬁ&'
Puisque ﬁi est parfait, cela implique que

Vn >0, z€w l/qnﬁJr.
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Dans I’anneau des séries de Hahn-Mal’ cev multivarialbes, nous en déduisons
N _1/yn
Yn >0, i(z) € (tkA /a )

puis i(z) € (k). Grace au Corollaire|A.11] ceci implique que z € wk F, i.e. que y € F. O

A.3 Etude des anneaux imparfaits

Pour obtenir une version imparfaite de 1’équivalence de Carter-Kedlaya-Zabradi, nous établissons des relations
de coinductions sur ces anneaux imparfaits. Nous avons besoin de la notion de sous-monoide d’indice subtil fini
introduite dans [Mar24b, §3.3].

Définition A.17. Soit 7 un monoide et S < 7 un sous-monoide. L’ensemble des classes a gauche {tS |t € T}
est muni d’un ordre par 'inclusion. Soit Ry, C 7 tels que les (¢S)ier,,,, sont distincts et parcourent toutes
les classes maximales pour I’inclusion. Définissons £(Rmin) := {(s1, 82,t1,t2) € S? x R2, | s1t1 = sata} et
munissons-le d’un ordre en fixant que

VS S 87 v(817827t17t2) S E(Rmin)7 (88178827t17t2) S (817827t17t2)'

Remarquons que I’ensemble ordonné L£(R i) ne dépend pas a isomorphisme pres du choix de représentants.
Nous I’appelons £ par abus de notation.

Le sous-monoide S est dit d’indice subtil fini si les classes a gauche maximales sont en nombre fini et cofinales
parmi les classes a gauche et si les quadruplets maximaux de £ sont en nombre finis et cofinaux.

Avec les notations précédentes, si I’on suppose simplement que les classes a gauches maximales sont cofinales,
nous obtenons déja

COlndg(X) = {(th) € H X ‘ v(51782at1at2) € L(Rmin)a Psy ('rh) = Psy (33,52)} .

tERmin

La condition peut se retreindre a une famille cofinale de £(R ;). L'indice subtil fini garantit que la coinduction
s’exprime comme une limite finie.

Lemme A.18. Le sous-monoide ®p 4, < Pa p est d’indice subtil fini.

Démonstration. En posant ¢ = p, on réécrit cette inclusion de monoides comme (fN)2 + (1,---,1)N C N2,
Toute classe a gauche (n;) + (fN)2 + (1,...,1)Nou (n;) € N2 est contenue dans ’une des classes minimales
pour I’inclusion
{(k;) + (fN)® + (1,...,1)N | Vi, 0 < k; < f et Ji, k; =0} .

Pour finir la démonstration, nous allons démontrer que pour toute paire ((n;), (m;)) de A-uplets, les relations
entre classes a gauche associées ont une famille finie et cofinale de relations minimales. Puisque tout élément de
N4 est régulier, une relation est (n;) + (k;) = (m;) + (I;) est entierement déterminée par (k;).

Considérons

R={(ri,7) e N x N | (ng) + (frs) +r(1,...,1) € (mi)—i-(fN)A—&-(l,...,l)N}.

L’ensemble N2 x N muni de I’ ordre partiel produit est un bel ordre (utiliser le lemme de Dickson pour comprendre
les antichaines). Ainsi R possede une famille finale et finie. Les relations données par ces éléments minimaux
forment un systéme fini cofinal des relations entre (n;)+ (dN)2 +(1,...,1)Net (m;)+(dN)2+(1,...,1)N. O

Proposition A.19. 1. Pour F|E finie galoisienne, il existe un isomorphisme de (Gg,a X ®a ,)-anneaux to-
pologiques discrets
Fa, = Coindg®” (Fa,),

a,p
out la coinduite est munie de la topologie limite.
2. Il existe un isomorphisme de (Gp,A X ®a p)-anneaux topologiques discrets

sep ~u - 1®Pap sep
B, = Coindg " (EX?),

ou la coinduite est munie de la topologie limite.
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Démonstration. 1. La démonstration suit la méme stratégie que la Proposition [A.13] avec plusieurs change-
ments notables. Tout d’abord, le morphisme similaire a celui donné dans la preuve en (*¥) est invariant par
GE,A puisque I’action commute a chaque 1)sp¢. Cette invariance est ensuite conservée par complétion et
localisation. Il faut également prendre en compte que nos actions ne sont plus que des actions de monoides.
Fixons Rumin un systeme fini de représentants des classes a gauche minimales pour I’inclusion, qui sont
finales pour I’inclusion, pour le sous-monoide ®a 4, < Pa p. Fixons Lin C L(Rmin) un systeme fini et
final des éléments minimaux. Ceci est possible grace au Lemme Notons (R 7 L) min la petite catégo-
rie ayant pour objets Ruin U {10171 | (1, T1,%2, T2) € Lmin} et pour fleches les identités et les 7 — ¢y 7y
pour toute relation dans Ly,in. Pour tout ® 4 , ,-anneau A, nous avons alors un isomorphisme

~

. Pap .
Coindgy™” (A) = el él;ﬂﬁ)mm A, [ f(Y)] (*2)

ol le diagramme dont on prend la limite associe I’endomorphisme ) de A au morphisme [r — 7| dans
(R 7 L) min- Cette description ne suffit pas : en effet le passage a la quatrieme ligne dans la premiere suite
d’isomorphismes en Proposition utilise que

Fy ®usr, Fi = Ff, © @y xp(y)

est un isomorphisme. Pour Fg‘ , il sera seulement injectif. Bonne nouvelle, les projections sur chaque facteur
dans la limite de (*2) ne sont pas non plus surjectives. Pour réparer I’argument, il suffit de démontrer que

lim Ff= lim Fh.
YER /L) min P WERL)min Va(Fy)

Démontrons que si la fonction f appartient a CoindiA"q’ p(FBJr) et € ®a,p, alors f(y) € 1/1/3(FB+).

A,
n+m

Supposons que ¥z = ¢j3 , et fixons m, k tels que Cgp = <p’§’q.Alors, onapy = @Z)qm, puis
Chp(f() = PR, (F () = FIR 1) = F(PR q¥1) = ¢5.o(f (V1)) = 055 (05, (F(1))).

Linjectivité de ¢}, conclut.
2. Puisque les colimites filtrantes sont tamisées, elles commutent en particulier naturellement a la coinduction.

Il s’agit donc simplement de prendre la colimite des isomorphismes précédents.
O

A.4 Etude des anneaux de caractéristique mixte

Nous reprenons les notations de Nous définissons O}A de maniére identique a O;A en remplacant
par Fet Lpar L' = KQg.

Proposition A.20. ] existe une injection d’anneau

jOf =Wy Q) k= | [th|aeA]
aeA,F,

telle que chaque j(X,) est un relevé de t,, et que
Yn > 1, 5*1((7r,@)") = (m, X)™.

Démonstration. L’ anneau O;A est une Oy -algébre m-adiquement séparée et compléte, d’anneau résiduel EX en

7 et munie du relévement ¢ , du g-Frobenius. Considérons la composée de I'injection E{ — Ez du Lemme
[3.60]et de celle i en Proposition[A.9] Elle envoie chaque X, sur t,. La propriét¢ universelle des vecteurs de Witt
ramifiés construit alors le morphisme de Oy -algebres j annoncé. Il est injectif puisque la source est séparée et
qu’il est injectif modulo 7.

Intéressons-nous aux images réciproques des idéaux. Le Lemme [3.60] et la Proposition [A.9] obtiennent que
pour tout idéal ouvert i((t4|i € I)) N Ef = (X9%). Soit a présent (k;)1<i<n une famille finie d’entiers
et (d;)1<i<n de multi-indices. Les Teichmiiller [t]%] et les j(X )% different par des éléments inversibles. Soit
z € 71 (7% [t4])). Soit k = mink; et I = {1 < i < n|k; = k}. Nous savons que z = 7y mod 7*+!
k+1

ol (y mod 7 € j~1((t%]i € I)). Avec I’énoncé juste prouvé, cela implique que z = k2o + mFH1z ol
20 € (mFiXdi|ieI)etz € j7 (% X% |i ¢ I)). On conclut en répétant I’opération. O
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Proposition A.21. Soit F|E finie galoisienne. 1l existe un isomorphisme de (P 4, X Gg a)-anneaux topolo-
giques pour la topologie m-adique

~ s 1®Paqr
OFr,, = ComdéA’Z,’r(O]:A).

Démonstration. Comme au Lemme [A.T8] on prouve que @ 4/, < ®a 4, est d’indice subtil fini. Nous choisis-
sons Ry un systeme de représentants des classes minimales pour I’inclusion et L,i, les relations minimales
déduites. Nous considérons le morphisme que nous obtenons comme aux Propositions et

+ o~ Onind P + : +
Or,, = Comd(bA)q/ﬂ (OF,) = (R}gm;n O%,-
De méme qu’auxdites propositions, nous démontrons que c¢’est un isomorphisme modulo 7. La limite étant finie,
les deux cotés sont m-adiquement séparés et complets ce qui conclut que le morphisme est un isomorphisme.
Remarquons que le choix de L et L’ fournit bien des structures de ®a 4 ,-anneau (resp. P 4 -anneau), qui
sont coinduits ’'un de 1’autre puisque la réduction modulo 7 s’identifie a la relation de coinduction du Lemme
A 12l O

Corollaire A.22. L’anneau Og, est integre et I’anneau Og est sans Og, ~torsion.
A

Démonstration. L’intégrité est une conséquence de la Proposition[A.20] Le caractére sans O¢ . -torsion de chaque

Ox,., se déduit de la coinduction comme au Corollaire@ Nous voulons passer a la complétion Oz de leur
? A

colimite. Soit z € Og,. Ecrivons x = 7"y avec (y mod 7) # 0. Puisque chaque Fa 4 est sans (y mod )-

-torsion, on en déduit que la multiplication par x est un homéomorphisme sur son image pour la topologie

m-adique sur colimpegal, Or, . La complétion m-adique est alors encore une injection, ce qui conclut. [

B Monoides topologiques

Dans cette annexe, nous donnons une suite d’énoncés qui nous aident & manipuler les monoides topologiques.
Nous nous épargnons de rédiger la plupart des preuves ; il s’agit surtout de fixer ce qui est vrai.

Définition B.1. Rappelons qu’un monoide topologique est un objet en monoides dans la catégorie des espaces
topologiques. Nous appelons MndTop la catégorie des monoides topologiques.

Proposition B.2. La catégorie des monoides topologiques admet toutes les limites et le foncteur d’oubli vers les
espaces topologiques commute naturellement aux limites.

Définition B.3. Soit M un monoide et R une relation d’équivalence sur M telle que
Ym,m',n,n’ € M, mRm' et nRn' = mm/Rnn’. QD

La loi sur M passe au quotient en une loi de monoide sur # /R ayant pour élément neutre la classe du neutre. Si
M était un monoide topologique, la topologie quotient sur # /r en fait encore un monoide topologique.

Pour tout sous-ensemble Q C M x M, il existe une relation d’équivalence sur M contenant Q minimale pour
I’inclusion et vérifiant . On appelle M /g le quotient par cette derniere relation.

Définition B.4. Soit M un monoide topologique et X un espace topologique. Une action continue de M sur X
est morphisme de monoides M — Hompg,s(X, X) tel que I’application déduite M x X — X est continue.

Lorsque X est muni de structure algébriques additionnelles, par exemple lorsque ¢’est un groupe topologique,
on défini une action continue de M sur X de maniere identique, en imposant que 1’image soit contenue dans les
morphismes de groupes.

Proposition B.5. Soit M un monoide topologique et @ C M x M.

1. Le quotient M /g représente le foncteur

MndTop — Ens, S+ {a : M — S continu tel que¥(m,n) € Q, a(m) = a(n)}.
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2. Les foncteurs
Top — Ens, X — {Actions continues de M /Q sur X}

et
Actions continues de M sur X
TOp - EHS, X {telles que Y(m,n)€Q, zeX, m-:c:nm}

sont isomorphes. Le méme résultat est vrai avec les catégories MndTop, AnnTop, etc comme catégories
sources.

3. La relation d’équivalence par laquelle on quotiente est la cloture réflexive, symétrique et transitive de
{(amb, and) |a,b € M et (m,n) € Q}.

Exemple B.6. Un sous-monoide N < M est appelé distingué si Vm, mN = Nm. On notera alors N < M. Dans
ce cas, la relation mqyRmo <> miN = molN est une relation d’équivalence qui vérifie li On note M/N le
quotient. Il est en bijection avec les classes a gauche et représente le foncteur

MndTop — Ens, S+ {a : M — S continu tel que N C Ker(a)} .

Remarque B.7. Attention, cette notion de sous-monoide distingué est a prendre avec des pincettes puisqu’un
monoide n’est pas nécessairement distingué dans lui-mé&me : considérer par exemple le monoide des matrices
carrées de taille d. La propriété universelle du quotient admet toujours un représentant, mais le monoide peut étre
bien plus petit que I’ensemble des classes a gauche. De la méme maniere, le noyau d’un morphisme de monoides
n’est pas toujours distingué.

Lorsque X est localement compact une action continue est exactement un morphisme de monoides vers
Homrop (X, X) muni de la topologie compacte ouverte. En revanche, rien ne garantit en général ni 1’adjonction,
ni méme que cette topologie soit une topologie de monoide. La seule topologie de monoide sur Homrop, (X, X)
serait la topologie "ouverte-ouverte" qui donne une notion d’action continue plus forte.

Définition B.8. Soient M et N deux monoides topologiques et A : N — Endypma(M) un morphisme de
monoides tel que I’action NV x M — M déduite est continue. L’ ensemble M x N muni de la loi

V(mi,ma,n1,n2) € M x N?, (mq,n1) -x (ma,n2) = (myA(ng)(ma), niny)
est un monoide topologique que ’on note M Xy N.

Proposition B.9. Soient M et N deux monoides topologiques et X\ : N — Endyimg(M) un morphisme de
monoides tel que I’action de N sur M déduite est continue.

1. Le monoide topologique M x ) N représente le foncteur

b: M—S,c: N—S) continus
MndTop — Ens, S +— {tels que V(n,(m)el\ﬁ(M, c(rjb(i’n):lﬁ(/\(n)(m))c(n)} :

2. Les deux foncteurs
Top — Ens, X +— {Actions continues de M xx N sur X}

et
Faire d’actions continues de M et N sur X
Top — Ens, X — {telles que ¥(m,n,x)EM XN XX, n-N(m-Mm):()\(n)(nL))<M(n-Nm)}
sont isomorphes. Le méme résultat est vrai avec les catégories MndTop, AnnTop, etc comme catégories
sources.

Définition B.10. Soit M, N deux monoides topologiques et A une action continue de M sur le monoide N. Soit
également I < N etk : I — M un morphisme de monoide. Nous supposons de plus que I < N, que

Y(i,m) € I x M, w(i)m = \i)(m)k(i)

et que
Y(i,j,n) € I? x N telsque ni = jn, A\(n)(xk(i)) = x(j).

Nous définissons

(M xx N) /.~ := quotient de (M x N) par I’ensemble de couples { ((x(7), 1n), (1a7,7))|i € I}.
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Remarque B.11. Les trois conditions ne sont pas nécessaire a la définition mais servent a capturer une famille de
quotients raisonnables a décrire. Le premiere condition semble raisonnable quitte a remplacer [ par le sous-groupe
distingué engendré. Le deuxie¢me condition impose que ¢ et A(7) ait la méme "action par conjugaison" sur M, la
troisieme que les actions par conjugaison de N sur I et sur k() soient cohérentes.

Proposition B.12. Conservons le cadre de la Définition et supposons que A(I) est formé automorphismes.
La relation d’équivalence par laquelle nous quotientons est exactement la cloture symétrique de

V(m,n,i) € M x N x I, (k(i),15)(m,n) = (k(i)m,n)R(A(i)(m),in) = (1pr,i)(m,n).

Démonstration. La Proposition [B.5] dit déja que la relation d’équivalence par laquelle nous quotientons est la
cléture symétrique et transitive de

Y(m,m/,n,n’,i) € M* x N* x I,
(mA(n)(k(i)m'),nn’) = (m,n)(k(i), 1x)(m,m")Q(m,n)(1ar,i)(m',n") = (mr(ni)(m’), nin’).

Fixons (m,m’,n,n’,i) comme ci-dessus. Pour j tel que ni = jn et n” = nn’ et m” = A(n”)~1(m)A\(n)(m’),
nous obtenons que

(m,n)(k(i), In)(m, m') = (5(4), 1n)(m",n") et (m, n)(Lag, i) (m', n') = (Lar, j)(m",n").
Il nous reste simplement a démontrer que sa cloture symétrique est transitive. Pour cela, considérons une suite
(k(i)m, n) Q(A(i)(m), in) = (k(j)m',n")QA(j)(m'), jn').
De I’égalité centrale nous déduisons que \(i)(m) = k(j)m’ etin = n’. Le terme de droite se réécrit donc
AG) ('), jn’) = (A(72) (M@ ~H(m)) , jin)
En posant m”” = A\(i) ~*(m/), on obtient que
K(ji)m" = k(7)R(1)A(E) " (m)
ym' k(i)
) )

(m)r(i)

(
(J
(

|
=

= k(i)m

ou le passage a la troisieme ligne utilise 1’égalité ci-dessus et ou les passages a la deuxieme ligne a la quatrieme
utilise les hypotheéses de définition de (M xx N)/~ 1 ~. Les deux extrémes de la ligne appartiennent donc a la
relation comme (k(ji)m”, n) Q(A(ji)(m”), jin). O

Donnons a présent quelques propriétés sur les sous-groupes distingués et les quotients.

Proposition B.13. 1. Soit N<M deux monoides et R une relation d’équivalence vérifiant (QI). Alors, I'image
de N est distinguée dans M [R.
2. Soit My < M. Pour que (Mo x {1n5}) < (M x5 N), il faut et suffit que My < M et que pour tout n € N,
I’endomorphisme \(n) se restreigne-corestreigne en un endomorphisme surjectif de My. Dans ce cas, il
existe un isomorphisme naturel de monoides topologiques

(M >\ N) /(M x {1n5}) = (M /M) xa N.

3. Gardons les notations du point précédent avec des monoides topologiques, supposons que X\ induit une
action continue N x M — M et ajoutons la donnée d’un sous-monoide I < N et d’'un morphisme
continu k : I — M qui vérifie les hypothéses de la Définition et tels que k~1(My) < N. Alors
les morphismes X et k passent au quotient en X : N/~ (Mo) — Endyma(M/Mo) qui fournit une action
continue et & : /=" (Mo) — M /M, qui vérifient encore les hypothéses de la Déﬁnition En appelant
M Iimage de My dans (M xx N)/ 1 ~, elle y est distinguée et nous avons une identification naturelle

(M>AN) /o 1 ~) gy = (M Mo 25 N /67 (Mo)) [~ a1 (01g) ~

Démonstration. Les deux premiers énoncés se démontrent a la main en écrivant des égalités entre classes. Pour
le troisieme énoncé, utilisez les deux premiers pour démontrer les distinctions et construisez 1’isomorphisme par
propriété universelle. O
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