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Résumé —Dans cet article, nous présentons une méthodologie pour généréctaesillons suivant une loi normale a support positif dans le
cas scalaire grace a I'algorithme d’acceptation-rejet. Nous propgasisurs lois candidates, et choisissons celle qui donnera le meilleur taux
d’acceptation moyen pour des paramétres de la loi cible donnés. Wtersons alors une méthode trés rapide puisque générant trés pget.de re

Abstract — In this article, we provide an accept-reject algorithm to simulate positivenalovariables in the univariate case. The main idea
consists in determining among different proposal distributions a primsen the one which gets the highest average probability of acceptation,
depending on the shape of the target distribution. It yields a fast methogisgenerates low reject.

1 Introduction La technigque d'inversion de la fonction de répartition [B, 4
consiste a générer ~ U, 1), puis a calculer :
En déconvolution impulsionnelle, le signal a restaurer est
souvent modélisé par un processus Bernoulli-gaussieda@s, z = p+V202%rf (u + erf(u/V202)(u — 1))
certaines applications (telles que la spectroscopie [G®]a
génétique [7]), les pics sont tous positifs. lls peuventad@ine oy erf est la fonction erreur. Cette méthode a l'avantage de
modélisés par un a priori Bernoulli-gaussien a support dangurnir une solution explicite mais suppose que les fomstio
R, la loi a posteriori devient alors le mélange d’un pic de Di-crf et erf ™! sont parfaitement connues. En pratique, I'utili-
rac et d'une gaussienne de moyenne et de variance quel®nqugtion de ces fonctions peut se révéler inefficace car efles n
tronquée en zéro (c'est-a-dire a support positif). Dansa® ¢ peuvent étre qu'approchées numériquement et I'erreur-d’ap
ou I'on souhaite résoudre le probléme en utilisant une nu&tho proximation devient importante |orsqlue| est trop grand (Cf
MCMC (notamment lorsque le nombre de variables est tres imsection 4) [5, 10].
portant), il est nécessaire de générer des variables ganssi Une autre approche consiste & utiliser un algorithme d'ac-
positives. Un autre type d'application est la séparatioopey ceptation-rejet [3, 10, 11]. La loi candidate la plus simede
de sources positives dont les coefficients de mélanges gant € évidemment la loi normale, mais elle n’est adaptée que aans |
lement positifs en analyse de mélanges chimiques [8]. cas oty est suffisamment grand (cf. figure 2). Au contraire, la
Nous présentons donc dans cet article une approche pour i exponentielle proposée par Robert [10] n’est bien agiapt
muler la loi normale a support positif qui a pour expression : que lorsqueu est suffisamment petit (cf. figure 2). En effet,
1 (z — p)? Iorsqu_eu — —09, la loi normale tronquée tend a ressembler a
f(x) = o ePp (202> Lg+ (1) une loi exponentielle [5].
. Comme la forme de la loi varie en fonction deet o2,
ou 5 nous proposons d'utiliser une méthode basée sur I'algodth
o 7! , . . s . . . A
C=4/— [1 + erf ( )] d’acceptation-rejet en utilisant plusieurs lois candidat I'idée
2 V20?2 étant que chacune soit adaptée aux formes particulieres de |
Notons que la valeur d€ n’est pas nécessaire pour la mise enloi cible. Cette idée d’'uralgorithme d’acceptation-rejet mixte
ceuvre de I'algorithme. On peut calculer facilement la mogen a déja été utilisée par Geweke [5], qui propose deux lois can-

et la variance de cette loi : didates (les lois normale et exponentielle) pour simulerlon
\/ﬁ exp (_#2/202> norr.n.ale.tronquée unjilatéralement et d'é'termine les irﬂe;va

Elz] =p+4/ — , d'utilisation de ces lois de maniére empirique. Or, uneméite
T 1+erf (M/\/ﬁ) nation empirique donne des valeurs d’intervalles déperdian

2 code utilisé. Pour éviter cela, nous déterminons les valées

Vara] = o + %2 B g . 20% exp (—p?/20%) intervalles en fonction du taux d’acceptation théoriqué gl

T 1t erf (M/\/ﬁ) ’ temps de calcul), ce qui permeF d gbteljlr des valeurs inaépe
dantes du codage. De plus, afin d’'améliorer les performances



de Il'algorithme, nous proposons d'utiliser quatre loisdian Remarquons que gi(x) est proche de zéro, alofd devient

dates. Cette idée d’algorithme d’acceptation-rejet mpeat tres grand et le taux d’acceptation moyen diminue. Leffigac

s’adapter sur toute loi cible qui n’est pas directement echa de I'algorithme dépend donc de I'adéquation enfret g ; en

tillonnable par les techniques classiques, et dont la foranie  particulier, pour qué/ reste borné, il faut que ait des queues

en fonction de ses paramétres. plus lourdes que celle d& sans toutefois que leur rapport soit

Dans la section 2, nous présentons la méthodologie de maop grand, au risque d’augmentef [11].

niére générale puis nous I'appliquons au cas particulidade  Lexpression du taux d’acceptation dépend dans certags ca

simulation d’une loi normale a support positif dans laset8. des parametres de la loi candidate (par exemple, le pammeétr

La section 4 propose des comparaisons avec des méthodes exisde la loi exponentielle dans notre cas particulier : cf. sec-

tantes et montre que I'approche proposée simule correatemetion 3). Il faut alors trouver les valeurs de ces paramettes g

une loi normale tronquée. Enfin, la section 5 conclue ce ifravamaximisent le taux d’acceptation.

eny présentant quelques perspectives de recherche. Parmil'ensemble des lois candidates utilisées, une seute f

nit le meilleur taux d’acceptation moyen pour des pararsétre

. . , de laloi cible donnés. Il faut donc déterminer les inteeaBur

2 Methodologle generale ces parametres pour déterminer quelle est la meilleuratwoi ¢

didate a utiliser sur I'intervalle considéré. L'algoritbermproposé

est donc le méme que 'algorithme d’acceptation-rejet awvec

étape préliminaire qui consiste a choisir la meilleure lm-c

L'algorithme d’acceptation-rejet requiert la détermioat
d’une loi candidatey et d’'une constanta/ telles que

VeeS, M>f(x)/g(x) (2) didateg; en fonction des parametres de puis a calculer la
ou S est le support d¢. La loi candidatey(z) est nécessai- Constantd\/[_correspon(-jante : _
rement non nulle suf afin queM soit fini et donc que le 1. sélectionner laloi candidaggla plus appropriée en fonc-
taux d'acceptation moyen soit non nul (cf. équation (4)alL’ tion des parametres dfe

gorithme d’acceptation-rejet découle du lemme suivant :
Lemme 1[3, 10, 11] La variable aléatoire résultante de I'al-
gorithme suivant est distribuée suivaht

1. générer ~ g(z) etu ~ Uy 1),

. calculer)M;,

. génerer ~ g;(z) etu ~ Up 1),

. calculerp(z) = f(2)/M;g:(z),

. siu < p(z) : ¢ = z (acceptation),
2. calculerp(z) = f(z)/Mg(z), sinon : retour en 3 (rejet).

3. siu < p(z) : x = z (acceptation),

a b~ wWDN

Notons que sif est tronquée & # 0, la méthode peut étre
sinon : retour en 1 (rejet). adaptée par simple translation de la variable aléatoirérgén

Le choix des lois candidates est déterminant pour les perfoX : Y = X + ¢t. De méme, sans perdre en généralité, on peut
mances de la méthode. Tout d’abord, elles doivent étreefacil se restreindre au ca$ = 1, puisque tous les autres cas se dé-
ment échantillonnables, sinon I'algorithme d’'acceptatiejet  duisent par changement d’échelfe= X ¢ : nous supposerons
perd son intérét. En particulier, elles doivent étre simlgla  dans la suite que? = 1.
avec un taux d’acceptation de 1, sinon le taux d’acceptation
moyen correspondant doit étre pris en compte dans le calc . . , . .
du taux d’acceptation moyen global. Précisons également ng Simulation d'une loi normale tronquee
le choix des lois candidates doit prendre en compte la com-
plexité de I'algorithme : certaines lois intéressantes iarpr
s’avéreront inadéquates car la déterminatiomdeu le cal-
cul de ses paramétres peut étre difficile, gourmand en temps d U Laloi normale :

Quatre lois candidates (représentées figure 1) sont preposé
pour simuler la loi ciblef :

calcul, voire impossible ! Ainsi, on peut choisir des loisueo gi(z) = 1 exp <($ - M)Z) .
rantes (dans notre exemple : les lois normale et exponientiel 2mo? 202 ’
ou construire des lois particuliéres afin d’obtenir des ¢ais- O La loi normale couplée a la loi uniforme (c’est une dis-
didates convenables (une loi normale couplée a la loi umigor tribution définie sulR*, uniforme sur0, 1| et qui suit la
pour notre exemple). loi normaleN (u1, o) sur [p, +oc[, pn > 0) :
Pour le choix deM, n'importe quelle constante vérifiant .
I'équation (2) convient ; cependant, il est nécessaireldusmit go(z) = Lg+ {1 (ep)? Sf O<z<p,
la plus petite possible pour avoir un taux d'acceptation @moy o+ %2 exp (— o ) Slx >

élevé (équation (4)). La valeur optimale 8l est donc :

O La loi normale tronquée en la moyen 0):
M = max £(x) /g(x). ‘ venne 0)

2 (z — p)?
Malheureusement, cette valeur n'est pas toujours calieulab gs(x) = Voo P (‘ 902 > L, too] 5
S;;gggr?t', si elle I'est, alors on peut déterminer le taag-d 0 La loi exponentielle [10] :
- p(x) = f(z)/Mg(x). 3) ga(z) = aexp(—ax)lg+
Enfin, le taux d’acceptation moygn= E[p(X)] nous permet- ou la valeur dex correspond a la valeur qui maximise le
tra de déterminer les zones d'utilisation des lois candilat taux d'acceptation moyen :

pE /p(x)g(aj)dm = % /f(a:)dx = % (4) o= (m_ H) /202 (5)



Des techniques de génération d’échantillons distribugsust
ces lois candidates sont présentées dans I'annexe A.
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FiG. 1 — Lois candidates proposées

Notre choix est motivé par le fait que les Idiset O per-
mettent d’obtenir un taux d’acceptation moyen trés imptrta
lorsque|u| > 0, et les loisd et O permettent d’améliorer le

taux d’acceptation moyen autour de zéro (cf. figure 2). Pour

chacune de ces lois, nous pouvons calculer I'expression d
constanted/ (et ainsi les taux d’acceptation moyens) :

M, = V2r02/C

M = (M + \/M’T/?) /C

Ms = V2702 /2C

My = exp (%(2u+ aJQ)) JaC

Le calcul des taux d’acceptatigriz) est alors direct.

Les taux d’acceptation moyens pour chacune des quatre loi

candidates ont été représentés en fonctiop élgure 2. Nous
pouvons alors trouver les expression des trois pointsat'$etc-
tions qui délimitent les zones. Les calculs sont directs pou

et uc, mais on ne peut que déterminer une valeur approchée de of

4. En effet, d'apres I'équation (5), on a:
= (1 - 0120'2)/04,
et, en égalant les taux d’acceptation moyen desloé [1, on

obtient :
ao exp(a®o?/2) = e\/2/m.

Cette derniére équation définiir sous une forme implicite.
On peut en déduire ques s’exprime sous la forme

W(2e2/7) ~ 1,1367,

oo =

I 0.5r

ﬂA' 6 UB ﬂc
u

FIG. 2 — Taux d’acceptation moyens pour les quatre lois candi-
dates en fonction de (o2 = 1)

Le taux d’acceptation moyen le plus faible correspond &

wa; il est égal & 0,797 environ, ce qui est un tres bon taux
d’acceptation. L'algorithme obtenu est donc trés rapideilca
génere tres peu de rejet.

4 Simulations numériques

Toutes les simulations ont été faites avec Matlab. La foncti
erf est définie dans [1], et les variables uniformes et normales
sont générées aveand etr andn respectivement.

La méthode d'inversion [3, 4], bien qu’elle soit explicite
et que le taux d'acceptation soit de 1, s’avere inefficaces dan

es

Certains cas pratiques oy est trop grand [5]. Cela est di

a la fonctionerf dont le calcul engendre des approximations
créant alors des probléemes numériques. Pour illustrerae pr
pos, considérons la génération de 100 000 variables nosmale
positives avec le parameétre= —7.5 grace a la méthode d'in-
version et I'approche proposée. Les histogrammes comespo
dants sont représentés figurk 8 est clair que la méthode

10 10

®
®

6]

)

I

histograthme

histogramme

N
N

(a) Méthode d'inversion  (b) Approche proposée
FiG. 3 — Histogrammes de 100 000 variablgs< —7.5, 0% =
1), et la distribution normale tronquée correspondante.

d’'inversion s’avére inefficace alors que I'approche prégos
fonctionne trés bien. Evidemment, les performances de ta mé
thode d’inversion pourraient étre améliorées en utiligamt
meilleure approximation de la fonctienf, mais cela entraine-

ou W est la fonction de Lambert définie comme l'inverse mU|-rait un coup calculatoire Conséquent_ De p|us, pour certain

tivaluée de la fonctiorf (w) = we® [2]. Ainsi :

s~ —0,2570, up =0, e = or\/7/2.

1L es éventuelles valeurs infinies générées par la méthodeedsion n’ont
pas été représentées sur I'histogramme.



| [ AP [ 0O [ O [ 0 | A Simulation des lois candidates

pw=-21 036s | 11,094s| (u<0!) | 0,39s

p=0 ]0406s| 0,485s| 0,422s | 0,454 s Un échantillonz distribué suivant la loi] est situé soit dans
©w=05|0406s| 0,375s| 0,422s | 0,515s la partie uniforme (d’aire4,,), soit dans la partie gaussienne
W= 0,281s| 0,297s| 0,531s | 0,813s (d’aire A;). Comme ces aires sont égales a :

A w02 /2
T u+ Jmo?)2

elles sont de somme unité. Ainsi, I'algorithme suivant petrm
l%e générer un échantillansuivant la loiJ :

TAB. 1 — Comparaison des temps de calcul pour I'approche o H
proposée (AP) et les algorithmes d’acceptation-rejetsatil v p+ /7022
les lois candidates], O et [.

et

valeurs des paramétres, la méthode d’inversion peut géné

des valeurs négatives ou infinies. Si elles restent refatve 1. générew ~ Upp 1),

peu nombreuses, le probléme peut étre résolu en générant dep. sjy < A, généren ~ Uy 1) puis calculer: = pv,

nouvelles variables, mais, dans certains cas, la méthaate pe

ne donner que des valeurs inexploitables (par exemple avec

1 = —8.5) : la méthode d'inversion s’avére alors inappropriée. Pour générer un échantillensuivant la loilJ, il suffit de de-

caler deu la valeur absolue d’'une variable gaussienne centrée :

Comparons maintenant I'approche proposée avec trois algo-

rithmes d’acceptation-rejet classiques utilisant les kandi-

dates], O et . Nous comparons le temps de calcul pour dif- Enfin, la méthode d’inversion de la fonction de répartition

férentsy, ce qui, en général, est relativement proportionnel apermet de simuler la loi exponentielle en générant U 1,

taux d’acceptation moyen. Les temps de simulation de 10 00guis en calculant = —In(1 — u)/a.

variables sont présentés dans le tableau 1. Dans tous les cas

les temps de calcul sont cohérents avec les taux d'acoaptati ~ - ¢~

moyens de la figure 2, sauf pour= 0,5 ou la loi normale Réferences
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