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Préambule

Cet exposé est dédié a la mémoire de Marcel Berger (1927-2016), d’une part en raison
de ses travaux fondamentaux dans le domaine de 1’holonomie et d’autre part en remer-
ciement pour la patience infinie dont il a toujours fait preuve envers ses éleves et tout
particulierement 'auteur de ce texte.

Remerciements

L’auteur tient a remercier tout spécialement son ami A.L. Besse et les Amis d’icelui (x).
Ils lui ont appris beaucoup de choses et lui ont donné de nombreux conseils, en particulier
pour la rédaction mathématique.
(%) (sauf évidemment I’ancien président de I'association ”Les Amis d’Arthur Besse”)

Egalement, quelques uns des anciens collegues (et amis) membres du Laboratoire de
Mathématiques ”Institut Elie Cartan a Nancy” ont bien voulu répondre aux questions
(souvent naives ou oiseuse) de 'auteur et celui-ci leur est extrémement reconnaissant pour
leur patience et leur bienveillance.

Breve introduction

Le but principal de ces notes est de rassembler les connaissances de l'auteur sur 1’holo-
nomie des connexions sans torsions sur les variétés. On supposera connus les fondements
de la théorie des variétés, des groupes de Lie, des fibrés différentiables, des tenseurs, ainsi
que les définitions des connexions sur les fibrés, avec leurs premieres propriétés.

Les théoremes classiques utilisés seront en général seulement cités avec des références.
Par contre, on essaiera de rester au niveau le plus élémentaire possible dans 1’étude parti-
culiere des connexions linéaires sans torsion et on détaillera beaucoup d’exemples.

Pour le confort du lecteur, des annexes rassembleront (de fagon informelle) les définitions
et les propriétés élémentaires des objets mathématiques cités plus haut et de quelques
autres qui seront utiles, comme la théorie des quaternions et octonions, ainsi que la théorie
”élémentaire” des représentations des groupes de Lie classiques.

En fait, ces annexes contiennent un certain nombres de points souvent considérés comme
"préliminaires” et qui sont dispersés dans la littérature géométrique avec en plus des tas
de notations et de conventions différentes. Tout cela permettra désormais a 'auteur de
ne plus avoir a répondre a des questions sur les ”éléments” de géométrie différentielle qui
(selon lui) devraient étre ”bien connus” de tout géometre différentiel qui se respecte.

Le but secondaire de ces notes est de donner les démonstrations détaillées de certains
résultats de I'auteur dans cette théorie. Ces résultats ont parfois été publiés, mais assez
souvent ils ont été seulement annoncés (avec parfois quelques éléments de preuves) dans
diverses conférences et preprints. Les activités pédagogiques et administratives de I'auteur
ne lui avaient pas laissé le temps de détailler ses démonstrations jusqu’a sa retraite.






Chapitre 1

Sur I’holonomie des connexions sans
torsion

I Introduction au probleme de 1’holonomie

Dans tout cet exposé, on s’intéresse a I’holonomie des connexions linéaires sans torsion
sur les variétés. Quelques rappels sur les définitions et les propriétés de base de la théorie des
connexions sont donnés dans I’annexe CLST avec des références. Cependant, on rappellera
la plupart des définitions aussi dans le texte lui-méme, ne serait-ce que pour préciser les
notations et les conventions employées.

I[.1 Définition du groupe d’holonomie
(1.a) Données de départ, notations, définition

— On se donne une variété M réelle, C*°, connexe, de dimension n, munie d'un point
base b € M. Pour simplifier, on notera souvent V' ’espace vectoriel T, M.

— On se donne une connexion linéaire V' sans torsion sur M.

— On note €, 'espace des lacets C*° de base b dans M.

— On note 7V : , — GI(V) I'application qui associe au lacet ¢ € €, le transport
parallele 77 associé a V le long de c.

— On note QY le sous-espace de 2, formé des lacets homotopes au lacet constant.

Avec les notations ci-dessus, on pose :

Définition 1. Groupe d’holonomie de (M, V)

(1) H = 7V() est appelé le groupe d’holonomie (complet) de V en b.

(2) Le sous-groupe Hy = 7V (€)) de H est appelé le groupe d’holonomie res-
treint.
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(1.b) Remarque importante

Par définition méme, le groupe d’holonomie est toujours un groupe linéaire. Le groupe
H n’est donc pas un groupe ”abstrait”, mais un sous-groupe du groupe GI(V').

Si on identifie V' a R™ par le choix d’une base (3, on identifie H a un sous-groupe de
Gl(n,R) et si on change de base pour V, on remplace H par un de ses conjugués dans
Gl(n,R).

D’autre part, si on change de point de base b dans M, on montre facilement (a I’aide du
transport parallele) que la classe de conjugaison de H dans Gl(n,R) ne change pas.

Dong, si on identifie H & un sous-groupe de Gl(n,R), c’est en fait la classe de conjugaison
de H dans Gl(n,R) qui est significative.

En conclusion, H est un groupe linéaire bien défini ”a conjugaison pres” dans GI(V).

(1.c) Groupe d’holonomie restreint et abus de langage

Le groupe d’holonomie restreint Hy a le gros avantage d’étre connexe par arcs. Plus

précisément, on voit facilement que le groupe d’holonomie restreint H, est exactement la
composante connexe (par arcs) de I'identité dans le groupe d’holonomie complet H. En
particulier H est inclus dans le normalisateur N(Hy) de Hy dans GI(V'). Et le quotient
H/H,j est 'image du groupe fondamental 71 (M, b) par ’homomorphisme naturel de celui-ci
dans N(Hg)/Hy. Si M est simplement connexe, on a évidemment H = H, .
Un théoréeme de H. Yamabe [Yamabe 1] assure que tout sous-groupe connexe par arcs d'un
groupe de Lie est un sous-groupe de Lie. Puisque le groupe d’holonomie restreint Hy est
connexe par arcs dans GI(V'), il a donc une structure canonique de groupe de Lie connexe,
telle que I'inclusion dans GI(V') est un homomorphisme injectif de groupes de Lie.

(1.d) Remarques

(1) Attention, le groupe d’holonomie (méme restreint) n’est pas forcément
fermé dans G1(V).
(Il y a des exemples non fermés pour tout dimension n > 2).
Pour mémoire, on rappelle que si Hy n’est pas fermé, la topologie induite par I'inclusion
dans GI(V') est moins fine que la topologie de groupe de Lie de Hy. C’est donc cette derniere
que l'on considere toujours pour Hy. L’inclusion est alors continue, mais ce n’est pas un
homéomorphisme sur son image.
Pour étre complet, On peut noter que, méme dans le cas riemannien (ou Hj est alors
compact), il y a des exemples de groupes d’holonomie complets non fermés [Wilkins].

(2) Le groupe d’holonomie restreint est aussi le groupe d’holonomie du revétement
universel de M, muni de la connexion linéaire image réciproque par la projection.

I.2 Algebre d’holonomie, Conventions pour ce texte
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(2.a)

Puisque le groupe restreint est connexe, il est entierement caractérisé par son algebre
de Lie b, qui est donc une sous-algebre de Lie de I'algebre de Lie gl(V') de GI(V').
Les données de Hy et h sont donc équivalentes et on pose :

Définition 2. Algébre d’holonomie de (M, V)

Avec les notations ci-dessus, on appelle h 1’algébre d’holonomie de (M, V).

Dans la pratique, on travaillera surtout avec h et on ne reviendra aux groupes que
lorsque c’est indispensable. Bien siir, comme pour le groupe de Lie Hy, ) n’est pas seulement
une algebre de Lie "abstraite”, mais une algebre de Lie linéaire, c’est a dire une sous-
algebre de Lie de gl(V). Comme pour le groupe d’holonomie, h est bien caractérisée a
conjugaison pres dans gl(V).

(2.b) Le Probléme de I’holonomie

Par convention (pour ce texte) on va faire quelques abus de langages

Définition 3. Groupe d’holonomie et algebre d’holonomie

(1) On dira dans ce texte qu'un sous-groupe H de Gl(n,R) est un groupe
d’holonomie si il existe (au moins) une variété (connexe) M de dimension n
et une connexion linéaire sans torsion V sur M telles que H soit le groupe
d’holonomie de (M, V) (pour le choix adéquat d’un point-base b € M et d’une
base 5 de T, M).

(2) De méme on dira dans ce texte qu'une sous-algebre de Lie b de gl(n,R) est
une algebre d’holonomie si il existe un groupe d’holonomie H dont h est

I’algebre d’holonomie.

On formule donc ainsi le probleme général abordé dans ce texte :

Probléme de ’holonomie : Caractériser les groupes linéaires H C Gl(n,R)
qui sont des groupes d’holonomie (au sens de la définition ci-dessus).

Plus précisément, on va se concentrer dans ce texte sur le (sous-)probleme :

(Cas restreint :) Caractériser les algebres de Lie
linéaires h C gl(n,R) qui sont des algébres d’holonomie.
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(2.c) Remarques

(1) Puisque Hy et b se caractérisent mutuellement, identifier les groupes d’holonomie
restreints ou les algebres de Lie d’holonomie est le méme probléeme et on passera librement
de I'un a lautre. Pour simplifier, on dira méme souvent "une holonomie”, le contexte
précisant si on parle du groupe (restreint) ou de l’algebre.

Dans la pratique, on sait qu’il est souvent plus facile de travailler avec les algebres de Lie
plutot qu’avec les groupes, donc on étudiera surtout les algebres d’holonomie. On aura
cependant besoin des groupes d’holonomie restreints de temps en temps.

(2) Si on se limite aux variétés 1-connexes, le groupe d’holonomie coincide avec le groupe
d’holonomie restreint. Donc le probléme général (pour les groupes) revient a étudier le
rapport entre le groupe fondamental de M et H, connaissant Hy.

On se contentera d’étudier la démarche générale pour cela dans une annexe GHNR, ot on
donnera aussi quelques références pour des études plus détaillées.

(3) On rappelle qu’il y a beaucoup trop de sous-algebres de Lie de gl(n,R)) pour les

traiter via une liste exhaustive. On ne pourra donner des listes que pour les sous-algebres
de Lie linéaires totalement réductives (comme représentation).
Comme il y a parfois des notations différentes, méme pour les groupes et algebres de Lie
"classiques”, on a regroupé les notations utilisées dans ce texte pour les groupes de Lie
"usuels” et leurs algebres de Lie dans 'annexe NAGL ( Notations pour les groupes de Lie
usuels et leurs algebres de Lie).

(4) Le probleme de 'holonomie est toujours tres largement ouvert dans le cas général,
meéme si il a été tres étudié. Dans ce texte, apres la classification totalement réductible, on
va donner des "théoremes de structure” qui permettent d’avancer, au moins dans certains
cas particuliers comme les holonomies pseudo-riemanniennes.

(5) On rappelle qu’on s’intéresse uniquement aux connexions linéaires sans torsion. En
effet, si on ne met pas la condition ”sans torsion”, alors toutes les sous-algebres de Lie de
gl(n,R) conviennent. Au contraire, si on met cette condition ”sans torsion”, on constate
que, deés que n > 3, beaucoup de sous-algebres de Lie de gl(n,R)) ne sont pas des algebres
d’holonomie. Donc, sauf mention explicite du contraire, les connexions linéaires sur une
variété seront toujours supposées sans torsion.

I.3 Exemples élémentaires, Cas des basses dimensions
(3.a) sous-algébre a un élément

La sous-algebre a un élément {0} de gl(n,R) est un algebre d’holonomie, celle de la
connexion canonique ”plate” sur R".

(3.b) sous-algebre (de Lie) des homothéties

La sous-algebre (de Lie) des homothéties R Id,, = {\Id,,, VA € R} C gl(n,R) est une
algebre d’holonomie si et seulement si n = 2.
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(3.c) En dimension n =1

En dimension n = 1, il n’y a que deux algebres :

Propriété 4. |

L’algebre de gl(1,R) n’est pas une algebre d’holonomie en dimension 1 et
son unique sous-algebre propre {0} est l'unique algeébre d’holonomie dans cette
dimension.

(3.d) En dimension n = 2

En dimension n = 2, on a un énoncé général (voir par exemple [Krantz] chap. 11).

Propriété 5. |

Toutes les sous-algebres de Lie de gl(2,R) sont des algebres d’holonomie.

On remarque qu’il y a déja ici des exemples de groupes d’holonomie restreints non
fermés (méme dans le cas totalement réductible).

(3.e)En dimension n =3

En dimension n = 3, on a encore un résultat général (voir par exemple [Krantz]
chap. 12).

Propriété 6. |

Une sous-algebre de Lie de gl(3,R) est une algebre d’holonomie si et seulement
si ce n’est pas une sous-algebre a un parametre {\ A); VA € R} ou A est une
matrice (3,3) inversible.

Le "probleme de 1'holonomie” est donc résolu en dimension 1,2 et 3.
Pour plus de détails sur les basses dimensions, voir ’annexe BADI (Basses dimensions).

I.4 Utilisation de la théorie des représentations
(4.a) Notation comme ”représentation”

Il est souvent pratique de considérer un groupe linéaire (connexe) H dans GI(V') comme
une représentation linéaire p, fidele, du groupe de Lie connexe (abstrait) H dans un
espace vectoriel (réel) V', de dimension n.

Suivant les cas, la donnée d'un groupe de Lie linéaire sera donc notée tantot H C GI(V),
tantot (H,p, V).
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De facon équivalente, on peut considérer la représentation correspondante de ’algebre
de Lie h. On utilisera la méme notation p (en général, il n’y aura pas de confusion).
Une algebre de Lie linéaire sera donc notée tantot h C gl(V'), tantot (b, p, V).

(4.b) Attention a ces notations

Ces notations décrivent les sous-groupes et sous-algebres :

- pour les algebres de Lie, on identifie toujours A a son image donc, comme application, p
est toujours considérée comme une inclusion;

- pour les groupes de Lie, on considere toujours p comme injective, donc H est bien un
”sous-groupe de Lie” de GI(V'); mais comme ce n’est pas nécessairement un sous-groupe
fermé, pour ce qui concerne sa structure propre de groupe de Lie, p est considérée comme
une immersion (injective); c’est seulement si H est fermé que p est un plongement fermé
et H est une sous-variété (au sens strict) fermée.

On rappelle que, si (b, p, V') est une algebre de Lie linéaire, il y a un et un seul ”sous-
groupe de Lie” connexe H de GI(V') d’algebre de Lie h (qui n’est pas forcément fermé).
Cependant, il n’est pas toujours pratique de préciser H parmi les groupes de Lie connexes
d’algebre de Lie b. Si on considere I'unique groupe de Lie 1-connexe (abstrait) H d’algebre
de Lie b, alors p s’integre toujours en une représentation linéaire de H dans V, mais elle
n’est plus nécessairement fidele et H est alors un quotient de H par un sous-groupe discret

[’ de son centre Z(H). Le calcul de I' (en fonction de (b, p,V)) est assez technique.On
I'abordera seulement dans I’annexe CGLL (centre des groupes de Lie linéaires).

(4.c) Remarque importante sur les isomorphismes de représentations

Il peut y avoir une ambiguité sur les notions d’isomorphisme de représentations et d’iso-
morphisme d’algebres de Lie linéaires. Cela peut parfois poser des problemes, en particulier
dans les classifications.Dans ces notes, on préfere donc étre tres précis en introduisant un
vocabulaire adapté.

Définition 7. CONVENTION pour le probleme de I’holonomie

Deux représentations linéaires (py, Vi) et (pa, Vo) de la méme algebre de Lie b
(resp. du méme groupe de Lie connexe H) seront dites :

(1) isomorphes si il existe un isomorphisme linéaire f : V; — V5 tel que
(is0.) VAeh (resp. H),Vx € Vi,ona: pa(A)(f(z)) = f(pr1(A)(2);

(2) équivalentes si il existe un automorphisme d’algebres (resp de groupes) de
Lie o : h — b (resp. H — H) et un isomorphisme linéaire f : V3 — Vj tels
que

(equ.) VAeh (resp. H), Ve € Vi, on a: po(a(A))(f(x)) = f(p1(A)(2).

(4.d) Pour une algebre d’holonomie (b, p, V'), si on remplace h par une de ses conjuguée
dans gl(V'), cela remplace p par une représentation isomorphe, donc de ce point de vue, il



I. INTRODUCTION AU PROBLEME DE L’HOLONOMIE 11

n’y a pas de probleme.

Cependant, si « est un automorphisme extérieur de b, il se peut que les deux représentations
p et p o« ne soient pas isomorphes au sens ci-dessus mais seulement équivalentes.

Par exemple, c’est déja le cas pour la représentation canonique de gl(n, R) dans R" et pour
sa représentation ”contragrédiante” dans le dual de R™ (cela revient a considérer I'auto-
morphisme extérieur a(A4) = —*A de gl(n,R)).

Mais dans le cas des algeébres d’holonomies c’est 'image p(h) dans gl(V') qui est I'algebre
de Lie linéaire cherchée. Composer par un automorphisme de f ne change évidemment
pas I'image, donc ne change pas l'algebre de Lie linéaire. Donc, si (b, p1, V1) et (b, pa, V2)
sont deux représentations fideles équivalentes, elles donnent en fait des algebres de Lie
linéaires isomorphes (comme image dans gl(V}) et gl(V5)).

Bien sir, tout ce (4.d) s’applique aussi aux sous-groupes connexes des GI(V).

En conclusion, quand on donnera des classifications, on considérera toujours
des représentations linéaires fideles classées ”a équivalence pres”.
Dans I'annexe RAGL, on a listé quelques notations utilisées pour les représentations des
groupes et algebres de Lie.

1.5 Holonomies irréductibles
(5.a) Rappel
On rappelle tout d’abord une notion bien classique

Définition 8. Irréductibilité

Une algebre de Lie linéaire (h, p, V') (resp. un groupe de Lie linéaire (H, p,V))
est dit irréductible si la représentation linéaire p est irréductible,
i.e. si V n’admet aucun sous-espace non trivial invariant par p(h) (resp. p(H)).

(5.b) Un point d’histoire

Les holonomies irréductibles sont (officiellement) entierement classées depuis 1999.

M. Berger a fait une grosse partie du travail en 1955 [Berger 1]. Cependant, comme il
I’annoncait lui-méme, sa classification était incomplete, en particulier en ”basse dimension”
(mais pas seulement). Des travaux ultérieurs (en particulier de R.Bryant, voir [Bryant
1]) ont permis d’affiner la classification de Berger. La liste finale (officielle) est due a S.
Merkulov et L. Schwachhéfer en 1999 [Merkulov & Schwachhdfer 1 et 2]. Un exposé au
séminaire N. Bourbaki par R. Bryant en donne aussi une présentation détaillée, tout en
complétant encore quelques détails ([Bryant 2]).

Cependant, il semble qu’il y ait finalement une petite erreur dans le texte de S. Merkulov
et L. Schwachhofer, comme l’a signalé R. Bryant dans [Bryant 3|. Avec les résultats de
lauteur sur le cas totalement réductible (annoncés sur Arkiv en 2013 et décrits dans ce
texte), on obtient finalement une liste complete (jusqu’a nouvel ordre!)



12 CHAPITRE 1. SUR L’HOLONOMIE DES CONNEXIONS SANS TORSION

(5.c)

Pour présenter cette liste des holonomies irréductibles, les auteurs regroupent en général
les holonomies en plusieurs ”cas”. Le cas riemannien a été le premier dont la classification a
été considérée comme définitive. Le cas pseudo-riemannien est en fait assez similaire (dans
le cas irréductible!) et on dit souvent "métrique” pour riemannien ou pseudo-riemannien.
Une classe assez différente est celle des holonomies symplectiques irréductibles qui ne sont
pas métriques. Cette classe a a été introduite en bloc par Q.-S. Chi, S. Merkulov et L.
Schwachhofer dans [Chi, Merkulov & Schwachhéfer] et y est étudiée en détails. Elle contient
plusieurs exemples qui n’avaient pas été vus par M. Berger.
Il y a enfin des holonomies (toujours irréductibles) qui n’admettent pas de forme bilinéaire
invariante non dégénérée. Certaines de ces holonomies forment des familles et d’autres
sont traitées comme des cas exceptionnels. Quelques uns de ces derniers cas sont souvent
décrits a 'aide des octonions, dont la théorie est rappelée dans 'annexe AQHO (algebres
quadratiques, quaternions et octonions).

(5.d)

L’étude du cas totalement réductible a apporté un éclairage nouveau sur cette clas-
sification, ce qui a conduit 'auteur a présenter dans ce texte des regroupements un peu
différents. Il faut donc faire tres attention en comparant les listes parues dans les différents
articles avec celles du présent texte.

[.6 Totale réductibilité, Indécomposabilité

On précise ici le vocabulaire employé dans ce texte pour les questions de décompositions
des groupes et algebres de Lie linéaires.

(6.a)
On rappelle d’abord une deuxieme notion tout aussi classique.

Définition 9. Totale réductibilité

Une algebre de Lie linéaire (b, p, V) (resp. un groupe de Lie linéaire (H, p,V))
est dit(e)

(1) totalement réductible si la représentation linéaire p est totalement
réductible

i.e. si V peut s’écrire comme une somme directe finie de sous-espaces invariants
irréductibles et inversement

(2) mnon réductible si la représentation linéaire p n’est pas totalement
réductible,

i.e. si V contient au moins un sous-espace invariant non trivial qui n’admet
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aucun sous-espace invariant supplémentaire.

Remarque : Beaucoup d’auteurs emploient plutot les termes ”semi-simple” a la place
de "totalement réductible” et ”"simple” a la place d””irréductible”. Cependant, certains ex-
cluent du cas "simple” les représentations de dimension 1 et en particulier la représentation
"triviale” (de dimension 1) et limitent donc le cas semi-simple au cas ou il n’y a pas de
facteur de dimension 1. Au contraire, dans ce texte, toute représentation de dimension 1
est considérée comme irréductible. C’est pourquoi il est nécessaire d’étre précis.

(6.b) Notations particuliéres pour le cas totalement réductible

Si (H, p, V) est un groupe de Lie linéaire totalement réductible, puisque la représentation
p est fidele, le groupe de Lie H est nécessairement réductif et son algebre de Lie b est
donc réductive. On utilisera dans ce cas les notations qui suivent.

(1) On peut écrire h comme la somme directe h = a@®s; B sy D ... B, d'un idéal abélien
a (éventuellement nul) et d’'un nombre fini k& (éventuellement nul) d’idéaux simples non
abéliens s;.

Alors a est le centre de h et s = 1 @ 59 D ... B 55, est une "sous-algebre de Lévi” de b.

On rappelle que dans le cas réductif la sous-algebre de Lévi s est unique et c’est bien sur
un idéal.

Si s =0, alors h = a est abélienne.

Sia=0ets #0, alors h = as est semi-simple.

(2) Si on note respectivement A, Sy, Ss, ..., Sk, S les sous-groupes connexes engendrés
dans GI(V') par ces idéaux, alorson a: H = AS15;...5, = AS, c’est a dire que tout élément
de H peut s’écrire comme un produit d’éléments dans ces sous-groupes. Attention, cette
écriture d'un élément n’est pas forcément unique. Cependant, I'ambiguité d’écriture tient
aux intersections de ces sous-groupes entre eux et ces intersections sont toujours contenues
dans un sous-groupe discret du centre de H. En fait A est la composante connexe de
I'identité du centre de H mais ce centre peut ne pas étre connexe.

(3) Attention. Le nombre de facteurs de b (ou H) et le nombre de facteurs irréductibles

dans la décomposition de V' ne sont pas forcément les mémes et ne doivent pas étre confon-
dus : par exemple, on peut avoir plusieurs facteurs dans b pour un V irréductible ou
inversement un seul facteur (simple) dans § avec plusieurs facteurs irréductibles pour V.

(6.c) Indécomposabilité :

Les dénominations classiques ci-dessus reprennent les dénominations classiques pour les
représentations linéaires quelconques, mais on aura besoin d’une autre notion pour le cas
des groupes et algebres de Lie linéaires. En effet la "réduction” du cas totalement
réductible au cas irréductible nécessite déja une notion intermédiaire, qui peut servir aussi
en toute généralité pour les représentations non réductibles.
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Pour les holonomies riemanniennes, le groupe (restreint) Hy est compact, la représentation
est totalement réductible et on a un théoreme de décomposition. Mais ce résultat ne se
généralise pas au cas général, ni méme au cas pseudo-riemannien.

En effet, méme dans le cas particulier totalement réductible et pseudo-riemannien, on
connait depuis longtemps des groupes d’holonomie qui ne sont pas irréductibles et qui ne
peuvent pas se ramener au cas irréductible par une décomposition en produit (au moins lo-
calement) des variétés correspondantes comme c’est le cas pour les variétés riemanniennes.
Dans les articles sur ce sujet, on utilise la notion de ”faiblement irréductible”. Pour le
cas général, on va utiliser un vocabulaire spécifique adapté aux décompositions en produit
direct.

Définition 10. Produit direct et indécomposabilité

(1) On dit qu’une algebre de Lie linéaire (b, p,V') est un produit direct de k
algebres de Lie linéaires (hy, p1, V1), ..., (bk, pr, Vi) (avec k > 2) si il existe

- un isomorphisme d’algebres de Lie a:bh1 @ ...Bh — b et

- un isomorphisme d’espaces vectoriels ¢ : Vi & ...V, — V  tels que
VAL € by, .., A € b, 21 € Vi, .o,z € Vi, on a

a(Ar, ., Ap)(p(z1, .y ) = @(a(Ar)(x1), ..., a(Ag) ().

(2) On dit qu'un groupe de Lie linéaire (H, p, V) est un produit direct de k
groupes de Lie linéaires (Hy, p1, V1), ..., (Hg, px, Vi) (avec k > 2) si il existe

- un isomorphisme de groupes de Lie «: Hy X ..x H, — H et

- un isomorphisme d’espaces vectoriels ¢ : Vi@ ...®V, — V  tels que
VA € Hy, ..., A, € H,,x1 € V4, ...,z € Vi, on a

alAy, .. Ap)(p(xy, oy zr)) = w(a(Ar)(x1), .., a(Ag) (k).

(3) On qu'une algebre de Lie linéaire (b, p, V) (ou un groupe de Lie linéaire
(H,p,V)) est décomposable si elle (il) est isomorphe au produit direct de (au
moins deux) facteurs "non triviaux” (c’est a dire tels que les dimensions de V;
et V5 soient non nulles).

(4) On qu'une algebre de Lie linéaire (b, p, V) (ou un groupe de Lie linéaire
(H,p,V)) est indécomposable si elle (il) n’est pas décomposable.

Remarques. (1) Il est évident que toute algebre (ou groupe) de Lie linéaire peut étre
décomposé en produit direct d’un nombre fini d’indécomposables, mais cette décomposition
n’est pas nécessairement unique, méme dans le cas totalement réductible ; il suffit de penser
par exemple a l'algebre de Lie linéaire réduite & un élément {0} C GI*(n,R) pour n > 2.
(2) Attention. Il existe des holonomies totalement réductibles indécomposables qui ne

sont pas irréductibles. La classification des holonomies nécessitera d’étudier d’abord la
décomposition en indécomposables.
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(3) On a rassemblé quelques généralités sur ce type de décomposition dans ’annexe DECR
(décomposition des représentations) pour ne pas alourdir cette introduction.
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II Cas particuliers et programme d’étude général

II.1 Holonomies symétriques et non symétriques

Dans 1’étude de la question de 1’holonomie, on constate a l'usage qu’il vaut mieux
considérer plusieurs situations différentes si on veut s’y retrouver. Dans un premier temps,
on va mettre a part la question des espaces symétriques.

(1.a) Rappels sur les espaces symétriques et les variétés localement symétriques

(Ces rappels sont un peu plus détaillés dans 'annexe SYM (espaces symétriques).)
(1) Un espace symétrique M admet une unique connexion linéaire V invariante par les
symétries. Cette connexion est sans torsion et complete. De plus la dérivée covariante VR
de la courbure R de V est identiquement nulle.

(2) Une variété a connexion (M, V) est dite localement symétrique si V est sans
torsion et si la dérivée covariante VR de la courbure R de V est identiquement nulle.
Dans ce cas, il existe un espace symétrique S et un difféomorphisme d’un voisinage ouvert
d’un point de S sur un voisinage de b dans M qui est un isomorphisme de connexions.

(3) L’holonomie des espaces symétriques est assez particuliere. Elle peut étre (en prin-
cipe) explicitement décrite a partir des symétries. On y reviendra plus loin.

(1.b)

On peut donc déja répartir grossierement les groupes d’holonomie en deux classes :
les holonomies ”symétriques” et les holonomies "non symétriques”.
Il y a cependant des groupes d’holonomie qui apparaissent a la fois comme holonomie d'un
espace symétrique et comme holonomie d'une variété non localement symétrique. Il est
donc important de bien fixer le vocabulaire.

Définition 11. Holonomies symétriques et non symétriques

Une holonomie (c.a.d. un groupe d’holonomie ou une algebre d’holonomie) sera
dite :

(1) symétrique, si c’est I'holonomie d’un espace symétrique,

(2) non symétrique, si c’est ’holonomie d’une variété avec une connexion sans
torsion qui n’est pas localement symétrique,

(3) universelle, si c’est a la fois I'holonomie d’un espace symétrique et 1’holo-
nomie d’une variété qui n’est pas localement symétrique;

(4) strictement symétrique si tout variété qui admet cette holonomie est
localement symétrique,

(5) strictement non symétrique si aucune variété admettant cette holonomie
n’est localement symétrique.
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Pour illustrer ces appellations, voici trois exemples élémentaires classiques :
(1) l'algebre de Lie linéaire gl(n,R) = gI(R™) est une holonomie strictement non
symétrique pour tout n > 2;
(2) {0} C gl(n,R) est une holonomie strictement symétrique pour tout n > 1;
(3) so(n) C gl(n,R) est une holonomie universelle pour tout n > 2.

(1.c) Remarques

(1) Le plus souvent, on établit seulement les deux premieres catégories, i.e. les holo-
nomies ”"symétriques” et les holonomies "non symétriques”. Bien str les trois autres cas
s’obtiennent alors par intersection puis différence.

(2) Pour le cas le mieux connu, celui des holonomies ”irréductibles” que 1’on va décrire

plus loin, on constate apres classification que le plus grand nombre de groupes d’ho-
lonomies apparait dans le cas symétrique, suivi par le cas non symétrique. Par contre le
cas universel donne une liste assez courte, qui cependant est tres intéressante car elle ne
contient essentiellement que des structures ”classiques” qui ont été tres étudiées pour la
plupart. En conséquence, les classifications des cas symétrique et non symétrique pour-
raient étre vues comme des questions (presque) distinctes.
Cependant, dans le cas irréductible, ces deux questions ont été (presque) complétement
traitées quasiment en méme temps par M. Berger, méme si il a fallu beaucoup plus de
temps pour compléter le cas non symétrique (alors que la classification du cas symétrique
était complete des le début).

(3) Dans la suite, on s’intéressera dans un premier temps au cas totalement réductible.
En fait, dans I’étude des espaces symétriques a holonomie irréductible, M. Berger a déja
été amené a considérer des cas totalement réductibles non irréductibles. En effet, ce qu’il
avait classé, ¢’étaient tous les espaces symétriques dont le groupe de transvections est semi-
simple et parmi ceux-ci, il y en a dont I’holonomie n’est pas irréductible.
On abordera par la suite le cas général non réductible ou les résultats sont seulement
parcellaires. Cependant, on essaiera dans les préliminaires d’énoncer des résultats généraux
chaque fois que possible, sans se limiter au cas totalement réductible.

I1.2 Exemple de classification : holonomies riemanniennes
(2.a)

Avant de poursuivre I'introduction de la théorie générale, on considere le cas particulier
des groupes d’holonomie (restreints) compacts. Cela correspond exactement a I’étude des
holonomies des variétés riemanniennes. On aura ainsi un premier exemple de classification.
Un exposé tres détaillé sur I’holonomie riemannienne est le chapitre ? 7 du livre de A.Besse
[Besse 1]. On se contente donc ici d'un court résumé (sans démonstration).

Soit H C GI(V) un groupe d’holonomie compact.
Alors H laisse invariant au moins une forme quadratique définie positive sur V. On peut
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donc transporter cette forme quadratique en tout point par le transport parallele. Donc M
devient une variété riemannienne et la connexion donnée est nécessairement la connexion
de Levi-Civita associée a la structure riemannienne. En effet celle-ci est caractérisée par le
fait qu’elle est sans torsion et que la métrique riemannienne est parallele.

La représentation de H dans V est totalement réductible; c’est donc la somme directe
d’un nombre fini de représentations irréductibles de H dans des sous-espaces deux a deux
orthogonaux de V.

(2.b) Décomposition locale de Borel-Lichnérowicz

De plus, si on a une décomposition orthogonale V' = V; & V5 en deux facteurs H-
invariants, un théoreme de A. Borel et A. Lichnérowicz [Borel-Lichnérowicz 1] assure qu’au
moins localement, i.e. au voisinage de tout point, la variété riemannienne M peut s’écrire
comme un produit direct de deux variétés riemanniennes correspondant respectivement
aux deux facteurs. On reviendra sur ce théoreme dans le chapitre sur les produits.

On sait qu’il y a méme une version globale de ce théoréeme, due a G. de Rham : si M
est simplement connexe et si la connexion de Levi-Civita est de plus compléte, alors M
toute entiere est un produit direct.

Maintenant, 1’holonomie d’un produit de variétés riemanniennes est le produit direct des
holonomies des facteurs. Dans le cas riemannien, il suffit donc de connaitre les holonomies
irréductibles.

On commence par donner ci-dessous la liste des holonomies riemanniennes ”univer-
selles” irréductibles, puis la liste des holonomies riemanniennes irréductibles qui sont stric-
tement non symétriques; la réunion de ces deux listes donne la liste non symétrique.

On donnera ensuite la liste des holonomies symétriques riemanniennes irréductibles (qui
suit de la classification de E. Cartan pour ces espaces).
Dans les listes ci-dessous, b est une sous-algebre de Lie de gl(n, R) telle que le sous-groupe de
Lie H connexe de GI™(n,R) d’algeébre de Lie h est compact, et telle que la représentation
p de b (ou H) ainsi définie dans R™ est irréductible.

(2.c) Liste des algebres d’holonomie riemanniennes irréductibles ”universelles”

Il y a exactement trois familles a un parametre
— so(n) C gl(n,R), n > 2; cela correspond :

d’une part aux variétés riemanniennes ” génériques”,

d’autre part aux espaces symétriques simplement connexes S™ et RH"™;
— u(m) C gl(m,C) C gl(2m,R), m > 2; cela correspond :

d’une part aux variétés kahlériennes ”génériques”

d’autre part aux espaces symétriques simplement connexes CP™ et CH™ ;
— sp(m) @ sp(1) C gl(4m,R), m > 2; cela correspond :

d’une part aux variétés quaternion-kahler ”génériques”,

d’autre part aux espaces symétriques simplement connexes HP™ et HH™.
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Remarques. (1) Dans le cas quaternion-kéhler, on fait agir sp(m) sur H™ par mul-
tiplication a gauche et on fait agir sp(1) par multiplication a droite (par le conjugué);
on peut aussi dire qu’on prend l'identification de H™ @y H avec R*™. Mais on rappelle
que sp(m) @ sp(1) n’est pas contenue dans gl(m,H) ni méme dans gl(2m,C); c’est une
représentation réelle qui n’est pas complexe. Dans le cas de u(m), on a une représentation
complexe d’un groupe réel, qui est R-irréductible.

(2) Les espaces symétriques riemanniens de la liste ci-dessus sont tous de rang un et
ce sont presque tous les espaces de rang un (simplement connexes); il n’en manque que
deux : le plan projectif des octonions @P? et son dual hyperbolique @H?. Pour ces deux
derniers, leur groupe d’holonomie, qui est la représentation spinorielle (réelle) de Spin(9)
dans R, apparaissait comme une possibilité dans la liste initiale de M. Berger. Mais
indépendamment [D.Alekseevski 1] et [Brown-Gray 1] ont montré que cette holonomie est
en fait strictement symétrique.

(3) On sait qu’il peut y avoir des quotients des espaces symétriques simplement connexes
qui sont encore des espaces symétriques; par exemple l'espace projectif réel RP™ est un
quotient de S™. On n’a indiqué ci-dessus que les espaces symétriques simplement connexes.

(4) Il y a quelques ”isomorphismes de basses dimensions” qui induisent les restrictions
indiquées dans la liste ci-dessus (pour ne pas avoir de répétition) :
(s0(2) C gl(2.B)) = (u(1) C gl(1,C)) et (s0(4)  gl(4,R)) = (sp(1) & sp(1) C gl(4, ).
On rappelle aussi que so(1) = {0} est l'algebre de Lie linéaire triviale & un élément, seule
algebre d’holonomie possible en dimension 1, mais elle est strictement symétrique.

(2.d) Liste des algebres d’holonomie riemanniennes irréductibles
”strictement non symétriques”

Il y a deux familles a un parametre :

— su(m) C gl(m,C) C gl(2m,R), m > 2 : cela correspond aux variétés kahleriennes
a courbure de Ricci nulle (dites aussi ”Calabi-Yau”) ”génériques” ;

— sp(m) C gl(m,H) C gl(4m,R), m > 2 : cela correspond aux variétés hyperkahler
(toujours ”génériques”) ;

mais il y a aussi deux cas particuliers ”exceptionnels” :
— g2 C gl(7,R);
— s0(7) C gl(8,R).

Remarques. (1) Ici encore il ya un isomorphisme de basse dimension :

(sp(1) C gl(1, H)) = (su(2) C gl(2,C)).
Par contre su(1) = 0 est C-irréductible, mais n’est pas R-irréductible.

(2) On sait que le groupe compact exceptionnel G est le groupe des automorphismes de
'algebre alternative (integre) . 11 laisse fixe le centre R C () et admet une représentation
fidele sur 'espace des ”octonions purs”, qui est donc de dimension (réelle) 7.

De méme, on sait que le groupe compact Spin(7) admet une représentation spinorielle
(réelle) de dimension 8. Son algebre de Lie est 50(7) et c’est cette représentation spinorielle
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qui intervient ci-dessus. On peut aussi la construire dans le cadre des octonions (voir
I'annexe AQHO).

(3) On voit que la liste des holonomies riemanniennes irréductibles "non symétriques
7 qui regroupe les deux listes des paragraphes (2.c) et (2.d), n’est pas tres longue. Elle
est en tout cas nettement plus courte que la liste des holonomies des espaces symétriques
riemanniens irréductibles (qui sera ”décrite” ci-dessous sans liste explicite, mais qui figure
dans les tables récapitulatives).

I1.3 Holonomies riemanniennes irréductibles ”symétriques”
(3.a)

La classification des espaces symétriques riemanniens irréductibles donne donc tous les

autres cas strictement symétriques, du moins si on déduit les trois familles ”universelles”
citées ci-dessus au (2.c).
Cette classification (due a E. Cartan) est décrite dans de nombreux ouvrages, en particulier
le traité classique [Helgason] et on peut aussi consulter [Besse 1 ch 7]. Depuis les travaux
de Cartan, cette classification est en général donnée en 4 tables. Celles-ci sont reprises a la
fin du texte dans la table SYMR (espaces symétriques riemanniens).

Remarque importante : Ces 4 tables de Cartan cor-
respondent en fait a seulement 2 listes d’holonomies.

En effet, dans le cas riemannien irréductible, il y a deux types d’espaces symétriques

qui ont la méme holonomie, un type compact et un type non compact, avec des tenseurs
de courbure opposés. De plus, comme 'a constaté Elie Cartan dans un deuxieme temps,
la classification des espaces symétriques riemanniens irréductibles peut se ramener pour
chacune des tables a la classification des groupes de Lie simples réels.
Plutot que de recopier les nombreux ouvrages existant sur les groupes de Lie et les espaces
symétriques, on a choisi de donner ici une présentation unifiée des holonomies symétriques
dans le cas riemannien irréductible, en se ramenant précisément a cette classification des
groupes de Lie réels simples. La liste de ces groupes est rappelée dans I’'annexe NAGL pour
fixer les notations.

(3.b) Deux ”listes” et le théoréme de classification

Premiere liste d’holonomies symétriques riemanniennes irréductibles

On considere un groupe de Lie réel G simple sans centre et non compact.
On prend pour H la composante connexe de l'identité du compact maximal de G (qui
est unique a conjugaison pres dans ). Alors le quotient G/H est un espace symétrique
riemannien irréductible non compact, simplement connexe, a courbure sectionnelle négative
ou nulle. On prend enfin I’holonomie de cet espace symétrique, qui est une représentation
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fidele du groupe H sur l'espace tangent 7,(G/H) a l'espace G/H au point base b = eH.
En particulier la dimension de T,(G/H) est celle de G/ H, donc la différence des dimensions
entre G et H.

Deuxieéme ”liste” d’holonomies symétriques riemanniennes irréductibles
On considere un groupe de Lie réel H simple sans centre et compact.
Alors H lui-méme un espace symétrique riemannien irréductible a courbure sectionnelle
positive ou nulle. On prend enfin I’holonomie de cet espace symétrique, qui est simplement
la représentation adjointe de H dans son algebre de Lie bh.
Bien stir les dimensions de H et h sont les mémes.

On peut donc énoncer en corollaire de la classification de E.Cartan

Théoréme 12. Holonomies riemanniennes symétriques irréductibles |

Les holonomies symétriques riemanniennes irréductibles (de dimension n > 2)
sont exactement les holonomies des deux listes ci-dessus.

Il y a donc exactement une holonomie riemannienne symétrique irréductible
correspondant a chaque groupe réel simple sans centre.

(3.c)

(1) Dans la table SYMI, on donne la liste (due a M.Berger) des espaces symétriques
"totalement réductibles et indécomposables” (avec leur holonomie). Cette liste contient la
"liste de Cartan” des espaces symétriques riemanniens irréductibles. Il suffit de prendre
dans la liste de Berger ceux dont le groupe d’holonomie est compact.

(2) Si on veut seulement les holonomies strictement symétriques, il faut exclure de la

premiere liste trois familles de groupes réels (de rang réel 1), i.e. les groupes :

G = PSOy(n,1), PSU(m,1), PSp(m,1).

Ces groupes donnent exactement les trois familles d’holonomies ”universelles” du para-
graphe (2.c) ci-dessus, correspondant respectivement a

H = 50(n), U(m), Sp(m)Sp(1).

Pour les trois familles de groupes ci-dessus, les espaces GG/ H sont les espaces hyperboliques
réels RH™, complexes CH™ et quaternioniens HH".

(3) Par contre il faut garder dans la liste strictement symétrique le cas excep-
tionnel du groupe G' = F? (ou F;*° dans les notations de Tits), qui est pourtant de rang
réel 1 comme les trois ci-dessus. Ce dernier donne pour ’holonomie la représentation spi-
norielle réelle de Spin(9) en dimension 16. L’espace symétrique correspondant est le ”plan
hyperbolique des octonions” @ H?2.

(4) De méme, dans la deuxieme liste il faut exclure le groupe simple compact sans centre
de rang un, i.e. le groupe de Lie SO(3). En effet, la représentation canonique " classique” de
SO(3) coincide avec sa représentation adjointe, contrairement a ce qui se passe pour tous les
autre groupes compacts classiques. Il donne donc ’holonomie universelle so(3) C gl(3,R).
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(3.d) Digression : dualité sur les spaces symétriques riemanniens irréductibles

Attention, pour chaque holonomie symétrique riemannienne irréductible, il y a plusieurs

espaces symétriques (non isomorphes) qui admettent cette holonomie. On peut considérer
seulement les espaces symétriques 1-connexes. En effet les autres espaces symétriques sont
seulement certains de leurs quotients discrets, puisque le revétement universel d'un espace
symétrique est encore un espace symétrique.
Meéme avec cette hypothese, si on se donne une holonomie symétrique irréductible, il y a
exactement deux espaces symétriques riemanniens 1-connexes qui admettent cette holo-
nomie (en dimension > 2). On dit généralement qu’ils sont en dualité. Leurs tenseurs de
courbure sont opposés (apres identification adéquate des espaces tangents au point base).
L’un des espaces est compact et a courbure sectionnelle positive ou nulle. Son dual est
non compact, a courbure sectionnelle négative ou nulle. Dans la description de 1’holonomie
ci-dessus, on a déja donné un des deux cas. On va ici décrire rapidement son dual.

- Pour la premiére liste, on a déja indiqué des espaces G/H non compacts.
Dans la classification de Cartan, ce sont les espaces de "type II1”.
Son dual est alors (le revétement universel de) 'espace compact K/H ou K est le compact
maximal du complexifié G¢ de G.
Dans la classification de Cartan, on obtient alors les espaces de "type 1”.
Par exemple, les espaces symétriques simplement connexes compacts ”"duaux” des espaces
hyperboliques mentionnés en (3.c) sont S™, CP™, HP™ et () P2
pour K = PSO(n+ 1), PSU(m + 1), PSp(m + 1) et F; respectivement.

- Pour la deuxieéme liste on a indiqué les groupes compacts simples H, vus comme
espaces homogenes (H x H)/H.
Dans la classification de Cartan, en passant au revétement universel (qui est encore com-
pact pour ces cas), on obtient les espaces de "type I1”.
Alors T'espace ”dual” est I'espace symétrique (non compact) HS/H, ott H® est le com-
plexifié de H.
Dans la classification de Cartan, on obtient alors les espaces de "type IV”.

II.4 Programme d’étude pour le probleme de I’holonomie

L’exemple de ’holonomie riemannienne permet de dégager quelques uns des ingrédients
nécessaires pour I’étude de ’holonomie, que ce soit en général ou dans des cas particuliers
(comme le cas totalement réductible ou le cas pseudo-riemannien).

On peut distinguer ainsi plusieurs étapes.

(4.a) La " classification” des espaces symétriques

Dans le cas riemannien et plus généralement dans le cas totalement réductible, ces
classifications ont déja été établies par M. Berger (voir [BERGER 1957]) et il en existe
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plusieurs présentations détaillées. Pour le cas riemannien, on a décrit la classification ci-
dessus et aussi en table SYMR. Pour le cas totalement réductible, on donne en table SYMI
la liste des indécomposables établie par Berger (avec une présentation adaptée a la présente
étude).

Dans le cas pseudo-riemannien, il existe beaucoup d’espaces symétriques dont 1’holonomie
est non réductible et on ne peut pas espérer une classification similaire se réduisant a une
"liste” d’indécomposables. C’est encore plus vrai bien sur dans le cas général (sans forme
quadratique non-dégénérée invariante).

On peut cependant dégager des "théoremes de structures” autour des questions de semi-
simplicité et de nilpotence, comme dans le cas des groupes de Lie. On étudiera dans cette
optique le cas particulier pseudo-riemannien non réductible, mais seulement apres 1’étude
des holonomies totalement réductibles.

(4.b) La question de la décomposition en produit

Dans le cas riemannien, on se ramene au cas des représentations irréductibles (grace au
théoreme de Borel-Lichnérowicz), mais ce n’est plus vrai en général.
On a donc introduit pour cela (des le chapitre I) la notion d’algebre ou de groupe de Lie
linéaire indécomposable. Comme on I’a déja dit, méme dans le cas totalement réductible,
il y a des holonomies indécomposables non irréductibles. Cela apparait des la dimension 2
(voir paragraphe 5 du chapitre XI) et on donnera de nombreux exemples (symétriques ou
non) plus loin.
Dans les chapitres X et suivants, on étudiera précisément les liens entre cette notion de
décomposition et différentes notions de produits pour les variétés munies de connexions
sans torsion. On aura ainsi une sorte de généralisation du théoreme de Borel-Lichnérowicz.

(4.c) Les conditions nécessaires pour le cas non symétriques

M. Berger a dégagé deux "criteres”, i.e. des conditions nécessaires, pour qu’une
algebre de Lie soit une algebre d’holonomie non symétrique.
Le premier critere est basé sur la premiere identité de Bianchi pour la courbure et le
théoreme d’Ambrose-Singer, et il est valable pour toute holonomie (i.e. aussi bien pour le
cas symétrique que pour le cas non symétrique).
Le deuxieme critere utilise la deuxieme identité de Bianchi pour écarter en particulier les
holonomies strictement symétriques.
On rappelle ces criteres dans les paragraphes 5 et 6 qui suivent.

(4.d) Les conditions suffisantes pour le cas non symétrique

Pour montrer qu’une algebre linéaire est une holonomie, il suffit de construire un
exemple de connexion sans torsion sur un voisinage de 0 dans R™.
Cependant cela n’a rien d’évident en général. R. Bryant a montré que trouver de tels
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exemples consiste a résoudre (localement) un systeme différentiel extérieur et il a développé
ce programme en détails dans le cas irréductible.

On ne cherchera pas ici a refaire toute cette étude, mais on se contentera de regarder
quelques exemples, ainsi que les cas totalement réductibles indécomposables qui ne sont
pas déja couverts par 1’étude de R. Bryant.

(4.e) Conclusions finales et remarques

Lorsque les conditions nécessaires et les conditions suffisantes épuisent les cas possibles,
on a donc une classification (ou des théoremes de structure). C’est loin d’étre le cas en
général, mais on essaiera d’étre aussi complet que possible pour le cas totalement réductible.
Pour le cas pseudo-riemannien, on est encore loin d’une réponse complete, sauf pour le cas
lorentzien et le cas de signature (n-2,2).

Remarques. (1) On ne traitera pas le probleme systématiquement dans l'ordre ci-
dessus, car les différentes étapes interferent, en particulier sous des hypotheses particulieres.
(2) 11 faut enfin souligner qu’il y a bien d’autres questions intéressantes concernant
I’holonomie, en particulier
- la construction d’exemples ”globaux, c’est a dire compacts, ou complets, ou les deux, ou
non compacts avec une structure donnée a l'infini, ...
- I’étude des holonomies avec des conditions supplémentaires sur la courbure : variétés
d’Einstein et autres, ...
- 'existence (ou non) d’isomorphismes (difféomorphismes préservant la connexion), la pos-
sibilité d’exemples homogenes, ...
- les "espaces de modules” éventuels, si I’holonomie choisie implique par exemple I'analy-
ticité de la variété sous-jacente et de la connexion, ...

II.5 Espace des courbures, Premier critere de Berger, Algebres
de Berger

(5.a)

Un des théoremes ”fondamentaux” de ’holonomie est le théoreme d’Ambrose-Singer
qui dit en substance que 'algebre d’holonomie b (calculée au point base) est entierement
décrite par le tenseur de courbure R de la connexion donnée, ramené au point base par
transport parallele a partir de tous les points de la variété (voir annexe CLDG).
M.Berger en a déduit un premier ”critere” pour 1’holonomie i.e. une condition algébrique
nécessaire pour qu'une algebre de Lie linéaire soit une algebre d’holonomie.

Pour utiliser efficacement ce théoreme, on introduit une notation et une définition.
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Notation 13. courbure

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension n > 2.

On considere I'espace vectoriel (®3V*) @ V' des applications tri-linéaires R de
V' dans lui-méme mais on va noter ses éléments ”comme des courbures”, c’est a
dire :

on note R(x,y)z l'image par R de (z,y,2) € V xV x V.

En particulier, V z,y € V on définit un endomorphisme R(x,y) de V par
R(z,y)(z) = R(z,y)z, VzeV.

Si R est alternée dans les deux premieres variables, on définit une application
linéaire
R: A2V — gl(V),

(encore notée R par abus de langage) par prolongement & A2V de x Ay —
R(z,y).
On note alors R € (A2V*) @ gl(V).

(5.b)
On définit maintenant "’espace des courbures” K (h)

Définition 14. Espace des courbures

On appelle espace des courbures d’une algebre de Lie linéaire h C gl(V)
et on note K(h) C (®3V*) @ V le sous-espace vectoriel formé des applications
tri-linéaires R vérifiant les propriétés suivantes Vz,y,z € V (avec la "notation
courbure”)

(1) R(y,x) = —R(x,y) (la courbure est alternée dans les deux premieres va-
riables)

(2) R(z,y)z+ R(y,z)xr + R(z,z)y = 0 (premiere identité de Bianchi)

(3) R(x,y) € b (propriété d’Ambrose-Singer).

Remarques. (1) Attention. on a fait ici un abus de notation en notant K(b).

En fait cet espace ne dépend pas seulement de I’algebre de Lie (abstraite) b, mais aussi de
la représentation p de fh dans V. Il faut voir ici h comme une algebre de Lie linéaire.
On pourrait noter cet espace K(h C gl(V)) ou K(bh, p, V) mais l'usage ci-dessus est "tra-
ditionnel” et on le suivra chaque fois qu’il n’y a pas d’ambiguité.

(2) Avec la convention de notation ci-dessus, on voit que K(h) C (A2 V*) @b et c’est
précisément le sous-espace défini par la premiere identité de Bianchi.
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(3) On vérifie facilement que K (h) est invariant par ’action naturelle de b sur (A V*)®
h C (2*V*)®@ V. Ainsi K(h) est aussi I'espace d’une représentation px de b (qui n’est pas
nécessairement fidele).

(5.¢)

On introduit ensuite un idéal B(h) relié aux courbures ”possibles”.

Définition 15. Idéal et algebre de Berger

On appelle idéal de Berger d’une algebre de Lie linéaire h C gl(V) et on
note B(h) le sous-espace vectoriel de b engendré par tous les endomorphismes
R(z,y), pour tous les z,y € V et tous les R € K(bh).

On appelle algebre de Berger une algebre de Lie linéaire h C gl(V') telle que
B(h) =b.

Comme le sous-espace B(h) est lui aussi invariant par 'action naturelle de b sur elle-
méme (i.e. I'action adjointe), c’est donc bien un idéal de h. Bien str, lui aussi dépend de
p et pas seulement de b.

Une conséquence directe du théoreme d’Ambrose-Singer est alors le critere suivant.

Théoréme 16. Premier Critére de Berger |

Si b C gl(V) est une algebre d’holonomie, alors b C gl(V') est une algebre de
Berger.

A lui seul, ce premier critére est tres restrictif et exclut de I’holonomie beaucoup
d’algebres de Lie linéaires. Mais ce n’est pas une condition suffisante.
La notion d’algebre de Berger se révelera aussi utile pour étudier certaines sous-algebres
d’une algebre d’holonomie dans le cas non réductible.

I1.6 Espace des dérivées de courbures, Deuxieme critere de Ber-
ger

(6.a)

Comme on l’a dit plus haut, il est intéressant de mettre de c6té les holonomies "stric-
tement symétriques” qui correspondent exclusivement a des espaces symétriques (ou loca-
lement symétriques). On peut expliciter un ”critere”, (on rappelle que c’est une condition
algébrique nécessaire) pour qu'une sous-algebre de Lie b de gl(n,R) soit une algebre
d’holonomie strictement symétrique, i.e. correspondant uniquement a des variétés locale-
ment symétriques.

On considere pour cela I'espace des dérivées covariantes possibles de la courbure pour une
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telle holonomie, comme on I'a fait au paragraphe précédent pour ’espace des courbures.
Ici encore, on va utiliser une notation adaptée.

Notation 17. ”?dérivée de courbure”

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension n > 2.

On considere I'espace vectoriel (@*V*) ® V des applications quadri-linéaires P
de V dans lui-méme mais on va noter ses éléments ”comme des dérivées de
courbures”, c’est a dire :

on note P,(y, z)u 'image par P dans V de (z,y,z,u) € VxV xV x V.

En particulier, avec cette notation, Vx € V on définit un élément P, de (23V*)®
V par (P,)(y,z,u) = P.(y, z)u. Alors P,(y, z) est un endomorphisme de V.

(6.b)
On définit maintenant "’espace des dérivées de courbures” K;(h)

Définition 18.

On appelle espace des dérivées de courbures d’une algebre de Lie linéaire
h C gl(V) et on note K;(h) C (®*V*) ® V le sous-espace vectoriel formé des
applications quadri-linéaires P vérifiant les propriétés suivantes Va,y,z € V
(avec la "notation dérivée de courbure”)

(1) P, € K(b) (c’est a dire P, est une courbure),

(2) P.(y,z)+ Py(z,2) + P.(x,y) = 0 (deuxieme identité de Bianchi).

Remarques. (1) Pour toute connexion linéaire sans torsion V, d’holonomie b, ces
conditions sont vérifiées par le tenseur VR dérivée covariante (premiere) de la courbure R.

(2) On a bien sir K;(h) C (V* @ K(h) C (V* @ (AN2VH)@h) C ((@V*)eV),
ou la premiere inclusion correspond a la deuxieme identité de Bianchi et la deuxieme
inclusion a la premiere identité de Bianchi.

(3) Comme pour K (h), on constate que l'espace vectoriel K1 (h) est invariant par 'action
naturelle de b sur (®*V*) @ V et donc K;(h) est aussi 'espace d'une représentation de b.

(6.c)

On a alors immédiatement le critére suivant

Théoreéme 19. Deuxiéme Critére de Berger |

Sih C gl(V) est une algebre d’holonomie non symétrique, alors Ki(h) # 0.
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Remarques. (1) On peut énoncer le critere en mode ”contraposé” :
sih C gl(V) est une algébre d’holonomie qui vérifie Ki(h) =0,
alors b C gl(V') est une algébre d’holonomie strictement symétrique,
autrement dit toute variété a connexion sans torsion qui admet b C gl(V') comme holonomie
est nécessairement localement symétrique.
(2) Il y a des relations universelles sur les dérivées covariantes d’ordre supérieur de la
courbure des connections (sans torsion), mais ce sont des conséquences des deux identités
de Bianchi. Cependant, cela ne veut pas dire que les deux critéres de Berger soient suffisants
pour assurer qu'une algebre de Lie linéaire est une holonomie non symétrique.

I1.7 Complément sur les holonomies symétriques
(7.a)

Pour une algebre de Berger, le fait de vérifier K;(h) = 0 n’est un critére ni nécessaire, ni
suffisant pour assurer que cette algebre de Berger est ’holonomie d'un espace symétrique.
- D’une part il y a les holonomies universelles qui correspondent a des espaces symétriques
tout en vérifiant K;(h) # 0 (on a vu les exemples riemanniens au II (2.c)).

- D’autre part, il y a des algebres de Berger vérifiant K;(h) = 0 qui ne sont pas des holo-
nomies, parce qu’elles ne correspondent pas a des espaces symétriques.

Par contre, on peut en principe déterminer sur la représentation d’holonomie si elle cor-
respond a au moins un espace symétrique. On énonce cela sous la forme suivante.

J Théoréme 20. Une caractérisation des holonomies symétriques |

Une algebre de Lie linéaire h C gl(V') est I'holonomie d’au moins un espace
symétrique si et seulement si il existe une courbure R dans K (h) qui vérifie :
(1) R est invariante par b et

(2) R est surjective comme une application linéaire de A?V dans b.

Remarques. (1) Dans ce théoreme, la deuxieme propriété implique en particulier que
B(h) = b donc h C gl(V) est une algebre de Berger.
(2) Bien sur, 0 est h-invariant dans K (h), mais la deuxieme propriété implique alors h = 0.
C’est le cas d’un espace symétrique "plat”.
(3) Le théoreme ci-dessus est une conséquence immeédiate du calcul de la courbure pour les
espaces symétriques (voir 'annexe SYMG).

(7.b)

Deux conséquences immédiates du théoréeme sont les suivantes :
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Corollaire 21. |

Si h C gl(V) est 'holonomie d'un espace symétrique de dimension n, alors
(1) b ne contient pas le centre R Idy de gl(V') et
(2) la dimension de b est inférieure ou égale a n(n — 1)/2.

Pour (1), le centre de gl(V') agit effectivement sur (2*V*) ® V' par homothéties, donc
ne laisse aucun élément non nul invariant.
En particulier, les algebres de Lie linéaires classiques gl(m,R) = gl(R™) ou
cso(p,q) C gl(p+ q,R) sont des holonomies strictement non symétriques.
Pour (2), le cas "plat” correspond & la borne inférieure 0 pour la dimension de b.
La borne supérieure n(n — 1)/2 est réalisée par les espaces symétriques riemanniens (ou
pseudo-riemanniens) & courbure (sectionnelle) constante non nulle.
Inversement, comme exemples d’algebres linéaires avec avec dim(h) > n(n —1)/2, on peut
citer les algebres de Lie linéaires classiques sl(n,R) C gl(m,R) et sp(m,R) C gl(2m,R).
Les algebres de Lie linéaires ci-dessus sont pourtant des algebres d’holonomies, donc ce
sont des holonomies strictement non symétriques.

(7.c) Donnée d’holonomie associée a un espace symétrique

Pour simplifier les appellations, on introduit une définition pour le cas particulier des
holonomies fournies par un espace symétrique.

Donnée : Soit (M, S) un espace symétrique et b un point base. Soit (g, o) la paire
symétrique réduite associée, ou g est l'algebre de Lie du groupe G des transvections de M
et o automorphisme d’ordre 2 sur g induit par I'application tangente T}, S, (au point b)
de la conjugaison S, sur G par la symétrie s, de centre b.

Soit b la sous-algebre de Lie de g formée des éléments fixes sous o et V' le supplémentaire
de b dans g formé des éléments = € g tels que o(z) = —zx.

La restriction du crochet de g a un élément de h et un élément de V donne alors la
représentation d’holonomie de (M, S), donc h C gl(V') est une holonomie symétrique.

De plus, la restriction du crochet de g a deux éléments de V' est alors (aux identifications
standards pres) le tenseur de courbure R en b, vu comme une application linéaire R :
A?V — . (Pour plus de détails, voir annexe SYMG.)

Définition 22. Donnée symétrique

Avec les notations ci-dessus, on dira que (h C gl(V'), R) est la donnée d’holono-
mie symétrique associée a ’espace symétrique (M, S).
Une telle donnée sera appelée plus simplement donnée symétrique.

(7.d) Remarques

(1) Comme expliqué dans 'annexe SYMG, la donnée (h C gl(V), R) permet de re-
construire facilement la paire symétrique réduite (g, o) et donc aussi un espace symétrique
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simplement connexe auquel cette donnée est associée.

(2) Un changement de base sur T,M remplace le tenseur R par A* R pour tout (0 #
JA € R. En effet, si on conjugue par une homothétie de V' de rapport A(# 0), alors la
représentation p ne change pas; donc un simple changement de base par homothéties
transforme R en A\~2 R, sans changer 'espace symétrique.

(3) Attention. une holonomie symétrique peut correspondre a plusieurs données symétriques

et la notion de donnée symétrique est donc plus précise.
On l'a déja indiqué dans le cas riemannien, mais on peut généraliser :

| Corollaire 23. |

Si b C gl(V) est I'holonomie d’un espace symétrique et si de plus la
représentation px de h dans l'espace des courbures K(h) a un et un seul facteur
trivial de dimension 1, il y a deux espaces symétriques 1-connexes différents
qui ont la méme holonomie (correspondant aux deux choix de signe pour un
générateur de ce facteur trivial), sauf dans le cas ot il existe un automorphisme
de la représentation px qui envoie R sur son opposé (il n’y a alors qu'un seul
espace symétrique 1-connexe correspondant & isomorphisme pres).

(4) I y a (probablement) aussi des exemples ot K (h) a un facteur trivial de dimension
> 2, avec des éléments R non colinéaires vérifiant la condition de surjectivité et ainsi des
"familles” de données symétriques.
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III Prolongements des algebres de Lie linéaires,
Applications a I’holonomie

III.1 Définition des prolongements, Exemples classiques

(1.a)

On aura besoin dans les questions d’holonomie de la notion de prolongements d’une
algebre de Lie linéaire. On donne les définitions ici pour bien fixer les notations. Pour plus
de détails, voir 'annexe PALL (prolongements d’une algebre de Lie linéaire).

Définition 24. Prolongements d’une algebre de Lie linéaire

Soit h C gl(V') une algebre de Lie linéaire et k£ un entier > 0.

(1) On appelle k -iéme prolongement de h et on note h*) I'espace vecto-
riel des applications (k + 1)-linéaires symétriques B de V x ... x V dans
V telles que V1,29, ...,z € V l'application linéaire de V' dans V' définie par
x — B(xq,x9, ..., T, x) appartient a b.

(2) On dit que h C gl(V) est d’ordre (de prolongement) infini (ou co) si
h*) est non nul pour tout entier k, et d’ordre fini sinon.

(3) Si h C gl(V) est d’ordre fini, on dit qu’elle est d’ordre k si h*~1 £ 0 et
hk) = 0.

Remarques. (1) Attention. h® ne dépend pas seulement de I'algebre de Lie (abs-

traite) b, il dépend aussi de la représentation p de h dans V. On devrait donc noter
(h < gl(V))® ou (b, p, V)P pour étre précis. Mais traditionnellement on simplifie cette
notation tant qu’il n’y a pas d’ambiguité.

(2) Par définition h®© = C gl(V). Par convention on pose en général h(=Y) =V et
h(=*) = 0 si k > 2. En raison des choix historiques, on note que I'ordre k est le plus petit
entier p tel que h® = 0 (ou oo si il n’y a pas de tel entier). On note aussi que {0} C gl(n, R)
est 'unique algebre de Lie linéaire d’ordre 0 en dimension n.

(3) La représentation p de b dans V' se prolonge en une représentation de b dans ’espace
(OF1V*) ® V et I'image de b laisse invariant le sous-espace vectoriel h*). Donc celui-ci
est canoniquement ’espace d’une représentation de b (pas forcément fidele).

(4) Dans le cas irréductible, évidemment {0} C gl(1,R) est la seule algebre d’ordre
0 et la plupart des algebres de Lie linéaires sont d’ordre 1. Les algebres de Lie linéaires
irréductibles d’ordre > 2 sont en fait d’ordre 2 ou co. Ces dernieres ont été classées par E.
Cartan dans [Cartan 190], mais sa classification était incomplete. La premiere classification
complete est due a S. Kobayashi et T. Nagano dans [Kobayashi-Nagano 1965]. Elles sont
décrites dans 'annexe PAGL avec des tables.
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(1.b)

On commence par décrire les ordres de quelques exemples classiques ; on détaille leurs
prolongements au paragraphe suivant.

_[ Propriété 25. Ordres des algebres de Lie linéaires réelles ”classiques” 1

(1) les algebres de Lie linéaires classiques suivantes sont d’ordre infini :
-a) Vn=1, gln,R)=gl(R") et Vn=2, sl(nR)CglnR),
-b) YVm =1, sp(m,R) et csp(m,R) C gl(2m,R),
) ¢s0(2) et cso(1,1) C gl(2,R);
2) Vp+ q > 3, les algebres de Lie linéaires so(p,q) C gl(p + ¢, R) sont d’ordre

P |

9

) Vp+q > 3, les algebres de Lie linéaires ¢so(p, q) C gl(p + ¢, R) sont d’ordre

N > —

Remarques. (1) On a deux isomorphismes canoniques sp(1,R) = s[(2,R) et de méme
csp(1,R) = gl(2,R). Ce sont des identifications entre algebres de Lie linéaires, et pas
seulement des isomorphismes d’algebres de Lie ”abstraites” (contrairement aux autres cas
d’isomorphismes de basses dimensions pour les algebres de Lie classiques).

(2) Pour n = 1, le premier cas donne R = gl(1,R) dont on a déja dit que ce n’était
pas une algebre d’holonomie. Ce cas particulier va jouer un role tres spécial, en particulier
pour les produits. Suivant les théorémes, il sera inclus ou non dans la famille des gl(n,R);
il faudra y faire attention dans les énoncés.

I11.2  Prolongements des algebres de Lie linéaires réelles clas-
siques

(2.a)Description des prolongements pour gl(n,R) et sl(n,R)
Pour h = gl(n,R), on a h = gl(V') = V* ® V donc immédiatement

gl(n, R)® = (OM'VvH eV Vix1

Ici on a posé R™ = V pour alléger les indices. Pour les notations et conventions sur les
"espaces de tenseurs” sur V', voir 'annexe REFT (Quelques remarques élémentaires sur
les formes et les tenseurs (p, 1)).

Sin = 1, 'espace gl(1,R)*) est de dimension 1 pour tout k.

Sin > 2, I'espace vectoriel gl(n, R)*) vu comme espace de représentation de gl(n, R),
n’est pas irréductible (pour tout k£ > 0). On peut en effet "prendre une trace” et donc
gl(n,R)® admet une décomposition en somme directe de deux sous-espaces gl(n,R)-
invariants irréductibles :

- d’une part le sous-espace des ”"éléments de trace nulle”, noté par ((OF1V*) @ V) ;
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il est défini comme le sous-espace des A € (OFFIV*) @V tels que Vy, ..., 73 € V, la trace
de 'endomorphisme x — A(z1, ..., xx) soit nulle;

- d’autre part un supplémentaire invariant isomorphe & (OFV*; plus précisément, il existe
une application h-équivariante injective ® : O*V* — (OF'V*) ® V définie ainsi :
VAE O™, a1, o ap €V, @A) (@, o i) = Dy Al@n, o Ty o, 1) 5

et on voit facilement que le supplémentaire invariant cherché est simplement 'image de P,
autrement dit

(Comme & est ”canonique”, par convention, on ”oublie” souvent de le noter.)

Pour sl(n,R) C gl(R™), avec n > 2, I'algebre sl(n,R) est le sous-espace des éléments
de trace nulle dans gl(n, R), autrement dit sl(n, R) = (V*®V'), (avec la notation ci-dessus).
On en déduit facilement :

si(n, R)® = (O"V*) @ V), Vk=0.

Et sl(n,R)*®) est ici irréductible sous sl(n, R) pour tout k.

(2.b)

Description des prolongements pour so(p, q) et ¢so(p, q).

Pour so(p, q), comme précisé dans 'annexe NAGL cette algebre de Lie linéaire est définie
comme les endomorphismes antisymétriques pour la forme quadratique canonique <, >
de signature (p, q) sur RPT? = V. Cette forme non dégénérée permet d’identifier V' et son
dual V* et plus précisément la représentation canonique avec sa contragrédiante. Ici, pour
rester plus proche des calculs précédents, on préfere voir les espaces de tenseurs comme des
formes multi-linéaires et on va donc remplacer V' par V*. En particulier, la représentation
adjointe de so(p, ¢) dans elle-méme est isomorphe & sa représentation dans A%(V*).

Alors so(p, )M s’identifie avec les 3-formes dans ®°(V*) qui sont symétriques sur les deux
premieres variables et alternées sur les deux dernieres. Le (tres classique) ”lemme des
tresses” nous donne immédiatement so(p, ¢)) = 0 et il en résulte

so(p,q)® =0 Vk>1.
Pour cso(p + q), il faut traiter a part le cas de la dimension 2.
On sait que ¢s0(2) s’identifie a C = gl(1,C) C gl(2,R). On traitera plus loin le cas complexe,
mais on donne tout de suite le résultat :

cs0(2)® =C VEk>1.

On sait aussi que ¢so(1,1) C gl(2,R) est décomposable comme un produit :
cs0(1,1) = gl(1,R) @ gl(1,R) = R? et on voit facilement :

cso(1,1)® =R? VE > 1.
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Pour p + ¢ > 3, on obtient (exercice)
cso(p, )V = V* =R et cso(p,q)® =0 VEk>2.

L’identification pour cso(p, q)!) revient & associer a toute 1-forme a € V* I'application
bilinéaire symétrique B*(z,y) = a(z)y + aly)r — < z,y > o,

ot af € V est défini par < o,z >=a(z), Vz € V.

Inversement, pour tout z € V fixé, la trace de 'endomorphisme y — B(z,y) de V est
simplement (p + q) a(x).

(2.c)

Description des prolongements pour sp(m, R) et csp(m,R).
On suppose ici m > 2, le cas m = 1 étant déja traité par les isomorphismes canoniques.
Comme précisé dans 'annexe NAGL, l'algebre de Lie linéaire sp(m,R) C gl(2m,R) est
définie comme les endomorphismes antisymétriques pour la forme symplectique canonique
w sur R?™ = V. Cette forme non dégénérée permet d’identifier V et son dual V* et
plus précisément la représentation canonique avec sa contragrédiante. Ici, pour rester plus
proche des calculs précédents, on préfere voir les espaces de tenseurs comme des formes
multi-linéaires et on va donc remplacer V' par V*. Par exemple, la représentation adjointe
de sp(m,R) dans elle-méme est isomorphe & sa représentation dans (O V*.
On en déduit facilement par récurrence que (modulo l'identification)

sp(m,R)® = OF2V* vk >0.

Et sp(m,R)*) est I'espace d'une représentation irréductible de sp(m,R) (pour tout k).

Pour ¢sp(m, R), il y a ici un phénomene tout a fait particulier.

Lemme 26. |

Sim > 2, alors ¢sp(m, R)®) = sp(m,R)®  VE > 1.

Démonstration. Il suffit de le vérifier pour k = 1, le cas £ > 2 en résulte par
récurrence.
Soit B € csp(m, R)Y et z,y, 2 € V. Par définition de csp(m, R), il existe une forme linéaire
a € V* telle que w(B(z,y),2) —w(B(x, 2),y) = a(x)w(y, 2).
D’autre part w(B(zx,y), z) = w(B(y,x), 2).
En utilisant encore le lemme des tresses, on en déduit
a(r)w(y, z) + a(z)w(z,y) + a(y)w(z,x) = 0.
Puisque m > 2, la dimension de V' est au moins 4. Par un choix approprié de z,y, z (en
fonction de a), on en déduit immédiatement que o = 0 et donc B € sp(m, R)M).

Remarque. Dans ce texte, ce résultat servira comme une étape pour montrer que
csp(m,R) C gl(2m,R) n’est pas une algebre d’holonomie dés que m > 3, contrairement
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aux autres algebres de Lie linéaires d’ordre infini considérées ici.
Mais attention a ne pas aller trop vite, on montrera plus loin que ¢sp(2,R) C gl(4,R) est
bien une algebre d’holonomie.

I11.3 Une propriété du premier prolongement utile pour I’holo-
nomie

(3.a)

Dans I'étude de I'holonomie, on va avoir besoin d'une propriété supplémentaire qui
concerne les algebres de Lie linéaires d’ordre > 2. Cette propriété nous servira déja dans
le cas irréductible pour étudier par exemple le cas de csp(m,R) C gl(2m,R). Elle nous
servira aussi ensuite pour les produits d’algebres de Lie linéaires et les représentations non
irréductibles en général. On commence par une notation pratique.

Notation 27. ”connexion”

On utilisera pour les éléments de b la méme disposition que pour les
connexions. C’est & dire, si B € h) et € V, on note B, 1’élément de b
défini par B,(y) = B,y = B(z,y), Yy e V.

Définition 28. La propriété (C)

Soit h C gl(V) une algebre de Lie linéaire d’ordre > 2 et h) son premier
prolongement.

On note C(h) I'image de 'évaluation eve : V @ hY) — b définie par

eve(r ® B) = B, Yo € Vet B € hV (et extension & tout V ® hM) par
linéarité).

On dit que h C gl(V) vérifie la propriété C si C(h) = b, i.e. si evo est
surjective.

Remarques. (1) Comme précédemment, C'(h) ne dépend pas seulement de b mais
aussi de la représentation p, avec le méme abus de langage déja employé.
De plus C'(h) est invariant par I'action de de b, donc est un idéal.

(2) Plus loin, on fera évoluer la propriété (C) en une propriété relative.

(3.b)

Une premiére utilisation de la propriété (C) est la suivante
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Lemme 29. |
Si la dimension n de V est > 2 alors C'(h) C B(h). En particulier,
si b C gl(V) vérifie la propriété (C) avec n > 2, alors h C gl(V') est une algebre
de Berger.

Démonstration. L’espace vectoriel C(h) est engendré par les éléments de la forme :
B, = eve(z @ B), avec v € V et B € bV,
Puisque la dimension de V' est au moins 2, on peut trouver « € V* et y € V tels que
a(y) =1 et a(x) = 0. Aux données B, et «, on associe R (dépendant des choix de z, B, a)
défini par R(z,t)u = «a(t)B,u — a(z)Bu. On voit que R est alterné en z,t et vérifie la
condition de Bianchi sur z,¢,u (parce que B est symétrique). On voit aussi que B, et
B, € b, donc R € K(h). Enfin R(z,y) = B,. Comme on peut faire cette construction pour
tous les générateurs, on en déduit C(h) C B(h).
Si de plus C'(h) = b, alors B(h) =h et h C gl(V') est une algebre de Berger.

Remarques. (1) Bien évidemment, une telle construction ne fonctionne pas en dimen-
sion n =1 ou K(gl(1,R)) =0 et C(gl(1,R)) =R. On a déja vu que gl(1,R) = gl(R) n’est
pas une algebre d’holonomie (et donc pas une algebre de Berger). Cependant, elle vérifie
bien la propriété (C) et cela interviendra plus loin dans les produits.

(2) Attention, B(h) peut étre plus gros que C'(h). On verra que c’est le cas en particulier
pour ¢sp(2,R) C gl(4,R) (d’ordre o).

(3.c)

Application aux algebres de Lie classiques.
On peut vérifier facilement pour les algebres de Lie réelles classiques :
C(gl(n,R)) = gl(n,R), C(sl(n,R)) =sl(n,R), C(cso(p,q)) = cso(p,q) et
C(sp(m,R)) = sp(m,R) (pour m > 2).
Donc pour n > 2, gl(n,R) et sl(n,R) sont des algebres Berger et de méme cso(p, q) si
p+q=2etsp(m,R)sim>2.
(On verra plus loin que ce sont toutes des algebres d’holonomie.)

Par contre, toujours si m > 2, on a C(csp(m,R)) = sp(m,R) # csp(m,R). On a donc

Propriété 30. ]

Pour m > 2, l'algebre de Lie linéaire irréductible
(esp(m, R), can, R*™) ne vérifie pas la propriété (C).

Attention, on va montrer bientot que (csp(m,R), can, R*™) n’est pas une algebre de
Berger si m > 3. Par contre on verra que (csp(2,R), can, R*?) est bien une algebre d’holo-
nomie, (et donc une algebre de Berger) méme s'il s’agit d'un cas ”exceptionnel”.
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III.4 Le complexe de Spencer et sa cohomologie
(4.a)

Pour étudier le rapport précis entre les prolongements d’une algebre de Lie linéaire et
ses espaces de courbures, on introduit d’abord le complexe de Spencer. Celui-ci a été défini
beaucoup plus généralement dans la théorie des systémes différentiels extérieurs (qui est a
'origine de la notion de prolongement). Dans la pratique, on utilisera seulement une toute
petite partie de ce complexe (en gros le "coin en bas a gauche”).

Soit donc (B, p, V) une algebre de Lie linéaire et h*) ses prolongements. Par convention,
on note h™P) =0sip =2, A(V*) =0siqg<0ouq>n=dmV et \°V*)=R.

Définition 31.

Le complexe de Spencer de (h, p, V) est le bi-complexe formé
(1) des sous- espaces vectoriels p(h) -invariants

CPa(h) = AYVH® b(pfl)

de l'espace vectoriel (®@PT1V*) ® V des applications p + ¢ linéaires définies sur
V et a valeurs dans V' [avec I'action naturelle de b étendant p];
(2) des application linéaires p(h) -équivariantes

Opq: CPIH) — Cp_l’qH(b)

définies par VA € CPA(h), z1, ..., Tprqg €V

1
Op,g(A) (@1, ey Tprg) = 3 Z €(0) A(To(1); s To(g41)s Tg+2s - Tpa);

" 0€Sq+1

(4.b) Remarques

(1) On considérera toujours CP4(h) comme un sous-espace de l'espace (@PT1V*) @ V
des (p + ¢, 1)-tenseurs sur V' (voir 'annexe REFT pour plus de précisions).

(2)Vu comme tenseur (p + ¢, 1) un élément A € CP4(h) :
- est alternée dans les ¢ premieres variables,
- est symétrique dans les p dernieres,
- et vérifie de plus que, si on fixe les p + ¢ — 1 premieres variables, alors
'endomorphisme de V' défini par y — A(x1, ..., Tpirq—1,y) est un élément de b.
L’application 0, , consiste alors & ”alterner” dans les ¢ + 1 premieres variables.

(3) Des auteurs divisent par (¢ + 1)! au lieu de ¢! dans la définition de 9,, (ou ne
divisent pas du tout). L’auteur préfere ¢! parce que ce n’est pas vraiment une division, on
regroupe seulement ¢! termes identiques avant de diviser. De toutes facons, cette différence
de convention n’a pas vraiment d’importance pour l'instant.
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(4.c) Cohomologie de Spencer

La propriété fondamentale du complexe de Spencer, ¢’est qu’on a toujours

Opq©0pt14q-1=0

(puisqu’on alterne deux fois).
Et la cohomologie (du complexe) de Spencer est donc définie naturellement par :

HP9(h) = Ker(dp,q) / Im(Ip+1,4-1)

Ici encore, Ker(0,4), Im(0,,4), H??(h) sont des espaces de représentations de b.
Attention, Ker(0,,) et Im(0,,) sont des sous-espaces de l'espace des (p + ¢, 1)-tenseurs,
mais ce n'est pas nécessairement le cas pour le quotient H”4(h).

Bien str H™9(h) = 0 des que CP1(h) = 0, ce qui est déja le cas pour p < 0 ou ¢ < 0 ou
g > n (ou n est la dimension de V'), mais la définition des prolongements donne en plus
HPO(h) = HPY(h) =0 Vp>0 (par définition des h®).
On a évidemment H*%(h) =V et H*'(h) = (V*@ V) /b= gl(V)/b.
Dans I'application aux connexions, on s’intéresse en priorité a H%2(h) et H2(h).

Remarque : Plus généralement, la théorie de l'intégrabilité pour les G-structures

(avec ici G = H) fait intervenir tous les H>?(h) pour p > 0 (voir V.Guillemin).

III.5 Application a I’holonomie
(5.a)

Pour chaque valeur fixée de p+ ¢, le complexe de Spencer donne une un sous-complexe
de longueur finie qu’on notera (Sy1,).
Pour les connexions et leur courbure, on s’intéresse principalement au ”coin inférieur
gauche”, c’est a dire aux deux cas p+q =2 et 3.
Pour p+q=2,0na

(S3) 0—bpY -V ah— AH(VHIRV — 0.

On y reviendra plus loin pour étudier les familles de connexions de méme holonomie.
Ici bV = Im(9y ) = Ker(9;,1) donc le seul espace de cohomologie éventuellement non nul
est H%2(h).

(5.b)
Pour p + q = 3, le complexe
(S3) 0— 5@ 1V apD — A2V 0h— AB(V)RV — 0

va donner le rapport entre les deux premiers prolongements et 1’espace des courbures.
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Plus précisément :
- La fleche 0y 3 : H® — V* @ M est simplement ici inclusion donnée par la définition
du deuxieme prolongement h®.
- La fleche 95 : V* ® b — AZ(V*) est l'alternation dans les deux premieres variables
Oa(A)(z,y, 2) = A(z,y,2) — Ay, x, 2) pour z,y,2,€ V,A € V* @ hl.
On a donc h® = I'm(0y3) = Ker(d12).
- La fleche 9y : A2(V*) @ h — A3(V*) ® V est "Dalternation” dans les trois premieres
variables qui peut s’écrire :
021(B)(z,y,2) = B(z,y,2) + By, 2,x) + B(z,z,y), VBeAN(V)®h, Vz,yz€V
(puisque B est déja alterné dans les deux premieres variables).

(5.¢)

Par définition, on a donc K(h) = Ker(da1).
Autrement dit, ’espace des courbures de h apparait naturellement dans le complexe de
Spencer comme un noyau. Pour étudier son rapport avec les deux premiers prolongements
de b, on introduit ici une notation supplémentaire.

Notation :On note I(h) = Im(0; 2).

Alors on peut décomposer la suite S3 en deux suites exactes courtes :
(S5 0—5p? —Vvepl —1IH) —0

(S57) 0 —I(h) — K(b) — H"*(h) — 0

Si b £ 0, cela donne des informations supplémentaires sur K ().

I11.6 Application a I’espace des dérivées de courbures
(6.a)

Contrairement a K (), Uespace des dérivées de courbures K;(h) d'une algebre de Lie
linéaire h C V n’apparait pas ”directement” dans son complexe de Spencer. Cependant, on
peut le décrire lui-aussi comme un noyau. Par exemple, on peut définir K;(h) comme un
sous-espace dans V*® K () (qui est lui-méme un sous-espace de l'espace (V*@A?(V*)®bh) C
(@ (V*)®@V)). 1l suffit en effet de rajouter la deuxieme identité de Bianchi aux propriétés
de K(h). Autrement dit, on remplace cette identité par une application

Notation 32.

On note &; : V* @ K(h) — (A3(V*)) ® b T'application définie par la somme
cyclique sur les 3 premiéres variables, i.e. VP € V*® K(h), VYw,z,y,z, €V,
0 (P)(w,x,y,2) = P(w,z,y,z) + P(z,y,w,2) + P(y,w, x, z).
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On a donc, par définition : K;(h) = Ker(dq).
Comme pour K (h), une partie de K (h) provient encore du complexe de Spencer. En effet,
I'inclusion de I(h) dans K(h) fournit immédiatement un sous-espace invariant de K;(h) :

Notation 33.
On note I;(h) = (V* @ 1(h)) N Ky (h)

(intersection de ces deux sous-espaces dans V* @ K (bh)).

On a donc I (h) € Ki(h) et tous ces espaces sont bien stur h-invariants.
Cependant le quotient Hy(h) = Ki(h)/11(h) n’est pas un espace de cohomologie du com-
plexe de Spencer (plutot une ”cohomologie secondaire”).

(6.b)

On peut analyser I1(h) a partir de la définition de I(h) ; on rappelle que I(h) est I'image
de V* @ h™® par Papplication ; 5 (de la suite (S3)) qui est simplement I'alternation sur les
deux premieres variables. Il est donc naturel de considérer I'espace vectoriel
Ve V*ephh = R*(V*) ® HhM. Alors 01 2 se prolonge naturellement :

Notation 34.

On note dz : ®2(V*) @ h — V* @ K(h) I'application linéaire définie par I’al-
ternation sur les variables de rang 2 et 3:V S € ®@2(V*) @M, Yw,x,y, 2, €V,
50 (S)(w,x,y,2) = S(w,z,y,z) — S(w,y, z, 2).

Mais cela ne suffit pas pour que I'image de J, soit dans K;(h) a cause de la deuxieme
identité de Bianchi. On est donc amené a restreindre cette application

Notation 35.

On note d3 : 5§_1)(K1(h)) — Ki(h) la restriction de o au sous-espace
5 V(D) C @ (V) @ p)

On vérifie alors facilement que Im(ds) = I1(h)
et que Ker(d3) = V* ® h® c 607 (Ky(h)).

Autrement dit, J;(h) s’'insere dans une suite exacte courte
0— V*@b® — 65V (Ki(h)) — Li(h) — 0.

Remarques. (1) Attention,dans la suite ci-dessus, la premiere application (non nulle) est

’inclusion de V*®h® (en particulier, ce n'est pas 93 de (S,)) ; la deuxiéme application
est 03 (restriction de Altos a Ji(h)).
(2) On peut voir que d; o dy est la restriction & ®*(V*) @ h(V) de I'alternation Alt; o3 sur

les trois premieres variables et donc 5é_1)(Kl(h)) = Ker(dy 0 d9).
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(6.c)

Pour aller plus loin, on peut maintenant décomposer ®2(V*) ® h(!) en deux facteurs en
utilisant la somme directe @2V* = (O?(V*)) & (A2(V*)).

On vérifie facilement que O?(V*) ® b1 est tout entier dans 65 " (K1(h)), et que la
restriction du noyau V* ® h® de 65 & ce premier facteur est exactement h®.

D’autre part A2(V*) ® h(M) apparait dans la suite de Spencer pour p+ ¢ =4 :

(S4): 0 —Hh® — TV 2h® — A2V Y — APV — A V)RV — 0
Alors l'intersection (A2(V*) @ h1) N 65V (K71 (p)) (dans Pespace @2(V*) @ hM) coincide
exactement avec le noyau Ker(dy2) de l'application 0y 5.

En regroupant les deux, on a donc 85 V(K;(h)) = (O*(V*) @ h®) @ Ker(0s2).

On donne des noms aux images par d5 des deux facteurs de 65 " (K1 (b)) qui vont donner
deux sous-espaces de I1(h)

Notation 36.
On note J41(h) = d3(O*(V*) @ V) et Ly (h) = d3(Ker(0a2)).

Alors I1(h) = Ji(h) + L1(h) mais ces deux sous-espaces peuvent avoir une intersection

non nulle si le sous-espace V* @ h® est en travers dans les deux facteurs de 5§_1)(K 1(h)).
La restriction de 93 & O?(V*) ® b)) a pour noyau exactement h® (qui s’injecte dedans
naturellement). On a donc une suite exacte courte :

0— b — O*(V) @b — Ji(h) — 0

On préfere faire apparaitre ensuite I'espace de cohomologie H??)(h) de (S,). Pour cela,
il suffit de considérer les suites exactes courtes extraites de (S;) (on sait que H*(h) =
H*'(h) = 0)

0— 5% — V252 — Im(9s,) — 0

0 — Im(ds,) — Ker(dy) — H*?(h) — 0.

La restriction de 03 & Ker(0,2) est injective, donc elle donne un isomorphisme de Ker(0s2)
avec L1(h). On a enfin

Lemme 37. |

La restriction de 3 & Im(0s ;) donne un isomorphisme de Im(ds,) avec Ly (h) N

Ji(h).

Donc I(h)/J1(h) est isomorphe & Ker(0yz2)/Im(ds,), lui-méme isomorphe & H?2(h).
On préfere écrire cela comme une suite exacte courte :

0 — Ji(h) — L(h) — HZP(h) — 0.
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Remarque. On aurait pu aussi dire que la double inclusion

V' @b c (OV) @) @ Im(ds,) C 8 (Ki(h) = (O*(V*) @ §1V) @ Ker(ds,)
redonne cette suite exacte par passage aux quotients.



Chapitre 2

Premiers exemples totalement réels

IV Espaces des courbures des algebres de Lie linéaires
totalement réelles classiques

IV.1 Le cas ”générique”

al(n, R) = gI(R")
On considere la représentation canonique de h = gl(n,R) dans V =R". Ona h =gl(V) =
V@V et h®) = OF1(V*) ® V. On montre facilement que tous les espaces de coho-
mologie de Spencer HP9(gl(n,R)) sont nuls (si (p, q) # (0,0)).

Pour n =1, on sait qu'il n’y a pas de courbure, i.e. K(gl(1,R)) = 0, donc gl(1,R)
n’est pas une algebre de Berger et n’est pas une holonomie.
On suppose désormais n > 2.

(1.a)

On sait que la représentation de gl(n,R) dans @3(V*) se décompose en somme directe
de trois composantes isotypiques :

R}V = (NPVH) e (BPV) e (O*VY)

ou la premiere (si n > 3) et la troisieme sont irréductibles, mais la deuxiéme est isotypique
de multiplicité 2. Plus précisément : B3 V* est le sous-espace de 3 formes 8 sur V vérifiant
la ”condition de Bianchi” (ou condition circulaire) :

vxuyVZE‘/? /8(x7y72)+/8(y7z7x>+/B<Z7x7y):O'

Dans I'annexe REFT, on décrit quelques facons de décomposer B3 V* en une somme directe
de deux représentations irréductibles isomorphes. On choisit ici les espaces :

B3V*={B e B3V* tels que B(y,z,2) = —B(x,y,2) Va,y,2z€V},

B3V*={B € B3V* tels que (y,r,2) = B(z,y,2) Vux,y,z€V}

43
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On peut décrire la suite de Spencer S; pour gl(n,R) ainsi :
-ona

h = (O’ V)@V,

- V* @ b se décompose en deux sous-espaces invariants
Vieh® = (O V) eV)e (BV)eV)

et Jy3 est injection de h® sur le premier facteur
- (A2V*) ® b se décompose en deux sous-espaces invariants

NV eh=((BIV)V)s (N V)eV);

et 01 2 induit un isomorphisme de (B3 V*) ® V avec son image (Bf V*) @V = I(gl(n,R));
- enfin 0y est surjective, puisque sa réduction au sous-espace (A* V*) @V vaut exactement
3 Id et son noyau est par définition

K(gl(n,R)) = (B V") ® V =I(gl(n, R)).
En particulier, H?(gl(n,R)) = 0.

(1.b) Décomposition de K(gl(n,R))

Cependant, l'espace K(gl(n,R)) n’est pas irréductible sous gl(n,R). On a déja
vu qu’on peut prendre deux traces : on rappelle ici leurs définitions données au chapitre
précédent. Soit R un élément de K(gl(n,R)) = B(V*)®@ V.

Définition 38. trace de courbure tr(R)

(1) On appelle trace de courbure de R la 2-forme alternée tr(R) € A%(R")*
définie pour tous z,y € V par la trace tr(R(z,y)) de 'endomorphisme de cour-
bure R(z,y) .

On a donc une application ”trace de courbure” tr : K(gl(n,R)) — A?(R™)*.

Notation 39.

(2) On note Ty : A*(R")* — K(gl(n,R)) I'application linéaire injective
définie par
Vae AN(RY), x,y,2 €V,

Ta(o)(x,y)z = )( 2a(x,y)z — a(y,z)x — a(z,X)y ).

2(n+1

On voit que tr(Ty (o)) = «, donc T, est une section de 'application ¢r.

(3)  On note T(gl(n,R)) C K(gl(n,R)) l'image de T,; c'est un
supplémentaire invariant de Ker(tr) = K(sl(n,R)) (puisque sl(n, R) est par
définition le noyau de la trace pour les endomorphismes de R™).
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Et T(gl(n,R)) est isomorphe & A?(R")* comme espace de représentation de

gl(n,R).

Définition 40. courbure de Ricci ric(R)

(4) On appelle courbure de Ricci de R la 2-forme symétrique ric(R) €
O?(R™)* définie pour tous z,y € V par la trace notée ric(R)(z,y), du symétrisé
de R,

ol le symétrisé de R est endomorphisme z — 1(R(z, 2)y + R(y, z)x), V z €
R™.

On a donc une application ”courbure de Ricci” ric : K(gl(n,R)) — O?(R")*.

Notation 41.

(5) On note Zy : O*V* — K(sl(n,R)) application linéaire injective définie
par
Vo e O*RY), z,y,z €V,

1
n—1

Zg(0)(x,y)z = (0(z,x)y —o(y,z)x).

On vérifie facilement que tr(Zy(o)) = 0 donc Zy(o) € K(sl(n,R)) C
K(gl(n,R)).

(6) On voit que ric(Zg(o)) = o, donc Z est une section de I'application ric.
On note Zg(sl(n,R)) I'image de Zy dans K (sl(n,R)) (et K(gl(n,R))).
C’est un supplémentaire invariant de Ker(ric) dans K (sl(n,R)).
Bien siir Zy(sl(n,R)) est isomorphe a (O?(R™)* comme espace de représentation
de gl(n,R).

Définition 42. ”reste” de courbure W (R)

(7) On note W(sl(n,R)) le noyau des traces dans K (gl(n,R)) i.e.
W (sl(n,R)) = Ker(tr) N Ker(ric)

C’est aussi le noyau de 'application ric restreinte a K (sl(n,R)).
(8) Pour tout R € K(gl(n,R)), on définit enfin W (R) par la formule

Wa(R) = R — Ta(tr(R)) — Zg(ric(R)).

On vérifie pour finir que Wy (R) € W (sl(n,R)).
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(1.c)

Tout cela donne finalement ’énoncé suivant

Propriété 43. Décomposition de ’espace des courbures de K(gl(n,R)) L

Sin > 3, K(gl(n,R)) est de dimension n?*(n? — 1)/3 et il admet une unique
décomposition en trois composantes irréductibles

K(gl(n,R)) =T (gl(n,R)) & Z(sl(n,R)) & W(sl(n,R))

de dimensions respectives n(n—1)/2, nn+1)/2, n*(n*—4)/3 et de
plus

(i) tr est un isomorphisme de T(gl(n, R)) avec A2(R™)* avec tr(-Y =T,

(ii) ric est un isomorphisme de Z(sl(n,R)) avec O*(R™)* avec ric(~Y = Z,
(iii) Wy est un isomorphisme de W(sl(n,R)) avec ((B}(R")*) ® (R"))y =
K(gl(n,R))g, i.e. espace des éléments sans (aucune) trace dans K (gl(n,R)).
Sin =2, K(gl(2,R)) est de dimension 4 et il admet une unique décomposition
en deux composantes irréductibles

K(gl(2,R)) = T(gl(2,R)) & Z(gl(2,R))

ou T(gl(2,R)) est de dimension 1 et Z(gl(2,R)) de dimension 3.

Remarques. (1) Le centre R Id,, de gl(n, R) agit par homothéties (x (—2)) sur K (gl(n,R))
et en particulier sur 7'(gl(n, R)).
On voit donc que si n = 2, la composante T'(gl(2,R)), bien qu’elle soit de dimension 1
n’est pas la représentation triviale.
(2) Si n > 3, 'ensemble des endomorphismes T'(a)(x,y) pour tous les a € A2(V*) et tous
les z,y € V engendre déja gl(n,R).

IV.2 Le cas ”unimodulaire” sl(n,R) C gl(n,R)

Comme sl(1,R) = 0, on prend toujours n > 2 pour le cas de I'algebre de Lie du groupe
spécial linéaire (et de ses sous-algebres).

(2.a)

On a déja calculé I'espace des courbures de sl(n,R) dans le paragraphe précédent
puisque
K(sl(n,R)) = {R € K(gl(n,R))telsquetr(R) = 0}.

On rajoute quelques remarques pour souligner les différences.
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Ici h = sl(V) = (V*® V) et b® gidentifie a (OF(V*) ® V)o. L'étude de la suite
(S3) pour sl(n,R) est presque la méme que pour gl(n,R); il suffit de se restreindre, pour
les trois premiers espaces vectoriels de la suite, aux éléments de ®*(V*) ® V dont la trace

dans la troisieme variable est nulle.
On a toujours K (sl(n,R)) = I(sl(n,R)) et H"*(sl(n,R)) = 0.
(Par contre o1 n’est plus surjective car son image est (A*(V*) @ V),.)

(2.b)

Pour références ultérieures, on écrit le résultat final

Propriété 44. Décomposition de ’espace des courbures de sl(n,R)

Sin > 3, K(sl(n,R)) est de dimension n(n —1)(2n? +2n — 3)/6 et il admet une
unique décomposition en deux composantes irréductibles

K(sl(n,R)) = Z(sl(n, R)) & W (sl(n,R))

Sin=2, K(sl(2,R)) = Z(sl(2,R)) est irréductible et de dimension 3.

Remarques. (1) Contrairement au cas n > 3, sl(2,R) laisse invariante une 2-forme
alternée non dégénérée et sl(2,R) coincide avec sp(1,R) dans gl(2,R). Cette algebre
de Lie jouera un role tres particulier dans la théorie de 1'holonomie. Comme espace de
représentation, Z(sl(2,R)) est isomorphe a la représentation adjointe dans s[(2, R).

(2) L’ensemble des endomorphismes Z(o)(x,y) pour tous les o dans (O?(R")* et tous les
x,y dans V engendre sl(n, R).

IV.3 Le cas orthogonal so(p,q) C gl(RP*9)

Comme les structures riemanniennes et pseudo-riemanniennes sont plus étudiées que les
structures conforme, on va commencer ici par le cas de so(p, ¢) avant de passer a c¢so(p, q),
contrairement a ce qu’on a fait ci-dessus pour le cas général.

(3.a)

On prend icip > ¢ > 0 et n = p + ¢ > 2 avec les notations du ch. III § 2.b.
Le produit scalaire <, > permet d’identifier V = R"™ avec V* et aussi so(p, q) avec A? V*,

On a so(p, q)™" = 0 donc la suite de Spencer (S3) se réduit a

(S59) 0= (AVHR(APVH) = (MBVHeV* = 0.
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On peut décomposer ces espaces en composantes invariantes ainsi (voir annexe REFT)
(AN2V) @ (A2 V7) = (ATVF) @ (C5 V) @ (DI V) et (V) @V = (AVF) @ (Cf V7).

On vérifie que 01 est alors surjective, est I'identité sur A* V*, et est un isomorphisme
de représentations de C§ V* sur C} V*. On en déduit son noyau :

K(so(p,q)) estisomorphea D3 V™.

Plus précisément, cela revient a décrire les propriétés du (4,0)-tenseur < R(x,y)z,t >,
qui est alterné en z,y, vérifie I'identité de Bianchi en x,y, z et est alterné en z,¢.
(Il y a d’autres propriétés, mais elle découlent de celles-1a, qui caractérisent D7 V*.)

(3.b)

Ici encore, K (so(p,q)) n’est pas irréductible. Comme so0(p, q) est unimodulaire, la
trace de I'endomorphisme R(z,y) est toujours nulle et la courbure de Ricci ric(R)(z,y)
de R est simplement la trace de 'endomorphisme z — R(z, z)y de V.

Mais ()? V* n’est pas non plus irréductible sous so(p, ¢) (on rappelle qu’on peut prendre
la trace d’une forme bilinéaire symétrique par rapport a la forme non dégénérée <, >).
Plus précisément, I'espace de représentation (O)?V* de so(p,q) se décompose en somme
directe (orthogonale) de deux composantes irréductibles :

- un facteur de dimension 1 engendré par <, > et qui est une représentation triviale, puis
- une deuxieme composante irréductible, notée ((O?V*)y et formée des éléments qui sont
sans trace par rapport a <, >.

On peut alors poser les définitions et notations relatives a so(p, q).

(3.c) s(R) courbure scalaire de R

(1) On appelle courbure scalaire la trace de ric(R) par rapport & <, > et on la note
s(R) (ou parfois scal(R) si il y a des risques de confusion).
On a ainsi une application ”courbure scalaire” s : K(so(p,q)) — R.

(2) On choisit un élément so(p, g)-invariant C; € K(so(p, q)) défini par
Cix,y)z=<x,2>y—<y,z>x Vz,y,z€V.

On a alors ric(Cy) = (n — 1) <,> et s(C;) = n(n — 1). On vérifie alors facilement

J Propriété 45. Propriétés du tenseur C, I

(a) Le tenseur C est so(p, ¢)-invariant ;

(b) les endomorphismes Ci(z,y) (pour tous les z,y € V') engendrent so(p, q) et
I'application C} est un isomorphisme équivariant de A? V* avec so(p, q) ;
(c) le tenseur C) est le tenseur de courbure d'un espace symétrique a cour-
bure sectionnelle constante +1, donc (so(p, q) C gl(n,R),C}) est une donnée
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symétrique ;
(d) en particulier so(p, ¢) est bien une holonomie d’espaces symétriques.

(3) On note S(so(p,q)) la composante irréductible de dimension 1 engendrée par C
dans K (so(p,q)). Cette représentation de so(p, q) est triviale (et bien sur irréductible).

(4) On définit application S : R — K(so(p, q)) par
A
S(\) =

nn—1)
Elle vérifie s(S(A)) = A, VA € R donc S est une section équivariante de I’application
courbure scalaire s et son image est évidemment S(so(p, q)).

Cy, VAeR.

(3.d) z(R) partie sans trace de la courbure de Ricci de R

(1) On note z(R) la partie sans trace de la courbure de Ricci ric(R) dans la
décomposition O? V* = (R <,>) @& (O*V*)o, i.e.

R
z(R) =ric(R) — &n) <>
Sin =2, on a toujours z(R) = 0 et ric(R) = @ <>

(2) Sin > 3, on définit 'application Zg, : (0% V*)o — K(so(p,q)) par V., vy, 2,t €
Vi

1
< ZSO(V)(ny)Z7t> = —2(/7('1:72) <y7t> _7<ya2) <I,t>
n_

- ’7('%‘715) <y,z> +’Y(y7t> <Tz> )u
(3) elle vérifie 2(Z (7)) = 7, Vye(O?*V*)
donc Z,, est une section équivariante de z : K(so(p,q)) — (O*V*)o;
(4) on note son image Z(s0(p, q)), elle est isomorphe & (O*V*)y et c’est une compo-
sante irréductible de K (so(p,q)).

(3.e)

W(R) partie sans trace de la courbure (de Riemann) R
(1) On note W(so(p,q)) 'espace des éléments de K (so(p,q)) dont la courbure de Ricci
est nulle et cet espace est isomorphe a (D} (R™)*),.
Sin > 5, c’est une composante irréductible de K (so(p,q)).
Par contre, W (so(p, q)) est nulle pour n = 2 ou 3.

(2) Si n > 4, pour tout R € K(so(p,q)), on note Wy,(R) € W(so(p,q)) I"élément
défini par

WSO<R> =R - S<S(R)) - Zso(Z<R))'
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(3.£)

Il y a donc des situations particulieres pour les basses dimensions n = 2,3 ou 4.

Pour n =2, K(s0(2)) et K(so(1,1)) sont des représentations triviales de dimension
1, dont I'espace est engendré (dans les deux cas) par Cf.
Remarque. Autrement dit , il n’y a qu’une seule courbure en dimension 2.

Plus précisément, la courbure de Gauss x est définie par R = s C}. Historiquement,
c’est la premiere qui est apparue. Si on revient aux notations précédentes, on a donc
ric(R) =k <,> et s(R) = 2k.

Pour n = 3, on a dit que W (so(p,q)) = 0.
Il n’y a donc que deux composantes irréductibles dans la décomposition de K (so(p,q)) :
S(so(p,q)) est de dimension 1 et Z(so(p,q)) de dimension 5.

On "traduit” souvent l’absence de W (so(p, ¢)) dans I’énoncé suivant :

J Propriété 46. |

En dimension 3, la courbure de Riemann R € K (so(p, q)) et la courbure de Ricci
ric(R) € O? V* se déterminent mutuellement.

Autrement dit on peut ici reconstruire R a partir de ric(R) = z(R) + 3 <,> par la
formule

R = Zy(2(R)) + (s(R)/6)Ch.

Pour n = 4, dans tous les cas, les deux premieres composantes irréductibles, S(so(p, q))
(de dimension 1 avec la représentation triviale) et Z(so(p, q) (de dimension 9) sont encore
irréductibles, comme dans le cas des dimensions supérieures.
Mais pour W(so(p,q)), on a deux cas possibles suivant que I'algebre de Lie so(p, q) elle-
méme est simple ou non.

On sait que I’algebre de Lie s0(3, 1) est simple et isomorphe a sl(2, C) (comme algebre de
Lie abstraite). Dans ce cas, I'espace W (s0(3,1)) admet une structure complexe invariante,
et on a une représentation totalement complexe de dimension complexe 5 irréductible.

Par contre, les algebres de Lie s0(4) et s0(2,2) ne sont pas simples ;
on a s0(4) = su(2) @ su(2) et s0(2,2) =sl(2,R) & sl(2,R).
Dans les deux cas, W (so(p,q)) est une somme de deux représentations non isomorphes
W, (so(p,q)) et W_(s0(p, q)), de méme dimension 5, chacune d’elle étant le produit tensoriel
d’une représentation irréductible (de dimension 5) de I'un des idéaux de ’algebre de Lie
50(p, ¢) par la représentation triviale de dimension 1 de I'autre idéal.

(3.2)

On regroupe tout cela dans 1’énoncé final
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Propriété 47. Décomposition de ’espace des courbures de so(p,q)

(1) Sin > 5, l'espace K(s0(p,q)) est de dimension n?(n? —1)/12 et admet une
unique décomposition en trois composantes irréductibles

K(so(p,q)) = S(so(p,q)) ® Z(so(p,q)) ® W(so(p,q))

de dimensions respectives 1, (n—1)(n+2)/2, n(n+1)(n+2)(n—3)/12
et

(i) S(so(p,q)) est la représentation triviale, engendrée par I’élément invariant
Clv

(i) Z(so(p, q)) est isomorphe a (O? (R™)*)o,

(iii) W (so(p,q)) est isomorphe & (DF (R™)*),.

(2) Sin =2, lespace K(so0(p,q)) = S(so(p,q)) est de dimension 1

avec la propriété (i) ci-dessus;

(3) Si n =3, l'espace K(s0(p,q)) est de dimension 6 et admet une unique
décomposition en deux composantes irréductibles K(so(p,q)) = S(so(p,q)) &
Z(s0(p,q))

avec les propriétés (i) et (ii) ci-dessus;

(4)  Si n=4, l'espace K(so(p,q)) est de dimension 20 et admet une
décomposition

K(so(p, q)) = S(so(p, q)) & Z(s0(p, q)) ©W (s0(p, ) ot S(s0(p, q)) et Z(so(p, q))
sont irréductibles avec les propriétés (i) et (ii) et ou W (so(p, q)) vérifie :

si (p,q) = (3,1), alors W(s0(3,1)) est une représentation totalement com-
plexe irréductible de dimension complexe 5 de I'algebre de Lie linéaire complexe
5((2,C) =s0(3,1),

si (p,q) = (4,0) (resp. (2,2)), alors W(so0(4)) (resp. W(s0(2,2))) admet une
décomposition en deux composantes irréductibles de dimension 5, chacune de
ces composantes étant le produit tensoriel d’une représentation irréductible de
dimension 5 de I'un des deux idéaux simples de s0(4) = su(2) @ su(2) (resp.
50(2,2) = sl(2,R) @ sl(2,R)) par une représentation triviale de dimension 1 de
l’autre facteur.

(3.h) Variantes :

(1) On peut construire une section de I'application ”courbure de Ricci” ric, mais il ne
suffit pas pour cela d’étendre ”mécaniquement” & tout ()? V* la formule de Z,,. En effet,

si on applique cette formule & 0 € O? V*, on a ric(Z,,(0)) = o+ % <, >, outr(o) est la

trace de o par rapport a <,>. On en déduit que la section de ric est donnée par la formule
t

Zso) = Tyt O

En particulier, en dimension 3, on a R = Z,,(ric(R)) — (s(R)/2) C}.

2) On a identifié V a V*, mais on a parfois besoin de revenir en sens inverse.
)
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Par exemple, on peut transformer une 2-forme v en un endomorphisme v* de V en
posant
Y(x,y) = < 2,9 (y) >, ¥V 2,y € V. Alors 7* est symétrique (resp. alterné) pour <, > si et
seulement si 7 est une forme symétrique (resp. alternée). Et le trace de « par rapport a
<, > est égale a la trace de 7* comme endomorphisme.

Avec cette notation, on peut écrire

1

— (Y@ 2)y = W, 2) 7+ <32 > 9 (y) = <y,2 > () ).

Zso()(T,y)z =

IV.4 Le cas conforme orthogonal cso(p,q) C gl(RP™9)

On prend toujours p > ¢ >0etn=p+q > 2.
Le cas de la dimension 2 est tres particulier, parce que 'algebre de Lie linéaire cso(p, q)
est alors d’ordre oo (contrairement aux dimensions supérieures). On traitera la dimension
2 au (4.b) apres avoir traité les cas de dimension supérieure.

(4.a) On suppose pour l'instant n > 3

Le produit scalaire <,> de signature (p,q) (qui donne la définition de cso(p,q) C
gl(RPT2)) n’est plus invariant qu’a un scalaire pres, mais on l'utilise quand méme pour
identifier V = R" (avec n = p + q) et V*.

La trace de courbure tr: K(cso(p,q)) — A2 V* est relibe a ce facteur scalaire par la
formule suivante : V R € K(cso(p,q)), x,y,2,t €V, on a

2
<R(x,y)z,t > + <z, R(x,y)t >= —tr(R)(x,y) <zt >
n

Le noyau de tr est K(so(p,q)) puisque cso(p,q) = R Idy @ so(p,q)).

Définitions et notations pour la courbure scalaire dans K(cso(p, q)) ) (1) On considere

'application linéaire Teso : A2 V* — K(cs0(p, q)) définie par la formule suivante V « €
NEV* xy, 2t €V,

1
< Tesoa)(x,y)z,t >= %(a(y,t) <x,z>—axt)<y,z> -

+2a(x,y) <z,t>—a(y,z) <x,t>—a(z,x) <y,t>).

(2) On vérifie facilement que T, () est bien un élément de K (cso(p, q)),
que tr(Teso(@)(x,y)) = a(x,y) et donc Teso est une section équivariante de tr.
On peut remarquer que ric((Teso(a)(z,y)) = 0.

(3) On note T(cso(p,q)) I'image de T, ; c’est une composante de la représentation
de ¢so(p, q) dans K (cso(p,q)), qui est un supplémentaire de K (so(p,q)) (noyau de tr).
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Cette représentation de so(p, q) est irréductible sauf si (p,q) = (4,0) ou (2,2), c’est la
représentation adjointe sur 'idéal simple so(p, ¢) (semi-simple si (p,q) = (4,0) ou (2,2))
et le centre RIdy agit par homothétie.

On en déduit la décomposition en facteurs invariants :

K(cs0(p,q)) = T(eso(p,q)) © K(so(p,q)) = -~

= T(cso(p,q))  S(s0(p,q)) @ Z(so(p,q)) ® W(so(p,q)).

(4.b) Avant d’énoncer le résultat final, on signale les différences avec le cas de so(p, q).

(1) En dimension 2, les isomorphismes classiques de basses dimensions donnent ici :

¢s0(2) = gl(1,C) = C opérant sur V' = C par multiplication; on est donc dans le cas
totalement complexe de dimension 1; on I’étudiera plus loin dans ce cadre;
cs0(1,1) = R @ R s”identifie & un produit (y compris comme algebre linéaire) et on le
reverra aussi plus loin.
Cependant, dans les deux cas K (c¢so(p, q)) est de dimension réelle 2 et cela correspond en-
core a la somme des deux facteurs T'(cso(p, q)) BS(so(p, ¢)) du cas de dimension supérieure.
Mais cette décomposition n’est pas unique (sur R) puisque c¢’est une composante isotypique
de multiplicité 2.

(2) En dimension 4, on a toujours les particularités éventuelles de la décomposition de
W (so(p,q)); mais attention cso(3,1) est isomorphe a R Idy @ si(2,C) et n’est donc pas
une algebre de Lie complexe. Par contre, sa représentation dans W (cso(3,1)) est toujours
complexe. (On est donc dans le cas qu’on a appelé "réel-complexe”.)

(3) En toutes dimensions, le centre R I'dy de cso(p, q) opere par homothéties sur K (¢so(p, q))
et en particulier la représentation de c¢so(p,q) dans S(cso(p,q)) n’est plus triviale, bien
qu’elle soit toujours de dimension 1.

(4.c)

On regroupe tout cela dans I’énoncé final

J Propriété 48. Décomposition de ’espace des courbures de cso(p, q)

(1) Sin > 5, l'espace K(cs0(p,q)) est de dimension n(n + 1)(n®+mn+6)/12 et
admet une unique décomposition en quatre composantes irréductibles

K(cso(p,q)) = T(cso(p,q)) @ S(cso(p,q)) © Z(cso(p,q)) & W(cso(p, q))

de dimension respective n(n—1)/2, 1, (n—1)(n+2)/2, n(n+1)(n+2)(n—
3)/12

avec les propriétés suivantes :

(i) T'(cso(p,q)) est isomorphe & A% (R™)* (et so(p, q)),

(ii) S(cso(p, q)) est une représentation non triviale de dimension 1, engendrée
par I’élément covariant C',
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(iii) Z(cso(p, q)) est isomorphe a (O? (R™)*)o,

(iv) W(ceso(p, q)) est isomorphe a (D7 (R™)*).

(2) Sin = 2,1'espace K(cso(p,q)) = T(cso(p,q))®S(cs0(p,q)) est de dimension
2, la représentation est isotypique de multiplicité 2, RI/d agit par homothéties
et s0(p, q) agit trivialement.

(3) Sin =3, 'espace K(cso(p,q)) est de dimension 9 et admet une unique
décomposition en trois composantes irréductibles K (cso(p,q)) = T(cso(p,q)) &
S(eso(p,q)) & Z(cso(p,q))

avec les propriétés (i), (ii), (iii) ci-dessus.

(4) Si n=4, lespace K(cso(p,q)) est de dimension 26 et admet une
décomposition

K(eso(p,q)) = T(eso(p,q)) ® S(so(p,q)) ® Z(so(p,q)) © W(so(p,q)), ou
S(so(p,q)) et Z(so(p,q)) sont irréductibles avec les propriétés (ii) et (iii) et
ou T'(cso(p,q)) et W(cso(p, q) vérifient les propriétés suivantes (qui dépendent
de la signature) :

si (p,q) = (4,0), alors cs0(4) est isomorphe a R Idy @ su(2) dsu(2) et T'(cs0(4))
(resp. W(cso(4)) admet une décomposition en deux composantes irréductibles
de dimension 3 (resp. 5), notées T’y (cs0(4)) et T_(cso0(4)) (resp. Wi (cso0(4)) et
W_(cs0(4))) de dimension 3 (resp. 5), chacune étant le le produit tensoriel d'une
représentation irréductible de dimension 3 (resp. 5) de I'un des deux idéaux
simples su(2) (isomorphe a s0(3)) par une représentation triviale de dimension
1 de I'autre idéal simple (le centre R Idy agissant toujours par homothéties) ; on
a donc 6 composantes irréductibles ;

si (p,q) = (3,1), alors ¢so(3,1) est isomorphe a R Idy @ sl(2,C) et T'(¢cs0(3,1)
(resp. W(cs0(3,1)) est une représentation complexe irréductible de dimen-
sion complexe 3 (resp. 5); on a donc 4 composantes irréductibles (dont 2 sont
complexes) ;

si (p,q) = (2,2), alors ¢s0(2,2) est isomorphe a RIdy & sl(2,R) & sl(2,R) et
T'(cs0(2,2)) (resp. W(eso(2,2))) admet une décomposition en deux composantes
irréductibles de dimension 3 (resp. 5), notées T, (¢s0(2,2)) et T_(cs0(2,2)) (resp.
W, (cs0(2,2)) et W_(cs0(2,2))) de dimension 3 (resp. 5), chacune étant le pro-
duit tensoriel d'une représentation irréductible de dimension 3 (resp. 5) de 'un
des deux idéaux simples s[(2,R) (isomorphe a $0(2,1)) par une représentation
triviale de dimension 1 de 'autre idéal simple (le centre R Idy agissant toujours
par homothéties) ; on a donc 6 composantes irréductibles.

(4.d) Compléments

Il est intéressant de regarder la suite de courbure (issue du complexe de Spencer) apres
identification de V et V*, car cela ”éclaire” un peu le cas conforme mais aussi le cas
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orthogonal.
Pour n > 3, on est ici dans le cas h® = 0 mais b £ 0, i.e. cso(p, q) est d’ordre 2.

Plus précisément, il y a un isomorphisme B : V* — ¢so(p, ¢)") donné par la formule
suivante : Vg € V*, z,y € V, on a

B(B)(z,y) = B(z)y + Bly) — < z,y > B*

ot f% vérifieV z € V, < 8%, 2 >= 3(z).
(On remarque ici que I'expression <, > /% est invariante par homothéties, alors que <, >
et ¥ ne le sont pas séparément.)

La suite de courbure (S3) peut s’écrire :

0= V'V = (AVHR R <,>))® (AVH (APVH)) = (APVHRV* —0.

Remarques. (1) Cela apporte un éclairage indirect sur K (so(p, ¢)) que 'on peut écrire
(O?V*)@® W (p,q). En effet, la suite (S3) pour cso(p,q) donne :
I(¢so(p, q)) = (N°V*) @ (O*V¥) et H*!(cs0(p,q)) = W(p, q).
Autrement dit, les deux premiers facteurs irréductibles S(p, q) ® (O3V*) de K(so(p,q)) =
H?'(s0(p, q)) proviennent en fait de I(cso(p,q)).

IV.5 Le cas symplectique sp(m,R) C gl(2m, R)

On choisit de se limiter au cas m > 2 puisqu’on a l'identité sp(1,R) = s[(2,R) (avec
la méme représentation de dimension 2 et on a vu que cette dimension est tres particuliere
pour 'holonomie).

(5.a)

Attention : la notation simplificatrice habituelle V' désigne ici R?™.

On reprend les notations du chapitre III paragraphe (2.c). On identifie V' avec V* par la
forme symplectique invariante w et (comme pour le cas orthogonal) on ramene tous les
calculs aux formes multilinéaires. Ici I'algebre de Lie sp(m,R) s’identifie & (O? V* et plus
généralement le prolongement sp(m, R)*) s’identifie & (OF+2 V*. Les espaces de la suite de
Spencer (S3) deviennent alors des sous-espaces de ®*(V*) et on peut prolonger cette suite
(S3) en introduisant un cinquieme espace (a droite) avec une fleche d’alternation évidente.
On obtient ainsi la suite exacte modifiée :

(57) 0—=O'V' = V'@ (O’'V") — (N’V) e (O*V)
e (NBVH) RV — ATV — 0.

Cette suite exacte (S5 ) a de nouveau une cohomologie nulle. En effet, on vérifie facilement :
- sp(m,R)® = O'V* est une composante irréductible de V* @ (O3V*) et il y a un
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supplémentaire invariant Cj(V*) (avec les notations de 'annexe REFT);

- la fleche 81‘ , induit un isomorphisme (équivariant) de Cj(V*) sur le sous-espace invariant
CH(V*) = I(sp(m, R)) de (A2 V") @ (O?V*);

- CH(V*) = Ker(03) = K(sp(m,R)) a un supplémentaire invariant D (V*);

- la fleche 82 | induit un isomorphisme (équivariant) de Dj(V*) sur un sous-espace invariant
D3(V*) de (/\3 V*) ® V*, qui est un supplémentaire invariant du sous-espace A*V*;

- la fleche 955 induit un 1somorphlsme sur A*(V).

Remarque. On peut d’ailleurs appliquer la manipulation précédente a tout le complexe
de Spencer en rajoutant une ligne "en dessous” avec g, = A(V*). Alors (presque) toute
la cohomologie est nulle.

(5.b)

On en déduit immédiatement 1’'isomorphisme

K(sp(m,R)) = I(sp(m,R)) = C{(V")

ot Cf(V*) est exactement 1'espace des 4-formes linéaires sur V/

- qui sont antisymétriques sur les deux premieres variables,

- qui sont symétriques sur les deux dernieres variables,

- qui vérifient la relation de Bianchi sur les trois premieres variables.

En effet, ce sont les propriétés du (4, 0)-tenseur w(R(x,y)z,t) pour tout R € K(sp(m,R)).
L’espace K (sp(m,R)) n’est pas irréductible pour m > 2, mais il n’y a qu’une seule

"trace”, la courbure de Ricci (puisque sp(m, R) est unimodulaire). On prend la méme no-

tation que dans le cas de gl(2m, R), mais par contre on va modifier la section de I'application
ric.

(5.c) Courbure de Ricci dans le cas symplectique

(1) On note ric(R)(x,y) la trace en z de R(z, 2)y.
(2) On note Z, : O?V* — K(sp(m, R)) P'application linéaire injective définie par
la formule suivante : Vo € O?V*, x,y,2,t € V,

G2 )211) = s (o2 )6l D) = o{y.2) () -

—20(z,)w(z,y) + o(y, t)w(z,x) + o(z, t)w(y, 2))
(3) On note Z(sp(m,R)) I'image de Z,, dans K(sp(m,R));
on vérifie facilement que, Vo € (O?V* on a identiquement ric(Z,(c)) = o
(i.e. Z,, est une section de l'application ric).
(4) On note W (sp(m,R)) le sous espace des éléments R de K (sp(m,R)) qui sont de
courbure de Ricci nulle; on a immédiatement W, (R) € W (sp(m,R))
(et W, est la projection sur ce sous-espace) ;
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(5) Pour tout R € K(sp(m,R)), on définit W, (R) par la formule :
W, (R) =R — Z,(ric(R)).

Remarque. L’ensemble des endomorphismes Z,,(c)(z,y), pour tous les 0 € O V*

et tous les z,y € V' engendre sp(m, R).

(5.d)

On obtient finalement

Propriété 49. Décomposition de ’espace des courbures de sp(m, R)

Sim > 2, lalgebre de Lie linéaire sp(m,R) C gl(2m,R) est une algebre de
Berger.

L’espace des courbures K (sp(m,R)) est de dimension m(m + 1)(4m?* —1)/2 et
admet, une unique décomposition en composantes irréductibles sous sp(m,R)

K(sp(m,R)) = Z(sp(m, R)) © W (sp(m, R))

olt Z(sp(m,R)) est isomorphe a ()?(R?*™), de dimension m(2m + 1)
et W (sp(m, R)) est isomorphe & (C{(V*)), de dimension m(m—1)(2m+1)(2m+

3)/2.

Remarque. Comme ()? V* est canoniquement isomorphe & sp(m,R), on peut trans-
former la courbure de Ricci ric(R) en un élément o, (R) € sp(m,R) défini par
w(ow(R)(x),y) = ric(R)(z,y), Yo,y € V.

IV.6 Le cas ”conforme-symplectique” csp(m,R) C gl(2m, R)

Comme au paragraphe précédent, on suppose m > 2 car c¢sp(1,R) = gl(2,R).

(6.a)

On a déja vu csp(m, R)*) = sp(m, R)O YV k > 1.
En conséquence, la suite exacte (S3) pour csp(m, R) ne differe de celle de sp(m,R) que sur
le seul espace (A2V*) ® csp(m,R). Puisque csp(m,R) = R @ sp(m,R), on a donc :
(A2 V) @ esp(m, R) = (A2 V*) & (A2 VF) @ sp(m,R)).
Donc K (esp(m,R)) contient K (sp(m,R)) = I(sp(m,R)) = I(csp(m,R)).

Il reste a savoir si il est égal ou plus gros et en fait cela dépend de la dimension.
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Propriété 50. Espace de courbure de csp(m, R)

(1) Sim >3, K(esp(m,R)) = K(sp(m,R)) et B(csp(m,R)) = sp(m,R) #
csp(m, R)).

Donc ¢sp(m,R) C gl(2m,R) n’est pas une algébre de Berger.

En conséquence, csp(m,R) C gl(2m,R) n’est pas une algébre d’holonomie
(sim > 3).

(2) Sim =2, K(csp(2,R)) est de dimension 50 (contre 45 pour K (sp(2,R)))
et il admet une décomposition orthogonale en 3 composantes irréductibles

K(esp(2,R)) =T(esp(2,R)) & Z(sp(2,R)) & W(sp(2,R))

(= T(esp(2,R)) © K(sp(2,R)))
ot T(csp(2,R)) est de dimension 5 et isomorphe a (A% V*)L l'orthogonal de w
dans A2 V*.
Alors B(esp(2,R)) = csp(2,R) et csp(2,R) C gl(4,R) est une algebre de
Berger.

Complément. On verra que ¢sp(2,R) C gl(4,R) est bien une algébre d’holonomie
en utilisant une version relative de la propriété (C). Comme c’est lié a la dimension 4,
on la traitera a part comme une ”exception” de basse dimension.

Démonstration. Soit R € K(csp(m,R)). Par définition, il existe une 2-forme alternée
a telle que, V z,y,z,w € V,

w(R(z,y)z,w) +w(z, R(z,y)w) = a(z,y) w(z, w).

On écrit cette identité pour toutes les permutations de x, y, z, w et on fait la somme alternée
(par la signature) de toutes ces identités. L’identité de Bianchi implique alors que la somme
(alternée) de tous les premiers membres est nulle et on obtient finalement

(aANw)(z,y,z,w) =0 VYa,yzwel.

Sim > 3 (i.e. 2m > 6), la multiplication extérieure par w est injective sur A? V* et on en
déduit o = 0, donc R € K(sp(m,R)) et K(csp(m,R)) = K(sp(m,R)).

Pour tout m, la 2-forme w induit une forme quadratique non dégénérée < , >, sur
A2 V* qui vérifie : < w,w>,=1let sim=2ona:

aNw=<a,w >, WAW.

Donc en dimension 2, a € (A2V*)2, Porthogonal de w dans A% V*.
Inversement, on a une application équivariante : T, : (A2V*): — K(csp(2,R)) en
posant, V x,y, z,w € V|

(da(z,y)w(zt) — aly, 2)w(@,t) — oz, 2)w(y,t) -

co| —

w(Tu()(2,y)2,t) =
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+ oz, t)w(y, 2) + a(y, tw(z, x) ).

On vérifie que T,,(«)(x, y)z est bien alterné en x, y, satisfait la premiere identité de Bianchi
(en tenant compte de a Aw = 0) et w(T,(a)(x,y)z,t) +w(z, T,(a)(z,y)t) = a(z,y)w(z,t)
donc T,,(a) € K(esp(2,R)); de plus on voit que T, est injective et son image T'(¢csp(2,R))
est un supplémentaire invariant de K (sp(2,R)) dans K (csp(2,R)).

Remarque. La trace de courbure de I’endomorphisme 7T, (a)(x,y) vaut 2a(x,y) et
donc %Tw est une section de I'application trace.

Digressions. (1) Dans cette démonstration on a aussi montré en particulier que :
si m = 2, alors les deux espaces de cohomologie H?(¢sp(2,R)) = T'(¢sp(2,R))
et H%3(esp(2,R)) sont de dimension 5 ;
par contre, si m > 3, on a H"?(csp(m,R)) = 0 et H>3(csp(m,R)) = 0.
(2) La représentation de ¢sp(2, R) sur (A2 V*)L muni de la forme quadratique <, >, (non
dégénérée et de signature (2, 3)) est I'une des fagons de décrire I'isomorphisme classique de
basse dimension csp(2, R) = ¢s0(3, 2).
Mais attention, c’est un isomorphisme d’algebres de Lie ”abstraites” ; les représentations
canoniques de ces deux algebres de Lie ”classiques” sont de dimensions différentes.
(Inversement, pour s0(3,2), la représentation de dimension 4 donnée par 'isomorphisme
d’algebre de Lie avec sp(2,R) est sa représentation spinorielle réelle).

V Algebres de Lie linéaires irréductibles et propriété
(C)
V.1 Prolongements des algebres de Lie linéaires irréductibles

(1.a)

Comme on 'a déja dit au chapitre III (dans la remarque 4 de (1.a)), la plupart des
algebres de Lie linéaires irréductibles sont d’ordre 1; dans ce cas, tous leurs prolonge-
ments sont nuls et la suite (S3) n’apporte rien pour I’étude de la courbure.

E. Cartan a étudié des (19077 7) les quelques cas qui ont un ordre > 2, et montré qu’alors
I'ordre ne peut étre que 2 ou oco. Il y avait quelques erreurs dans son article et celles-ci ont
été corrigées en particulier par S. Kobayashi et K. Nagano dans [77].

La classification complete est rappelée dans ’annexe ” Prolongements des Algebres de Lie
linéaires Irréductibles” (PALI).

(1.b) Si l’ordre est infini, on trouve d’abord des algébres de Lie linéaires ”clas-
siques”.

Dans le cas totalement réel, ce sont les représentations canoniques de gl(n, R) pour
n > 1 et de sl(n,R),sp(n,R), csp(n, R) pour n > 2.
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On a déja étudié celles-ci dans le chapitre précédent, ot on a vu en particulier que csp(n, R)
(pour n > 2) ne vérifie pas la condition (C) et n’est pas une algebre de Berger pour n > 3.

Dans le cas totalement complexe, on a les complexifiées des précédentes (il suffit
de remplacer R par C). Elles seront étudiées en détail au chapitre X.

Il y a enfin des cas réels-complexes, en remplagant le centre CId de gl(m,C) et
csp(m, C) (pour m > 2) par une sous-algebre réelle de dimension (réelle) 1 de CId; on
verra au chapitre??? que ces cas ne vérifient pas la condition C. Ils seront étudiés de
nouveau plus loin en liaison avec les sommes directes en travers.

(1.c) Si l’ordre est 2

Il y a une liste assez courte, qui ne comprend que des cas totalement réels ou totalement
complexes. On va commencer par présenter au § 2 deux tables qui décrivent la liste de ces
algebres, en séparant le cas totalement complexe et le cas totalement réel. On rappelle
que cette liste est simplement extraite des travaux de Cartan et de Kobayashi et Nagano
et on ne donne pas ici de démonstration de cette classification. Cependant, on
détaillera plus loin (dans un chapitre dédié ???) un mécanisme général qui construit des
algebres de Lie linéaires d’ordre 2 (ou plus) a partir d’algebres de Lie 3-graduées (et leurs
espaces symétriques associés). On retrouvera ainsi les tables ci-dessus et on généralisera ce
mécanisme pour obtenir d’autres exemples non irréductibles.

On donnera au § 3 quelques unes des propriétés communes a toutes ces algebres d’ordre
2, en particulier la détermination du sous-espace I(h) C K(h). On étudiera au § 4 la trace
de courbure et la courbure de Ricci pour les éléments de I(h) qui sont construits au § 2 et
on aura ainsi une premiere description de I(h). Celle-ci sera complétée au chapitre VI ou
on détaillera méme la décomposition de (h) en composantes irréductibles et la description
des tenseurs courbures dans ces composantes.

On précisera au § 6 une différence importante entre les différents cas de ces listes.
En effet, I'espace de cohomologie H1? est nul dans la plupart des cas, et on a alors
I(h) = K(h); mais les holonomies les plus "riches” sont bien str celles pour lesquelles
H®Y £ 0, ce qui correspond seulement aux premiers cas des listes, i.e. les cas (1), (2),
(1a), (2a), (2b) (ce qui justifie en particulier la double ligne de séparation entre ces cas et
les autres dans les deux listes du § 2).

V.2 Listes des algebres de Lie linéaires irréductibles d’ordre 2
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(2.a)

Une algebre de Lie linéaire totalement complexe h C gl-(1W) irréductible d’ordre
2 est isomorphe a une et une seule des algebres de la liste ci-dessous.

] H h \ p \ dim® \ conditions ‘
(1) | C& so(m,C) can m m >3
(2) | Casl(p,C) | can @c can q p=>3

@ sl(2,C)
(3) | Casl(p,C) | can ®c can q p=q>=3
@ sl(q,C)
(4) gl(m,C) Ot(can) |im(m+1)| m >3
(5) gl(m,C) A&(can) |smim—1)] m=>5
(6) | C® so(10,C) | semispin 16
(7) CoEY can 27

(2.b)

Une algebre de Lie linéaire totalement réelle h C gl(V') irréductible d’ordre 2
est isomorphe a une et une seule des algebres de la liste ci-dessous.

’ H h ‘ p ‘ dim® ‘ conditions ‘
(la) | cso(p,q) can p+q |p=q=0
p+qg=3

(2a) | R®sl(p,R) can @ can 2p p=3
®sl(2,R)

(2b) | R sl(p, H) can Qg can 4p p=2
®sl(1, H)

(3a) | R®sl(p,R) can ® can Pq p=q=3
®sl(q, R)

(3b) || R @ sl(p, H) can ®y can 4pq p=q>=2
®sl(g, H)

(3c) | R®sl(m,C) | Herm(can) m? m >3

(4a) | gl(m,R) O*(can) smim+1)] m>3

(4b) gl(m,H) | AntiHerm(can) | m(2m+1) | m > 2

(5a) | gl(m,R) A?(can) smim—1)] m>5

(5b) gl(m, H) Herm(can) m2m—1)| m=>=3

(6a) | R®so(5,5) semispin 16

(6b) | R so(9,1) semispin 16

(7a) R& E} can 27

(7b) R& E§ can 27

Notations : (1) p décrit (de fagon ”élémentaire”) la représentation de ’algebre semi-
simple hgs (dérivée de h) dans Iespace vectoriel, i.e.
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dans le cas totalement complexe, ’espace complexe W, avec sa dimension complexe
dim©,

dans le cas totalement réel, lespace V avec sa dimension (réelle) dim®.

(2) Les conditions permettent d’éviter les répétitions dues aux isomorphismes de basses
dimensions des représentations des algebres de Lie classiques.

(3) La numérotation a été choisie pour identifier immédiatement la complexifiée totale

d’une algebre totalement réelle.

Remarques. (1) On rappelle que HP @y H? = R*9 n’a pas de structure complexe
invariante dans les représentations considérées (et en particulier pas de structure quater-
nionnienne ; voir 'annexe 7 7 7).

(2) De méme les espaces d’endomorphismes hermitiens ou anti-hermitiens (pour C et H)
sont des espaces vectoriels réels, sans structure complexe invariante.

(3) En particulier, le cas (3c¢) n’est pas une algebre de Lie linéaire réelle-complexe. Sa com-
plexifiée totale est encore irréductible : on voit que c’est le produit tensoriel

C & sl(m,C) @ sl(m,C) C gl(W) avec W = C™ ® C™ = C™,

qui est le cas particulier de (3) pour p =¢q=m > 3.

V.3 Propriétés communes pour le cas irréductible d’ordre 2
(3.a)

Les théoremes généraux sur les algebres de Lie linéaires et la classification du § 2 ci-
dessus permettent d’énoncer quelques les propriétés communes des algebres de Lie linéaires
irréductibles d’ordre 2.

(Propriétés de h C gl(V)) Soit h C gl(V) une algébre de Lie linéaire irréductible
d’ordre 2. Alors

(1) h est une algebre de Lie réductive, donc un produit direct h = a @ hy,
ou a est le centre de h (donc abélienne) et hy est semi-simple (non nulle);

(2) h C gl(V) est soit totalement réelle, soit totalement complexe,
et si elle est totalement réelle, sa complexifiée totale est irréductible d’ordre 2 ;
(3) le centre a de h est de dimension 1 et agit par homothéties sur V,
i.e. c’est R Id (resp. CId) dans le cas totalement réel (resp. complexe) ;
(4) le premier prolongement h!) est toujours isomorphe au dual V*,
dual réel (resp. complexe) dans le cas totalement réel (resp. complexe)
et la représentation de h dans h") est (isomorphe &) la représentation contragrédiante ;
(5) plus précisément, si on note tr Uapplication trace sur h, i.e. tr : h — K
avec K =R (resp. K = C) dans le cas totalement réel (resp. complexe), alors
tr se prolonge naturellement en un isomorphisme équivariant réel (resp. complexe)
tr® . p) — v,
(6) h C gl(V) vérifie la propriété (C) et est donc une algebre d’holonomie ;
(7) la composante semi-simple hg C gl(V') ne vérifie pas la propriété (C), mais c’est
quand méme une algebre d’holonomie : on le montrera plus loin au chapitre???
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(3.b)

On peut alors identifier le sous-espace I(h) de 'espace des courbures K (h).

Propriété 51. |

Si h C gl(V) est une algebre de Lie linéaire irréductible d’ordre 2,
alors I(h) est canoniquement isomorphe & ®2 V* comme représentation de h.

Rappel. Attention, méme dans le cas totalement complexe, ® désigne toujours le
produit tensoriel réel.

Plus précisément, si on note © I'isomorphisme réciproque de I'isomorphisme équivariant
tr@_ alors on peut le prolonger en un I'isomorphisme O : @2 V* —s V* @ h() par linéarité
a partir de sa valeur sur les éléments décomposés :

Ola® fB)(z,y,2) =alz)OB)(y,2), Ya,B8eV* zyzeV

Ensuite, puisque h? = 0 (par définition de I’ordre 2), 'application 0,1 est un isomor-
phisme de V* @ h() sur son image I(h). Si on note ®(a ® 3) = 1 (021 © O)(a ® f), la
formule pour cet élément de I(h) C K(h) est donc :

la® f)(r,y)z = %( a(z) ©(F)(y,2) —aly) OB)(z,2)), Va,feViryzecV.

On donnera une formule explicite pour © dans la majorité des cas, ce qui donne une
description complete des tenseurs de courbure qui sont dans I(h).

(3.c)

Bien sir, on sait que I(h) n’est pas une représentation irréductible de h.
On a toujours une premiere décomposition ®? V* = (A2V*) & (O* V™).
Dans la plupart des cas ces facteurs ne sont pas nécessairement irréductibles et on verra
au chapitre suivant les décompositions secondaires dans le cas ou h est totalement réelle.
Le cas totalement complexe sera étudié plus loin dans les chapitres consacrées aux algebres
de Lie linéaires complexes et on y verra que la premiére décomposition (sur R) du produit
tensoriel réel ®2?V* du dual complexe V* a déja quatre composantes au lieu des deux
ci-dessus.

V.4 Trace de courbure et courbure de Ricci
(4.a)

Dans ce paragraphe, on considere une algebre de Lie linéaire h C gl(V') totalement
réelle irréductible d’ordre 2.
Au § 3, on lui a associé une application © : V* — k(1) (réciproque de tr™"), isomorphisme
de représentations de h. Avec ©, on a construit 'automorphisme O de ®2V*, puis l'iso-
morphisme @ : @2V* — [(h).
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On peut donc calculer la trace de courbure et la courbure de Ricci de ®(y) pour toute
v € @2V*. Puisque tr™M) o © est I'identité de V*, on voit facilement que

tr(®(y))(z,y) = 5 (v(7,y) — (Y, 7).

N —

(4.b)
En particulier, si w € A?V* | alors (tr o @)(v) = v. On en déduit

Propriété 52. |

L’isomorphisme réciproque de l'isomorphisme équivariant obtenue par restric-
tion de ® & A?V* sur son image I,(h) C I(h) est la restriction de la trace de
courbure a I, (h).

D’autre part, si 0 € O?*V*, on a (tr o ®)(c)) = 0. On en déduit

Propriété 53. |

La restriction de ® & (O?V* est un isomorphisme équivariant sur son image

I6(h) = I(h) N K (hy).

Remarque. La sous-algebre semi-simple hys C h C gl(V') est toujours d’ordre 1 donc
I(hss) = 0. En particulier hgs C gl(V') ne vérifie pas la condition C.

(4.c)

La courbure de Ricci de ®(7) a une formule un peu plus compliquée.

Notation 54.

On associe a © I'application linéaire équivariante : 0 : ®?V* — (O?V* définie
par linéarité a partir de sa valeur sur les éléments décomposés :

0(a® B)(r,y) = (OB)(v,y), Va,BeVizyeV

Pour toute 2-forme v € ®*V*, on a alors

rie(®(2)(@, ) = 1 (1.9) +9(5.2)) — 5 60)(.9))

A~ =

Attention. Comme on va le voir sur quelques exemples dans le chapitre suivant, la 2 forme

(symétrique) #(a ® ) n’est pas en général un multiple de o O) . Et 'application ric n’est
donc pas en général I'isomorphisme réciproque de la restriction de ® & (O)?V*. C’est quand
méme un isomorphisme équivariant de I(h) N K (hss) sur son image, mais avec des facteurs
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scalaires différents suivant les composantes de la décomposition de o?V* en composantes
irréductibles.

A priori, il n’est méme pas évident sur la formule que I'expression a0 O(/3) est symétrique
en « et § mais c’est en fait le cas dans le cas irréductible qui nous concerne ici.
On a donc, sous I’hypothese d’irréducibilité,

siwe ANV, tr(®w)=w et ric(®w))=0

sice OV, tr(®(0) =0 et ric(®(0)) == (o — 0(c)).

DN| —

V.5 Généralisation de la construction O et propriété (D)

Digression. On généralisera la construction © (ou un équivalent) a d’autres cas et on
reprendra alors les notations introduites ici. On le fera d’abord pour gi(n,R) ci-dessous au
paragraphe 7, puis dans le cas totalement complexe au chapitre??? et enfin (beaucoup)
plus loin pour des algebres de Lie linéaires non réductibles. Dans ce dernier cadre, on trouve
des exemples ol l'expression a o ©(f) n’est plus symétrique en « et § et en particulier
ric(®(w)) n’est pas nulle pour une forme alternée w € A2 V*.

V.6 De I(h) a ’espace des courbures K(h)
(6.a)

On rappelle que dans le cas général I(h) n’est qu'un sous-espace de K(h) et que le
quotient de K (h) par I(h) est I'espace de cohomologie (de Spencer) H*!(h).
S. Kobayashi et K. Nagano ont calculé ces espaces de cohomologie pour les algebres de Lie
linéaires irréductibles d’ordre 2 ou oo dans leurs travaux sur ces algebres. En particulier,
ces espaces de cohomologie sont le plus souvent nuls, plus précisément

Théoréme 55. Kobayashi et Nagano (KN ?? 7?7 7?)

Si h C gl(V) est une algebre de Lie linéaire irréductible d’ordre 2, alors 'espace
de cohomologie H*!(h) est :

- non nul dans les cas (1), (2), (1a), (2a) et (2b) des tables du paragraphe 3,

- nul dans tous les autres cas.

Le cas (la) a déja été étudié auparavant dans le chapitre IV paragraphe 3. On a déja
décrit H*!(¢s0(p, q)) = H*'(s0(p, q)) comme étant W (so(p,q)), qui est irréductible (sous
s0(p,q)) sin=p+q =5 et on a méme précisé sa structure pour n < 4.

Par contre, on n’a pas donné d’analogue de la construction © pour cette composante.
Pour construire la projection de K(cso(p,q)) dans W(so(p,q)), on s’est contenté de faire
la différence entre I'identité et les sections des autres composantes.

En particulier, on n’a pas donné de section "naturelle” de cette projection.
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Remarque. On reviendra sur le cas totalement complexe (1) plus loin, mais on a déja
indiqué que son espace de cohomologie est le complexifié de celui des cas réels correspon-
dant. (Ce complexifié est "le méme” quelle que soit la signature (p, ¢), il ne dépend que de
la dimension n = p + q.)

(6.b)

Les cas (2), (2a) et (2b) ont eux aussi une espace de cohomologie non nul.
On les décrira plus loin en détails, mais on peut commencer a expliquer le mécanisme sous-
jacent, d’abord pour le cas (2a). On sait que la représentation canonique de s[(2,R) dans
R? laisse invariante la forme symplectique canonique et donne un isomorphisme équivariant
de R? avec son dual, ainsi qu'un isomorphisme de si(2,R) avec O*(R?)*.
On donnera au chapitre suivant expression explicite de I’application © : @*V* — I(h)
pour le cas du produit tensoriel ; on peut alors étudier la projection des tenseurs de courbure
sur la composante sl(2,R) de h = R @& sl(p,R) & sl(2,R).
On voit que les éléments de W (h) sont alors les tenseurs de courbure tels que R(z,y) €
sl(p,R), Va,y e V.
Attention. Cela ne donne pas des tenseurs de courbure pour sl(p, R) C gl(p, R), mais cela

correspond exactement aux éléments de K (hs) ou l'algebre de Lie linéaire hs C gl(2p, R)
est donnée par la représentation ”diagonale” ¢ de sl(p, R) dans R? = R? G R? :

VAesl(pR), 2,y e R?, §(A)(z,y) = (Az, Ay).

Bien sur, la représentation § ci-dessus n’est plus irréductible et 1'algebre de Lie linéaire
obtenue vérifie hgl) = 0. Mais c’est quand méme une algebre d’holonomie comme on le
verra plus loin en étudiant les holonomies dont la représentation est une somme directe de
deux représentations isomorphes.

On en déduit immédiatement que pour le cas (2a), on a W(h) = K(hs), qui est donc
isomorphe & H®Y(h) et non nul.

(Plus précisément, c’est un espace vectoriel de dimension gp*(p +1)(p + 2).)

(6.c)

Le cas (2b) est différent, mais il suit une procédure parallele au cas précédent (2a).
On sait que sp(1) = sl(1, H) laisse invariante la forme euclidienne canonique sur H identifié
a R*. Cela donne un isomorphisme équivariant de R* avec son dual, puis de 'algébre de
Lie sp(1) avec 'espace des quaternions purs (voir annexe? 7 7).

On donnera au chapitre suivant 1’expression explicite de I'application © : ®?V* —s I(h)
pour le cas du produit tensoriel quaternionnique; on peut alors étudier la projection des
tenseurs de courbure sur la composante sp(1) de h = R @ sl(p, H) @ sp(1).

Les éléments de W (h) sont alors les tenseurs de courbure tels que R(z,y) € sl(p, H), ¥V z,y €
HP.

Cela correspond exactement aux éléments de K (sl(p, H)) pour la représentation canonique
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de sl(p,H) dans HP. Cette algebre de Lie linéaire est irréductible, mais elle est de type
réel-complexe. C’est une algebre d’holonomie comme on le verra plus loin en étudiant les
holonomies complexes.

On en déduit immédiatement que pour le cas (2b), on a W(h) = K (sl(p, H)), qui est donc
isomorphe & H?Y(h) et non nul.

(Plus précisément, ¢’est un espace vectoriel de dimension 5p*(p +1)(2p +1).)

(6.d) Remarque

Parmi les isomorphismes canoniques de basse dimension des groupes de Lie (plus
précisément les cas " Dy”), on voit que si on prenait p = 2 dans le cas (2a) (resp. p = 1
dans le cas (2b)), on obtient I'isomorphisme d’algebre de Lie linéaire :
cs0(2,2) = R®sl(2,R) @ sl(2,R)

(resp. cso(4) = R @ sl(1, H) @ sl(1, H)).

On sait aussi que ¢s0(3,1) = gl(2,C). Ici la représentation est irréductible et totalement
complexe. (On peut s’amuser & la considérer comme un produit tensoriel complexe de C?
avec C, pour voir qu’elle s’inscrit quand méme dans le méme schéma général.)

V.7 Digression : le cas ”générique”
(7.a)

On sait que l'algebre de Lie linéaire ”générique”, i.e. (gl(n,R), can, R™), est d’ordre oo
donc ne rentre pas directement dans le cadre étudié dans ce chapitre.
Cependant, on a déja vu que le premier prolongement gl(n, R)") se décompose en deux
composantes irréductibles, dont I'une est isomorphe a V*.
On peut donc construire une application © et des courbures comme on I'a fait dans les
paragraphes 2 et 4. On généralisera cette démarche plus tard, mais on la développe ici rapi-
dement pour ce cas particulier qui est tres proche des algebres de Lie linéaires irréductibles
totalement réelles d’ordre 2.

Notation 56.
Pour h C gl(V) avec V =R", h = gl(n,R) et n > 2, on note
© : V* — b Dapplication équivariante définie par

1
n+1

O(a)(z,y) = (a(z)y +aly)z), YaecV' zyeV

C’est évidemment une section de 'application ”trace” h(Y) — V*, (dont le noyau est
hY | avec h =sl(n,R
0 > 0— n, ))
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(7.b)

On associe a © une construction d'un sous-espace de I(h) en posant :
\V/,y E ®2V*7 I7y7276 ‘/v7

d(y)(z,y) z = ! )(('Y(fc,y)—’Y(y,:v))erv(%Z)y—’V(y,Z)m)

2(n+1
Attention, I'image de ® n’est pas tout I(h), mais seulement un sous-espace (noté ici
Li(gl(n,R)) ), qui est I'image du facteur irréductible ©(V*) C hM) par Dalternation 0 ).
La trace de courbure et la courbure de Ricci du tenseur de courbure ®(+) se calculent
facilement. En particulier, on a - pour tout forme bilinéaire alternée w € A2V*,

tr(®w)) =w et ric(®(w)) =0
- pour tout forme bilinéaire symétrique o € V* (O V*,

(®(0)) = 0, et ric(d(o)) = Q(Tln—;ll)a.

En particulier, ®(o) € I(sl(n,R)).

Remarques. (1) Par ces constructions, on peut retrouver les expressions Ky, et K.
qui ont été introduites au? 7?7,
(2) On rappelle que K(gl(n,R)) = I(gl(n,R)) et donc on peut écrire :
K(gl(n,R)) = Li(gl(n,R)) & W(sl(n,R)), ce qui est un peu 'analogue des résultats du
paragraphe 6 ci-dessus, méme si H*!(gl(n,R)) = 0.
(3) La construction ci-dessus ne s’applique pas aux autres algebres de Lie linéaires irréductibles
totalement réelles d’ordre oo (i.e. sl(n, R), sp(m, R), csp(m, R)) qui n’ont pas de composante
isomorphe a V* dans la décomposition de leur premier prolongement.

V1 Espaces des courbures des algebres de Lie linéaires
irréductibles totalement réelles d’ordre 2

VI.1 Préliminaires

(1.a)

On donne ici une description élémentaire des composantes irréductibles du sous-
espace I(h) de 'espace des courbures pour les algebres de Lie linéaires irréductibles totale-
ment réelles d’ordre 2, dont la liste a été donnée au chapitre V § 3. Cependant, on ne redonne
pas l'espace des courbures du premier cas (1a) de cette liste (i.e. cso(p,q) C gl(p + q,R)),
puisqu’on I'a déja décrit deux fois, d’abord dans le cadre des algebres de Lie linéaires " clas-
siques” au ch IV § 5 | puis comme exemple pour la construction de I(h) dans le ch V § 5.
On a aussi souligné (au ch V § 6) que I(h) = K(h) pour la plupart de ces algebres
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linéaires, sauf pour les trois premiers cas : (la), (2a) et (2b). Comme on a déja décrit un
supplémentaire W (h) de I(h) pour ces trois premiers cas, on se contentera ici de décrire
I(h).

(1.b)

En fait non seulement la construction de I(h) est tres similaire pour tous les exemples
a partir de (2a), mais également sa décomposition en composantes irréductibles suit des
procédures similaires. On va donc détailler soigneusement le cas (2.a) et en méme temps
le cas (3a), qui est identique pour I(h). Pour les cas suivant, on donnera les résultats avec
moins de détails.
Toutes ces descriptions sont volontairement tres élémentaires. Il est bien sur possible de
raisonner différemment, en utilisant par exemple des résultats plus puissants de la théorie
des représentations des algebres de Lie semi-simples.
Cependant, on a jugé utile d’adopter le point de vue élémentaire pour essayer de généraliser
(plus tard) certains de ces résultats au cas des holonomies non réductibles, pour lesquelles
il y a pour I'instant peu de travaux.

(1.c)

Les cas (2a), (3a), (4a), (5a) vont faire intervenir simplement les formes bilinéaires. Les

cas (3c) (ou intervient C), (3b), (4b), (5b) (ou intervient H) sont similaires, mais il faudra
passer des formes bilinéaires aux sesqui-linéaires. Celles-ci sont bien connues sur C, mais
un peu moins sur H; on renvoie donc le lecteur a I'annexe AMLQ qui détaille I’algebre
linéaire et sesqui-linéaire sur les quaternions.
Les quatre derniers cas (6a), (6b), (7a), (7b) peuvent aussi étre décrit par une méthode
"hermitienne” sur les octonions (@ et @%). On ne les traitera pas ainsi, on se contentera
d’une courte description en terme de représentations, mais on le fera (peut-étre) dans une
annexe EPRO sur les octonions (pas encore écrite).

Premier exemple : le cas conforme

()

On considere le cas (2a) de la liste, i.e. ¢so(p,q) C gl(V), pour p > qget n=p+q > 3.
On a donc V = RPT? = R" et on note < .,. > la forme bilinéaire symétrique canonique de
signature (p, q) sur R".

Pour cet exemple, © est défini par pour toute forme 5 € V* par la formule

OB)(e,9) = - (B@)y +By) e — < v,y > §), Vay eV,

ot < B,z >=pB(2), VzeR"™
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Pour tout forme bilinéaire v € ®2V*, on a finalement

<O (,) 5w >= 5 (09) =1 (,0)) < 20>+ .

—{—’}/(,I',Z) <y,w> +’y(y,w) <, z> —’}/(l',’lU) <Y,z> _7(yaz) <wi>)7

La représentation de ¢so(p, q) dans A2V* est irréductible (sauf pour les deux cas excep-
tionnels (p, q) = (4,0) ou (2,2) ou elle se décompose en deux, voir IV § 3 et 4).
Pour tout forme bilinéaire alternée w € A?V*, on a finalement

tr(®(w)) = w, et ric(®(w)) = 0.

Par la formule pour ®(w)), on retrouve la section Ktc décrite au chapitre IV § 4 (4.a).

(b)

Pour toute forme bilinéaire symétrique o € (O*V*, on a ®(c) € K(so(p,q)). On a
déja indiqué au IV § 4 que O?V* se décompose en deux composantes irréductibles :
- la premiere est de dimension 1 (engendrée par < .,. >), mais elle est non triviale sous
I'action du centre RIdy (et triviale pour hy),
- la seconde, notée ((O*V*)y, est formée des 2-formes symétriques sans trace par rapport a <
, > (ici aussi, pour les exceptions (p, q) = (4,0) ou (2, 2) cette représentation se décompose
encore en deux composantes irréductibles).

(1) Pour 0 =< .,. >, la formule

1
< O(< .. >)(ry)z,w >=—(<z,2><y,w> — <y,z><T,W>)
n

donne le tenseur de courbure d’un espace a courbure sectionnelle constante %, avec bien
str

tr(®(C <.,.>))=0, et ric(d(<.,.>)) = <>y

(2) Si o est de trace nulle pour < .,. >, i.e. o € (O*V*)o, la formule

1
< O(o)(z,y) z,w >= 2—(0(1‘,2’) <y,w> —o(y,z) <z,w>...
n

—o(z,w) <y,z> +o(y,w) <z, z>)
donne (& un facteur pres) celle de la section Kro introduite dans IV (3.b), avec

n—2

tr(®(o)) =0, et ric(®(o)) =

0.
n

On voit ainsi que la construction de © permet de décrire précisément I(cso(p, q)) et aussi
la partie I(cso(p,q)) N K(so(p,q)).
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V1.2 Produit tensoriel réel
(2.a)

On considere en méme temps les cas (2a) et (3a), i.e. on prend :
h=R&sl(p,R)®sl(q,R) Cgl(V=RPR?=RP) avecp > q=>2et p=>3.
Pour alléger les notations, mais aussi pour généraliser plus bas a d’autres cas, on notera
W=RPet U=R?)donc(V=WaxU).

On considere une forme linéaire § € V* = W* ® U*, comme une forme bilinéaire
g sur X x U (i.e. linéaire en W et linéaire en U), avec un abus de notation évident.
Par convention ), on pose donc f(z ® u) = B(z,u), Ve W, uel.

On peut alors décrire O() sur les éléments décomposés de V.
On obtient : Ve V* x,ye W, u,vel,

O(B)(x®u,y @ v) — ]%q(A(:m@u)(y) @ v+y@ Bz ®u)©v))

ou A(z®@u) € gl(p,R) et B(x®@u) € gl(p,R)) sont les endomorphismes (de rang 1) donnés
par les formules :

Alz®u)(y) = By,u)z, et Blx®u)(v)=p(x,v)u.

On vérifie facilement que O(f3) est symétrique, que A et B ne dépendent que = ® u et que
les traces de A(x ® u) et B(z ® u) sont toutes deux f(x,u) = f(x ® u). On trouve alors le
coefficient de normalisation cherché pour que © vérifie les conditions du ch V § (2.b).

Remarque. L’entier p+¢ au dénominateur apparait dans différents aspects des théories
associées aux algebres de Lie linéaires de ce type (on aura l'occasion d’y revenir au cha-
pitre? 7 ?7). Il en sera de méme pour les autres cas.

(2.b)

Comme pour V*, un élément v € ®?V* peut étre décrit comme une forme 4-linéaire
v sur W x U x W x U. On obtient alors la formule des tenseurs de courbure associés
(appliquée aux éléments décomposés de V) 1 Vy@2V* z,y,z € W, u,v,w € U,

@hﬂx®%y®w@®UO=5%3(0@®uw®vmﬂ®w+Z®D@®uw®vWW)

ouC(z®u,y®v) € gl(p,R) et D(z@u,y®@v) € gl(g,R) sont les endomorphismes définis
par les formules :

(’Y(ZL‘,U,Z,U) Y= ’Y(yava z,u)x),

DN | —

Clr@u,y®v)(z) =
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D(z®@u,y®v)(w) = %('y(a:,u,y,w)v—’y(y,v,a:,w)u).

Ici, comme dans tous les autres cas ci-dessous, on décompose ®2V* suivant ses deux
composantes A2 V* et ()? V* pour étudier la trace de courbure et la courbure de Ricci du
tenseur de courbure ®(7y). Pour éviter les confusions, on écrit v = w + o, ol w est alternée
et o est symétrique.

(2.c)

Alors A2V*, de dimension % pq(pg — 1), se décompose naturellement en deux compo-
santes irréductibles. Pour cela, on écrit simplement l'isomorphisme canonique entre
W*U*@W*QU* et W*@W*®@U*®U™* qui consiste a échanger les deuxieme et troisieme
facteur, puis on décompose en partie symétrique et partie alternée séparément pour W et
pour U. On peut alors décrire les deux composantes comme :

(A2W*) @ (O*U*), de dimension { p(p — 1)g(q + 1) et
(O?*W*) @ (AN2U*), de dimension ; p(p + 1)g(g — 1).
Cependant, on gardera toujours 'ordre originel pour les formes 4-linéaires. Donc ces com-
posantes correspondent respectivement aux w(x,u,y,v) qui sont en plus :
pour (A2TW*) @ (O*U*), alternées en (x,y) et symétriques en (u,v),
pour (O?U*) ® (A?W*), symétriques en (z,y) et alternées en (u,v).
Pour ces deux composantes, les calculs du chapitre V § 6 donnent :

Vwe ANV* tr(P(w)) =w et ric(®(w)) = 0.
Remarque. Il n’y a donc pas de différence pour les deux composantes et la construction
®(w) est donc une section de la projection de I(h) sur chacune des composantes par 1’ap-

plication ”trace de courbure” suivie de la ”symétrisation / anti-symétrisation” adéquate.

De méme, (O)?V*, de dimension % pq(pg+1), se décompose en deux composantes irréductibles.
Avec la méme manipulation que ci-dessus, ce sont :
(O?*W*) @ (O*U*), de dimension § p(p+ 1)g(q + 1) et
(A2W*) @ (AN*U*), de dimension { p(p — 1)g(q — 1).
Ces composantes correspondent aux o(x,u,y,v) qui sont en plus :
pour (O*W*) ® (O*U*), symétriques en (x,y) et symétriques en (u,v),
pour (A2U*) @ (A2 W*), alternées en (z,y) et alternées en (u,v).
Les calculs du chapitre V § 6 donnent alors :

Voe OV, tr(®(o)) =0 et Vao,ye W, u,veU,

1 1
ric(®(o))(z @ u,y @ v) = §a(x,u,y,v) — "

o(z,v,y,u).

On a donc des coefficients différents pour les deux composantes irréductibles :

. 2 * 277% ; —MO’
sio € (O & (O, rie(@(e)) = 5o
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_p+q+20
2(p+q)
Remarque. En particulier, si on veut utiliser la formule de ®(o) pour construire une

etsio € (A2W*) @ (AU*), ric(®(0))

section de 'application ric : I(h) — (O*V*, il faut mettre des facteurs différents sur ces

deux composantes. On prendra bien sur % dans le premier cas et f% dans le second.
Le cas de la courbure de Ricci est donc différent du cas de la trace de courbure, ot ®(w)
est directement une section. (Cette remarque s’applique, modulo les coefficients, a tous les

paragraphes de ce chapitre et on ne la répeétera pas.)

(2.d)

Les calculs ci-dessus donnent la décomposition en composantes irréductibles de I(h) et
décrivent précisément la trace de courbure et la courbure de Ricci pour tous les tenseurs
de courbure de I(h).

On rappelle que dans le cas (3.a) (i.e. sip > ¢ > 3) on a I(h) = K(h) et on a donc décrit
tout I'espace des courbures qui est bien stir de dimension p?g?.

Par contre, dans le cas (2.a) (i.e. si ¢ = 2 et p > 3), I(h) a un supplémentaire invariant
W (h), de dimension ¢ p(p?—1)(p+3) et la dimension de K (h) est alors  p(p*+3p*+23p—3).

On peut enfin considérer la composante semi-simple hg de h, qui est ici 'algebre
de Lie linéaire sl(p,R) & sl(¢,R) C gl(RP?).
Pour le cas (3.a) (p = ¢ = 3), espace des courbures K (hys) = I,(h) = (O?*V*) a deux
composantes irréductibles : (O2U*) @ (O*W*) et (A2U*) @ (A*W*)
et la dimension de K (hys) est 3 pg(pg + 1).
Pour le cas (2.a) (p > 3 et ¢ = 2), 'espace des courbures
K(hss) = I,(h) & W(h), avec W (hss) = W(h) a trois composantes irréductibles, et sa
dimension est § p(p® + 3p? + 11p + 3).

Remarque. On avait exclu le cas p = ¢ = 2 simplement parce qu’il y a dans ce cas
un isomorphisme avec le cas conforme cso(2,2) C gl(R?).
On peut vérifier (en exercice) que les décompositions et formules sont bien compatibles.
(Mais attention, W (h) n’est plus irréductible pour p = 2, il a deux composantes, une pour
chaque facteur sl(2,R) ; en conséquence, la formule de dimension de W (k) pour p > 3,q = 2
ne s’applique pas directement, il faut la doubler pour p = 2).
Il y a d’autre cas d’isomorphismes classiques de basse dimension dans les autres exemples
ci-dessous, par exemple R @ sl(1,H) & sl(1, H) = cso0(4) C gl(R?). TIs ont été ”exclus” par
les conditions sur les dimensions. Mais on peut aussi les traiter en exercices.

VI.3 Produit tensoriel symétrique
(3.a)

On considere ici le cas (4a) de la liste IV (3.b), i.e.
h=gl(m,R) Cgl(V=0U)ouU=R" m=3etdim(V)=1im(m+1).
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Alors V* = (O2?W* est simplement I'espace des formes bilinéaires symétriques sur U.
En recopiant les formules du § 2, on peut décrire © sur les éléments décomposés de V.
On obtient VB3e(OQU*, x,u,y,v €U,

OB)(zou,yov) = m;—kl (A(zou)(y)ov+yo A(zou)(v)))

ou A(z ou) € gl(m,R) est 'endomorphisme de U donné par :

Alrou)ly) = 3 (8w y)z + Bl v)u).

On vérifie facilement que © a bien les propriétés demandées.

(3.b)

Tout élément v € ®2V* peut étre décerit comme une forme 4-linéaire sur U avec
¥(x,u,y,v) symétrique en x,u et symétrique en y, v.

On obtient : Vye®V* xuy,vz,weW,
1
P(y)(zou,yov)(zow) = —+1(C(l’ouayov)(z)Ow+200($ouayov)(w))
m

ou C(zowu,yov) € gl(m,R) est 'endomorphisme de W donné par :

(’y(x,u,v,z)y - 7(y7vau7 Z) z +7(x7u7yaz> U= V(yavaxa Z)U)

1 =

Clzou,yov)(z) =

(3.c)

Alors A2V* = A2(O? U*) est irréductible et de dimension § m(m? — 1)(m + 2).
Dans l'annexe??? ?, elle est décrite comme une des composantes irréductibles de E*U*
(les composantes de ®1 U* de type (2,1,1)). Ses éléments sont bien siir les w(x,u, y,v) qui
sont en plus alternées pour les paires (x,u) et (y,v).

Pour cette unique composante, les calculs du chapitre V § 6 donnent :
Vwe AV* tr(P(w)) =w et ric(®(w)) = 0.

Par contre, O?V* = O?*(O?U*) (de dimension §m(m + 1)(m? + m + 2)), a deux
composantes irréductibles :
d'une part O*U* de dimension 5;m(m + 1)m + 2)(m + 3),
(I'espace des 4-formes o symétriques dans les quatre variables,)
d’autre part une des composantes irréductibles de D*U* (les composantes de ®*U* de
type (2,2)), de dimension ;5m?(m? — 1). Dans 'annexe?? 7, on la note Dj U*.
C’est I'espace des formes o € (O?*((O?*U*) qui vérifient en plus 'identité de Bianchi sur les

trois premieres variables.



VI. ESPACES DES COURBURES DES ALGEBRES DE LIE LINEAIRES IRR. 75

Les calculs du chapitre V § 6 donnent alors :
Voe (O, tr(®(o)) =0 et Y, u,y,v € U,

1 1
TZC((I)(O-))<$ ou,yo U) = 5 (0-<$7 u,y, U) - m ( O'(U, Y, T, U) + O-(yv x,u, U) )
On a donc des coefficients différents pour les deux composantes irréductibles :

m—+ 2
——0
2(m+1)

m—1

VoeQ'U* ric(®(o)) = S 1)

o et Yoe DU ric(®(0)) =

(3.d)
On a donc décrit ci-dessus les trois composantes irréductibles de 1’espace des courbures
K(h) = I(h), qui est bien str de dimension 1 m?(m + 1)

Pour la composante semi-simple hg, i.e. s[(m,R) C gl(O* (R™)) avec m > 3,
son espace des courbures K (hs) = I,(h) = (O?V*) a deux composantes irréductibles :
O U* et DAU*,

et sa dimension est g m(m + 1)(m? +m + 2).

V1.4 Produit tensoriel alterné
(4.a)

On considere le cas (ba) de la liste IV (3.b), i.e.
h=gl(m,R) C gl(V =A?U) ou U =R™, m=5etdim(V)=1m(m—1).

Alors V* est I'espace des formes bilinéaires alternées sur U. En recopiant les formules
du § 3, on peut décrire © sur les éléments décomposés de V.
On obtient vV 3eANU*, z,u,y,velU,

OB)(x ANu,y Av) = ﬁ (A(z Au)(y) ANv+y AN Az Au)(v)) )

ou A(z Au) € gl(m,R) est 'endomorphisme de U donné par :

Az ANu)(y) = 5 (B(x, y)u— Blu,y) ).

N | —

On vérifie facilement que © a bien les propriétés demandées.
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(4.b)

Tout élément v € ®2V* peut étre décrit comme une forme 4-linéaire sur U avec
v(u, z,v,y) alternée en u, z et alternée en v, y.
On obtient Vye®V* xuy,v, 2w U,

<I>(fy)(xAu,y/\v)(z/\w):ﬁ(C(x/\u,y/\v)(z)/\w—l—z/\C(x/\u,y/\v)(w)))

ou C(z Au,y Av) € gl(m,R) est 'endomorphisme de U donné par :

1
C(I ANu,y A U)(Z) = Z(V(I7u7zay> v ’Y(y,?},Z,ZE)U - ’Y(flf,U,U,Z)y + ’7(y7’U,U,Z)ZL'>.

(4.c)

Alors A2V* = A2(A2U*) est irréductible et de dimension g m(m? — 1)(m — 2). Dans
I'annexe???7? | elle est décrite comme une des composantes irréductibles de C*U* (les
composantes de @*U* de type (3,1)). C’est I'espace des formes w(x,u,y,v) sur U qui sont
en plus alternées pour les paires (x,u) et (y,v).

Pour cette unique composante, les calculs du chapitre V § 6 donnent :

Vwe AN V* tr(®(w)) =w et ric(®(w)) = 0.

Par contre O*V* = O*(A?U*) (de dimension § m(m — 1)(m? —m + 2)) a deux com-
posantes irréductibles :
d’'une part A*U* de dimension 5;m(m — 1)(m — 2)(m — 3),
(I'espace des formes o alternées dans les quatre variables,)
d’autre part une des composantes irréductibles de D* U*, de dimension 5m?(m? — 1)
(qui est notée D} U* dans I'annexe). C’est I'espace des formes 0 €= (O*(A? U*) qui vérifient

en plus 'identité de Bianchi sur les trois premieres variables.

Les calculs du chapitre V § 6 donnent alors :
Voe (O, tr(®(o)) =0 et Vo, u,y,v € U,

1

STy (oW m0) + 0y 0) ).

1
TZC(@(O’))(.I ANu,y A U) = 5 0'(.27, u,y, U) -
On a donc des coefficients différents pour les deux composantes irréductibles :

m— 2
— 0.
2(m —1)

m—+ 1

VoenNU" ric(d(o)) = m—1)

o et Yoe DU, ric(®(0)) =
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(4.d)

On a donc décrit ci-dessus les trois composantes irréductibles de ’espace des courbures
K(h) = I(h), qui est bien str de dimension § m?(m — 1)2.

Pour la composante semi-simple hg, i.e. s[(m,R) C gl(A?* (R™)) (avec m > 5),
son espace des courbures K (hss) = In(h) = (O?V*) a deux composantes irréductibles
AYU* et DIU* et sa dimension est § m(m — 1)(m? —m + 2).

V1.5 Le cas hermitien complexe
(5.a)

On considere le cas (3c) de la liste IV (3.b), i.e.
h=R&sl(m,C) Cgl(V =0uW) ot W=C", m>3et dim(V) = m?.

Notations : (1) On note G(QCW le dual réel de Herm(W).
Commentaire : Comme les représentations de h dans Herm(W) et SéW sont équivalentes

(en utilisant un automorphisme extérieur de /), on choisit ici de prendre O¢W pour rester
au plus pres des calculs précédents et on utilise les notations ci-dessous.

Notation 57.

(2) Pour tous les z,u € W, on note 5w le 1-forme réelle sur Herm(W) définie
par :

V¢ € Herm(W), (zou)(¢) = Re p(z,u) = 1 (¢(z,u) + ¢(u, x)).

(3) On appellera ”éléments décomposés” de V' les éléments = 6 u ainsi construits.
Ils vérifient les deux propriétés :
(G1): (Ax)su=z35(Au) VY AeC,

(62): zdu=wuouz.

Une 1-forme § € V* est une forme linéaire réelle ; elle peut étre vue comme une forme
bilinéaire réelle symétrique sur W en posant B(z,u) = f(xdu), ¥V x,u € W (avec le méme
abus de notation que dans les cas précédents).

Bien sur, on doit avoir :  f(iz,u) = —f(x,iu) Vz,u € W.

Cependant, comme V' est par définition méme le dual réel de Herm(W), il est aussi
possible de décrire 8 par la forme hermitienne 3 sur W dont 3 (bilinéaire) est la partie
réelle. Autrement dit, on pose : B(x,u) = f(xsu) +iB((ix)5u) = Bz, u) +iB((iz),u).
Et inversement : S(z5u) = B(x,u) = Re(f(x,u)) = 3 (B(z,u) + B(u, ).

Alors on peut décrire © sur les éléments décomposés de V :V g € V* x,u,y,v € W,
1

6(8)(w5u,y5v) = 5 (Alr5u)(y) 50 +y3 A@wsu)(v) ).
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ou A(zSu) est 'endomorphisme complexe de W = C™ défini par :

Alzsu)(y) =~ (Blu,y)z + B (z,y) u)

4

On peut vérifier que © a bien les propriétés demandées.

Remarque. On aurait pu s’abstenir d’introduire B en écrivant :
A(zou)(y) = 5 (Blu,y)x+ Bliu,y) iz + B (v, y) u+ B (iz,y)iu).
Cependant, cela permet d’alléger les notations (surtout quand on va appliquer les mémes
constructions aux cas quaternionniens qui vont suivre).

(5.b)

De méme, un élément v € ®2 V* peut étre décerit ici comme une forme 4-linéaire réelle
sur W, vérifiant les propriétés : V x,u,y,v € W,
’}/(ZL’, U, v, y) = ’7(1’, w,y, U) = 7(u7 Y, U>7
vz, u,y,v) = —y(x,iu,y,v) et y(x,u,iy,v) = —y(r,u,y,iv).
Ensuite, comme pour 3, on définit une 4-forme (réelle) a valeurs dans C par

:)(/(‘r7 u? y? U) - /7(1’17 u? y? /U) + Z/y(x7 u? Z y? /U)7

qui est hermitienne si on se restreint aux deux dernieres variables (mais seulement réelle

symétrique si on se restreint aux deux premieres); et bien str
1

ry(x7 u7 y7 U) — Re;}(/(x7 u7 y7 U) — 5 (i(x7 u? y7 U) + ’?(x7 u? U7 y) )‘
Alors, Vy € @2 V*, z,u,y,v € U, on a :

@()(5u,y5v)(25w) = 5= ( Cladu,y5v)(z) 5w+ 25 C(rou,ysu)(w) ),

ou C(zdu,ydw) est 'endomorphisme complexe de W = C™ défini par :

C(zou,yov)(z) = < ( (Y(z,u,v,2)y —F(y,v,u, 2) x + Y(x,u,y, 2) v — y(y,v,z,2) u) ).

ool =

(5.¢)

Alors A2 V* a deux composantes irréductibles (A? V*); et (A% V*)3), de méme dimension
1,02(,02
am?(m?* —1).
Pour ces deux composantes, les calculs du chapitre V § 6 donnent :

Vwe AV* tr(®(w)) =w et ric(®(w)) = 0.

De méme (O)?*V* a deux composantes irréductibles, encore notées ((O?V*); (resp. (O*V*)s)

mais elles sont de dimensions différentes m?(m + 1)? et 1m?*(m — 1)

Plus précisément, si on note : VoecQOW* zuyveW,
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F(o)(z,u,y,v) = 5(o(u,y,z,v) + o(y,z,u,v) + o(Ju,y, Jz,v) + o(y, Jz, Ju,v))

alors F(c) est encore dans (O?*V*, on a F(F(0)) =0 et :

o € (O?V*); si et seulement si 0 = F(0) et o € (O*V*), si et seulement si 0 = — F(0).
Les calculs du chapitre V § 6 donnent alors :

Voe(OV, tr(®(c)) =0 et ric(®(o)) = %0 - % F(o).

On a donc des coefficients différents pour les deux composantes irréductibles :

Vo e (O, rie(@(o) =520 et Vo (O rie(®(o) = 5

g.

(5.d)

On a donc décrit ci-dessus les quatre composantes irréductibles de I’espace des courbures

K(h) = I(h), qui est bien siir de dimension m?.

Pour la composante semi-simple hgg, i.e. sl(m,C) C gl(V = GéW) ouW =C" m > 3,
son espace des courbures K (hy) = I,(h) = (O? V* a deux composantes irréductibles,
et sa dimension est £ m?(m? + 1).

V1.6 Produit tensoriel quaternionnique
(6.a)

On considere les cas (2b) et (3b) de la liste IV (3.b), i.e.
hCgl(V)=Ragllp,H)®gl(¢g, H) C gl(V =W @y U),
on W=HP,U=H?et p>q=>=1donc dim(V) = 4pq.

Remarque. Les formules du § 2 peuvent s’appliquer a ces cas (qui ont les mémes
complexifiés), a condition de faire attention au produit tensoriel quaternionnique ®y. Une
définition précise de celui-ci est donnée dans une annexe spéciale 7 7?7 avec quelques détails
et commentaires. On rappelle qu’il n’y a pas de formes bilinéaires sur H. Il est donc
nécessaire passer aux formes sesqui-linéaires comme au § 5 ci-dessus.

Une forme linéaire § € V* peut étre considérée comme une forme bilinéaire réelle
sur U x W en posant f(z @y u) = f(u,x), ¥V u € U,z € W. Cette forme bilinéaire
vérifie f(up,u) = f(x,up) V p € H. On peut lui associer une forme sesqui-linéaire,
notée B : U x W — H, qui est donc H-anti-linéaire en U, H-linéaire en W et vérifie

B(a @u u) = Blu,x) = Re(B(u,x)) = 5 (B(u, ) + B(u,x) ).
En effet, on peut reconstruire facilement § a partir de . On peut donc dire que 1'espace
vectoriel réel Sql(q, p, H) de ces formes sesqui-linéaires s’identifie au dual réel de HP@yH9.

Alors on peut décrire O(f3) sur les éléments décomposés de V. On obtient
VeV* x,ye W, u,veU,

((zB(uy) @ v +y@u (ubv,2)) ).

@(ﬁ)<x On U, Yy On U) = 4(p+q>
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On peut vérifier que © a bien les propriétés demandées.

(6.b)

De méme, un élément v € ®?V* peut étre décrit comme une forme 4-linéaire réelle
sur U x W x U x W — H qui vérifie, Vu,v e U, x,y € W, n € H,
Y(up, v, v,y) =y(uw, x @, v,y) et y(u,z,0 p,y) = y(u, ,0,y f1).
On lui associe une application ¥ : U x W x U x W — H qui est seulement R-linéaire
en les deux premiere variables, mais qui est sesqui-linéaire dans les deux dernieres, avec
V(u, z,0,y) = Re(§(u, z, v, y)).
On obtient alors Vv € @2 V*, x,y € W, u,v € U,

1
4(p+q)

ou C(u,z,v,y) € gl(p,H) et D(u,z,v,y) € gl(q,H) sont les endomorphismes définis par
les formules :

CD(/V)(x On u7y®H U)(Z Om w) = ( C(U,ZL‘,U,y)(Z) O W + 2 Qn D(uwrvvay)(z) )

C’(u,x,v,y)(z) = (y:y(u,:c,v,z)—x’y(v,y,u,z)),

N ORI

D(u,x,v,y)(w): (v’y(u,x,w,y)—u’y(v,y,w,m)).

(6.c)

En appliquant la méme permutation (du produit tensoriel des facteurs) qu’au § (2.c),
la décomposition du produit tensoriel réel @*V* (de dimension 2pq(4pg — 1)) en deux
composantes irréductibles peut s’écrire :

N V* = (Aherm(U) @ Herm(W) ) & ( Herm(U) ® Aherm(W))
de dimensions respectives p(2p — 1)q(2¢ + 1) et p(2p + 1)q(2q — 1).
Pour ces deux composantes, les calculs du chapitre V § 6 donnent :

Vwe AV* tr(®w)) =w et ric(®(w)) = 0.

De méme, la décomposition du produit tensoriel réel O)?*V* (de dimension 2pq(4pg+1))
en deux composantes irréductibles peut s’écrire :
O2V* = (Aherm(U) @ Aherm(W)) & ( Herm(U) @ Herm(W) ),
de dimensions respectives p(2p + 1)q(2¢ + 1) et p(2p — 1)q(2qg — 1).
Plus précisément, si on note : Voe(OW* z,yeUuveW,
P(o)(u,z,v,y) = %(U(U,I, u,y) —o(v,zi,u,yi) —o(v,zj,u,yj) —o(v,rk,uyk)),
alors P(o) est encore dans (O?*V*, on a P(P(0)) =0 et :
o € Aherm(U) @ Aherm(W) si et seulement si 0 = P(0)
o€ Herm(U) ® Herm(W) si et seulement si 0 = —P(0).
Les calculs du chapitre V § 6 donnent alors

21 7% . 1 1
Voe(OVr, tr(®(o)) =0 et ric(®(o)) 50 T
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On a donc des coefficients différents pour les deux composantes irréductibles :

: _pta-1
Vo€ (Aherm(U) @ Aherm(W), ric(®(o)) = ot
. _p+q+10

et Voe (Herm(U)® Herm(W), ric(®(0)) = 200+ q)

(6.d)

Les calculs ci-dessus donnent la décomposition en composantes irréductibles de I(h) (de
dimension 16 p?q?) et décrivent précisément la trace de courbure et la courbure de Ricci
pour tous les tenseurs de courbure de I(h).

Si q > 2, puisque I(h) = K(h), on a donc décrit ainsi tout ’espace des courbures.

Si q=1, on a déja dit que I(h) a un supplémentaire invariant W (h), irréductible, de
dimension 3 p(4p*> —1)(2p + 3).

On en déduit que la dimension de K (h) est alors 3 p (8p® + 12p? + 46p — 3).

On énonce enfin les résultats pour hg, i.e. sl(p,H) @ sl(q,H) C gl(V =W @y U)
oun W=HP,U=Hletp>q=>=1 (avecp > 2).

Siq > 2, 'espace des courbures K (hgs) = Lire(h) =2 (O? V*) a deux composantes irréductibles :
K(hss) = ((Aherm(U) @ Aherm(W)) & ((Herm(U) @ Herm(W)), et sa dimension est
2pq(4pg +1).

Siq = 1alors W(h) C K(hss). Donc K (hss) a trois composantes irréductibles : (Aherm(U)®
Aherm(W), Herm(U) @ Herm(W) et W (h),

et sa dimension est alors  p (8p* 4 12p* 4 22p + 3).

VI.7 Le cas anti-hermitien quaternionnique
(7.a)

On considere le cas (4b) de la liste IV (3.b), i.e.
h=gl(m,H) C gl(V =AgU), ot W =H", m >2 et dim(V) = m(2m + 1).

Comme au § 5 ci-dessus, on passe a la représentation duale de la représentation ha-

bituelle : Az W est le dual (réel) de espace Aherm(m,H) des formes H-sesqui-linéaires
anti-hermitiennes sur H™. (Attention, le complexifié de V = Az W est (O C2™.)
Comme aux paragraphes précédents, on peut considérer la forme linéaire (réelle) 5 comme
une forme bilinéaire (réelle) alternée sur W en posant f(x Agu) = B(z,u), ¥ x,u € W.
Elle vérifie 5(z u,u) = B(x,um), ¥ u € H; on peut donc lui associer une forme H-anti-
hermitienne 3 telle que 8 soit la partie réelle de 3, i.e. Bx,u) = %(B(x, u) — B(u,x) On
aalorsVpgeV* z,uyveW,

1
2m+1

O(f)(x Amu,y Auv) = ( Az Agu)(y) Amu+y A Az Agu)(v)) )
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ou A(z Agu) € gl(m,H) est 'endomorphisme quaternionnique donné par la formule :

Al Asu)(y) =  (uBley) — 2 Bluy)).

On peut vérifier que © a bien les propriétés demandées.

(7.b)

Comme pour V*, un élément v € ®*V* peut étre décrit comme une application 4-
linéaire (réelle) sur U vérifiant les propriétés :
Yz, u,v,y) = —y(z,u,y,0) = v(u, z,y,),
V(@ pu,y,v) = (@, up, y,v) et y(z,u,yp,v) =y(z,u,y,0m), V€ H
On note 4 I'élément de V* @ Aherm(m, H) tel que, pour tous z,u € U, 7(z,u,y,v) est une
forme H-anti-hermitienne en y,v dont y(z,u, y,v) est la partie réelle.

On a alors la formule des tenseurs de courbure appliqués aux éléments décomposés :

O(y)(x Agu,y Agv)(z Agw) = (Clr Agu,y Agv)(z) Amw+z Ag C(x Agu,y Ag v)(w) )

2m +1
ou C(x Agu,y Agv) € gl(m,H) est 'endomorphisme quaternionnique défini par :

_ _ 1 - - 5 .
Ol sy A 0)(2) = 5 (05(,0,,2) — 0y, 0,2,2) = 973 0,0,2) + 25 (0,u,2)).

(7.c)

Alors A*V* est irréductible, de dimension §m(m + 1)(4m® — 1). Pour cette unique

composante, les calculs du chapitre V § 6 donnent :
Vwe AV* tr(®(w)) =w et ric(®(w)) = 0.

Par contre O?V*, de dimension §m(2m + 1)(2m? + m + 1)), se décompose en deux
composantes irréductibles (1) et (2) de dimension respectives
Tm(m+1)(2m +1)(2m + 3) et 3 m*(4m? —1).
Plus précisément, si on pose : Voe OV, xzuyveW,
Pr(o)((z,u,y,v) = 2( (o(z,v,y,u) + o(zi,v,y,ui) + o(z j,v,y,uj) + o(zk,v,y,uk)) —
(o(z,y,v,u) +o(xi,y,v,ui) +o(xjy,v,uj)+o(xkyv,uk))),
alors P, (o) est encore dans ()?V*, on a Pr(Pr(0)) = Pn(0) +20 et :
o € (1) si et seulement si 0 = 2 P, (0)
o € (2) si et seulement si 0 = — Pr(0).
Les calculs du chapitre V § 6 donnent alors :

Voe O, (o) =0 et  ric(®(c)) = %a - m Pa(o).

On a donc des coefficients différents pour les deux composantes irréductibles :
2m — 1 m+ 1

Voe(l), ric(P(o)) = ma et Voe(2), ric(P(o))= S
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(7.d)

Les calculs ci-dessus donnent la décomposition en composantes irréductibles de I(h) =
K(h) (de dimension m?(2m + 1)?) et décrivent précisément la trace de courbure et la
courbure de Ricci pour tous les tenseurs de courbure de K (h)

On énonce enfin les résultats pour hgg, i.e. sl(m,H) C gl(V = AgW).
L’espace des courbures K(hys) = I,(h) =2 (O*V* a deux composantes irréductibles et sa
dimension est £ m(2m + 1)(2m* + m + 1)) et

V1.8 Le cas hermitien quaternionnique
(8.a)

On considere le cas (5b) de la liste IV (3.b), i.e.
h=gl(m,H) C gl(V =0pW) oa W=H"m >3 et dim(V) =m(2m — 1).

Comme au § 5 ci-dessus, on passe a la représentation duale de la représentation ha-
bituelle : 6;1 W est le dual (réel) de I'espace Herm(m,H) des formes H-sesqui-linéaires

hermitiennes sur H™. (Attention, le complexifié de V = Oy W est AL C?™)

Comme aux paragraphes précédents, on peut considérer la forme linéaire (réelle) 5 comme
une forme bilinéaire (réelle) symétrique sur W en posant S(zogu) = f(x,u), Vz,u € W.
Elle vérifie f(z pu,u) = [(z,up), ¥ p € H; on peut donc lui associer une forme H-
hermitienne 3 telle que § soit la partie réelle de 3, i.e. B(x,u) = %(B(a:, w) + B(u, z)).

On aalors Ve V* x,u,y,veH™,

1
2m — 1

O(B)(x oy u,yogv) = (A(zogu)(y)ogu+yomg A(xogu)(v)) )

ou A(zogu) € gl(m,H) est 'endomorphisme quaternionnique donné par :

Alrosu)(y) =  (uBla,y) +x Bwy)).

On peut vérifier que O a bien les propriétés demandées.

(8.b)

Comme pour V*, un élément v € ®2V* peut étre décrit comme une application 4-
linéaire (réelle) sur W vérifiant les propriétés :
’)/(IL’, U, v, y) = ’7(1’, w, Yy, U) = 7(u7 Y, U>7
(@ p,z,y,v) =y(2, u,y,v) et y(z,u,y p,v) =y(r,u,y,v0), V€ H.
On note 4 'élément de V* @ Herm(m,H) tel que, pour tous z,u € W, y(x,u,y,v) est une
forme H-hermitienne en y, v dont v(x, u,y,v) est la partie réelle.
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On a alors la formule des tenseurs de courbure appliqués aux éléments décomposés :

1
2m +1

O(y)(z Agu,y Agv)(z Agw) = (C(xogu,yov)(z) Aww+z Ag C(z oy u,yogv)(w) )

ou C(zogu,yogv) € gl(m,H) est 'endomorphisme quaternionnique défini par :

C(‘T 6Hu7y6Hv)(Z) - (v’y(x,u,y, Z) - U’S/(y,’U,ZE, Z) +y;§/(:v,u,v,w) - x,?(yavauv w) )

1
4

(8.c)

On sait que A% V* est encore irréductible et de dimension 1 m(m — 1)(4m? — 1).

Pour cette unique composante, les calculs du chapitre V § 6 donnent :
Vwe AV* tr(®(w)) =w et ric(®(w)) = 0.

Par contre O?V*, de dimension 1 m(2m — 1)(2m? —m + 1)),
se décompose en deux composantes irréductibles (1) et (2) de dimension respectives
sm(m —1)(2m — 1)(2m — 3) et 3 m?(4m?* — 1).
Plus précisément, si on pose : Voe OV, wzuyveW,
P.(o)((u,z,v,y) = 5( (o(z,v,y,u) + o(zi,v,y,ui) + o(z j,v,y,uj) + o(zk,v,y,uk)) —
(o(z,y,v,u) +o(xi,y,v,ut) +o(xjy,v,uj)+o(xkyv,uk))),
alors P,(0) est encore dans (O)?V*, on a P,(P,(c)) = —Ps(0) + 20 et :
o € (1) si et seulement si 0 = —2 P,(0)
o € (2) si et seulement si 0 = P,(0).
Les calculs du chapitre V § 6 donnent alors :

Voe OV, tr(®(e)) =0 et ric(®(o)) = %0 - m P.(0).

On a donc des coefficients différents pour les deux composantes irréductibles :

Voe (), ric®()= %a ot Voe(2), ric®o)= 277’;__11 o

(8.d)

Les calculs ci-dessus donnent la décomposition en composantes irréductibles de I(h) =
K(h) (de dimension m?(2m — 1)?) et décrivent précisément la trace de courbure et la
courbure de Ricci pour tous les tenseurs de courbure de K (h)

On énonce enfin le résultat pour hy,, i.e. sl(m, H) C gl(V = OgW).

L’espace des courbures K (hys) = Lic(h) = (O?V*) a deux composantes irréductibles et
sa dimension est 3 m(2m — 1)(2m? — m + 1)).



Chapitre 3

Holonomies complexes : Généralités

VII Complexification

VII.1 Intérét de la complexification
(1.a) Introduction

L’étude de I’holonomie est a priori une question de géométrie différentielle réelle
puisqu’on utilise dans la définition des chemins, donc la dimension réelle 1. Cependant, le
passage aux algebres de Lie linéaires et 1'utilisation des criteres de Berger nous amenent a
des questions d’algebre linéaire " pure”. Dans le cas des holonomies symétriques, le probleme
est méme completement algébrique.

On sait que les algebres de Lie linéaires réelles quelconques sont assez compliquées a
étudier et de fait inclassables en général. Mais il est bien connu que la situation se simplifie
(un peu) si on passe du cas réel au cas complexe.

On va utiliser dans ce texte ce ”"passage par les complexes”

(1) systématiquement pour I’étude et la classification des holonomies totalement réductibles,
(ii) mais aussi pour quelques énoncés de structure généraux.

Il est cependant important d’étre trés précis dans cette démarche.

Il faut surtout préciser ce qui va étre complexifié (ou non) suivant les cas.

Dans ce chapitre, on va surtout fixer les définitions et notations employées dans les
chapitres suivants. On a un peu "alourdi” ces définitions avec des adjectifs, mais cela
semble nécessaire si on ne veut pas se tromper, ce qui arrive parfois dans ce domaine (on
donnera un exemple récent d’une telle erreur).

(1.b) Attention

Quand on parle ”classiquement” d’holonomie complexe (ou d’espace symétrique com-
plexe) cela veut dire que la représentation d’holonomie est complexe, i.e. que I'espace vec-
toriel considéré est complexe et que les éléments de ’algebre d’holonomie agissent comme
des applications linéaires complexes sur cet espace ; mais cela ne veut pas dire que 'algebre
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de Lie d’holonomie elle-méme est nécessairement complexe.

Dans ce texte, on va complexifier toute la situation, y compris I’algebre d’holonomie
et étudier comment se comportent les constructions algébriques des chapitres précédents
sous cette complexification.

On va donc commencer par introduire une complexification totale que I'on utilisera dans
les classifications et les théoremes de structure, ainsi que la démarche inverse des formes
réelles totales. On a introduit cet adjectif "total” pour bien marquer la différence avec
la simple complexification de I’espace de représentation.

A contrario, on ne va pas passer (pour I'instant) par la complexification des variétés elles-
mémes, qui est un probleme plus compliqué (sauf pour le cas des espaces symétriques).
Pour le cas général, on va se contenter ici de complexifier les algebres de Lie linéaires et
faire des allers-retours entre les cas réels et (totalement) complexes.

(1.c)

Dans les chapitres suivant, on rappellera les propriétés générales des connexions com-
plexes (au sens classique du terme) avec des précisions sur les courbures et les holonomies
en présence d'une structure complexe invariante.

Puis on poursuivra cette étude en I'appliquant aux prolongements, au complexe de Spen-
cer, aux algebres de Berger.

On détaillera le cas particulier des holonomies symétriques complexes.

Enfin on appliquera les résultats aux algebres de Lie linéaires complexes classiques, en
séparant le cas totalement complexe du cas réel-complexe.

VII.2 Complexification totale des algebres de Lie linéaires
(2.a)

Comme annoncé, on commence par introduire une appellation adaptée a nos besoins,
en rappelant tout d’abord I’appellation usuelle.

Définition 58. Algebres de Lie linéaires totalement complexes

(1) Une algebre de Lie linéaire h C gl(W) est complexe si I'espace vectoriel
W est muni d’une structure complexe J telle que h est une sous-algebre
de Lie réelle ou complexe de l'algebre de Lie complexe glc(W) des endo-
morphismes complexes de 'espace vectoriel complexe W.

Autrement dit, on se donne une représentation linéaire complexe fidele de
'algebre de Lie (réelle ou complexe) h dans Iespace vectoriel (complexe) .
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(2) On dira dans ce texte qu'une algebre de Lie linéaire ¢ C gl(W) est
totalement complexe si 'espace vectoriel W est muni d’une structure
complexe telle que ¢ est une sous-algebre de Lie complexe de 'algebre de
Lie complexe glc(W) des endomorphismes complexes de I'espace vectoriel
complexe W.

Notation J : ) On notera presque toujours par J la multiplication par ¢ dans un espace
vectoriel complexe W. La seule exception sera pour C lui-méme et par extension pour
la complexification V' ® C d’un espace vectoriel réel, quand on le munit de la structure
complexe induite par ¢ sur C.

(2.b) Remarques

(1) Un espace vectoriel complexe sera donc le plus souvent vu comme un espace vec-
toriel réel muni d’un automorphisme J vérifiant J o J = — Idy . De ce point de vue, si W
est complexe, alors une algebre de Lie linéaire ¢ C gl(W) est totalement complexe si et
seulement si £ C glc(W) (i.e. VA€ l, Jo A= Ao J), { est une sous-algebre de Lie (i.e.
[0, C l)etenfin JC=1( (ie. VA€l JoAeE).

(2) Dans I'appellation ci-dessus, comme dans la suite, on suppose toujours qu’on a choisi
une structure complexe invariante J précise.

Il peut y avoir plusieurs structures complexes /(-invariantes, qui ne sont pas nécessairement
"isomorphes”. C’est spécialement intéressant dans le cas d’une représentation ” quaternion-
nique”, mais pour 'instant on renvoie cette question a un chapitre ultérieur.

(3) Un (contre-)exemple classique

Attention, une algebre de Lie complexe h peut avoir des représentations réelles qui ne sont
pas des représentations complexes. Elle peut méme avoir une représentation complexe telle
que h ne soit pas une sous-algebre complexe de glc(W). Voici un exemple trés connu;
'algebre de Lie sli(m, C) agit sur l'espace vectoriel (complexe) Sesq(m,C) des formes ses-
quilinéaires sur C™ par la représentation p donnée par la formule

(p(A)n)(z,y) = n(Az,y) + n(z, Ay), Y Aesl(m,C),ne Sesq(m,C), z,y € C™.

Ici s(m, C) est une algebre de Lie complexe, Sesq(m, C) est un espace vectoriel complexe,
p(A) respecte la structure complexe de Sesq(m,C) pour tout A € s(m,C). Mais pour-
tant p(iA) # ip(A) en général, i.e. p(s(m,C)) n'est pas une sous-algebre complexe de
glc(Sesq(m, C)

Du point de vue réel, cette représentation p se décompose comme la somme directe
de deux représentations réelles isomorphes, 'une dans l’espace des formes hermitiennes
Herm(m, C) sur C™ et l'autre dans 'espace des formes anti-hermitiennes AHerm(m,C).
Et la multiplication par i sur Sesq(m, C) échange ces deux sous-espaces ”totalement réels”.
On verra que la représentation réelle de si(m,C) dans Herm(m,C) donne une algebre
d’holonomie réelle (irréductible).
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Suite a ce contre-exemple, on insiste donc sur le fait que dans le cas d’une algebre de
Lie linéaire totalement complexe ¢ C glc(WW), alors la sous-algebre de Lie ¢ de glc(W) est
une sous-algebre de Lie (réelle) qui vérifie J¢ = £, i.e. sa structure complexe est celle qui
provient de J sur W.

(2.c)

Dans ce texte, on va utiliser la construction spécifique suivante :

Définition 59. Complexification totale d’une algebre de Lie linéaire

Soit h C gl(V') une algebre de Lie linéaire (réelle). On appelle complexification
totale de h C gl(V) l'algebre de Lie linéaire totalement complexe h® C glc(VC)
définie par :

(1) V€=V ®C est 'espace vectoriel complexifié¢ de V/,

(2) AT =h®C est I'algebre de Lie complexifiée de h,

(3) linclusion de h® dans glc(VC) est la complexifiée de I'inclusion de h dans
gl(V).

Remarques. (1) Dans la théorie "usuelle” des représentations, il arrive que l'on ne
”complexifie” que I'espace de la représentation, sans changer I’algebre. On rappelle une
derniere fois que ce n’est pas ce qu’on fait ici. Et c’est précisément pour éviter toute
confusion qu’on introduit ’adjectif ”total”.

(2) On voit que la dimension complexe de VC est égale a la dimension (réelle) de V.
Cependant, si on "oublie” la structure complexe .J de VC, alors h® C gl(VC) peut étre vue
comme une algebre de Lie linéaire réelle. Mais elle est alors de dimension réelle double (on
a donc changé de dimension réelle).

VII.3 3. Formes réelles des algebres de Lie linéaires totalement
complexes

Apres avoir étudié le cas totalement complexe, on aura besoin de revenir au cas réel.

(3.a)

Pour cela, on introduit la définition suivante
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Définition 60. Forme réelle totale

Soit £ C glc(W) une algebre de Lie linéaire totalement complexe.

On appelle forme réelle totale de ¢ C gic(W) une algebre de Lie linéaire
(réelle)

h C gl(V) telle que sa complexifiée totale h® C glc(VC) soit C-isomorphe a
l{C gl@(W)

Remarque. On renvoie a 'annexe J pour des énoncés précis si besoin est. En particu-
lier, on y précise comment décrire les formes réelles totales par des involutions anti-linéaires
de W qui préservent globalement /.

Quelques exemples (et contre-exemples) classiques :
(1) gl(n,R) = gl(R™) est une forme réelle totale de gl(n,C) = gl(C"),
sp(m,R) C gl(2m,R) est une forme réelle totale de sp(m,C) C gl(2m,C)
et ce sont les seules (a isomorphisme pres) dans ces deux cas ;
par contre tous les so(p,q) C gl(n,R) (pour n fixé et p+ g = n) sont des formes réelles
totales de so(n,C) C gl(n,C).
(2) Attention aux représentations complexes des groupes réels :
Bien sur, u(m) C gl(m,C) n’est pas une forme réelle totale de gl(m,C) = gl(C™).
Sa complexification totale est en dimension complexe 2m (voir 'annexe J).
Pour gl(m,H) C gl(H™), la situation est encore plus compliquée car il y a une infinité de
structure complexes sur H™ qui sont invariantes par gl(m,H) (voir 'annexe K).

(3.b)

Dans la pratique, on pourra séparer I'étude des algebres de Lie linéaires réelles en
plusieurs cas. On va introduire quelques appellations spécifiques adaptées a ce passage par
les complexes. On s’en servira essentiellement dans le cas indécomposable.

Cas A : I’algebre de Lie linéaire ¢ C glc(W) est totalement complexe

Exemples : gl(m,C) = glc(C™), so(m,C) C gl(m,C) ou sp(m,C) C gl(2m,C) sont
des algebres de Lie linéaires totalement complexes.

En ”oubliant” la structure complexe, on a donc une algebre de Lie linéaire réelle ¢ C
gl(W) de dimension réelle double (dimgW = 2dimcW). Ici on a noté gl(W) l'espace des
endomorphismes réels de 1’espace vectoriel réel sous-jacent a W.

En principe, il ne devrait pas y avoir besoin de prendre la complexification
totale dans ce cas.

Digression : Si on le fait quand méme, alors (¢ C ng(WC) est C-isomorphe au
produit direct de ¢ C gl(W) et de la ”"conjuguée totale” ¢ C glc(W) de £ C gl(W)
(obtenue en changeant de signe la structure complexe, a la fois sur W et sur /).

En particulier, 'algebre de Lie linéaire complexe ¢ C glc(W®) est alors décomposable.
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Remarque. La conjuguée totale £ C glc(W) d’une algebre de Lie linéaire totalement
complexe ¢ C glc(W) est C-isomorphe a ¢ C glc(W) si et seulement si celle-ci possede au
moins une forme réelle totale; par contre, en tant qu’algebres de Lie linéaires réelles, les
deux coincident, puisqu’on ne change que la structure complexe (voir annexe J).

(3.c) Le cas non complexe

Plutot que d’utiliser une appellation négative, on va introduire une appellation parti-
culiere pour le cas ou I'holonomie n’a pas de structure complexe invariante. On appellera
cela :

Cas B : ’algebre de Lie linéaire h C gl(V) est ”totalement réelle”

Définition 61. Algebres de Lie linéaires totalement réelles

On dira qu'une algebre de Lie linéaire h C gl(V') est totalement réelle si V'
n’admet aucune structure complexe h-invariante.

Exemples : gl(n,R) = gl(R"), so(n) C gl(n,R) pour (n > 3), ou sp(m,R) C
gl(2m,R) sont des algebres de Lie linéaires totalement réelles.

Remarques. (1)Attention a la dimension 2 orthogonale, qui a des propriétés parti-
culieres :
(a) so(2) C gl(2,R) est en fait complexe mais pas totalement complexe;
(b) cso(2) = C = gl(1,C) est totalement complexe
(c’est la complexifiée totale de R = gl(1,R));
(¢) so(1,1) C gl(2,R) est totalement réelle indécomposable, mais pas irréductible;
(d) cso(1,1) C gl(2,R) est totalement réelle décomposable.

(2) Si h C gl(V) est totalement réelle, elle partage avec h® C glc(VC) certaines pro-
priétés algébriques. En particulier, h® C glc(VC) est C-irréductible, (resp. totalement
réductible, resp. indécomposable) si et seulement si h C gl(V') est irréductible, (resp. tota-
lement réductible, resp. indécomposable).

Attention cependant, comme une connexion est un objet "réel” les propriétés de h C gl(V)
et h® C glc(VE) vis & vis de I'holonomie (par exemple pour la courbure) ne sont pas
exactement les mémes et on va insister sur ces différences dans les chapitres suivants.

(3) Bien str, si la dimension (réelle) n de V' est impaire, alors toute algebre de Lie
linéaire h C gl(V') est totalement réelle.

(3.d) Le cas complexe mais pas totalement complexe

Ici encore, pour éviter une négation, on va utiliser dans ce texte une appellation parti-
culiere. On appellera cela

Cas C : l’algebre de Lie linéaire h C glc(W) est ”réelle-complexe”
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Définition 62. Algebres de Lie linéaires réelles-complexes

On dira qu'une algebre de Lie linéaire réelle h C glc(W) est réelle-complexe
si

- d’une part W admet au moins une structure complexe qui est h-invariante,
- d’autre part h n’est pas une sous-algebre complexe de glc(W, J) quelque soit
la structure complexe h-invariante J choisie sur W.

Autrement dit, la représentation (fidele) de I’algebre de Lie h dans W est une représentation
complexe d'une algebre de Lie (réelle), mais n’est pas une représentation complexe d’une
algebre de Lie complexe.

Exemples : (1) Les algebres de Lie linéaires classiques u(m) C gl(m,C), gl(m,H) C
gl(2m,C), sp(m) (C gl(m,H)) C ¢l(2m,C) et so(m,H) (C gl(m,H)) C g¢l(2m,C) sont
réelles-complexes.

(2) La représentation de sl(m, C) sur I'espace V' (des matrices carrées (m,m) sur C) décrite
ci-dessus en (2.b Remarque (3)) est fidele et on a donc ainsi une algebre de Lie linéaire
réelle-complexe sl(m,C) C glc(W) bien que sl(m,C) et W soient complexes.

VII.4 Algebres de Lie linéaires réelles-complexes

Dans ce paragraphe, on détaille quelques compléments pour ce dernier cas.

(4.a) Complexification d’une algébre de Lie linéaire réelle-complexe

La situation ici est un peu plus compliquée pour la complexifiée totale h® C glc(W©)
d’une algebre de Lie linéaire réelle-complexe h C glc(W).
Comme dans le cas totalement complexe, I’espace vectoriel complexe W¢ a une décomposition
en somme directe de deux sous-espaces vectoriels complexes W€ = W @ W qui donnent
(par restriction) deux représentations linéaires complexes équivalentes de h®.
Mais il y a plusieurs différences avec le cas totalement complexes :
(i) ces deux représentations de h® dans W et W ne sont pas forcément fideéles
(c’est seulement la somme directe des deux qui est fidele),
(ii) ces deux facteurs ne sont pas forcément des représentations C-isomorphes de h®
(méme si elles sont fideles).

Exemples : (1) L’algebre de Lie linéaire gl(m,H) C gl(2m,C) est réelle-complexe;
dans ce cas, les deux facteurs dans la complexification ci-dessus sont a la fois fideles et C-
isomorphes. C’est aussi vrai par exemple pour sp(m) C gl(2m, C) et so(m,H) C gl(2m, C).
(2) L’algebre de Lie linéaire u(m) C gl(m, C) est réelle-complexe ; ici les deux facteurs dans
la complexification ci-dessus sont fideles mais ils ne sont pas C-isomorphes, ils sont seule-
ment équivalents. L'un est la représentation canonique de gl(m,C) sur C™ tandis que
I’autre est la représentation conjuguée, qui n’est pas C-isomorphe a la premiere.

(3) Les algebres de Lie linéaires (C @ su(m)) C gl(m,C) et (C& sl(m,H)) C gl(2m,C) (on
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C agit par les multiples de 'identité sur W) sont réelles-complexes; ici les deux facteurs
dans la complexification ci-dessus ne sont pas fideles. En effet, le centre C va se dédoubler
en C ® C dans la complexification et chacun des deux C facteurs s’annule sur un des fac-
teurs C™ en opérant (par homothéties) sur autre.

(4) L’algebre linéaire R & sl(m,C) C gl(m,C) (ou R agit par les multiples réels de
'identité sur C™) est réelle-complexe. Ici encore, les deux facteurs dans la complexification
ci-dessus ne sont pas fideles (mais contrairement au cas précédent, c’est sl(m,C) qui se
”dédouble”).

(5) Presque tous les exemples ci-dessus sont des algebres d’holonomie (I’exception est
so(m,H) C gl(2m, C)). Des constructions "naturelles” donnent de nombreux autres exemples
de ce genre qui sont aussi des algebres d’holonomie.

(4.b) Encadrement de h

Pour étudier les algebres de Lie linéaire réelles-complexes, on peut passer par la com-
plexification ci-dessus, mais on voit qu’il faut passer par des algebres de Lie linéaires totale-
ment complexes dont la représentation est une somme directe de deux facteurs ” conjugués”.
Mais on peut aussi utiliser un ”encadrement” de h par deux sous-algebres complexes

(hnJh) ChC (h+ Jh)

dans glc(W), ce qui permettra de se ramener (en partie) au cas totalement complexe.
On a en effet les propriétés suivantes (laissées en exercice) :

(1) hnNJh est la plus grande sous-algebre de Lie complexe contenue dans h,

(11) h+ Jh est la plus petite sous-algebre de Lie complexe contenant h,

(13i) hNJh est un idéal de h et de h + Jh,

(iv) dimc(h+ Jh) + dimc(h N Jh) = dimg(h).

Remarques. (1) Bien siur h C glc(W) est totalement complexe si et seulement si
h = Jh, donc ici (hN Jh) = h = (h+ Jh) et cet encadrement n’apporte rien.
(2) Inversement, de nombreuses algebres de Lie linéaires classiques vérifient la propriété
hNJh =0, qui est I'extréeme opposé de I'hypothese totalement complexe.

(4.c)
Suite a la remarque précédente, on introduit donc une appellation adaptée :
Définition 63. Algebres de Lie linéaire strictement réelles-complexes

On dira ici qu'une algebre de lie linéaire (non nulle) h C glc(W) est  stricte-
ment réelle-complexe si elle est réelle-complexe et si h N Jh = 0.

Exemples : Les six familles suivantes sont des algebres de Lie linéaires ”classiques”
qui vérifient h N J h = 0, donc sont strictement réelles-complexes
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u(p,q) C gllp+¢,C), sulp,q) Cgllp+q¢,C), sp(p.q) C gl(2(p+q),C),

gl(m,H) C ¢gl(2m,C), s(m,H) C gl(2m,C), so(m,H) C gl(2m,C).

Attention, les cinq premiers cas ci-dessus vont donner des algebres d’holonomies, mais par
contre on verra que so(m,H) C gl(2m,C) n’est pas une algebre d’holonomie.

J Propriété 64. |

Si h C glc(W) est strictement réelle-complexe,

(1) h + Jh est la somme directe h & Jh et dimc(h @ Jh) = dimg(h),

(2) h @ Jh est isomorphe a h® et donc, comme algébre de Lie, h est une
forme réelle de h & Jh (mais pas comme algebre de Lie linéaire).

Derniéres remarques. (1) En conclusion, si on veut utiliser le "passage par les
complexes” dans le cas de 1’holonomie réelle, il peut étre utile, méme dans le cas
irréductible, de considérer quelques cas (complexes) ou la représentation de ¢ est une
somme directe de deux facteurs ”équivalents” (qui ne sont pas nécessairement fideles indi-
viduellement).

(2) Plus généralement, on verra plus loin que la condition d’indécomposabilité semble mieux
adaptée au probleme de I'holonomie que l'irréductibilité. En particulier, la classification
des holonomies totalement réductibles indécomposables est plus "naturelle” que la clas-
sification des holonomies irréductibles. (C’est du moins le point de vue de l'auteur.)
(3) Etant donnée une algebre de Lie linéaire complexe h C glc(W), elle peut étre soit tota-
lement complexe, soit réelle-complexe. Ces deux cas partagent quand méme de nombreuses
propriétés communes qui seront souvent traitées en parallele.

VII.5 Complexification des données symétriques
(5.a)

On rappelle qu’il y a une différence entre les deux concepts suivants
(1) la notion d’holonomie symétrique h C gl(V') et
(2) les deux notions de paire symétrique (g, o) ou de donnée symétrique (h C gl(V), R),
(qui sont équivalentes dans le cas réduit).
Dans le cas (1), on suppose seulement qu’il existe au moins un espace symétrique dont
’holonomie est h C gl(V).
Dans le cas (2), h C gl(V') est une holonomie symétrique et la donnée supplémentaire de
la courbure R permet la reconstruction de l'algebre de Lie g du groupe des transvections
et de I'automorphisme ¢ d’ordre 2. Mais il peut y avoir plusieurs paires symétriques non
isomorphes pour des données R (h-invariantes) différentes pour la méme holonomie. C’est
déja le cas pour R et —R en général (méme si il y a des cas ou ces deux choix donnent des
paires symétriques isomorphes). On rappelle a ce sujet qu’on obtient une paire symétrique
isomorphe si on multiplie R par un nombre réel strictement positif.
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(5.b)

Il y a une complexification "naturelle” pour une paire symétrique ou une donnée
symétrique

J Propriété 65. et définitions |

Complexification d’une paire symétrique ou d’une donnée symétrique
(1) Soit (g, o) une paire symétrique réduite. On appelle complexifiée totale
de (g, 0) la paire symétrique réduite (g%, o®C) ot :

(i) g© est Ialgebre de Lie complexifiée de g, i.e. I’espace vectoriel complexe
g® = g ® C muni du crochet [.,.]® complexifié du crochet de g,

(ii) o®C lautomorphisme complexifié de o.

(2) Une paire symétrique (g, o) sera dite totalement complexe si g est une
algebre de Lie complexe et ¢ un automorphisme d’algebre de Lie complexe
d’ordre 2.

(3) Soit (h C g¢l(V),R) une donnée symétrique. On appelle complexifiée
totale de

(h C gl(V), R) la donnée symétrique (h® C glc(V®), R®) ou :

(i) h® C glc(VE) est la complexifiée totale de (b C gl(V),

(i) RT : AZ(VC) — hC est I'application linéaire complexifiée de R : A2(V) —
h.

(4) Une donnée symétrique (h C gl(V'), R) sera dite totalement complexe si
h C gl(V) est totalement complexe et R est une application C-linéaire.

On sait que cette complexification a été utilisée des les travaux de E. Cartan sur les
espaces symétriques (et les groupes de Lie). Elle facilite en particulier les classifications.
On n’a fait que reformuler tout cela en terme d’holonomie et de courbure, avec les appel-
lations introduites précédemment.

(5.c)

On en déduit immédiatement

Corollaire 66. |

Si h C gl(V) est une holonomie symétrique, alors sa complexifiée totale h® C
glc(VE) est une holonomie symétrique totalement complexe.

Il est important de remarquer ici que le tenseur de courbure R® obtenu correspond a
un tenseur (3,1) complexe, i.e. une application C-trilinéaire.
On va voir dans le chapitre suivant qu'une holonomie totalement complexe peut admettre
des tenseurs de courbure qui ne sont pas C-trilinéaires.
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VII.6 Espaces symétriques complexes

Pour terminer ce chapitre introductif a la complexification, il faut faire attention a
ne pas confondre ces notions de paire ou donnée symétrique totalement complexe avec la
notion classique (et plus générale)

Définition 67. Espaces symétriques complexes

Un espace symétrique est appelé complexe si ¢’est une variété complexe et si les
transvections sont des difféomorphismes holomorphes.

En fait, on peut vérifier qu’'un espace symétrique 1-connexe est complexe si et seulement
si son holonomie est complexe; mais elle peut étre aussi bien totalement complexe
que réelle-complexe.

Les complexifiées totales de type paire (g%, o%) ou donnée h® C glc (V) ne représentent
donc qu’une partie de la théorie des espaces symétriques complexes.
Pour étre cohérent avec les choix précédents d’appellations, on peut donc poser :

Définition 68. Espaces symétriques totalement complexes

Un espace symétrique est appelé totalement complexe si c¢’est une variété com-
plexe, les transvections sont des difféomorphismes holomorphes, le groupe des
transvections est un groupe de Lie complexe et la courbure est un tenseur C-
trilinéaire.

On reviendra éventuellement sur cette théorie dans une annexe.

Il faudrait donc appeler espaces symétriques réels-complexes les espaces symétriques
complexes qui ne sont pas totalement complexes.
Pour intégrer tous ces cas dans les tables de classification (pour le cas totalement réductif),
on sera amené a séparer ces deux concepts.
Exemples : (1) Si(m+1,C)/Gl(m,C), SO(m+1,C)/SO(m,C), Sp(m+1,C)/(Sp(1,C)Sp(m,
sont des exemples d’espaces symétriques totalement complexes, qui sont d’ailleurs des com-
plexifiés d’espaces symétriques réels.
(2) Par contre l'espace projectif complexe CP™ = SU(m + 1)/U(m) et son dual hyperbo-
lique CH™ = SU(m, 1)/U(m) sont réels-complexes.

VIII Structures complexes et connexions sans torsion

VIII.1 Connexions complexes

Comme dans les chapitres précédents, on commence par rappeler les définitions clas-
siques pour bien fixer les appellations et notations employées ici.
(Pour plus de détails sur ce paragraphe, voir 'annexe 1.)
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(1.a)
Définition 69.

Une structure presque-complexe sur une variété M est un champ C'*° d’au-
tomorphismes J sur le fibré tangent de M tels que Jx o Jx = —IdT v en tout
point x € M. La dimension (réelle) de M est nécessairement paire, i.e. n = 2m.

Une structure presque-complexe J est parallele pour une connexion linéaire V
sur TM si VI =0, i.e. Vx(JY) = J(VxY) pour tous les champs de vecteurs
X,Y sur M.

Il existe toujours de telles connexions, mais en général leur torsion est non nulle.

Pour une connexion telle que J est parallele, si b est un point-base choisi dans M,
alors le groupe d’holonomie et l'algebre d’holonomie laissent invariante la structure com-
plexe J, de 'espace vectoriel T, M. Autrement dit, la représentation d’holonomie est alors
une représentation complexe. Mais attention le groupe d’holonomie lui-méme (ou 'algebre
d’holonomie) n’est pas nécessairement complexe.

(1.b)

Définition 70.

Une structure complexe sur une variété M de dimension complexe m est
la donnée d’un atlas de variété sur M ou les cartes sont des ouverts de C™ et
les changements de cartes des difféomorphismes holomorphes.

Alors le fibré tangent a M récupere en tout point x une structure complexe J, qui
est isomorphe a la multiplication par ¢ pour toute identification de T, M avec C™ via une
carte de cet atlas. On récupere ainsi une structure presque-complexe sur M mais attention
toutes les structures presque-complexes ne proviennent pas forcément d’un atlas complexe.
Etant donnée une structure presque complexe J sur M, on introduit son ( tenseur de Nijenhuis
NJ; c’est le tenseur (2,1) alterné défini par la formule

NJ(X,Y)=[JX,JY] = JIJX,Y] = J[X,JY] - [X,Y]

pour tous les champs de vecteurs X,Y sur M. Le résultat fondamental est alors :

J Théoréme 71. Newlander et Nirenberg |

Une structure presque-complexe J sur une variété M est une structure complexe
(i.e. provient d'un atlas complexe sur M) si et seulement si NJ = 0.

Corollaire : Une structure presque-complexe J est complexe si et seulement si
il existe une connexion linéaire V sans torsion telle que J soit parallele pour

V.
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(1.c)

Inversement, soit M une variété (1-connexe) de dimension n munie d’une connexion V
sans torsion telle que sa représentation d’holonomie soit complexe, i.e. 'algebre de Lie
linéaire d’holonomie vérifie donc h C glc(W) C gl(W).

Attention, a priori h est une sous-algebre de Lie réelle de I'algebre de Lie linéaire com-
plexe glc(W) (elle-méme sous-algebre de I'algebre de Lie réelle gl(W)).

Soit b € M le point-base choisi pour I’holonomie, T, M est isomorphe a un espace vectoriel
W (de dimension réelle paire n = 2m) qui admet une structure complexe h-invariante.
L’identification de W avec T, M donne une structure complexe .J, sur T, M.

On peut ensuite transporter cette structure complexe en tout point « € M par le transport
parallele le long d’un chemin de b a z. Si on change de chemin, la différence des transports
paralleles donne une action du groupe d’holonomie qui laisse invariant J,, donc .J, est bien
définie et on a ainsi une structure presque-complexe sur M qui de plus est parallele pour V
par définition méme. Puisque V est sans torsion, le corollaire du théoreme de Newlander-
Nirenberg nous montre qu’il s’agit en fait d’une structure complexe et que M est donc une
variété complexe de dimension complexe m.

Remarques. (1) Méme dans le cas sans torsion, il faut faire attention que I’algeébre
de Lie h n’est pas nécessairement une sous-algebre complexe de glc(WW). On I'a vu avec
les variétés kéhlériennes (génériques) dont 'algebre d’holonomie est isomorphe a u(m) C
gl(m,C).

(2) II peut y avoir plusieurs structures complexes invariantes pour une algebre de Lie
linéaire. On I’a vu avec les variétés hyperkéhler (génériques) dont ’algebre d’holonomie est
isomorphe a sp(m) C gl(m,H), avec une infinité de structures complexes invariantes.

(3) Il y a méme des cas ou l'algebre de Lie linéaire h admet une structure complexe qui
n’est pas induite par l'inclusion de h C glc(W) (i.e. Jh # h). On a donné un exemple au
chapitre précédent.

VIII.2 Premieres propriétés des courbures pour une connexion
complexe

(2.a)

On rassemble d’abord quelques propriétés élémentaires des tenseurs de courbure pour
une algebre de Lie linéaire complexe
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J Théoreme 72. Propriétés des tenseurs de courbure dans le cas complexe

Soit h C glc(W) une algebre de Lie linéaire complexe.

Tout tenseur de courbure R € K (h) vérifie les propriétés suivantes :

(1) R(z,y)+ JR(Jz,y)+ JR(z,Jy) — R(Jx,Jy) =0, Vaz,yeW,

(2) le tenseur R; défini par R;(z,y) = R(Jz,Jy), Vz,y € W est aussi dans
K (),

(3) le tenseur défini par R = 1/2(R — Ry) est une application trilinéaire
complexe sur l'espace vectoriel complexe W,

i.e. vérifie Rio0)(Jx,y) = Ri0)(z, Jy) = JRo0(z,y), Yo,y € W,

et en conséquence R0y (Jx, Jy) = — R2,0)(z,y), Va,y € W,

(4) de plus dans R(20) € K(h N Jh), qui est un sous-espace de K (h)

(5) le tenseur défini par R,y = 1/2 (R + Ry) est dans K (h)

et il vérifie R11)(Jx, Jy) = Rany(z,y)Va,y € W,

(6) enfin R = R0y + R1,1)-

(2.b) Démonstration

On détaille les démonstrations (bien qu’elles soient plutdt faciles) puisqu’on a choisi
de se placer dans un cadre ”élémentaire” (voir le paragraphe 5 pour une approche plus
conceptuelle pour ces propriétés et d’autres).

(1) C’est une conséquence de 'identité de Bianchi et du fait que h est une sous-algebre
de glc(W). Si R € K(h), on a donc la propriété essentielle :

() R(z,9)Jz = JR(z,y)z, VYayzeW.

On écrit 4 identités de Bianchi successives :

(@) R(z,y)z+ R(y,z)z + R(z,2)y = 0

(b) R(Jz,y)z+ R(y,z)Jz+ R(z,Jx)y =0

(¢) R(z,Jy)z+ R(Jy,z)x + R(z,z)Jy =0

(d) R(Jz,Jy)z+ R(Jy,z)Jx + R(z,Jx)Jy =0

On fait alors la combinaison (a) 4+ J (b) + J (¢) — (d). Si on utilise alors la propriété (x) on
constate que 8 des termes se simplifient deux par deux; il ne reste alors que les premiers
termes de chaque identité, ce qui donne immédiatement la propriété.

(2) On voit que R;(x,y) est alterné en z,y et est un élément de h pour tous x,y € W.
On écrit I'identité de Bianchi R(Jx, Jy)Jz+ R(Jy, Jz)Jx+R(Jz, Jz)Jy = 0 et on applique
(%). On obtient J(R’(z,y)z + R’ (y,2)x + R’(2,x)y) = 0 d’olt la propriété.

(3) Alors R20)(z,y) € K(h) et on a pour tous z,y € W :

Roo(Jz,y) =1/2(R(Jz,y) + R(z, Jy)) = 1/2J (R(x,y) — R(Jz, Jy)) = J Rep)(z,y)
donc Ry ) est C-linéaire en x, mais aussi en y puisqu’il est alterné. Et la derniere identité
de (3) est évidente.

(4) L'identité R0y (7, y) = — J R,0)(Jx,y) montre que R0y (x,y) € hNJ h pour tous
x,y € W, donc R(s0) € K(h N Jh).
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(5) : On a encore R(11)(z,y) € K(h) et Rany(Jz,Jy) = 1/2(R(Jx, Jy) + R(z,y)) =
R(l,l) (.CC, y)
Enfin (6) est évident par définition.

VIII.3 Premiere décomposition de ’espace des courbures
(3.a)

Compte tenu de ces propriétés il est donc naturel de considérer les deux sous-espaces
vectoriels K(20)(h) et K 1y(h) de K(h) définis ainsi

Définition 73. Deux sous-espaces en somme directe

Soit h C glc(W) une algebre de Lie linéaire complexe. On note

(1) Kpo(h) ={R € K(h) tels que R = R(2,0)}

(on peut remplacer la condition R = R0 par les conditions équivalentes
R(1,1) = 0 ou encore

R(Jx,Jy) = — R(x,y), Ya,y € W ou encore R est trilinéaire complexe sur W).
(2) Les courbures dans K (2 )(h) seront appelées courbures totalement com-
plexes.

(3) Kan(h)={R € K(h) tels que R = R(11)}

(on peut remplacer la condition R = R 1y par la condition équivalente R(2 ) = 0
ou encore

R(Jx,Jy) = R(x,y), Va,y € W).

(4) Les courbures dans Ky 1)(h) seront appelées courbures hermitiennes.

On voit facilement que l'intersection des deux sous-espace K0y(h) et K11)(h) est
nulle, et que ces deux sous-espaces sont h-invariants dans K (h). Avec les autres résultats
du théoreme ci-dessus, on a donc

J Corollaire 74. Décomposition de 1’espace des courbures dans le cas complexe

Soit A C glc(W) une algebre de Lie linéaire complexe.
Alors l'espace des courbures K(h) admet une décomposition en somme directe
de deux sous-espaces vectoriels h-invariants

K(h) = K@) (h) ® Kq1y(h) = Kgo(hNJh) © Kaq1y(h).

De plus on a I'encadrement K¢ 1y(h N Jh) C K 1y(h) C Kqqy(h+ Jh).

(3.b) Propriétés

(1) Si ¢ C glc(W) une algebre de Lie linéaire totalement complexe, I'espace K ()
est complexe (toujours pour J) et les deux sous-espaces de la décomposition K (¢) =
K2,0)(f) @ K(1,1)(£) sont des sous-espaces complexes.
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(2) Par contre, si h C glc(W) une algebre de Lie linéaire réelle-complexe, alors
Ka1y(h) et K(h) sont a priori seulement des espaces vectoriels réels, donc des espaces
de représentations réelles de 'algebre de Lie (réelle ou complexe) h.

Si K11)(h) # 0 et si h est une algebre de Berger, il existe alors certainement des éléments
R(z,y) € h tels que JR(x,y) ¢ h puisque h # Jh.

Inversement, comme hNJh est totalement complexe, K30y(h) = K(2,0)(hNJh) est toujours
un espace vectoriel complexe.

(3) Si h est strictement réelle-complexe, alors K(h) = K,1)(h).

Dans ce cas toute courbure R € K (h) vérifie R(Jz, Jy) = R(z,y), Vaz,y e W.

Cela s’applique en particulier aux algebres de Lie linéaires réelles-complexes classiques
citées plus haut au .

De plus (d’apres la remarque (2) ci-dessus), pour tout R(x,y) # 0 on a JR(z,y) ¢ h donc
K@ 1y(h) est un sous-espace totalement réel de Kq 1y(h @ Jh).

Remarque. Pour avoir Ko (hNJh) = 0, il suffit que h N Jh soit "suffisamment
petit”.
Cela s’applique par exemple pour deux cas évoqués plus haut au :
C & su(m) C gl(m,C) (pour m > 3) et C & sl(m,H) C gl(2m,C) (pour m > 2).
(Attention, il y a une particularité ici pour la dimension complexe 2).

VIII.4 Rappels sur les formes et tenseurs en géométrie complexe
(4.a)

Il est bien connu qu’en géométrie complexe, pour étudier les formes différentielles,
il est tres utile de complexifier le fibré tangent. On ne I'a pas fait jusqu’ici pour rester
dans le cas "réel élémentaire”, mais on va voir maintenant que cela apporte un éclairage
supplémentaire. On rappelle cette construction surtout pour fixer les notations.
(Ceux qui connaissent le cas complexe n’apprendront rien ici).

Soit h C glc(W) une algebre de Lie linéaire complexe. On note toujours J la structure
complexe (h-invariante) sur W. Alors le complexifié¢ W = W ®C admet une décomposition
canonique en deux sous-espaces complexes : W€ = W10 @ o1,

Plus précisément W€ est muni de deux structure complexes qui commutent, mais on pri-
vilégie i qui est donné par la complexification ®C et on décompose J (ou plutot son
complexifié, que I'on note encore J), suivant ses valeurs propres i et —i, ce qui donne deux
sous-espaces complexes. Dans ce texte, on utilisera

I’inclusion canonique o : W — W définie par a(z) = 1/2 (z —iJx) pour tout = € W.

On rappelle que cette notation simplifiée x —iJx signifie précisément (zr® 1) — (Jr ®1),
voir 'annexe J). On a ainsi une identification de I’espace vectoriel complexe (W, J)
avec le sous-espace vectoriel complexe W1° ¢ W€, puisque i = J sur ce sous-espace :
W10 = (W) est I'espace propre de J pour la valeur propre i.

Un supplémentaire complexe est défini parallelement comme W% = a(W) pour I'inclusion
o W — W€ donnée par a(x) = 1/2 (z +iJz) (i.e. @ = ao T, oll T est la conjugaison
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pour ¢ dans WC. Et W%! est I’espace propre de J pour la valeur propre — i.

Commentaire. En particulier, a est un isomorphisme complexe de W sur son image,
tandis que @ est un anti-isomorphisme, autrement dit un isomorphisme complexe de 1’es-
pace conjugué W sur son image, ol W est simplement I’espace vectoriel réel W muni de
la structure complexe — J.

On simplifie souvent la notation en écrivant W< = W @ W, ol on utilise a et @ comme des
identifications. Il faut simplement faire attention a ne pas confondre cette décomposition
en somme directe de deux sous-espaces complexes (pour i) de W avec la décomposition
en somme directe de sous-espaces totalement réels (pour i) W& = (W @ {1}) ® (W @ {i}).

(4.b) Application aux formes

Le complexifié (A*IWW*) @ C s’identifie canoniquement & /\gyo)(VV(C)Q (ou Pastérisque
”chapeauté” ici indique le dual complexe). La décomposition en somme directe (com-
plexe) de WC donnée par W @ W se traduit par une décomposition plus fine, appelée
décomposition de Hodge. On rappelle que les espaces de Hodge APOTW* sont définis
par

NPOWS = (NG (WHO)7) @c (ALW))

et ce sont bien str des espaces complexes (pour 7). On a en particulier

K C\*
Noo WO = @ Arow*

ptq=k

On peut bien stir décomposer plus généralement les espaces de tenseurs du complexifi¢ W©
mais on ne va pas le faire ici dans le cadre général. On va s’en servir comme guide pour les
cas particuliers des prolongements, du complexe de Spencer et des espaces des courbures
pour les algebres de Lie linéaires complexes.

On va essayer de privilégier le point de vue le plus élémentaire, en revenant le plus souvent
possible au niveau de W lui-méme. En contrepartie, il sera parfois nécessaire de bien
distinguer dans ce cas les algebres linéaires totalement complexes et les algebres linéaires
réelles-complexes.

(4.c) Remarque

Pour étudier I’holonomie, on se sert beaucoup de la courbure (et de ses dérivées) et
aussi du complexe de Spencer. Dans ces cas-la, on a affaire a des sous-espaces d’un espace
de (k,1)-tenseurs réels (et a des (k — 1)-formes quand on prend des traces). Ces (k,1)-
tenseurs sont des applications k-linéaires réelles sur W et a valeurs dans W. Dans le cas
ou l'espace vectoriel W est muni d'une structure complexe J, alors tout espace vectoriel
d’applications a valeurs dans W a aussi une structure complexe "naturelle” (encore notée
J) en composant par J a l'arrivée. Autrement dit
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les espaces vectoriels @%(W*) @ W sont déja des espaces vectoriels com-
plexes.

Cependant, comme les connections, courbures, holonomies sont des concepts "réels”
il faut bien faire attention que les produits tensoriels et le passage au dual sont ici des
opérations réelles. On distinguera soigneusement ces opérations réelles (pour lesquelles on
ne mettra pas d’indice) des opérations complexes (pour lesquelles on mettra toujours une
indication : ®¢ pour le produit tensoriel complexe et * pour le dual complexe). Ici encore,
on pourrait tout traiter en passant systématiquement & W€, mais on a choisi dans ce texte
de rester dans le cadre réel chaque fois que c’est possible et d’introduire W principalement
pour ”éclairer” les choix faits. Dans le paragraphe suivant, on 'applique (comme exemple)
a la décomposition de I'espace des courbures introduite au paragraphe 3.

VIII.5 Utilisation de la complexification de I’espace tangent

On peut donc obtenir la décomposition de K (h) en utilisant la complexification de .

(5.a)

Pour cela, étant donnée une courbure R € K(h) on peut la complexifier en un tenseur
complexe R®C sur W€ par C-linéarité pour i.
Attention. (1) R®C est i-trilinéaire, mais n’est pas J-trilinéaire a priori.

(2) Ne pas confondre R®C (sur W®) avec R ) (sur W).
(Bien souvent, le complexifi¢ de R est encore noté R, mais on a écrit ici R®C pour rester
tres élémentaire.)

On détaille les propriétés de R®C en utilisant les notations suivantes :
pour z € W, on note X = a(z) = 1/2(x —iJx) et X =a(x) =1/2(z +iJx).
On vérifie alors (en développant par linéarité puis en simplifiant)

Propriété 75. Propriétés de R®*
(CL) R®C(X7 Y)Z = 1/2 (R(Q,O)(xay)z - iJR(Q,O)(I7y)Z) - a(R(Q,O)(x7y)Z) S
Wl,O’

(b) R*(X,Y)Z =
() R¥S(X,Y)Z = 1/4(( an(@,v)z = JRuqy(x, Jy)z) — iJ(Ray(z,y)z —

)
= a(1/2(Ruy(2,y)z — JRa ) (x, Jy)z)) € WHP
(1/2( 11)(x7y)Z+JR(1,1)(x> Jy)Z)) S WO,I’

(R(gg (x,y)z) € WOL
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(5.b)

On note Rg%) la restriction de R®® & W0 x W0 x W0 qui est a valeurs dans
W10, On obtient ainsi un tenseur (3, 1) complexe sur W9 qui a toutes les propriétés d’un
tenseur de courbure. Alors I'identification a de W avec W envoie exactement R 0)(x, y)z
sur Rg%) (X,Y)Z.

Donc R2) est appelée la composante complexe (ou (2,0)) de R.

La restriction de —1/2J Rge & WO x WO x W10 qui est & valeurs dans W10 est une
application trilinéaire complexe de W01 x W10 x W10 sur W0 (pour 7). On peut dire que
c’est de type ”sesqui-linéaire” (en X,Y) pour W0,

On va revenir en détails sur cette expression dans le paragraphe suivant.

VIII.6 Propriétés particulieres de la deuxieme composante de la
courbure

(6.a)

Pour un espace vectoriel complexe W, il est bien connu qu’il y a un isomorphismes entre
I'espace des 2-formes alternées de type (1,1), i.e. AMW* et I'espace des formes sesqui-
linéaires, i.e. W ®c W*. On va s'inspirer de cet isomorphisme pour étudier de plus prés
les propriétés des courbures de K 1y(h).

Soit toujours h C glc(W) une algebre de Lie linéaire complexe.

On commence par une remarque en forme de digression :

Pour R € K(h), le tenseur (3,1) défini a partir de R 1) par S®(z,y)z = Ra 1y (z, Jy)z, Va,y,z €
W

vérifie toujours ST(x,y) € h et SE(Jx, Jy) = SB(x,y), Vo, y € W,

mais il est maintenant symétrique dans les deux premieres variables.

Attention, dans cette transformation, la condition de Bianchi sur R donne une condition

sur S* qui n’est plus la somme cyclique.

En fait, en géométrie complexe, on privilégie plutot la transformation suivante.

(6.b)

Il est plus intéressant de passer a l’expression ”sesqui-linéaire” suggérée par la fin du
paragraphe précédent.

Définition 76.

Pour tout R € K(h), on appelle composante hermitienne de la courbure
R et on note HR le tenseur (3,1) sur W défini par

HR(I‘,y)Z = R(l,l)(x7 Jy)Z + ‘]R(l,l)(x7y)za an?J,Z e W.
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Avec les notations du paragraphe précédent, les deux identifications o de W avec W10
et @ de W avec W% envoient exactement H%(x,y)z sur —1/2 R¥(X,Y)Z.
On vérifie alors les propriétés suivantes

J Propriété 77. Propriétés de la composante hermitienne ]

Pour toute courbure R € K (h) et pour tous x,y,z € W, on a

(1) HR(x,y) € h+ Jh,

(2) (x y)z est symétrique dans les deux derniéres variables,
i.e. r,y)z = HR(x, 2)y,

(3) x,y)z est anti-linéaire dans la premiére variable,

HT(
H™(x

i.e. R(( x,y)z = — JHE(z,y)z,
H™(

D:J

(4) H(x,y)z est C -lindaire pour les deux derniéres variables,
ie. HEx, Jy)z = JH(z,y)z = H¥(x,y)J z,
(5) R(m, r) = R(z,Jx) donc Hf(z,x) € h.

Remarque. Attention, R 1)(z,y) est alterné en x,y, mais par contre R 1)(z, Jy) est
symétrique en z,y. En particulier, on peut écrire la formule :
(6) H"(y,x) = Ray(z, Jy) — JRuy(,y).
Cela ressemble a une sorte de ”conjugué” de H%(z,y) (en analogie avec le cas des formes
hermitiennes), mais on n’a pas défini de ”conjugaison” dans I’espace o1 vit H%, donc il ne
faut pas pousser trop loin les analogies.

Réciproquement, on peut retrouver R 1) a partir de H R via les formules :
(7 Rawley) = — /2 J(H (@, y) — HY(y,2)),
(8) Ray(x, Jy) = 1/2(H¥(z,y) + H(y, v)).
On en déduit en particulier que
(9) H® =0 si et seulement si R 1) = 0.

(6.c) Application quadratique associée

Toujours en analogie avec les formes hermitiennes, on peut aussi considérer I’application
"quadratique” associée, définie par :

Q(z) = H%(z,r) = R(z, Jz), VaoeW.

Alors @ : W — h est une application qui est "quadratique hermitienne” dans la variable
x, (au sens ou elle provient d’une application sequilinéaire qui a des propriétés similaires
aux formes hermitiennes). En particulier, si \, y € Ret z € W, on a
QA z +pJz) = (A +12)Q().
Ici encore, on peut retrouver H? & partir de @Q via les formules
(a) Qr+y)—Qa—y)=2(Hz,y) + H(y,x)) = 4 R(z, Jy),
() Qz+ Jy) - Q= Jy) = 2J (H(w,y) — H(y,x)) = —4 R(x,y), d'ol
() H(z,y)=;(Qr+y)—Qr—y) = J(Qz+ Jy) — Qz — Jy))).
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(6.d) Commentaire final

Les résultats des deux paragraphes 5 et 6 montrent que pour étudier ’espace des cour-
bures d’une algebre de Lie linéaire complexe h C glc(W), il est nécessaire d’étudier les
deux algebres de Lie totalement complexes h N Jh et h + Jh. En effet, d'une part on a
Koo (h) = K@20(h N Jh) et d’autre part on exprimera les propriétés de Hp au chapitre
suivant a I’aide du premier prolongement (h + J h)(l). On y étudiera les prolongements et
le complexe de Spencer en insistant sur le cas totalement complexe.

Remarque. Dans le cas des algebres de Lie réelles-complexes, il est aussi possible de
passer par la complexification totale (et la conjugaison qui permet de revenir en arriere).
Cependant, il faut faire attention que dans ce cas, la complexifiée totale la représentation
de h dans I'espace (complexe) W est une représentation de la complexifiée h® dans le com-
plexifié WC de W, et c’est donc canoniquement une somme directe de deux représentations
qui n’est d’ailleurs pas un produit direct.

Donc cette méthode nécessite d’étudier d’abord les algebres d’holonomie dont la représentation
est une en somme directe de deux représentations, ce qu’on fera plus loin.

Dans tous les cas, on aura bien str les mémes résultats, mais leurs présentations pourront
étre un peu différentes.

IX Prolongements et holonomie dans le cas complexe

IX.1 Prolongements, condition (C)

Soit h C glc(WW) une algebre de Lie linéaire complexe.

(1.a) Prolongements de h

Un élément B € h*) est une application k + 1-linéaire réelle de W dans lui-méme, qui
est complexe dans la derniére variable puisque c’est alors un élément de h ; mais B est (par
définition) symétrique dans les k + 1 variables, donc B est une application k + 1-linéaire
complexe sur W.

Autrement dit, B appartient a ’espace vectoriel complexe (QEHWQ) ®c W, qui est un
sous-espace vectoriel de (OFFIW*) @ W.

De plus, si k > 1, on a B(xq,...,x1) = —J B(J x1, 29, ..., 1) donc 'endomorphisme
de W donné dans la derniére variable 25,1 (en fixant les précédentes, i.e. B(z1, ..., Ty, ®)
est en fait un élément de h N Jh. Par symétrie, c’est aussi le cas pour chaque variable et
finalement B € (N Jh)®). On résume cette étude dans 1’énoncé suivant :
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J Propriété 78. Prolongements dans le cas complexe l

Soit h C glc(W) une algebre de Lie linéaire complexe.
Pour k > 1, on a h%) = (hN Jh)®),
Autrement dit ’espace des k-prolongements de h se réduit a celui de h N Jh.

C’est un sous-espace vectoriel complexe du sous-espace complexe
(OEPW?*) @c W de I'espace vectoriel complexe (OFIW*) @ W.

Remarques. (1) Bien siir cela ne vaut pas pour k = 0; plus précisément h° = h n’est
un sous-espace complexe que si h C glc(W) est totalement complexe.
(2) Les algebres de Lie linéaires strictement réelles-complexes vérifient h N Jh = 0 donc
leurs prolongements sont nuls pour & > 1 et elles sont donc toutes d’ordre 1.
C’est le cas par exemple pour les algebres de Lie linéaires classiques citées au chapitre
précédent a la fin du paragraphe 4.
(3) On constate que les prolongements sont les mémes dans le cadre réel et dans le cadre
complexe et ne se décomposent pas, contrairement aux cas des k-formes ou des courbures.

(1.b) Application a Hg

Les propriétés de la composante hermitienne peuvent alors s’interpréter a 1’aide du
premier prolongement de h + Jh. Puisque h + Jh C glc(W) est une algebre de Lie linéaire
totalement complexe, son premier prolongement (h+.Jh)™") est un espace vectoriel complexe
pour J. Alors les propriétés (1), (2), (3), (4) de Hg (voir paragraphe 6 du chapitre précédent)
peuvent s’écrire plus simplement

Hp e W' @c (h+ Jh)W.

Si on veut maintenant tenir compte de la propriété (5) de Hg, on peut introduire I’espace
suivant

Définition 79. Espaces des composantes hermitiennes Hk (h) et Q(h)

Pour une algebre de Lie linéaire complexe h C glc(W), on appelle
(1) espace des composantes hermitiennes (des courbures) et on note Hg (h)
le sous-espace vectoriel (réel) défini par :

Hi(h) = {HeW @¢c(h+J0)D telque H(z,x)eh Yze W),

(2) espace des applications quadratiques-hermitiennes (des courbures)
et on note Q(h) le sous-espace vectoriel des applications @@ : W — h qui
proviennent d’une composante hermitienne comme ci-dessus, i.e. 3H € Hg/(h)
telle que Q(z) = H(z,x), Vo € W.
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Remarque. Dans le cas ou h est en fait totalement complexe, on a h+ Jh = h et
bien stur Hg(h) = W @¢c hY, qui est un espace complexe.
Par contre, si h est réelle-complexe (et Hg(h) # 0), alors Hi(h) est seulement un sous-
espace vectoriel réel de I’espace vectoriel complexe W ®c (b + Jh)W,

(1.c) Condition (C)

Le calcul précédent, appliqué a k£ = 1, donne en particulier

Corollaire 80. Condition (C) dans le cas réel-complexe

Soit h C glc(W) est une algebre de Lie linéaire réelle-complexe, alors
h C glc(W) ne vérifie pas la condition (C).

En effet, on a (hNJh) # h et par contre h) = (hNJh)M). Donc I'image de I’évaluation
evy : W @ h) —s h est contenue dans h N Jh et ne peut pas étre h tout entier.

Attention, si ¢ C glc(W) est totalement complexe, ce corollaire ne s’applique évidemment
plus. On le voit facilement en considérant les complexifiées totales des algebres de Lie
linéaires qui vérifient la condition (C) (voir le chapitre suivant).

(1.d) Prolongements et complexification totale

On laisse en exercice les résultats suivants

_l Propriété 81. Prolongements et complexification totale ]

Si h C gl(V) est une algebre de Lie linéaire et h® C glc(VC) sa complexifiée
totale, alors

() (O =h®ec, (Vk),

(ii) C(h®)=C(h)®C,

(7i1) h C gl(V') vérifie la condition (C) si et seulement si sa complexifiée totale
hC C glc(VC) vérifie la condition (C).

On s’en servira en particulier au chapitre suivant pour étudier les algebres de Lie
linéaires totalement complexes classiques, qui sont les complexifiées totales des algebres
de Lie linéaires du chapitre??? . Mais on peut s’en servir dans les deux sens.

IX.2 Complexe de Spencer dans le cas totalement complexe

Pour étudier le complexe de Spencer et sa relation aux espaces de courbure, on com-
mence par se limiter au cas totalement complexe.



108 CHAPITRE 3. HOLONOMIES COMPLEXES : GENERALITES

(2.a)

Soit ¢ C glc(W) une algebre de Lie linéaire totalement complexe.
Alors le complexe de Spencer (S(¢)) a les propriétés suivantes :
(i) tous les espaces concernés sont complexes,
(i) les applications d,, sont linéaires complexes.
Attention cependant que dans C?(¢) = AY(W*)@£?P~Y  le produit alterné A? et le produit
tensoriel ® sont des opérations réelles. Méme si W et £P~1 sont tous les deux des espaces

complexes, CP1({) est I'espace des applications g-linéaires alternées réelles de W dans
=1

On commence par considérer le ”complexe de Spencer complexe” (Sc({)) en
prenant encore une fois les mémes définitions que pour le complexe de Spencer (réel), mais
dans la catégorie complexe. Plus précisément, on pose

CRY() = AHW)ec (P

Autrement dit, on prend cette fois-ci les applications ¢-linéaires alternées complexes
de W dans £?°~V. Alors CR?(¢) est un sous-espace vectoriel complexe de CP4({) et il est
clair que la restriction 95, de 0,, & CE(¢) de I'envoie dans C%"*"'(¢). On a donc un
sous-complexe du complexe de Spencer usuel.

(2.b)

On pourrait continuer 1’étude du complexe de Spencer en introduisant la décomposition
de Hodge pour W, mais on ne va pas le faire ici. On va se contenter d’étudier la différence
entre la suite de Spencer (S3) pour £ et sa sous-suite (S5), et appliquer cela & I'étude de
'espace des courbures K () et son sous-espace I(£), en tenant compte de la décomposition
introduite au chapitre précédent.

On a déja vu (dans 'étude des prolongements) que () = Ker(ds) € CZ'(£), donc
(@ est contenu dans le complexe de Spencer complexe et s’injecte dans Cé’l(f).
On a aussi déja décomposé K (/) en deux composantes et on voit tout de suite que la
composante K 0)(¢) est exactement l'intersection K (¢) N C&*(¢).
Ensuite, on peut décomposer I’espace vectoriel (complexe) des applications linéaires réelles
W* ® (M) en une somme directe de deux sous-espaces complexes :
dune part C2(0) = W* @c €W,
d’autre part W @¢ (M.
En conséquence, on peut décomposer I(¢) = I°(¢) @ I*(¢) ou :
I5(0) = 05, (CE(0) € Kol et
IH(E) = agj,r1(W>k Ac 5(1)) - K(l,l)(g)a

ot on a noté 9, la restriction de dy; au deuxieme facteur W~ ®¢ (V).
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(2.c)

Les définitions et décompositions ci-dessus donnent le

J Théoréme 82. Description de K(¢) dans le cas totalement complexe L

Soit ¢ C glc(W) une algebre de Lie linéaire totalement complexe.
Alors la décomposition K (£) = K20)(¢) ® K 1y(¢) vérifie
— pour la composante totalement complexe K3 0)(¢)
(1) K)(f) est le noyau de 97, dans CE2 (),
et on a deux suites exactes données par (Sc(?))
(2) 00— I%(0) — Ko () — H"2(£) — 0,
(3) 0— 03 — W @c M — I1°(0) — 0;

— pour la composante hermitienne K 1y(¢)

(4) Kan(0)=1"(0) =W @c (0.

Attention dans la propriété (4), I'égalité (=) signifie que les deux espaces coincident,
alors que I’équivalence (=) signifie ici qu’il y a un isomorphisme canonique entre ces espaces,
comme on va le voir ci-dessous.

Démonstration. On a déja énoncé I'assertion (1) ci-dessus et I'assertion (3) est la
version complexe d’une suite exacte déja indiquée dans le cas réel.
On commence par démontrer Iassertion (4).
Puisque ¢ C’é’Q(ﬁ), Iapplication 85’11 induit un isomorphisme de W' ®c AV sur son

image I (¢) C K(1.1)(¢). Il suffit donc de construire une application K1 1)(£) — W ®¢ W
qui soit une réciproque de 821{1 (suivie de l'inclusion). Pour cela, on considere I’application
R — HF déja définie a la fin du chapitre précédent. Au paragraphe 6 du chapitre précédent,
on a introduit la forme hermitienne H® € W* ®@¢ /M, qui est donnée (pour un élément
R e Kq(0)) par HR(z,y)z = R(z, Jy)z + JR(x,y)z, Vaz,y,z€W.

11 suffit alors de calculer 9/ (H")(x,y)z = 1/2 (H"(z,y)z — H"(y,z)z) = J R(x,y)z;

et J est un isomorphisme sur K 1y(¢).

On en déduit enfin que l'espace de cohomologie H?(¢) est le méme pour la suite de
Spencer complexe et la suite de Spencer réelle. On a donc I'assertion (2).

Remarque. Tous ces espaces sont des espaces de représentation de (. Il faut faire

attention que méme si W Q¢ () est un espace complexe, la représentation de 1’algebre
de Lie complexe ¢ dans cet espace est a priori seulement une représentation réelle a cause
de la conjugaison dans W.

IX.3 Complexification totale et algebres de Berger
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(3.a)

Le premier résultat qui justifie le passage par les complexes concerne les algebres de
Berger :

J Théoreme 83. Complexification totale et algebres de Berger ]

Soit h C gl(V') une algebre de Lie linéaire telle que la dimension (réelle) de
V est > 2.

Alors h C gl(V') est une algebre de Berger si et seulement si sa complexifiée
hC C glc(VC) est une algebre de Berger.

Remarque sur la condition de dimension. Avant de commencer la démonstration
du théoreme, il faut noter la nécessité de cette condition. En effet, on a déja signalé que
R = gl(1,R) n’est pas une algebre de Berger (puisqu’il n’y a pas de courbure en dimension
un) ; par contre sa complexifiée totale C = ¢l(1,C) est bien une algebre d’holonomie et
en particulier une algebre de Berger. Cela est di au fait que K(;1)(gl(1,C)) = C (alors
que K0)(9l(1,C)) = K(gl(1,R) ® C = 0). Cette particularité de la dimension 1 est déja
apparue dans le cadre des produits.

(3.b) Démonstration du théoréme

Au paragraphe précédent, on a déja défini (SC(hY)) puis K(s0)(h%), I€(h¥); d’autre
part les prolongements, C'(h%) et H'?(h) sont les mémes dans le cadre réel ou le cadre
complexe.

On rappelle que B(h®) est Iimage de D'évaluation ev; : VC @ K(h®) — h®. On peut
donc poser BE(h®) = ev;(VE ®@¢ Ka0)(hY)), BY(hC) = ev;(VC ®@¢ K1)(h%)) et on a
B(h®) = BY(h®) + BH(h®).

La description de K(j1)(h%)) montre immédiatement que B¥ (h%) = C/(h®).

La version complexe du lemme (réel) du chapitre???

montre que si la dimension est au moins 2, alors C'(h®) C B®(h®) ce qui implique
B(h®) = BE(h").

Enfin il est évident que BS(h®) = B(h) ® C et le théoréme est démontré.

(3.c)

On peut rassembler quelques propriétés (déja signalées ou faciles a vérifier) de la com-
plexification totale pour utilisation ultérieure éventuelle
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_[ Propriété 84. Quelques propriétés de la complexification totale l

Si (AT, pC, V) est la complexifiée totale d'une algebre de Lie (h, p, V), alors :
1) (SE(h%)) est le complexifié (S(h)) ® C du complexe de Spencer (S(h)) de

—~

h.

(2) I°(h%)=I(h)&C.
(3) Kop(h®)=K(h)®
(1) H(h%) = H2<h>
(5) BE(hS)=B(h)&

Remarque complémentaire : Pour appliquer la complexification totale au deuxieme
critere de Berger, on se contentera ici de la remarque suivante. On peut définir K; c(h®) C
K1(h®) en se restreignant aux dérivées de courbure qui sont des applications quadri-
linéaires complexes (comme on 'a fait pour K 20)(h%)). On alors immédiatement une pro-
priété supplémentaire : (6) K c(h®) = K;(h) ® C.

Cela suffit pour montrer que si h® C glc(VC) vérifie K (h®) = 0 de Berger, alors h C gl(V)
vérifie aussi K;(h) = 0.

(3.d)) Application aux algébres de Lie linéaires classiques

On a donc finalement le méme résultat que dans le cas totalement réel sauf pour
C =gl(1,C) qui est de Berger (et une holonomie) alors que R = gl(1,R) n’est pas une
algebre de Berger

_[ Corollaire 85. |

Les algebres de Lie linéaires irréductibles totalement complexes classiques
gl(m,C) = glc(C™), sl(m,C) C gl(m,C), so(m,C) C gl(m,C),

cso(m,C) C gl(m,C), sp(m,C) C gl(m,C), esp(2,C) C gl(4,C) sont des
algebres de Berger et on verra que ce sont des algebres d’holonomie.

Pour m > 3, e¢sp(m, C) C gl(2m,C) n’est pas une algebre de Berger.

De plus, les algebres de Berger ci-dessus sont des algebres d’holonomie strictement non
symétriques a I'exception de so(m,C) C gl(m,C)qui est une holonomie "universelle” i.e. a
la fois 'holonomie d’un espace symétrique et celle d’espaces non symétriques.

IX.4 Retour au cas réel-complexe
(4.a)

Soit h C glc(W) une algebre de Lie linéaire réelle-complexe. On a déja vu que ses
prolongements h*) pour k > 1 sont en fait les prolongements de la sous-algebre de Lie
linéaire totalement complexe (h N Jh) C glc(W).

En conséquence, on a CP%(h) = CP9(h N Jh) pour tous les (p,q) avec p # 1. Donc le
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complexe de Spencer de h se réduit en grande partie a celui de h N Jh.
(Dans le cas strictement complexe h N Jh = 0, celui-ci est méme en grande partie nul.)

En dehors de cette "réduction”, on a vu aussi que la seule différence entre K (h) et
K(h N Jh) porte sur K(11)(h). On a indiqué 'encadrement K 1y(h N Jh) C K1)(h) C
K 1y(h+ Jh), qui "limite” en quelque sorte cette différence en impliquant I’algebre de Lie
linéaire totalement complexe (h + Jh) C glc(W).

(4.b)

On a vu au chapitre précédent qu’il est possible de remplacer la composante de courbure
R(1,1) par sa composante hermitienne H R voire sa composante quadratique-hermitienne Q.
Autrement dit, il y a des isomorphismes h-équivariants entre les espaces K1 1)(h), H(h)

et Q(h).

Dans le cas ou h C glc(W) est strictement réelle-complexe, puisque h N Jh = 0
on a a la fois Kg)(h) = 0, A =0 et h+ Jh = h @ Jh. Donc ici K(h) = K 1y(h)
H(h) = Q(h) et on peut vérifier que H"(h) est un sous-espace totalement réel de

w" ®c (h & Jh)(l).

Traces des courbures dans le cas complexe
(5.a)

Dans la plupart des exemples déja étudiés dans le cas réel, ’espace des courbures d’une
algebre de Lie linéaire n’est pas irréductible. En particulier, on peut souvent commencer
par prendre deux traces dans les tenseurs de courbure.

Dans le cas complexe, ces traces peuvent étre des traces complexes. C’est le cas par exemple
pour la trace de I'endomorphisme R(x,y) qui est une application linéaire complexe par
définition méme du cas complexe.

Par contre, c¢’est plus compliqué pour la courbure de Ricci puisque I’endomorphisme symétrisé
S(R)(x,y)z =1/2(R(z, 2)y+ R(y, 2)x) (tel que ric(R)(z,y) = trS(R)(x,y)) n’est pas tou-
jours un endomorphisme complexe de W.

Pour s’y retrouver plus facilement, on va séparer les cas des deux composantes K2 0y(h) et
K@ ,1y(h) pour une algebre linéaire complexe h C glc(W).

(5.b)

On pose les définitions suivantes pour Kz 0)(h)
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Définition 86. C-trace de courbure et C-courbure de Ricci

Soit h C glc(W) une algebre de Lie linéaire complexe, soit R un élément de
K(h) et

soit Ry la composante de R dans la décomposition K(h) = Ko (h) @
K(l,l) (h)

(1) On appelle C-trace de courbure de R la 2-forme alternée complexe
tR.0(R) € ALW* définie pour tous x,y € W par la trace complexe

de I'endomorphisme de courbure R 0)(z,y)

(2) On appelle C-courbure de Ricci de R la 2-forme symétrique complexe
ricc(R) € OV* définie pour tous z,y € V par la trace complexe

de 'endomorphisme complexe z — 1(R2,0)(%, 2)y + Roo(y, 2)z) VzeW.

(5.¢)

Dans les exemples classiques, on va privilégier I'étude de Ky 1y(h) par son aspect ”her-
mitien”, i.e. par son isomorphisme avec un sous-espace (réel ou complexe) de l'espace
vectoriel complexe W @¢ (h + Jh)™M.

En conséquence, on prend les traces de Hf de préférences a celles de R(1,1y et on pose la
définition suivante

Définition 87. H-trace de courbure dans le cas complexe

Soit h C glc(W) C une algebre de Lie linéaire complexe, soit R un élément
de K(h) et

soit R(11) la composante de R dans la décomposition K(h) = K0 (h) &
K(l,l)(h)-

On appelle H-trace de courbure de R la 2-forme sesqui-linéaire
tR,1)(R) définie sur W par la trace complexe de I’endomorphisme complexe
HE(z,y) de W, pour tous z,y € W

Remarques. (1) Comme H(x,y)z est symétrique en (y, 2), les traces de rang 2 et 3
sont les mémes et on a donc choisi ci-dessus la trace par rapport a z.
(2) Comme H(z,y)z est anti-linéaire en x, sa trace de rang 1 est nulle.

(3) On peut aussi séparer tr¥(R) = n(R) + i ((R) ou n(R) et ((R) sont deux formes
hermitiennes sur W ; (ou encore i ((R) est une forme anti-hermitienne sur W.)
Il suffit en effet de poser, Va,y € W
n(R)(z,y) = 1/2 (tr" (R)(x,y) + tr' (R)(y, 7)) et
C(R)(x,y) = —1/2i (tr (R)(x,y) — tr* (R)(y, v)).
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(5.d) Retour aux traces de R )

Comme les deux expressions H et R(; 1)se déterminent mutuellement, on peut revenir
aux traces usuelles pour R(; ) si nécessaire.
On sait que R ,1y(z,y) est encore un endomorphisme complexe de W, donc il a une trace
complexe qui sera notée tR0)R1,1)(%,y). On a tRa 1 (R)(z,y) = tReoRay(z, Jy) +
itR2,0Ra,1y(x,y), ou le premier terme est symétrique et le second alterné. On en déduit
donc :

tRo0 Ry (z,y) = =1/2i (tr" (R)(x,y) — tr" (R)(y, x))

Attention, ici il n’y a pas de conjugaison et R 0)R(1,1) est donc une 2-forme alternée sur
W, a valeurs complexes, mais ce n’est pas une 2-forme alternée complexe.
Elle vérifie cependant t Rz 0y R1,1)(Jx, Jy) = t R0 R, (7, y) et donc tReo 0 Rany(Jz,y) =
—tRooRan(z, Jy).
Sa partie réelle et sa partie imaginaire sont donc deux 2-formes alternée réelles vérifiant
ces propriéteés.

Par contre, 'endomorphisme S(R1y)(«,y) n’est plus un endomorphisme complexe. La
courbure de Ricci usuelle ric(R, 1))(23, y) est sa trace réelle.
On a S(Ray)(z,y)z = —1/4J(H (z,2)y — HR)(2,2)y + HR)(y, 2)z) — HR)(2,y)x).
Comme la trace en z de H'R)(z,z)Jy est nulle, il suffit de considérer S(H®)(x,y)z =
1/2(H®(z, 2)y + HR)(y, 2)x) = 1/2(H"(z,y)2 + HR)(y,2)z) et on a

ric(Ra ) (z,y) = —=1/2trg(JS(H®) (2, y)) = —1/2tre(S(H®) (2, y) circJ).

Puisque (H?)(Jz, Jy) = H®)(x,y), on voit que
ric(Raqy)(Jz, Jy) = ric(Ra ) (z,y) et ric(Ra ) (Jz,y) = —ric(Ra,n)(z, Jy).

Si on veut retrouver toutes les informations contenues dans la forme sesqui-linéaire
tr(R), il est nécessaire de considérer une deuxiéme forme bilinéaire symétrique réelle, et
le plus simple est de choisir la trace réelle en z de S(R11))(x,y) o J. On a évidemment
S(Ray)(z,y)Jz=1/4 (HR(x,y)z + H®(y, x)z) donc
tra(S(Ra)(z,y) o J) = tre(1/4 (H (2, y) + H(y,2)) = 1/2tre(S(H")(z, y).

On va noter ric(R11))(z,y) = tre(S(Ran)(x,y) o J).

On a maintenant toutes les informations de la forme sesqui-linéaire :

tTH(R) = (2 ’I:;/C(R(Ll)) — Im(tR(Q,O)R(Ll)) + Z (-2 T'L.C(R(Ll)) + Re(tR(Zo)R(l’l))).

IX.5 Espaces symétriques complexes

(5.a)

Ce que l'on a dit sur la complexification et le retour au réel peut s’appliquer en parti-
culier au cas des holonomies symétriques.
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Un espace symétrique (connexe) a une algebre d’holonomie (h,p, V) et une courbure
entierement décrite par un élément R € K (h,p) qui est p(h)-invariant, et ces données
caractérise l’espace symétrique a un revétement pres.

On peut considérer la complexifiée totale (AT, p©, VC) et le complexifié R20) € K20 (hC, p%)
de 'élément R (vu comme application multilinéaire). Alors, par la construction du para-
graphe ces données sont associées a un espace symétrique dont ’algebre de Lie du groupe
des transvections est la complexifiée ¢ de ¢ et 'involution est ¢© complexifiée de o. On
voit que toutes ces données sont complexes.

(5.b)
On peut donc poser la définition suivante, en accord avec les définitions pour I’holonomie

Définition 88. Espaces symétriques totalement complexes

Soit M un espace symétrique, (h, p, V') son holonomie et R 1'élément de K (h, p)
décrivant sa courbure.

On dira que M est totalement complexe si l'algebre de Lie linéaire (h, p, V)
est totalement complexe et si R est complexe comme application multilinéaire.

Si M est totalement complexe, alors G et H sont des groupes de Lie complexes, I'invo-
lution s est holomorphe et M est bien stur une variété complexe.
Attention, cette notion est plus restrictive que I'appellation usuelle ”espaces symétriques
complexes”.

(5.c)

Si on considere par exemple la classification des espaces symétriques (1-connexe) a ho-
lonomie totalement réductible, on peut suivre la méme démarche que pour les holonomies.
On commence par montrer que leur holonomie peut toujours s’écrire comme un produit
direct d’un nombre fini de facteurs (h;, p;, V;), uniques a 'ordre pres, ot ces facteurs sont
des holonomies totalement réductibles qui peuvent étre
soit indécomposables, symétriques, a courbure non nulle,
soit un facteur "plat” ({0}, po, R?) (et il y a au plus un tel facteur).

Et M lui-méme est isomorphe a un produit M; x ... x M, des espaces symétriques 1-
connexes correspondant a ces facteurs.

Maintenant, pour classifier les indécomposables non plats, on peut commencer par classi-
fier ceux qui sont totalement complexes, puis revenir au réel en prenant les formes réelles
totales correspondantes.

La classification de Berger montre en fait que qu’une telle holonomie indécomposable
symétrique (h, p, V') est ou bien irréductible, ou bien de la forme p = p; @ pj ou p; est
une représentation irréductible de h qui ne laisse invariante aucune forme quadratique non
dégénérée.
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On peut alors organiser la classification suivant les trois cas du "retour au réel” du para-
graphe précédent :

Cas A : holonomies symétriques totalement complexes

soit irréductibles, soit p = p; @ p} avec p; irréductible,

Cas B : holonomies symétriques totalement réelles

soit irréductibles, soit p = p; @ p} avec p; irréductible,

Cas C : holonomies symétriques réelle-complexes

avec p complexe et C-irréductible.

La liste de ces facteurs symétriques indécomposables est donnée dans I’annexe, en suivant
en partie cette présentation.



Chapitre 4

Premiers exemples complexes

X Espaces de courbure des algebres de Lie linéaires
totalement complexes classiques

X.1 Introduction et remarques communes

(1.a)

On considere ici a titre d’exemples les algebres de Lie linéaires totalement complexes
classiques, i. e. plus précisément les six cas suivant :
gl(m,C) = glc(C™), sl(m,C) C gl(m,C), so(m,C) C gl(m,C),
cso(m,C) C gl(m,C), sp(m,C) C gl(2m,C), csp(m,C) C gl(2m,C).

On constate immédiatement qu’il s’agit précisément des algebres de Lie linéaires qui
sont les complexifiées totales des algebres de Lie linéaires totalement réelles classiques
qui ont été étudiées au chapitre IV.

Il faut noter que so(m,C) C gl(m,C) est la complexifiée totale commune de toutes les
so(p,q) C gl(m,R) si m = p+ q (ceci a conjugaison pres bien str).

On sait que les algebres de Lie elles-mémes ont d’autres formes réelles, comme u(p, q)
pour gl(p+ ¢, C) par exemple, mais la représentation de celles-ci dans C™ correspondant &
leur inclusion dans leur complexifiée n’est pas la complexifiée d’une représentation
réelle.

Ces représentations complexes des autres formes réelles (qui sont bien sur elles aussi des
algebres de Lie ”classiques”) vont donc apparaitre naturellement dans le chapitre suivant
comme des algebres de Lie linéaires "réelles-complexes”

(1.b)

Pour calculer I'espace de courbure de ces algebres de Lie linéaires totalement complexes,
on peut donc s’appuyer sur les calculs déja faits sur I'une de leur forme totale réelle, en
appliquant les procédures décrites dans les chapitres précédents.

117
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On commence par complexifier I’espace de courbure de la forme réelle totale, ce qui donne
la composante (2,0) de I'espace des courbures.

Ensuite, on peut aussi calculer le premier prolongement par complexification de celui de la
forme réelle totale, et en déduire la composante (1, 1).

On ne donnera pas ici tous les détails de ces calculs, qui ne sont pas tres difficiles, et
on n’insistera que sur certains points particuliers qui nécessitent un peu d’attention.

X.2 Le cas générique gl(m,C) = glc(C™)
(2.a)

L’algebre de Lie linéaire totalement complexe gl(m,C) = glc(C™) est la complexifiée
totale de gl(m,R) = ¢gl(R™). On a donc immédiatement K, o) (gl(m,C)) = K(gl(m,R)®C.
On obtient donc :

K(2,0)(gl(m, C)) = Tr®(m, C) & Ric“(m, C) & W(m, C)

avec Tr®(m,C) = Tr(m,R)®C, Ric*(m,C) = Ric(m,R)®C, WE(m,C) = W (m,R) ®C.

Pour références éventuelles, on ajoute quelques définitions et notations, sans vérification.

(1) On note K : AZ(C™)* — K(2,0)(gl(m, C)) l'application linéaire injective définie
par la formule : Vo € AZ(C™)*, z,y,2z € C™,

KE()(z, )7 = S(20(a.1) = = a(y. )2 — (=)

2(m+1
et 'image de K< est Tr®(m,C).

(2) On note K, : O&(C™)* — K(20)(gl(m,C)) Dapplication linéaire injective

définie par la formule : Vo € OZ(C™)*, z,y,2z € C™,

1
m—1

Kyio(0)(2,)z =

(o(z,7)y —o(y,2)x)

et I'image de K&, est Ric®(m,C).

3) On note W€(m, C) le sous-espace de K o)(gl(m, C)) formé des éléments R tels que
(2,0)
tr®(R)=0 et 7ic®(R)=0et ona W®m,C)=W(m,R)®C.

(4) On vérifie tr® o KL = Id et ric* o KS, = Id et on peut définir WE(R) (pour
R € K(50)(gl(m,C))) par la formule : R = K (tr®(R)) + K5, (ric®(R)) + WE(R) et on a

bien sir W¢(R) € W€(m,C).
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(2.b)

On a déja calculé le premier prolongement de gl(m,C). On en déduit
K (gl(m,C)) = (C™) @c OF(C™)* ®@c C™

qui se décompose naturellement (sur les complexes) en prenant une trace (par exemple
pour la troisieme variable) : si R € K(1,1)(g9l(m,C)), on note trg(R) = trs(H"). On
obtient ainsi un élément de (C™)" ®@¢ (C™)*, autrement dit une forme sesqui-linéaire.

(1) On note K - W* @c W* — K 1y(gl(m,C)) lapplication linéaire injective
définie par
Ve AW 2y, 2 e W

1
2(m+1) ()

(2) On note son image Tr¥(m, C)) = KX (W* @c W*) C Ka1(gl(m,C)).
(3) On définit RY par la formule Ry 1) = K (tr® (H")) + R{.
(4) On note WH(m, C) le sous-espace de K1 1)(gl(m, C)) formé des éléments R tels que
trf(R) = 0.
On vérifie alors que trff (K[ (n)) = n donc RY € WH(m, C).

Et Ki.1)(gl(m,C)) = Tr¥(m,C)) & W (m,C).
Attention ceci est une décomposition en somme directe de sous-espaces complexes inva-
riants, mais on peut encore décomposer (en partie) comme sous-espaces invariants réels,
puisque c’est une représentation réelle de gl(m, C).

K[l (n)(z,y)z =

(1.d) Décomposition réelle pour K 1)(gl(m,C))

On voit que Tr (m, C)) est isomorphe & (C™)*®¢(C™)* qui se décompose en Herm(m, C)®
Aherm(m, C) comme représentation réelle de gl(m, C).
Par contre W (m, C) est R-irréductible si m > 2.

(1.e)

On obtient finalement :

J Propriété 89. Décomposition de ’espace des courbures de gl(m,C) = glc(C™)

L’espace vectoriel K (gl(m,C)) est complexe et comme espace de représentation
de gl(m,C) sa décomposition en composantes C-irréductibles vérifie :

sim=1, K(g9l(1,C)) = Ku1(gl(1,C)) = Tr*(1,C) = C;

sim =2, K(gl(2,C)) a 4 composantes C-irréductibles

K(gl(2,C)) =Tr%(2,C) @ Ric*(2,C) @ Tr(2,C) @ WH(2,C)
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de dimensions complexes respectives 1, 3,4,8;
sim >3, K(gl(m,C)) a 5 composantes C-irréductibles

K(gl(m,C)) = Tr%(m,C) @ Ric“(m,C) @ WE(m,C) @ Tr"(m,C) & W (m,C)

de dimensions complexes respectives
sm(m — 1), 3m(m + 1), sm*(m? — 4),m?, sm?*(m — 1)(m + 2).

La dimension de K(gl(m,C)) est donc m?(m + 1)(5m — 2)

(1.f) Remarques

(1) La dimension complexe de K(30)(gl(m,C)) est %mQ(m2 — 1) et la représentation de
gl(m,C) dans K(0)(gl(m,C)) est totalement complexe.
La dimension complexe de K1 1)(gl(m, C)) est 3m?(m+1) et la représentation de gi(m, C)
dans K 1y(gl(m,C)) est réelle-complexe.
(2) On sait que h) = OZ(V*) ®¢ V admet une trace (complexe) donc il se décompose en
deux composantes irréductibles (complexes) : h) = V* @ (OZ(V*) @c V)o.
Ici (OA(V*) ®@c V)o désigne le sous-espace des éléments dont la trace complexe (par
rapport a la deuxiéme variable) est nulle.
Par conséquent (V* @¢ hM)) se décompose aussi en deux composantes :
d’une part V* ®c V*, qui est C-irréductible, mais qui admet une décomposition réelle en
deux composantes Herm?(V) & AHerm?(V),
d’autre part V* @c (OZ(V*) ®c V)o qui est irréductible.
Et 0,5 identifie ces deux composantes & Tr(tD (m, C) et WD (m, C) respectivement.
(3) Comme espace de représentation de gl(m, C), le facteur Trf(m,C) est C-irréductible
mais il n’est pas irréductible au sens réel ; en effet, il est isomorphe & l'espace W* ®@¢ W*
des formes sesqui-linéaires sur W, qui est décomposable sur les réels comme Herm(V) &
AntiHerm(V') (formes hermitiennes et anti-hermitiennes respectivement).
Ces deux facteurs réels sont isomorphes comme représentations et on peut décomposer

V* ®c V* en deux facteurs réels d’une infinité de facon. On peut aussi écrire V* ®@¢ V* =
Herm(V) @ C.

X.3 Le cas unimodulaire sl(m,C) C gl(m,C), m > 2
(2.a)

On considere donc ici la représentation canonique de si(m,C) dans C™. On prendra
m > 2 puisque si(1,C) = 0.
C’est bien sur la complexifiée totale de sl(m,R) C gl(m,R).
Comme dans le cas réel, pour I'étude de K (sl(m,C)), il suffit de se restreindre, dans I’étude
ci-dessus, aux éléments de K (gl(m,C)) dont la trace complexe dans la troisieme variable
est nulle.
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(2.b)

On décompose K (sl(m,C)) = K)(sl(m,C)) & K,1)(sl(m, C)).
(1) On a K(20)(sl(m,C)) = Ric®(m,C) & WC(m,C),
et Rict(m,C) est isomorphe & OZ(C™)*.
La dimension complexe de Ric®(m,C) est 1/2m(m+1), celle de W€ (m, C) est 1/3m?2(m?*—
4), donc celle de Kz,0)(sl(m,C)) est 1/6 m(m — 1)(2m* + 2m — 3). La représentation de
sl(m,C) dans K(2,0)(sl(m,C)) est totalement complexe.
(2) On a K .1)(sl(m,C)) = WH(m,C) de dimension complexe 1/2m?*(m — 1)(m + 2).
La représentation de si(m,C) dans K 1y(sl(m,C)) est réelle, méme si 'espace W# (m, C)
lui-méme est complexe.

(2.c)

On en déduit

Propriété 90. Décomposition de K(sl(m, C)

L’espace des courbures K (sl(m,C)) est un espace vectoriel complexe de dimen-
sion complexe gm(m — 1)(5m? + 8m — 3) et sa décomposition en composantes
irréductibles sous h admet

- pour m = 2 deux composantes
K(sl(2,C)) = Ric*(2,C) @ W (2,0)

de dimensions complexes respectives 3 et 8
- pour n = 3 trois composantes

K(sl(m,C)) = Ric*(m,C) ® W(m,C) ® W#(m,C)

de dimensions complexes respectives 1/2m(m+1), 1/3m?(m?—4) et 1/2m?*(m—
1)(m +2).

Remarques. (1) Toutes ces composantes sont sl(m, C)-irréductibles au sens réel comme
au sens complexe.
(3) L’ensemble des endomorphismes K&

€ (0)(x,y) pour tous les o € OZ(W*) et tous les
x,y € W engendre si(m,C).

X.4 Le cas orthogonal so(m,C) C gl(m,C), m > 2
(3.a)

L’algebre de Lie linéaire totalement complexe so(m,C) C gl(m,C) est (isomorphe a) la
complexifiée totale des algebres de Lie linéaires so(p,q) C gl(m,R) pour tous les couples
(p,q) avec p 4+ ¢ = m. Comme ci-dessus, on prend m > 2 puisque so(1,C) = 0.
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Et comme dans le cas réel, on traitera le cas m = 2 a la fin.
On décompose K (so(m,C)) = Kp(so(m,C)) ® K 1)(so(m,C)).
On remarque que so(m,C)1) = 0 comme dans le cas réel donc on a tout de suite :

Kan(so(m,C)) =0 et K(so(m,C)) = Kpg(so(m,C)) = K(so(m))®C

(3.b)
En copiant le cas réel, on peut alors poser les définitions et notations

Définition 91.

(i) On appelle C-courbure scalaire la trace de 7ic®(R) par rapport a la forme
C-bilinéaire symétrique non dégénérée <, >c et on la note scal®(R) ou plus
simplement s®(R).

(i) On note z°(R) la partie sans trace de la courbure de Ricci ric®(R) qui vérifie
rict(R) = s*(R)/m <, >¢ +z°(R).

Notation 92.

Pour décomposer K (so(m,C))
(1) on choisit un élément so(m, C)-invariant RE € K (so(m,C)) défini par

Ri(x,y)z=<x,2>y— <y, z>Xx Vz,9,2€V;

on a alors 7ic(RY) = (n — 1) <,>¢ , sS(RY) =m(m — 1) et 25(RY) = 0;

(2) on note S(m,C l'unique composante irréductible triviale de dimen-
sion 1 engendrée par RY dans K(so(m,C)); (3) On considere I'application
Kro® : O%(C™)* — K(so(m,C)) définie par :

Va,y,2,t €C" < Kro®(y)(z,y)z,t > =

1
m (7(‘%72) < yat >C —"}/(y,Z) < xvt >C _f}/(x?t) <Y,z >c +7<y7t) <Z=z >C)'
(4) On note Z(m, C) = Kro®(O2Z(C™)g) ;
(5) Enfin on note Wo(m, C) I'espace des éléments de K (so(m,C)) dont la C-
courbure de Ricci est nulle.

On vérifie alors facilement :
(a) Ry est le tenseur de courbure d’un espace a courbure (sectionnelle) constante +1 et on
voit que les Ry(x,y) (pour tous les z,y € V) engendrent so(p,q). Donc so(p, q) est bien
I’holonomie de ces espaces symétriques.

(b) On a Ry = 22 Kro(<, >) et ric(Kro(y)) = v+ 25tr. ..
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(c) On en déduit Vv € OF(V* (ot O3(V* est 'espace des formes bilinéaires symétriques
sans trace par rapport a <,>), on a ric(Kro(y)) = v et s(Kro(vy)) = 0.

(d) Z(p, q) est une composante irréductible de K (so(p, q)) isomorphe a OZ(V*).
(e) Pour tout R € K(so(p,q)), on a un unique W(R) € W(p, q) défini par

s(R)

R:n(n—l)

R; + Kro(z(R)) + W(R).

(3.c)

Il y a des situations particulieres pour les basses dimensions n = 2,3 ou 4.

Pour n =2, K(s0(2)) = 5(2,0) et K(so(1,1)) = S(1,1) sont des représentations
triviales de dimension 1, dont 'espace est engendré par R;.
En fait, il n’y a qu’une seule courbure. Historiquement, c’est la premiere qui est apparu :
la courbure de Gauss k qui est définie par R = k R;. Si on revient aux notations
précédentes, on a donc s(R) = 2k.

Pour n = 3, on n’a que deux composantes dans la décomposition car W (p,q) = 0.
K(so(p,q)) est de dimension 6 et Z(p, q) de dimension 5. On traduit I'absence de W (p, q)
dans I’énoncé suivant :

Propriété 93. |

En dimension 3, la courbure de Riemann R € K (so(p, q)) et la courbure de Ricci
ric(R) € O*(V*) se déterminent mutuellement.

Autrement dit on peut ici reconstruire R a partir de ric(R) par la formule
R = Kro(ric(R)) — (s(R)/6)Ry = Kro(z(R)) + (s(R)/6)Ry.

Pour n =4, on a toujours S(p, q) triviale de dimension 1 et Z(p,q) irréductible de
dimension 9 dans tous les cas. Mais pour W (p,q), on a deux cas possibles suivant que
so(p, q) elle-méme est simple ou non.

On sait que l'algebre de Lie so(3,1) est simple et isomorphe (comme algebre de Lie abs-
traite) a sl(2,C). Dans ce cas, 'espace W (3,1) admet une structure complexe invariante,
et on a une représentation totalement complexe de dimension complexe 5 irréductible.
Par contre, les algebres de Lie so(4) et so(2,2) ne sont pas simples;

on a so(4) = su(2) @ su(2) et so(2,2) = sl(2,R) @ sl(2,R).

Dans les deux cas, W(p,q) = Wi (p,q) ® W_(p, q) est une somme de deux représentations
(non isomorphes, de méme dimension 5), chacune d’elle étant une représentation irréductible
de T'un des idéaux de 'algebre de Lie so(p, q), tensorisée par la représentation triviale de
dimension 1 de 'autre idéal.
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(3.d)

On regroupe tout cela dans 1’énoncé final

Propriété 94. Décomposition de ’espace des courbures de so(m, C)

(1) Sim > 5, l'espace K(so(m,C)) est complexe et de dimension complexe
1/12m?*(m?* — 1) et admet une unique décomposition en trois composantes
irréductibles

K(so(m,C)) = S(m,C) ® Z(m,C) ® Wo(m, C)

de dimension respective 1, 1/2(m—1)(m+2), 1/12m(m+1)(m+2)(m—3)
et

(i) S(m,C) est la représentation triviale, engendrée par I’élément invariant R,
(ii) Z(m,C) est isomorphe a OZ(C™)§,

(iii) Wo(m, C) est isomorphe & (D¥((C™)%),.

(2) Sim = 2, l'espace K(so(m,C)) = S(m,C) est de dimension complexe 1
avec la propriété (i) ci-dessus;

(3) Si m = 3, l'espace K(so(m,C)) est de dimension complexe 6 et admet
une unique décomposition en deux composantes C-irréductibles K (so(m,C)) =
S(m,C) @ Z(m,C)

avec les propriétés (i) et (ii) ci-dessus;

(4) Sim = 4, l'espace K (so(m,C)) est de dimension complexe 20 et admet une
décomposition en quatre composantes C-irréductibles

K(so(m,C)) = S(m,C)aZ(m,C)eWoi(m,C)eWo_(m,C) avec Wo(m,C) =
Wo,(m,C)® Wo_(m,C), oun chacune des deux composantes est le produit ten-
soriel d’une représentation C-irréductible de dimension 5 de I'un des deux idéaux
simples de 'algebre de Lie non simple so(4, C) = si(2,C) & sl(2,C) respective-
ment, par une représentation triviale de dimension 1 de 'autre facteur.

X.5 Le cas conforme orthogonal cso(p,q) C gl(RP9)
(4.a)

On prend toujours p > ¢ >0 et p+q > 2.
Le cas de la dimension n = p+q = 2 est tres particulier, parce que ’algebre de Lie linéaire
cso(p, q) est alors d’ordre oo (contrairement aux dimensions supérieures).
On traitera ces deux cas a la fin du paragraphe.
On suppose pour 'instant n > 3. Alors h = ¢so(p, q) est d’ordre 2.
On regarde la suite de courbure apres identification de V' et V*
On a h = (RIdy) @ so(p,q) avec un isomorphisme de so(p, q) avec A?(V*) et un isomor-
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phisme (1) = V*, donc la suite (S3) peut s’écrire :
0= V@V = (R<,>)® (A*V*)) @ (A?VF) @ (APVH)) = (APVH eV — 0.

(Attention : le produit scalaire <,> n’est invariant que sous so(p, q) et la représentation
du centre RIdy n’est pas la méme partout : voir annexe H pour les détails.)

(4.b) Notations.

On considere Papplication Ktc: A2(V*) — K(cso(p, q)) définie par

1
Vr,y,z,t €V, < Kte(w)(x,y)z,t>= 5 X
n

Quw(z,y) < z,t>—w(y,2z) <z,t>—-w(zr) <yt>4wyt) <zz>4w(t,z) <y z>).

On voit facilement que K. qs0(w)(x,y) € cso(V), qu'elle est alterné en z,y et que la condi-
tion de Bianchi (en z,y, z) est vérifiée.

De plus tr(Ktc(w)(z,y)) = w(z,y) et ric((Kte(w)(x,y)) = 0.

On note Tre(p, q) 'image de Kte, qui est donc une composante irréductible de K (cso(V)),
isomorphe a A?(V*).

On remarque alors que R, = R — Ktc(tr(R)) € K(so(p,q)) que ric(R) = ric(Ry).

D’autre part, I'expression s(Rs)R; ne dépend pas du produit scalaire dans la classe conforme.
C’est aussi le cas de ric(R) et donc de z(Rs) que 'on peut écrire z(R). On a finalement :

® Z(p,q) ®W(p,q),

K(eso(p, q)) = Tre(p, q) @ S(p, q)
de dimensions respectives n(n —1)/2, 1 (n—1)(n+2)/2 n(n+1)(n+2)(n —3)/12
s(Rs)

Pour tout R € K(cso(p,q)), si on décompose ric(R) = <,> +z(R), alors

n

R = Kte(tr(R)) + n‘;S—R_S)l) Ri + Kro(2(R)) + W(R)

avec W(R) € W(V,<,>).

On en déduit K (cso(p,q)) = (A*V*) & K(so(p,q)).

Remarques. (1) Cela apporte un éclairage indirect sur K (so(p, q)) que 'on peut écrire

(O*V*) ® W(p,q).
En effet, la suite (S3) pour cso(p, q) donne :

I(cso(p,q)) = (N*V*) ® (OV*) et H*!(cso(p, q)) = W (p, q).
Autrement dit, les deux premiers facteurs irréductibles S(p, q) ® (O3V*) de K (so(p,q)) =
H?'(so(p, q)) proviennent en fait de I(cso(p, q)).

(2) La représentation du centre de cso(V') n’est plus triviale sur Scal(V, <, >)
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(4.c) Cas particuliers des petites dimensions

Dimension 2 : Ce cas est en fait assez différent car cso(p, q) est ici d’ordre infini.
Les isomorphismes classiques de basses dimensions donnent ici :
cso(2) = gl(1,C) = C opérant sur V = C par multiplication; on est donc dans le cas
totalement complexe de dimension 1 et on le reverra plus loin;
cso(1,1) = R @ R s”identifie & un produit (y compris comme algebre linéaire) et on le
reverra aussi plus loin.
Cependant, dans les deux cas K (cso(p, q)) est de dimension 2 et cela correspond encore a
la somme des deux facteurs Tre(p, q) ® S(p,q) du cas de dimension supérieure. Mais cette
décomposition n’est pas unique puisque c¢’est une composante isotypique de multiplicité 2.

Dimension 3 : on sait que W(p, q) est de dimension 0, donc disparait.

Dimension 4 : Pour n = 4, toutes les composantes de la dimension supérieure existent,
avec en plus le fait que W (p, q) devient une représentation complexe ou se décompose et
que le méme phénomene se produit sur Tre(p, q). En effet la représentation de so(p, q)
sur A?(V*) est isomorphe & la représentation adjointe. Et on rappelle encore so(3,1) =
sl(2,C), so(4) = sp(1) ® sp(1), so(2,2) = sl(2,R) & sl(2,R).

Pour Tre(p,q), on a donc

- si la signature est (3,1), Trc(3,1) admet une structure complexe invariante et est alors
une représentation complexe irréductible de dimension (complexe) 3 ;

- si la signature est (4,0) ou (2,2), Tre(p,q)) se décompose en Trey(p,q) ® Tre—(V) ou
les deux composantes ont la méme dimension 3 mais ne sont pas isomorphes.

Pour en revenir a cso(p,q), le centre respecte encore cette nouvelle décomposition (ou
structure complexe) puisqu’il agit sur K (cso(p, q)) par homothéties.

Attention que ce centre est isomorphe a RId.

Donc pour n = 4, K(cso(p, q)) se décompose en 6 composantes irréductibles en signa-
tures (4,0) et (2,2).

(4.d)

On regroupe tout cela dans I’énoncé final

Propriété 95. Décomposition de ’espace des courbures de cso(p, q)

(1) Sin > 5, espace K(cso(p,q)) est de dimension n(n+1)(n*+mn+6)/12 et
admet une unique décomposition en quatre composantes irréductibles

K(so(p,q)) = Trc(p,q) © S(p,q) ® Z(p,q) ® W(p,q)

de dimension respective n(n—1)/2, 1, (n—1)(n+2)/2, n(n+1)(n+2)(n—
3)/12 et

(i) Tre(p, q) est isomorphe a A2(V*),

(ii) S(p,q) est une représentation non triviale de dimension 1, engendrée par
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I’élément covariant Ry,

(iii) Z(p,q) est isomorphe a O3(V*),

(iv) W(p, q) est isomorphe & (D} (V*))o.

(2) Sin = 2, l'espace K(cso(p,q)) = Trc(p,q) & S(p,q)) est de dimension 2, la
représentation est isotypique de multiplicité 2, so(p, q) agit trivialement et RId
agit par homothéties.

(3) Sin =3, l'espace K(cso(p,q)) est de dimension 9 et admet une unique
décomposition en trois composantes irréductibles K(cso(p,q)) = Trc(p,q) &
S(p,q) ® Z(p,q)

avec les propriétés (i), (ii), (iii) ci-dessus;

(4) Si n=4, l'espace K(cso(p,q)) est de dimension 26 et admet une
décomposition

K(eso(p,q)) = S(p,q) ® Z(p,q) W (p,q) ou S(p,q) et Z(p,q) sont irréductibles
avec les propriétés (ii) et (iii) et ou Tre(p, q) et W(p, q) vérifient :

si (p,q) = (3,1), alors W(3,1) est une représentation totalement complexe
irréductible de dimension complexe 5 de l'algebre de Lie linéaire complexe
sl(2,C) = so(3,1),

sinon, W(4,0) et W(2,2) admettent une décomposition en deux compo-
santes irréductibles de dimension 5, chacune étant le produit tensoriel d’une
représentation irréductible de dimension 5 de 'un des deux idéaux simples de
su(2) @ su(2) = so(4) et sl(2,R) & sl(2,R) = so0(2,2) respectivement, par une
représentation triviale de dimension 1 de I'autre facteur.

X.6 Le cas conforme orthogonal cso(m,C) C gl(m,C), m > 2

X.7 Le cas symplectique sp(m,C) C gl(2m,C), m > 2
(5.a)

On considere la représentation canonique de h = sp(m, C) dans V = C?>™, avec m > 2.
On a h®) = Q(IE”(V*). On introduit les analogues complexes des notations utilisées pour
sp(m,R).

(5.b) Notation : Courbure de Ricci dans le cas symplectique complexe

(1) On note ric®(R)(z,y) la forme bilinéaire complexe symétrique qui est la trace
complexe en z de R(y)(x, 2)y et on I'appelle ”courbure de Ricci complexe” de R.
(2) On note K5, : O*(V*) — K2,0)(sp(m, C)) I'application linéaire injective définie
par :
1

Vo e O(QC(V*)7 SL’,y,Z,t S V7 W(KSC,QJ(O-)(Q:?Z/)Z?t) = _m X
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v u(zyy)o(z,t) +w(x, 2) oy, t) —w(y, 2) o(z, t) + w(z,t)o(y, z) —w(y,t)o(x, z)).
(3) On note son image Ricgy(m,C) = K, ,(O(V*)) C Kz,0)(sp(m, C)).
(4) On note W (m,C) le sous espace des éléments R de K )(sp(m,C)) qui sont de
courbure de Ricci complexe nulle.
(5) On définit RS, par la formule R0y = K5, (ric®(R) + RS,

On vérifie alors ric“ (K5, ,(0)) = 0,V o € O&(V*)., et donc RS, € WS (m,C).

ric,w

(5.c) Décomposition de K(sp(m,C))

Propriété 96. Décomposition de ’espace des courbures de (sp(m, C), can, C*™)

L’espace des courbures K (sp(m,C)) admet, comme espace de représentation de
sp(m, C), une unique décomposition en composantes C-irréductibles

K (sp(m, C)) = Ricg,(m,C) ® WS (m,C) & Ks(zl,’l)(m, C)

ot Ricgy(m, C) est isomorphe & OZ(C?™), donc de dimension complexe m(2m +

1),
We(m, C) est de dimension complexe gm(m — 1)(2m + 1)(2m + 3),

Kﬁ;’l)(m, C) est de dimension complexe 3m?(m + 1)(2m + 1).

La dimension complexe de K (sp(m,C)) est donc gm(m+1)(2m + 1)(14m — 3).

(5.d) Remarques

(1) L’ensemble des endomorphismes K"(o)%(x,y) pour tous les 0 € SymZ(V*) et tous
les z,y € V engendre déja sp(m, C).
(2) La dimension complexe de K(s,0)(sp(m,C)), est 3m(m + 1)(4m? — 1).
La dimension complexe de K. 8(119’1) (m, C), est donc 777.
(3) En faisant m = 1 dans les calculs ci-dessus, on retrouve évidemment pour sp(1,C)
les mémes résultats que pour sl(2,C) au paragraphe précédents. On a cependant une
description différente, qui tient compte de la forme alternée (complexe) w sur C? invariante
par sl(2,C) qui donne l'identification de sl(2,C) avec sp(1,C).
(4) On peut faire des variantes comme dans le cas de sp(m, R)

(3) Variantes : comme (O(V*) est isomorphe & sp(m,C), on peut transformer la

courbure de Ricci ric®(R) en un élément ricC(R) € sp(m, C) en posant :
w(ricG(R)(z),y) = ric(R)(z,y), Vz,y € V.
De méme on peut aussi remplacer K€ par une application équivalente

ric,w
—_

K(C

ric,w

: sp(m,R) — K(sp(m,C)) dont la formule peut s’écrire :
—_— 1

VAEe Sp(ma(c)a x,Y,z € ‘/7 K;(“:ic,w(A)<x’y)Z - _2(m+ 1) x

v Qu(zyy) Az +w(z, 2) Ay — w(y, 2) Az + w(Ay, 2) . — w(Az, 2) y)
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X.8 Le cas conforme symplectique csp(2,C) C gl(4,C)
(6.a) Définition de KT

tr,w

Notation : On note Tr{, (2, C) Pimage de (AZ(V*))L par Kf .

C’est un supplémentaire invariant de I¢(csp(2, C)) dans K20 (csp(2, C)).
Donc K (esp(2,C)) est isomorphe a TrS, (2,C) & K (sp(2,C))

csp

(6.b)

On a finalement

Propriété 97. Espace des courbures de csp(2,C) C gl(4,C)

K (csp(2,C)) est isomorphe & Trg, (2,C) & K(sp(2,C)) ot Tre,,(2,C) est iso-

morphe & l'orthogonal (AZV*); de w dans (AZV™).

L’espace des courbures K (¢sp(2,C)) admet, comme espace de représentation de

csp(2, C), une unique décomposition en composantes C-irréductibles
K(csp(2,C)) =T,

csp(

2,C) ® Ric,,(2,C) @ WS (2,C) @ KV(2,C)

ou TrC (2,C) est de dimension complexe 5,
csp

Ricgy(2, C) est isomorphe & (OZ(C*), donc de dimension complexe 10,
WS)(Q, C) est de dimension complexe 35,

Ké;’l)(Q, C) est de dimension complexe 80.
La dimension de K (sp(2,C)) est donc 130.

(6.c) Remarques

(1) On verra que (esp(2,C), can,C*) est bien une algebre d’holonomie, (comme dans
le cas réel),mais comme elle aussi ne vérifie pas la propriété C, on la traitera comme une
"exception”.

(2) Puisque csp(m, C) C gl(2m,C) n’est pas une algébre de Berger pour m > 3, donc
n’est pas une algebre d’holonomie et on ne I’étudie pas en détails ici.

XI Espace des courbures des algebres de Lie linéaires
réelles-complexes classiques

XI.1 Introduction

Pour avoir un panorama complet des algebres de Lie linéaires ” classiques”, il nous reste
a considérer le cas de quelques sous-algebres réelles des algebres totalement complexes qui
sont telles que la représentation complexe reste irréductible, méme sur les réels.
On va considérer ici les cas suivant :
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- les cas unitaire u(p, ¢) et spécial unitaire su(p,q) contenus dans gl(p + ¢, C),

- les cas linéaire quaternionique gl(m, H) et spécial linéaire quaternionique sl(m, H) conte-
nus dans gl(2m, C),

- les cas hyper-unitaires sp(p,q) C gl(2(p + q), C) (appelés aussi H-unitaires)

- le cas hyper-orthogonal so(m, H) (appelé aussi H-orthogonal).

Remarques. (1) Ces algebres de Lie sont tres classiques, néanmoins on redonne leur
définition dans I'annexe??? . En effet, il y a plusieurs fagons de les présenter, et cela
pourrait peut-étre conduire a quelques confusions, d’autant plus qu’on n’a pas toujours
choisi les présentations les plus traditionnelles.

(2) Dans le cas des algebres de Lie définies a I’aide des quaternions, ou aura besoin d’étudier
d’autres exemples reliés, en particulier en rajoutant ’action de quaternions a droite (comme
expliqué dans les annexes?? et 77 ?), mais on renvoie cela & un chapitre ultérieur.

Dans tous les cas ci-dessus, la représentation considérée de l'algebre de Lie réelle h
dans C? (ou H¢ = C??) est une représentation complexe irréductible qui n’est pas
la complexifiée d'une représentation réelle. En particulier, cette représentation est donc
encore irréductible sur les réels. On est ici typiquement dans le cas d’une algebre de Lie
linéaire réelle-complexe (comme on les a appelées dans ce texte).

On rappelle que dans ce cas, la complexifiée totale est donc une représentation complexe
de Palgebre de Lie h® (complexifiée de h), mais ce n’est plus une représentation dans C¢,
c’est une représentation dans la somme directe C% @ C4.

Attention, la représentation ”conjuguée” obtenue n’est pas toujours la méme dans les cas
considérés ci-dessus. C’est toujours une représentation complexe de dimension d de A® mais
suivant les cas elle pourra étre isomorphe

soit a la représentation duale de la premiere représentation,

soit & la premiere représentation elle-méme (auquel cas la représentation totale de h® est
isotypique de multiplicité 2;

il y a enfin des cas ou la premiere représentation et sa duale sont isomorphes (donc la
distinction ci-dessus n’est pas une dichotomie).

On précisera cela au cas par cas.

XI1.2 Calcul de ’espace de courbure

Dans tous les cas considérés au paragraphe 1, I'algebre de Lie linéaire h C gl(d, C)
est en fait strictement réelle, i.e. on a hNJh = 0 et h@® Jh = hC est I'algebre de Lie
complexifiée de h (ot1 J est la structure complexe sur C%).

Autrement dit, h est directement définie comme une forme réelle d’une algebre de Lie
complexe classique, avec la représentation canonique associée.

En utilisant les résultats des chapitres VI et VII, il est donc facile de calculer les espaces
de courbure de ces algebres en utilisant ceux des algebres complexifiées calculées dans le
chapitre VIII.

Dans tous les cas, on a h N Jh =0, donc K€ =0 et K(h) = Kg1)(h).
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Enfin il est plus facile de décrire I'mage de cet espace par I'isomorphisme 7 introduit au
paragraphe 4 du chapitre VII, qui envoie ici K 1y(h) dans un sous-espace ) totalement
réel d’un espace complexe, défini par

WD = (H € [©) @ (h)D  tels que H(z,z) € h, Vo € C?}

Il faut faire attention que la représentation de h® = h + Jh dans C? a ici un premier
prolongement mnon nul sauf pour le cas de so(m,H), et on va détailler les différents cas.
Par contre, la représentation ”complexifiée totale” est une représentation de h® dans une
somme directe de deux facteurs de méme dimension (dont le premier est la représentation
irréductible précédente) et son premier prolongement est au contraire nul. En particulier,
pour I'algebre de Lie linéaire h C gl(d,C), on a toujours h*) = 0.

2. Le cas unitaire u(p, q) C gl(p + q,C).

3. Le cas spécial-unitaire su(p,q) C gl(p + q,C).

4. Le cas quaternionique gl(m,H) C gl(2m,C), m > 2.

5. Le cas spécial quaternionique sl(m,H) C gl(2m,C), m > 2.

6. Le cas hyper-unitaire sp(p,q) C gl(2(p + q),C).

Les variétés de dimension 2m dont I'holonomie est contenue dans sp(m) sont désormais
appelées "hyper-khéler” (ou ”Calabi-Yau”, en particulier dans le cas compact) et elles sont
tres étudiées en liaison avec la physique théorique et la géométrie algébrique complexe.

Il parait donc naturel d’appeler ” pseudo-hyper-khéaler” celles dont I’holonomie est contenue
dans sp(p, q) C gl(2(p + q),C) (pour p > ¢ > 1).

En accord avec cette terminologie, il parait naturel d’appeler "hyper-unitaire” 1’algebre de
Lie sp(p, q), qui est une sous-algebre de Lie de 'algebre de Lie spéciale-unitaire su(2p, 2q).

L’algebre de Lie sp(p, q) est une forme réelle de I’algebre de Lie sp(p+ ¢, C). On a donc
KC(sp(p,q)) = 0et K(sp(p,q)) = K™ (sp(p,q)) se décrit plus facilement via I’isomorphisme
avec la courbure holomorphe :

7. Le cas hyper-orthogonal so(m,H) C gl(2m,C).
La complexifiée de 'algebre de Lie so(m,H) est so(2m, C) qui vérifie so(2m, C)M) = 0, et
so(m, H) C gl(2m, C) est une sous-algebre strictement réelle, donc ici on a K(so(m,H)) =
0 = K#(so(m,H)) donc K (so(m,H)) = 0 et on obtient pour tout m

so(m,H) C gl(2m, C) n’est pas une algébre d’holonomie..

Remarque. Ce résultat a été signalé par??? peu apres la publication de la these de
Berger (celui-ci avait initialement laissé ce cas parmi les holonomies ”possibles”).
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XII Espace des courbures des algebres de Lie linéaires
totalement complexes irréductibles d’ordre 2

A faire



Chapitre 5

Familles et produits

XIII Familles de connexions linéaires

Dans ce chapitre, on commence ’étude des représentations d’holonomie qui sont des
produits directs de deux représentations. Cela apparait naturellement quand on fait un
produit direct de deux connexions linéaires, mais c’est en fait plus général.

On commence par introduire les familles de connexions en commencant par une situation
élémentaire. Comme on veut étre tres précis, on introduira des notations tres détaillées,
méme si elles peuvent parfois paraitre redondantes, voir superflues. Dans les chapitres
suivant, on étudiera plusieurs notions de produit pour les connexions sur un produit de
variétés.

Ensuite, on commencera a étudier les représentations holonomies en somme directe, ce qui
conduit a une décomposition locale en produit et on aura alors une réciproque partielle
aux résultats obtenus sur les produits.

XIII.1 Notations pour le produit de deux variétés

On introduit une notation spécifique pour cette situation, en donnant tous les détails
meéme si la plupart sont ”triviaux”, afin de bien distinguer les différentes constructions pour
les connexions. Plutdt que de numéroter les facteurs (et trainer 1 ou 2 en indice partout),
on va plutot se servir d'une notation ”visuelle” inspirée des "figures” classiques utilisées des
'enseignement élémentaire pour décrire R? en coordonnées, avec un axe horizontal (pour
les abscisses) et un axe horizontal (pour les ordonnées). Pour ce qui concerne le premier
facteur, on utilisera un ”"Cech” (*) pour ce qui se projette "en bas”. Pour le deuxieme
facteur, on utilisera un ”chapeau” (). On réutilisera ce type de notations plus tard pour
les fibrés, ou la base sera considérée "en bas” et les fibres ”en haut”.

(1) Soient M et M deux variétés (O™ réelles) connexes, de dimension respective 7 et
7. On note 6 un point base (ou ”origine”) de M et 6 un point base de M.
On peut alors considérer la variété produit M = M x M, de dimension n = i + 7.
On la munit du point base o = (0, 0).

133
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(2) La variété M admet naturellement deux projections Canomques
: M — M définie par 7(z,u) =z, (Vx e M, ue M) et
: M — M définie par #t(x,u) = u.

>]> :}<

(3) Inversement, pour tout (z,u) € M = M x M , on a deux plongements canoniques,
I'un "horizontal” i : M — M, défini par i*(y) = (y,u), Vy € M,
Pautre ”vertical” i* M —s M défini par i*(v) = (z,v)) Vv € M.

(4) Bien str, ces plongements sont fermés
et i* est un difféomorphisme de M sur la sous-variété fermée M x {u} de M (notée aussi
M" pour faire plus court), dont Iapplication réciproque est la restriction de 7 a M x {y};
de meme, ¢ est un difféomorphisme de M sur la sous-variété fermée {z} x M de M (notée
aussi M ), dont 'application réciproque est la restriction de 7 a {z} x M.

Fibrés vectoriels et feuilletages horizontal et vertical

(5) Pour tout (z,u) € M = M x M, on note H(zu) le sous-espace vectoriel de I'es-
pace tangent T(%UV)M qui est tangent & la sous-variété M. Il peut aussi se caractériser par
H(x,u) = Tzzu(T:cM) = ker(T(x,u)ﬁ-)'

Ce champ de sous-espaces est noté H et est appelé champ horizontal.

C’est un sous-fibré vectoriel de T'M et par définition méme, ce champ est intégrable, donc
il définit un feuilletage (encore noté H) dont la feuille en (z,u) est M*.

On remarque que le fibré vectoriel H s’identifie canoniquement a I'image réciproque 7* (TM )
du fibré tangent de M par la projection 7.

(6) Pour tout (x,u) € M = M x M, on note V(z,u) le sous-espace vectoriel de I'espace
tangent T{,. M qui est tangent a la sous-variété M= et peut aussi se caractériser par
Vo) = Tui®* (T, M) = ker(Tp.u)%).

Ce champ de sous-espaces est noté V et est appelé champ vertical.

C’est un sous-fibré vectoriel de T'M et par définition méme, ce champ est intégrable, donc
il définit un feuilletage (encore noté V) dont la feuille en (z, u) est M*.

On remarque que ce fibré V s’identifie canoniquement a l'image réciproque fr*(T]\Zf ) du
fibré tangent de M par la projection 7.

Définition des champs basiques

Afin de manipuler plus facilement les sous-fibrés H et V., on introduit des champs de
vecteurs particuliers sur le produit M.

(7) On dira qu'un champ de vecteur X sur M est horizontalsi X(,.) € Hu) V (2, u) €
M7
et on dira qu'il est horizontal basique §’il existe un champ de vecteurs X sur M tel
que :
V(z,u) € M, Xiguy) = Tol(X,). )
On a alors T(g )7 (X(zu)) = Xz (qui ne dépend pas de u) et on dit classiquement que X
et X sont associés. Cela définit une bijection entre les champs de vecteurs sur M et les
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champs horizontaux basiques sur M.

(8) On dira qu'un champ de vecteur U sur M est vertical si Uiy € Vg V (2, u) € M,
et on dira qu’il est vertical basique s’il existe un champ de vecteur U sur M tel que :

A

v (x,u) €M, Yr(a:,u) - Tuzx(Uu)
On a alors Ty T (Ugu)) = U, (qui ne dépend pas de z) et on dit que U et U sont associés.
Cela définit une bijection entre les champs de vecteurs sur M et les champs verticaux
basiques sur M.

Propriétés des champs basiques

Les propriétés des feuilletages H et V se traduisent sur les champs ci-dessus par les
énoncés qui suivent.

(9) Si X et Y sont horizontaux, alors [X, Y] est horizontal
(et se calcule feuille par feuille, c’est I'intégrabilité de H).
Si U et V sont verticaux, alors [U, V] est vertical
(et se calcule feuille par feuille, c’est I'intégrabilité de V.

(10) Si X et Y sont horizontaux basiques, associés a X et Y respectivement, alors
[X, Y] est horizontal basique et associé a [X,Y].
Si U et V sont verticaux basiques, associés a UetV respectivement, alors [U, V] est
vertical basique et associé a [U, V].
Si X est horizontal basique et U vertical basique, alors [U, V] = 0.

(11) En particulier, si on a des X; (i = 1,...,7) (vesp. des U, (j = 1,..., 7)) qui sont les
champs de coordonnées d’une carte autour de x € M (resp. d’une carte autour de u € M,
alors les champs horizontaux basiques X; (resp. les champs verticaux basiques U;) associés

aux X; (resp. aux U;) sont les champs de coordonnées d'une carte (produit) autour de
(z,u) dans la variété produit M.

XIII.2 Familles de connexions

Remarques préliminaires. Comme le mot ”famille” peut avoir un sens (mathématique)
assez variable suivant les situations, on précise dans ce paragraphe la notion que 'on va
utiliser ici (sachant qu’on aura besoin de notions plus générales pus tard, en particulier
dans le cas des fibrés).

On rappelle que sur une variété donnée, la différence de deux connexions linéaires est un
tenseur de type (2, 1) et que ce tenseur est symétrique si et seulement si les deux connexions
ont la méme torsion.

En particulier, ’espace des connexions linéaires sans torsion sur une variété donnée est un
espace affine dirigé par I'espace des sections du fibré des tenseurs (2, 1) symétriques.
Usuellement, une famille de connexions est donnée par une application d’un espace de pa-
rametres (en général une variété) dans cet espace affine et on rajoute des conditions C'*



136 CHAPITRE 5. FAMILLES ET PRODUITS

(ou autres) dans des cartes. Ici, on veut étudier spécifiquement les variétés produits, et on
va donc considérer la notion de famille d’un point de vue un peu différent.

Convention : ) Dans ce chapitre, on ne considere qu'un cas particulier de la notion de
famille, qu’on devrait appeler familles paramétrées de connexions linéaires sans
)
torsion, mais qu’on appellera ici simplement ”famille de connexions” pour alléger le
texte.

Définition 98. Famille de connexions

Soient M et M deux variétés connexes de dimension respectives n et n.

On appellera famille paramétrée de connexions linéaires sans torsion (abrégé
en famille de connex10ns) sur M, paramétrées par M, la donnée, sur le
produit M = M x M, d’'une connexion linéaire V sur le fibré vertical V telle que
VxU =0 pour tout vecteur horizontal X et tout champ de vecteurs vertical
basique U.

On a déja dit que la restriction du fibré vertical V s’identifie, sur chacune des feuilles
verticales M® = {x} x M, au fibré tangent & cette feuille (pour tout 2 € M) ; en utilisant le
difféomorphisme i* de M avec M* , on peut donc transporter la connexion Ve (restriction
de V & cette feuille) en une connexion linéaire sur M (encore notée V? par abus de langage)
qui dépend (de fagon C'°) du point . On retrouve ainsi la notion usuelle ou M est
I'espace des parametres de la famille de connexions V® sur M. Et inversement, a partir
de la définition usuelle on peut facilement construire le fibré vectoriel vertical V' et une
connexion sur celui-ci avec la condition imposée dans la définition ci-dessus.

Définition et convention. )On dira que la famille est sans torsion si les connexions
V7« sont sans torsion pour tout x € M.
Dans la suite du texte (et sauf mention explicite du contraire) on ne considére que des
familles sans torsion.

Remarque. Attention, une famille de connexions n’est pas seulement une ” collection”
de connexions sur la variété M. La différentiabilité sur le produit est importante ;
dans la suite, on aura explicitement besoin de la dérivée de la famille de connexions dans
la direction du parametre.

XIII.3 Tenseurs associés a une famille de connexions

Les connexions V¥ sur M peuvent se décrire a partir de 'une d’entre elles par le
tenseur de leur différence. Si on choisit un point base 6 sur M, on peut écrire

Ve =Vo 4T

ou chaque C* est un tenseur (2, 1) symétrique sur M.
On rassemble ces tenseurs C* sur le produit M x M grace aux difféomorphismes i*. On
obtient ainsi un tenseur C' sur le fibré vertical ¥ au dessus du produit.
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Définition 99. Tenseur déformation d’une famille de connexions

Soit V une famille de connexions sur M, paramétrées par M, et 6 un point base
sur M.

On appelle "tenseur” de cette famille 'homomorphisme bilinéaire C* de fibrés
vectoriels C': V x V — V tel que, si U et V sont deux vecteurs verticaux au
point (z,u) du produit,

alors CyyV est le vecteur vertical au point (x,u) donné par la formule

CyV =1T,1%( %(z,u)ﬁ(U))(T(%u)fr(V))),

Remarques. (1) On a bien sir C° = 0 par hypothese.

(2) Si on prend pour U et V des champs verticaux basiques, alors Cyy V' est un champ de
vecteurs verticaux, mais il n’est pas nécessairement basique.
(3) Si on change de point base sur M, le nouveau tenseur C' s’obtient en rajoutant & I’ancien
un tenseur qui ne dépend plus du parametre x.

Notation : ) Si X est un vecteur horizontal sur M, on note DxV la dérivée du tenseur
C dans la direction de X.

Vu la remarque (3) ci-dessus, cette dérivée du tenseur C' dans la direction du parametre
ne dépend plus du point base choisi sur M. On peut la décrire directement en utilisant des
champs basiques, sans passer par C, et (encore plus précisément) on va voir que c’est une
courbure.

_[ Lemme 100. |

Soit X est un champ horizontal basique et U, V' deux champs verticaux basiques.
Alors la dérivée de Lie (LxV)yV = [X, Vy V] en un point (z,u) ne dépend que
des valeurs de X, U,V en ce point. On note (DxV)yV le vecteur vertical obtenu
ainsi, et on 'appelle le tenseur dérivé de la famille dans la direction du
parametre.

Remarque. Inversement, puisque C° = 0, on peut reconstituer le tenseur C' & partir
de son tenseur dérivé dans la direction du parametre (si M est connexe).

Propriété 101. Courbures de la famille de connexions \Y,

La courbure R de la connexion V pour le fibré V sur le produit M x M est
donnée par les formules suivantes en tout point (x,u) :
si X et Y sont des vecteurs horizontaux et U, V, W des vecteurs verticaux, alors

RX,Y)U =0, R(X,U)V =—(DxV)yV, RUV)W =R*U,V)W

ol R® est la courbure de la connexion V* sur M?,
et DV la dérivée de la famille définie ci-dessus.
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Remarques. (1) Cette courbure est donc donnée par deux ingrédients :
(a) la ”collection” des tenseurs de courbure R* sur les feuilles verticales |
(b) le tenseur dérivée de la famille.
(2) On rappelle que (modulo le difféomorphisme +*) le tenseur de courbure R* se calcule
classiquement (sur M ) & partir de Re et C* par la formule suivante :

R*(U,V) = R(U, V) — (VC%)y + (VS.C%)y — [C2, CE].

XII1.4 Holonomies d’une famille de connexions

On va maintenant introduire la notion d’holonomie pour une telle famille, mais il faut
étre tres précis parce qu’il n’y a pas qu’un seul choix "naturel” pour une telle notion.
Si on considére une famille de connexions comme une ”collections” de connexions sur M ,
on peut déja s’intéresser a la collection des holonomies associées (en restant sur la variété
M).

Comme précédemment, on choisit un point base o = (6,0) € M et une base de T, M ,
ce qui donne une identification fixée de cet espace avec R™.
Pour tout z € M, Papplication tangente en 6 au difféomorphisme i* donne un isomorphisme
de T M avec V(2,6), donc aussi une identification de ce dernier espace avec R™ si nécessaire.

Notations et définitions
(1) On note h* C gl(n, R) algébre d’holonomie de la connexion V* sur M au point o.
Attention, cette algebre linéaire (ou cette algebre) dépend de x en général.
De plus, cette dépendance n’a aucune raison d’étre continue, puisque 1’holonomie un objet
global sur M. En particulier, méme la dimension de l'algebre he peut varier suivant x,
mais de fagon semi-continue supérieurement.
(2) On dira que la famille de connexions est constante si V® ne dépend pas de x, autre-
ment dit si C* est identiquement nul.
(3) On dira que la famille est d’holonomie constante si 'algebre d’holonomie h* ne
dépend pas de la variable .
On verra dans les chapitres suivant de nombreux exemples olt h* est toujours nulle, mais
ou la famille n’est pas constante.
(4) On dira que la famille est de type d’holonomie constant si h* est conjuguée
a h° (dans gl(n,R)) pour tout # € M. On verra aussi dans les chapitres suivant des
exemples avec un type d’holonomie constant mais une holonomie non constante. (5) Plus
généralement, on dira que I’holonomie de la famille est controlée par 'algebre linéaire
{Cgl(a,R) si h* C (Ve M.
Et on peut appeler enveloppe minimale (des holonomies fﬂ) la plus petite sous-algebre de
Lie de gl(n,R) qui les controle toutes.
Cette enveloppe minimale contient en particulier le transporté parallele (pour @I) de I'en-
domorphisme R(U, V) = (R)*(U, V) de V., pour tout point (z,u) € M x M, tout chemin
de (x,0 & (x,u)y dans M? et tous les vecteurs U,V € V,.,.

Holonomie globale de la famille de connexions



XIII. FAMILLES DE CONNEXIONS LINEAIRES 139

En accord avec le point de vue qui a été adopté ici, il est plus naturel de considérer
I’holonomie de la connexion V sur le fibré vertical ¥V au dessus du produit, en se placant
toujours au point base o = (6,0) € M et en identifiant V; 5 avec R par une base.

Définition 102. Algebre d’holonomie globale d’une famille de connexions

Dans la situation ci-dessus, on appelle algebre d’holonomie globale de la
famille de connexions V et on note h C gl(7, R), 'holonomie de la connexion V
sur le fibré vertical) au dessus du produit M = M x M.

Attention, pour I'instant cette holonomie n’est pas vue comme ’holonomie d’un connexion
sur M (voir paragraphe 6 ci-dessous).

On voit facilement que h contient toutes les holonomies 4? (et donc aussi leur enveloppe
minimale), mais elle contient aussi les transportés paralleles de tous les endomorphismes
R(X,U), pour X horizontal etU vertical (pour les chemins allant de o au point considéré
dans le produit).

XIII.5 Propriété C relative

On a remarqué que, si toutes les connexions de la famille sont sans torsion, alors le
tenseur C' est symétrique. Cette propriété de symétrie se propage a ses dérivées, et donc
aussi aux endomorphismes R(X,U). On le rassemble dans un énoncé.

J Propriété 103. Propriété de symétrie ]

Les tenseurs associés a une famille de connexions sans torsion ont une propriété
commune de symétrie, plus précisément :

si U, V,W sont des vecteurs verticaux et X wun vecteur horizontal en un point
de M alors

CyV, R(X,U)V =—(DxV)yV, (V5C")V

sont tous symétriques en U, V.

Définition 104. Propriété C relative

Soit h C gl(n,R) une algebre de Lie linéaire et hy une sous-algebre de Lie de h.
On dira que h C gl(n,R) vérifie la propriété C relative a h si

(1) ho C gl(n,R) est une algebre d’holonomie et

(2) h = hog + C(h).

On peut alors énoncer le résultat principal sur I’holonomie (globale) d’une famille.
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Théoréme 105. |

SihcC gl(n,R) est I'algebre d’holonomie globale d’une famille non constante
de connexions linéaires, alors (1) le premier prolongement h(Y est non nul,
(2) h C gl(n,R) vérifie la propriété C relative a h°.

Remarque. (1) Si h C gl(7,R) est Palgébre d’holonomie globale d’une famille de
connexions linéaires et si h(1) = 0, cela implique que la famille est constante puisque le
tenseur C' est alors identiquement nul.

Dans ce cas, h C gl(n,R) est 'holonomie de la connexion V?: et la condition C relative
(par rapport a ho) est trivialement vérifiée avec h ho.

(2) Attention, on peut parfaitement avoir (ho) = 0 et une famille non constante. Cela
implique seulement que h est plus gros que ho (et vérifie lui-méme A # 0.

Par exemple, si on a une variété riemannienne M, son holonomie vérifie toujours (h ) =0,
mais on peut la ”déformer” en restant dans sa classe conforme puisque cso(n)*) £ 0.

XIII.6 Propriété relative et algebres d’holonomie

Dans le cas particulier ou M est de dimension 1, on sait que 'algebre de Lie de toute
connexion linéaire sans torsion sur M est sl(1,R) = {0} ¢ R = g¢l(1,R) et bien sir
{0}(1) —

Par contre gl(1,R)M) = R et gl(1,R) vérifie la condition C.

Donc en dimension 1, I’holonomie globale vaut {0} si la famille est constante et vaut
R = ¢gi(1,R) sinon.

On se servira de cette particularité dans le chapitre suivant pour construire des holonomies
en somme directe de deux facteurs (ou plus) dont au moins un est de dimension 1, avec
une représentation non triviale sur ce facteur.

Conjecture provisoire : L’auteur est a peu prés convaincu
qu’une algebre d’holonomie globale d’une famille est en fait
une algebre d’holonomie si la dimension de M est > 2.
Mais comme il n’a pas (encore) vérifié (3 fois) tous les détails de la
démonstration, il préfere se montrer prudent.Ceci dit, [’énoncé de-
vrait en principe devenir un théoreme au lieu d’une conjecture.

XIII.7 Un exemple exceptionnel

Dans le cas particulier des représentations d’holonomie irréductibles, celles qui vérifient
h() £ ( vérifient en général aussi la condition C, sauf dans le cas conformément symplec-
tique csp(m, K) C gl(2m,K) avec m > 2, que ce soit pour K = R ou pour K = C.

On a signalé cependant que, si m > 3, alors csp(m, K) C gl(2m, K) n’est pas non plus une
algebre d’holonomie puisque ce n’est pas une algebre de Berger.
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Par contre csp(1,K) = ¢l(2,K) est évidemment une algebre d’holonomie.
Le cas le plus particulier est celui de ¢sp(2,K) C gl(4,K) qui ne vérifie pas non plus la
propriété C, mais qui est cependant une algebre d’holonomie. C’est un cas exceptionnel de
basse dimension, qui est aussi un excellent exemple pour la propriété C relative.

J Propriété 106. |

Si on note a® la sous-algebre de Cartan de csp(2, R) formée des matrices diago-
nales (i.e. csp(2, R)Ndiag(4,R)), et si on note alors a® la sous-algebre de Cartan
de csp(2, C) formée des matrices diagonales, alors
csp(2,R) C gl(4,R) vérifie la condition C relative a a®,
csp(2,C) C gl(4,C) vérifie la condition C relative a a®.
En particulier, ce sont des algebres d’holonomie.

Démonstration. On a déja vu que esp(2, K)M) = sp(2,K) et d’autre part
csp(2, K)Y = K @ sp(2,K) = aX + sp(2,K) = a¥ + esp(2, K)V.
Il ne reste plus qu’a vérifier que a® C gl(4,KK) est une algebre d’holonomie.
Ici a® C diag(4,KK) est un hyperplan vectoriel de K* (au sens complexe si K = C).
On verra dans les chapitres suivants que tout hyperplan vectoriel de diag(n,K) = K" est
en fait une algebre d’holonomie (pour toute dimension n, dans le cas réel comme dans le
cas complexe). Mais on peut aussi le vérifier facilement (directement) en exercice pour la
dimension 4.

Remarque. En dimension supérieure, une sous-algebre de Cartan de csp(m,K) est
de dimension m + 1 donc ce n’est plus un hyperplan vectoriel de K*™ = diag(2m,K) si
m > 3.

Dans ces cas la, ce n’est plus une algebre d’holonomie, d’ou la particularité du cas m = 2
(qui renvoie en fait aux particularités de K lui-méme, surtout pour le cas K = R).

XIV Produits et connexions

Dans ce chapitre, on introduit plusieurs notions de produits de connexions sur une
variété produit, qui donnent en général des représentations d’holonomies qui sont des pro-
duits directs de représentations.

On l'illustrera par ’exemple particulier ou 'un des facteurs du produit est de dimension 1
et I'autre de dimension > 2.

Toutefois la plus générale de ces constructions permet dans certains cas de construire aussi
des connexions dont la représentation d’holonomie est une somme directe de représentations
mais n’est pas un produit direct.

On commencera par l'illustrer avec le cas ou les deux facteurs sont de dimension 1.

On détaillera ensuite les conditions qui font que ces holonomies sont ou non des sommes
directes.

Enfin on indiquera sommairement le passage de deux facteurs a un nombre quelconque.
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XIV.1 Produit direct de deux connexions linéaires

On reprend les mémes notations qu’au chapitre précédent pour le produit de deux
variétés. Etant données deux variétés munies chacune d’une connexion linéaire, il y a une
notion naturelle de produit direct des connexions sur le produit des variétés.

Définition 107. Produit direct de deux connexions linéaires

Soient M et M deux variétés, munie chacune d’une connexion linéaire, notées
respectivement Vet V.

On appelle produit direct de V et \Y I'unique connexion linéaire V sur la
variété produit M = M x M qui est définie sur les champs basiques par les
propriétés suivantes :

(1) si X et Y sont des champs de vecteurs horizontaux basiques associés a X et
Y?

alors VY est le champ de vecteurs horizontal basique associé & V XY,

(2) si U et V sont des champs de vecteurs verticaux basiques associés a U et V,
alors ViV est le champ de vecteur vertical basique associé a @U‘A/,

(3) et avec les hypotheses ci-dessus pour X et U, on a VxU = VyX = [X, U] =
0.

Propriétés. (1) La connexion linéaire V est sans torsion si et seulement si les deux
connexions V et V sont sans torsion, ce qu’on supposera désormais.
(2) Les feuilles des feuilletages H et V sont totalement géodésiques pour V.
(3) La connexion V peut se restreindre en des connexions linéaires sur chacune des feuilles
horizontales (resp. verticales) et les connexions obtenues sont isomorphes a V (resp. @)

via les difféomorphismes i (resp ).

Apres tous ces préliminaires, on peut trouver facilement ’holonomie d’un produit direct.

Propriété 108. Holonomie d’un produit direct ]

La représentation d’holonomie d’un produit direct de connexions linéaires est le
produit direct des représentations d’holonomie des deux facteurs.

Plus précisément (avec les notations précédentes) si h C gl(TyM) (resp. h C gl(T,M))
est Palgébre d’holonomie de (M, V) en 6 (resp. de (M, V) en 6), alors 'algébre d’holonomie
h du produit M = M x M en o = = (0,0) pour la connexion produit direct V définie ci-
dessus, s’identifie canoniquement a I'algebre de Lie produit (direct) ha h( h lAz) agissant
sur T,M = TsM & TyM (ot h agit sur T;M et h agit sur T;M).

On en déduit immédiatement
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Corollaire 109. Produit direct d’holonomies |

Soient h C gl(i2,R) et b C gl(n,R) sont deux représentations d’holonomies,
alors le produit direct des deux représentations, i.e. h = h @& h C gl(n,R)
(avec n = + n) est aussi une représentation d’holonomie.

Remarques. (1) On a bien str les mémes énoncés pour les groupes d’holonomie.
(2) Si les deux holonomies données sont complexes (resp. totalement complexes), le produit
direct est complexe (resp. totalement complexe).

Attention a la réciproque
Si la représentation d’holonomie d’une variété se décompose comme la somme directe de
deux représentations, cela ne veut pas nécessairement dire que la variété est un
produit, avec une connexion produit. Il y a de nombreux contre-exemples.
D’une part, la variété n’est pas nécessairement un produit, méme si il y a toujours une
décomposition ”locale” comme on va le préciser au chapitre suivant.
D’autre part, méme localement, la connexion elle-méme n’est pas forcément le produit
direct de connexions sur les facteurs, méme dans le cas ou la représentation d’holonomie
elle-méme se décompose bien en produit direct.
Par contre, sous certaines hypotheses globales on peut arriver a montrer qu’on est bien
dans une situation de produit : c’est le cas par exemple du célebre théoreme de G. de Rham
en géométrie riemannienne.

XIV.2 Produit semi-direct d’une connexions linéaire et d’une
famille

On considére la variété produit M x M et une famille de connexions linéaires (sans
torsion) sur M paramétrée par M comme au chapitre précédent
Si on se donne en plus une connexion linéaire (sans torsion) V sur la variété des parametres
M, il est alors facile de ” compléter” la connexion V définie sur le fibré vertical V (au dessus
du produit) en rajoutant la connexion linéaire sur le fibré horizontal H qui est I'image
réciproque de V par la projection sur M.
On va formaliser cela un peu plus précisément :

Définition 110. Connexion produit semi-direct

Avec les données ci-dessus, on appelle connexion produit semi-direct de la
connexion V et de la famille de connexions V l'unique connexion linéaire
V sur la variété produit M = M x M définie par les propriétés suivantes en tout
point (z,u) € M x M :

si X et Y sont des champs de vecteurs horizontaux basiques associés & X et Y
et

si U et V sont des champs de vecteurs verticaux basiques associés a U et V,
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alors

VxY est horizontal basique associé a VY
VxU=VyX =[X,U] =0,

VoV est vertical et vaut exactement @xUV.

Remarques. (1) On rappelle qu'une connexion sur un produit est parfaitement définie
par ses valeurs sur les champs basiques horizontaux et verticaux.
(2) On voit que V est sans torsion si et seulement si V et la famille V sont sans torsion,
et on le suppose implicitement dans toute la suite.
(3) On rappelle que @”&V n’est pas nécessairement basique (contrairement a VxY), il
dépend a priori de x € M.

Avec les calculs du chapitre précédent, il est facile de calculer la courbure d’une telle
connexion.

_[ Propriété 111. Courbure d’une connexion produit semi-direct |

La courbure R de la connexion produit semi-direct V sur le produit M x M
(définie ci-dessus) est donnée par les formules suivantes en tout point (z,y) :

si X,Y, Z sont des vecteurs horizontaux basiques, associés & X,Y, Z respective-
ment

et U, V,W des vecteurs verticaux, alors

R(X,Y)Z est basique associé & R(X,Y)Z,

RX,Y)U =0, R(X,U)Y =0, RUV)X =0,

R(X, U)W = —(DxV)yV, RUV)W = RI(U, VW,

ot R est la courbure de la connexion V sur M,

R” est la courbure de la connexion V* sur {2} x M,

et DyV est la dérivée horizontale de cette courbure.

On en déduit ’holonomie de la connexion produit semi-direct :

_[ Propriété 112. Holonomie d’une connexion produit semi-direct ]

Dans la situation ci-dessus, avec les mémes notations,

si b C gl(n,R) est Ialgébre d’holonomie de V en 6,

si h est I'algébre d’holonomie global de la famille V en o = (9, 0),

Alors lalgebre d’holonomie h de la connexion produit semi-direct V s’identifie
canoniquement a 1’algebre produit direct hxh = h®h C gl n R) avec n = n+n)
définie par le produit direct des représentations de h et h dans R™ et R”
respectivement.

Remarque. Si V est constante, on retrouve simplement un produit direct.
Si V n’est pas constante, on rappelle que nécessairement h(M) # 0.
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XIV.3 Exemple : produit par R

On sait qu’en dimension 1, 'algebre de Lie R = gl(1,R) n’est pas une algebre d’holo-
nomie.
On a vu cependant que R(Y = R donc R vérifie la condition C et est en fait 1’algebre
d’holonomie globale de toute famille non constante sur R.
Pour un produit, il va en résulter que R = gi(1,R) joue le méme role qu'une algebre d’ho-
lonomie ordinaire. On va décrire en détails les familles sur R, dont on se servira encore
plus précisément plus loin.

Familles de connexions sur R
On note u le parameétre sur R et U= a% le champ de vecteur associé a ce paramétrage.
Toute famille de connexions linéaires sur R paramétrée par M peut s’écrire ainsi :
il existe une fonction C* (quelconque) ¢ sur M x R telle que, au point (x,u) on ait :

ﬁUU = ¢<$,U) U,

ou U est le champ de vecteurs verticaux basique associé a U.

Si X est un champ de vecteurs horizontal M x R, alors R(X,U) = —(Dx¢(z,u)) U =
—(ng(as,u)) Uv .
ou X.¢(x,u) est simplement la dérivée de la fonction ¢(x,u) sur M pour u fixé.
On en déduit que, si la fonction ¢ n’est pas constante dans le parameétre x € M,
alors I'algebre d’holonomie globale de la famille V est R.
On reformule la proposition du paragraphe précédent pour ce cas particulier :

_[ Propriété 113. Holonomie d’un produit semi-direct par R ]

Soit M une variété connexe, munie d’une connexion linéaire sans torsion V dont
I’algebre d’holonomie est h C gl(7, R).

On considére la variété produit M x R et on la munit de la connexion V pro-
duit semi-direct de la connexion fixe V et d’une famille de connexions V non
constante sur R.

Alors 'algebre d’holonomie de V est le produit direct

h=(h@R)C (gl(7,R) @ gl(1,R)) C gl(n + 1,R).

Et on a immédiatement

Corollaire 114. |

Si h C gl(n,R) est une algebre d’holonomie, alors son produit direct par R =
gl(1,R) est aussi une algebre d’holonomie (en dimension n + 1 bien sur).

Remarques. (1) On peut itérer le processus et remplacer R par R™ = diag(m,R) a
condition de passer en dimension n + m.
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(2) On rappelle encore une fois que R = gl(1,R) n’est pas une algebre d’holonomie, donc
on ne peut pas démarrer le processus précédent par celle-ci. On va donc faire appel a un
"double” produit semi-direct, qu’on va appeler produit croisé.

XIV.4 Produit croisé de familles de connexions linéaires

On reprend encore une fois les notations du chapitre précédent pour le produit M =
M x M de deux variétés, leur dimension n = i + 7 et les points bases choisis 0 = (0,0).
On considere maintenant deux familles (croisées) de connexions linéaires :
une famille V sur M paramétrée par M (comme précédemment) et
une famille V sur M, paramétrée par M (i.e. on a échangé ici le role des deux facteurs du
produit).

Définition 115. Produit croisé de connexions linéaires

Avec les notations ci-dessus, on appelle produit croisé des deux familles de
connexions V et V I'unique connexion linéaire V sur la variété produit M =
M x M définie par les propriétés suivantes en tout point (z,u) € M x M :

si U et V sont des champs de vecteurs verticaux basiques associés a UetV et
si X et Y sont des champs de vecteurs horizontaux basiques associés & X et Y,
alors

VuV est vertical et vaut exactement VV,

VxU=VyX =[X,U] =0,

VxY est horizontal et vaut exactement V%Y

Remarques. (1) On rappelle qu'une connexion sur un produit est parfaitement définie
par ses valeurs sur les champs basiques horizontaux et verticaux.
(2) Comme d’habitude, V est sans torsion si et seulement si les deux familles V et V sont
sans torsion et on le suppose implicitement dans la suite.
(3) Maintenant, ni @mUV ni V%Y ne sont nécessairement basiques.
(4) Attention & ne pas aller trop vite : 'algebre d’holonomie de V n’est pas toujours un
produit direct, méme si elle 'est ”"souvent”. Il faut donc faire les calculs tres précisément.

Propriété 116. Courbure d’un produit croisé de connexions linéaires ]_

Dans la situation de la définition ci-dessus, la courbure R de la connexion produit
croisé V est donnée par les formules suivantes en tout point (z,u) € M x M :
si X,Y, Z sont des vecteurs horizontaux et U, V, W sont des vecteurs verticaux,
alors

R(X,Y)Z = RYX,Y)Z, R(X,Y)W =0,
R(X,V)Z = (V.O)xZ, R(X, V)W = —(X.C)yW,
R(UV)Z =0, R(U,V)W = R*U,V)W.
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On voit clairement sur ces formules que, comme dans le cas d'un produit semi-direct
I'endomorphisme R(X,Y) est nul sur V et sa restriction & H appartient & hyg,
’endomorphisme R(U, V') est nul sur H et sa restriction a V appartient a ﬁo,
la restriction de R(X,V) & H est un élément de Ay,
la restriction de R(X, V) & V est un élément de hy,
enfin R(X,V)Z = R(Z,V)X et R(X, V)W = R(X,W)V.

Comme 1'algebre d’holonomie h de V est engendrée par tous ces endomorphismes, on
en déduit immédiatement que h est toujours contenue dans le produit direct h & h, et
contient entre autres tous les produits A" @ h.

Mais par contre R(X, V') opére a la fois sur V et H.
Il en résulte que h n’est pas toujours égale au produit direct h & iz, meme si sa
représentation d’holonomie est toujours en somme directe, a travers la décomposition de
ce produit.
On va d’abord illustrer cela par I'exemple le plus simple, celui de R x R, avant de regarder
plus précisément la nature de cette holonomie.

XIV.5 Exemple : le produit R x R.

Sur la variété produit R? = RxR, on note X le champ de vecteurs 9/, de la coordonnée
horizontale et U celui de la coordonnée verticale 9/0,.
Ce sont tous les deux des champs basiques.
On peut mettre sur R? un produit croisé de familles de connexions linéaires définies ainsi
en tout point (z,u) du produit R x R :
une premiere famille V sur le deuxitme facteur décrite par une prmiere fonction
¢:R xR — R avec VLU = ¢(x,u)U
et une deuxieme famille V sur le premier facteur décrite par une fonction
Y :R xR — Ravec VxX = 9(z,u)X.
On va alors avoir deux cas, suivant que les deux fonctions sont ”indépendantes” ou liées
par une certaine relation.

Cas génériques : Si ces fonctions ¢ et 1 sont ”génériques”, alors on obtient par le
produit croisé une connexion V sans torsion dont l'algebre d’holonomie est la sous-algebre
diagonale
a2,R)=R®&R=gI(1,R) @ gl(1,R) C gl(2,R).

Remarque. Pour cela, il suffit par exemple de choisir les fonctions ¢ et ¥ telles qu’il y

ait un point (y,v) avec 0/0,¢(y,v) # 0 et 9/0,1¥(y,v) = 0 et un autre point (z,w) avec
0/0,¢(z,w) =0 et 0/0,(z,w) # 0.

On remarque qu’ici, aucun des deux facteurs du produit direct n’est une algebre d’holono-
mie.

Cas particuliers : On peut au contraire choisir les fonctions ¢ et ¢ telles que les
deux dérivées partielles concernées soient ”liées” et obtenir ainsi une holonomie plus petite
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(i.e. h # R @ R). On se donne tout d’abord un nombre réel A fixé. On choisit ensuite
une fonction (C*) 6 : R x R — R dont la dérivée partielle seconde 9%0/9,0, n’est pas
identiquement nulle et on prend

oz, u) =A00/0, (x,u) et Y(x,u) =00/0, (z,u).

Alors en tout point (z,u), on a ¢/, (x,u) = Ao /0, (x,u).

On en déduit que 'endomorphisme de courbure R(X,U) a (dans la base {X,U}) une
10

0 A

Dans ce cas, ’holonomie du produit croisé V vaut h = RA, C a(2,R).

matrice qui est toujours proportionnelle a Ay =

Donc toutes les sous-algebres de Lie de I’algébre de Lie linéaire a(2,R) C gl(2,R)
sont des algebres d’holonomie.

Remarques. (1) Pour A =1, on a A; = Ids.
(2) Pour A = 0, on est en fait dans le cas d’un produit semi-direct (avec une holonomie
produit direct de {0} et R).
(3) Pour A = —1, on a une holonomie pseudo-riemannienne de signature (1,1) puisque
so(1,1) est isomorphe a RA_; (dans ce dernier cas, h est unimodulaire).
(4) On rappelle que cso(1,1) est isomorphe a a(2,R) (comme algebre de Lie linéaire).

XIV.6 Bilan pour I’holonomie des produits croisés

En utilisant la condition C relative introduite au chapitre précédent, on peut rassembler
les résultats de ce chapitre sur I’holonomie des produits croisés en un énoncé unique.

Hypothéses : On considere le produit M = M x M de deux variétés, de dimension
respective n = n + 1, muni du point base o = (09, 0).
On considere maintenant deux familles de connexions linéaires :
une famille V sur M, paramétrée par M et
une famille V sur M, paramétrée par M.
On note h C gl(n,R) 'algebre d’holonomie globale de la famille V en ¢ pour une base
donnée dans T5M ;
on note A C gl(n,R) l'algtbre d’holonomie globale de la famille V en 6 pour une base
donnée dans T} M
on note h"(C h) l’algebre d’holonomie de la connexion V" sur M(= M x {6});
on note h%(C h) I’algebre d’holonomie de la connexion V° sur M(= {6} x M).
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J Théoreme 117. Holonomie d’un produit croisé de connexions ]

Avec les hypotheses ci-dessus, ’algebre d’holonomie h de la connexion V produit
croisé des deux familles V et V laisse invariante la décomposition en somme
directe R* = R” @ R", avec l'identification de T,M avec R™ donnée par la
réunion des deux bases précédentes (avec les identifications de T; s M avec H, et
de TsM avec V,). Et on a toujours

(R @®h%) C hc (ha®h) C (gl(in,R) ® gl(n,R)) C gl(n,R).

Plus précisément, on a les cas suivants :

(1) si les familles Vet V sont toutes les deux constantes,

alors V est le produit direct de V° et @6, on a h® = h, he = h et

h = h@h est un produit direct d’algebres d’holonomies (avec h = {0} C ¢gl(1,R)
sin=1).

(2) Si la famille V est constante et V est non constante,

alors V est le produit semi-direct de V° et de la famille @, on a h® = h,

le premier prolongement h® nest pas nul et h vérifie la condition C relative &
he,

h = hahest le produit direct d’une algebre d’holonomie et dune algebre
d’holonomie globale (avec h = R = gl(1,R) si i = 1).

(3) Si les familles Vet V sont toutes les deux non constantes,

alors V est le produit croisé (non trivial) des deux familles V et Vv,

les premiers prolongements A et h® ne sont pas nuls,

h vérifie la condition C relative & A?, h vérifie la condition C relative & h?

et on a deux cas possibles pour h :

- ou bien les tenseurs des deux familles sont indépendants,

alors h = h @& h est une somme directe d’holonomies globales,

- ou bien les tenseurs des deux familles sont liés

alors h est inclus strictement dans le produit i & fL;

on dira dans ce dernier cas que h est une holonomie en travers.

Remarques. (1) Tous ces cas apparaissent dans I'exemple de R? au paragraphe 3.
(2) On va revenir beaucoup plus en détails sur les holonomies en travers dans les chapitres
suivants en étudiant les holonomies qui se décomposent en somme directe sans hypothese
a priori sur la variété sous-jacente.

XIV.7 Produits croisés généralisés

Le passage du produit de deux variétés a un produit d’un nombre plus grand de variétés
est a peu pres évident. Pour la bonne forme, on va quand méme donner quelques énoncés
généraux pour les produits croisés, sans entrer dans les détails.
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Soient p € N avec p > 3. On se donne p variétés connexes M;, (i = 1,--- ,p) de di-
mension respective n;, chacune munie d’un point base o; On considere le prodult de ces p
variétés : M = M; x --- x M,

Pour chaque ¢, on note N; le produit des variétés M; pour j # i.

On munit chaque variété M; d’une famille de connexions linéaires sans torsion V; pa-
ramétrée par N;.

On note h; C gl(n;,R) 'algebre d’holonomie globale de la famille V.

Comme pour le cas de deux facteurs, on note hY C gl(n;, R) I'’holonomie au point o; de la
restriction de la famille V; sur la sous-variété {01} x - - - x{og_1)} x M* x {011} X - - - x {0, }
de M.

Pour tout i, on note m; la projection de M sur le facteur de rang i, définie par

mi(r) = x; st x = (21, -+ ,2,), et K; la projection de M sur N;, définie par ;(z) = z;
stz = (1, ,%G-1), - T@t1), - Tp). O 2 € N;, on note ¢* I'application de M, dans M
définie par ¢*(z;) = (21, -, 23— 1),@, (i+1); "+, %p) (i.e. ¢* est 'application réciproque du

dlffeomorphlsme restriction de 7* & la sous-variété {z1} x -+ x {zg_1)} X M x {z441)} ¥

- x {z,} de M).

Pour tout champ de vecteurs X; sur M;, on appelle champ m;-basique associé le champ
de vecteurs X; sur M défini par X;(z) = 5" (X;(z;)) pour tout = € M.
On remarque que X;(z) € Ker(T,k;).

Définition 118.

On appelle connexion produit croisé généralisé des données ci-dessus la
connexion linéaire V sur M qui vérifie les propriétés suivantes :

pour tous les : = 1,--- ,p, pour tout x € M et

pour tous les champs X;,Y; sur M qui sont 7; -basiques, alors

(1) VX, =0siij,

(2) VxYi=(V)E?Y € Ker(Tor),

ot (V;)"@) est la restriction de la famille V; sur la sous-variété

{1} x - x{zgony} x M x {zen} x - x {z,} de M.

On calcule les courbures de V comme dans le cas p = 2. On a :
si X;,Y;, Z; € Ker(T,k;),alors :
(a) R(X;,Y;)Z,=0sit,j,k sont distincts,
() R(X0Y)Z = 0sii ).
(¢) R(Xj, j)Z est symétrique en Y et Z; si i # j,
(d) R(X:,Yi)Z; = R*((X:,Y:)Z; € Ker(T ki) au point x € M, ou
R” est la courbure (en z) de la restriction de la famille V; sur la sous-variété
{1} x - x {zgon} x M" x {zgen} x -+ x {z,} de M comme ci-dessus. On en déduit
comme précédemment
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J Propriété 119. Holonomie des produits croisés généralisés ]

Si h est 'holonomie d’une connexion produit croisé généralisé comme ci-dessus,
alors

p p p
@hg ChcC @hi C @gl(ni,R) C gl(n =+7_n;,R).
i=1 i=1 i=1

Comme pour le cas de deux facteurs, on dira que 1"holonomie est en travers si
h # @!_, h; (ce qui entraine qu’au moins une famille est non constante et que on a aussi
bt @, h.
On voit également que les connexions V; vérifient :
(e) siV; est une famille constante, hY = h;,
(f) siV; est une famille non constante, elle satisfait la condition C relative a hY.

Condition particuliére pour le cas de p facteurs (p > 3)
Attention, il y a quelque chose de nouveau par rapport au cas d’un produit de deux fac-
teurs, c’est la condition (a) pour la courbure ci-dessus (qui est une conséquence évidente de
'identité de Bianchi). Elle jouera un role important dans le cas des holonomies en travers.
En effet, si on note h;; = h; & h; C @_, h; (pour i # j) et si on veut qu'il existe un
endomorphisme non nul (transporté parallele de) R(X;, X;), alors un tel endomorphisme
est un élément de h; ;.
Comme h est engendrée (apres transport parallele) par les endomorphismes R(X;, X;) €
h;; et R(X;,Y;) € h;, cela donne une restriction sur h (si il est en travers), puisque cette
sous-algebre doit étre engendrée par des éléments qui ont au plus deux compo-
santes non nulles dans le produit direct @?_, h; C gl(n,R).
Un exemple élémentaire est donné par le centre RId, C gl(n,R), qui est une algebre
d’holonomie seulement si n = 2.

XV Holonomie en somme directe

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux représentations d’holonomie qui sont des sommes
directes de deux représentations, mais ne sont pas nécessairement des produits directs.
Dans le chapitre précédent, on a vu qu’une connexion produit croisé a une holonomie qui
est nécessairement une représentation en somme directe de deux facteurs.

Dans ce chapitre, on va donner une réciproque partielle a ce résultat. En effet, si une
représentation d’holonomie est en somme directe, la variété n’est pas nécessairement un
produit, mais c’est toujours localement un produit et la connexion est (localement) un
produit croisé. Ici encore, on a besoin d’énoncés tres précis avec des différences de notations
nécessaires par rapport au chapitre précédent.

On détaillera le cas avec deux facteurs seulement et on indiquera brievement a la fin le cas
de p facteurs, p > 3.
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XV.1 Notations pour une représentation en somme directe de
deux facteurs

Soit h C gl(n,R) une algebre de Lie linéaire. On suppose que la représentation p de h
(donnée par cette inclusion) laisse invariante une décomposition en somme directe
R" = R" @& R" non triviale (i.e. n =0+ n avec 1 # 0 # A).

On note j (resp. p) la représentation de h dans R™ (resp. R™) obtenue par la restriction
de l'action de h au premier (resp deuxieme) facteur de la décomposition.

Attention, ces représentations de h ne sont plus nécessairement fideles.

Noyaux : On note k (resp. &) le noyau de la représentation j (resp. p). Alors et k et
k sont des idéaux de h.
Par hypothese, la représentation p est fidele, donc Enk = 0, ces deux idéaux commutent
entre eux et k @ k est aussi un idéal de h.
Attention & cette notation : en fait k est I'idéal des éléments qui sont non nuls (sauf
0 € h) sur R™ (et nuls sur R” bien sir). Et dans I'autre sens pour k.

Images : On note Ah = p(h) (vesp. h = p(h)) V'image de la représentation j (resp. p).
Alors h C gl(n,R) et h C gl(7,R) sont des algebres de Lie linéaires. Comme algebres de
Lie abstraites, on a les isomorphismes associés aux projections h = h/k et h = h/k.

Quotients : Toujours parce que p est fidele, k (resp 12:) est isomorphe a son image par
p (resp. ,0) Par abus de notation, on notera encore k (resp. k) cette image qui est alors un
idéal de h (resp. h) (Ceci explique le choix des notations ci-dessus pour les noyaux).
Enfin on a un isomorphisme canonique des trois algebres de Lie quotients
h/(k@®k) = h/k =h/k et on notera ( cette algtbre de Lie (abstraite).

En partlcuher si/ = 0, alors h est en fait le produit direct des deux algebres de
Lie linéaires h C gl(ia ]R) et h C gl(f,R). (Dans ce cas, on a bien siir k = h et k = h.)
Par contre, si £ # 0 ce n’est plus un produit semi-direct. Comme au chapitre précédent,
on dira dans ce cas que l'algebre de Lie linéaire h est en travers dans la décomposition
en somme directe./ L’algebre de Lie ¢ mesure donc le défaut pour h pour étre un produit
direct.

Exemples : Les algebres d’holonomies RAy C ¢l(2,R) (décrites au chapitre XI,
paragraphe 5) ne sont pas des produits directs si A # 0.
Il y a bien str des quantités d’exemples de ce type pour les algebres de Lie linéaires
générales, mais on cherche des algebres d’holonomie et cela nous donnera de nombreuses
restrictions dans la suite.

XV.2 Comparaison avec le cas d’une connexion produit croisé

On peut appliquer ces nouvelles notations au cas des produits croisés de famille de
connexions linéaires, en reprenant les hypotheses du chapitre XI paragraphe 4 et suivants
(que l'on répete ici pour la commodité de lecture).
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On considere le produit M = M x M de deux variétés, de dimension respective n = n+n,
avec les points bases 0 = (0, 0).
On considere maintenant deux familles de connexions linéaires :
une famille V sur M, paramétrée par M et
une famille V sur M, paramétrée par M.
Alors I'algebre d’holonomie A de la connexion produit croisé V laisse invariante la décomposition
en somme directe R” = R" @ R™.
De plus si h C gl(#,R) (resp. h C gl(7,R)) est I'algébre d’holonomie globale de la famille
V (resp. V) en & (resp. 6), alors h (resp. h) est effectivement 'image de h par la restriction
de son opération au facteur R™ (resp. R™).

En employant maintenant les notations £, ket ¢ du paragraphe 1 ci-dessus, on obtient
(k@k)chc (h®h)C (gl(n,R)@® gl(n,R)).

De plus, si les familles Vet V ne sont pas constantes, alors
(1) les premiers prolongements M et bW ne sont pas nuls,
(2) si £ =0, alors h = h @& h est une somme directe d’holonomies globales,
(3) si £ # 0, alors h est ”en travers” dans la somme directe.

Comparaison des notations ci-dessus avec celles du chapitre XI

Il n’y a pas de probleme pour A et h. Ce sont bien les mémes dans les deux cas.

Pour les autres notations ci-dessus, on voit immédiatement que hy C k et hy C k. En
fait, plus généralement, k& (resp. k) contient tous 1 es (transportés paralléles) des endomor-
phismes R(X,Y) avec X et Y horizontaux (resp. R(U, V) avec U et V' verticaux. On en
déduit que k (resp. k;) contient en fait toutes les algébres d’holonomies des connexions V*
sur M (resp. V¥ sur M), pour tous les u € M (resp. tous les z € M).

On peut méme remarquer que, puisque & et k sont des idéaux de h, ils contiennent aussi
(respectivement) les conjuguées de ces sous-algebres par tous les éléments de h.

Par contre, il n’y a pas forcément égalité dans ces inclusions. En effet les
endomorphismes R(X,U) (pour X horizontal et U vertical) peuvent donner, en fonction
des points (z,u) et des vecteurs X, U (et apres transport parallele), aussi bien des éléments
de k que de k ou encore des éléments dans leur somme k & k.

Dans le cas ou h est un produit direct, on a évidemment

k=h, k=h e h=hadh

Par contre, dans le cas ou h est en travers (i.e. £ # 0), il y a certainement des (trans-
portés paralleles des) endomorphismes R(X,U) (pour X horizontal et U vertical) qui ne
sont pas dans cet idéal k @ k. Ils donnent donc des éléments de h qui se projettent en des
éléments non nuls de ¢ dans le passage au quotient.

On les appellera des éléments en travers ; leurs images, dans h et fl, sont toutes les deux
non nulles. Remarque. La condition C relative introduite au chapitre XI est formulée avec

la sous-algebre hg (resp. ﬁo) qui est donc une sous-algebre de 'idéal k (resp. /%)
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XV.3 Sous-espace invariants, feuilletages et produit local

On va étudier maintenant une réciproque ”locale” du théoreme ”bilan” du paragraphe 6
du chapitre XI. Pour cela, on considere une holonomie qui est en somme directe non triviale
et on va montrer qu’au voisinage de tout point de la variété, on est dans une situation de
produit croisé (local) de connexions.

On commence par quelques rappels utilisant le théoreme de Frobenius sur les feuilletages.

Sous-espaces invariants et feuilletages

Soit M une variété 1-connexe de dimension n > 2, munie d’un point base o et d’une
base de T,M qui I'identifie & R™. Soit V une connexion linéaire sans torsion sur M, et
soit h C gl(n,R) son algebre d’holonomie en o.

Si F' est un sous-espace vectoriel de dimension p dans R™ qui est invariant par I'action de
h, on sait qu'on peut transporter F' C T,M = R" sur tout M en utilisant le transport
parallele et on obtient ainsi un sous-fibré F de TM (on dit aussi une ”distribution C'*°
de p-plans”). Cette "distribution” est en fait totalement géodésique pour V et donc
intégrable (puisque V est sans torsion). Par le théoreme de Frobenius, il existe donc un
feuilletage (encore noté F) sur M tel que, pour tout point z € M, I'espace tangent en z a
I'unique feuille F, passant par z est exactement le sous-espace F, du fibré F.

Chaque feuille F, peut étre vue comme I'image dans M d’une immersion injective t* d’une
variété connexe F, de dimension p. Cette donnée (F, %) dépend (a priori) du point z € M,
mais c¢’est de fait la méme pour tous les points de la méme feuille.

Alors il existe une (unique) connexion linéaire sans torsion V? sur F, qui est I'image
réciproque de la restriction de V a F par 'immersion ¢*.

(On rappelle que la restriction de V & F est possible parce que F est totalement géodésique.)

Feuilletages et produit local

Un sous-espace invariant par h n’a pas forcément de supplémentaire invariant. On
reviendra sur cette situation générale plus tard (beaucoup plus loin dans ce texte), mais
on va commencer par ’étude du cas ou il existe un supplémentaire invariant, i.e. ce
qu'on a appelé une décomposition en somme directe (de deux facteurs) non triviale pour
h.

Quitte a changer de base sur T, M, on suppose désormais dans ce chapitre que 'holonomie
h de V laisse invariante une décomposition en somme directe R* = R" @ R" avec deux
entiers non nuls n et n vérifiant n 4+ n = n.

Alors R™ engendre comme ci-dessus un feuilletage qu’on notera H, R™ engendre lui aussi
un feuilletage qu’on notera V, et ces deux feuilletages sont en somme directe, i.e.
en tout point z € M,ona T, M =H, B V..

Il y a un corollaire (presque) immédiat du théoreme de Frobenius sur les feuilletages :
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_[ Propriété 120. Décomposition locale en produit ]

Soit M une variété connexe, munie de deux feuilletages en somme directe H et
V.

Alors, pour tout point z € M, il existe un voisinage ouvert connexe N de z tel
que, si N (resp. N ) est la composante connexe contenant z de l'intersection de
N avec la feuille de H (resp. V) passant par z, alors il existe un difféomorphisme
®: Nx N — N qui envoie les feuilles horizontales (resp. verticales) du produit

dans les feuilles de H (resp. V) sur N et plus précisément :
v (.I u) e N x N T(w u)gb(T (N) 0) Ho (z,u) €b T($7u)(1)(0 T, N) V@(Lu).

Remarques. (1) Attention, ce résultat est seulement local. On sait par exemple que
les deux quotients de M par les feuilletages ne sont pas forcément des espaces séparés (pour
la topologie quotient), méme si on peut les munir (naturellement) de cartes locales. Il est
nécessaire de rajouter des hypotheses globales si on veut aller plus loin, mais I'auteur ne
connait de résultat dans ce sens que pour des cas tres particuliers.

(2) Par exemple, si V est en plus la connexion de Levi-Civita d’une métrique rieman-
nienne, et si V est complete avec M simplement connexe, alors un théoreme célebre
de G. de Rham assure qu’il y a une isométrie de M avec le produit direct des feuilles des
deux feuilletages en b (qui sont alors des sous-variétés plongées).

(3) Le résultat précédent n’est déja plus vrai dans le cas pseudo-riemannnien, en particu-
lier & cause des sous-espaces invariants totalement. (4) Bien sur, le voisinage N n’est pas
unique. Si on veut par exemple calculer en coordonnées, on peut choisir un voisinage qui
correspond (par ®) & des cartes locales pour N et N.

XV.4 Holonomie et décomposition locale en produit croisé

En combinant les résultats des deux derniers paragraphe, on obtient une premiere
description des connexions dont 1’holonomie est ”en somme directe”.

Théoreme 121. Décomposition en produit croisé local associée a une holonomie en |

Soit M une variété connexe de dimension n, munie d’'une connexion sans tor-
sion V, d’un point base o, et d’'une base de T,M. Soit h C gl(n,R) I'algebre
d’holonomie de V en o.

Hypothese de décomposition :

On suppose que la représentation d’holonomie V laisse invariante une somme
directe non triviale R®™ = R™ ¢ R", (ot1 7 et N sont des entiers non nuls et
n=n+n).

On note H (resp. V) a la fois le fibré et le feuilletage totalement géodésique
associé au premier facteur invariant R (resp. au deuxieéme facteur invariant R™)
de la décomposition en somme directe.
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Structure de produit croisé local :

Sous ces hypotheses, pour tout point z € M, il existe au moins un voisinage
ouvert 1-connexe N de z qui vérifie les propriétés suivantes :

si N (resp. N ) est la composante connexe contenant z de l'intersection de N
avec la feuille de H (resp. V) passant par z, alors il existe un difféomorphisme
®: N x N —s N qui envoie les feuilles horizontales (resp. verticales) du produit
dans les feuilles de H (resp. V) sur N et plus précisément :

4 (LL’ u) e N x N T(z u)gb(T (N) ) Hq) (z,u) €b T(w)CI)(O T, N) V@(m,u)-

De plus la variété N munie de la restriction de la connexion V, devient par cet
isomorphisme le produit croisé V" d’une famille de connexions V¥ sur N et
d’une famille de connexions V¥ sur N.

Complément : Comme la courbure est un invariant local, on voit que les propriétés
de la courbure de V sont les mémes que celles d’un produit croisé. On va détailler cela un
peu plus précisément dans le paragraphe suivant. On commence par quelques précisions
sur la connexion V.

Remarque. On note F7* (resp. FY) la feuille du feuilletage H (resp. V) en z. On
rappelle qu’on a choisi de voir chaque feuille comme une immersion injective d’une variété
(encore notée F7* resp. FY) dans M.

Mais on rappelle aussi que ces immersions injectives ne sont pas nécessairement fermées.
Leurs images ne sont pas nécessairement des sous-variétés comme dans le cas des produits
de variétés du chapitre précédent.

Cependant, comme les fibrés H et V sont totalement géodésiques pour la connexion V,
on peut restreindre celle-ci a chacun d’entre eux en une connexion sur le fibré. Alors les
images réciproques de ces fibrés par les immersions injectives ci-dessus sont simplement
leurs fibrés tangents. En particulier, on peut prendre 'image réciproque de la restriction
de V et elle fournit une connexion linéaire sans torsion sur chacune des feuilles.

On note V* (resp. @Z) la connexion linéaire obtenue par restriction de V sur le fibré
H (resp. V), et par abus de langage, on prend la méme notation sur F7* (resp. (resp.
FY). (En fait ces connexions images réciproques ne dépendent que de la feuille de 2 et pas
du point choisi sur la feuille.)
On se donne des champs de vecteurs X,Y (resp. U, V) sur M qui sont horizontaux i.e.
dans H, (resp. verticaux, i.e. dans V,) pour tout z € M.
Alors la valeur en un point z de VxY (resp Vi V) peut se calculer avec A& (resp. @2) sur
F* (resp. FY), modulo les identifications induites par les immersions.
Remarque. On peut méme définir la notion de champs H-basiques (resp. V-basiques)

simplement en demandant que cette condition ”basique” soit vérifiée sur chaque ouvert
ayant les propriétés du N du théoreme, et ceci pour tout z € M. Mais si on voulait
introduire des champs associés comme dans le cas des produits, il faudrait les introduire
sur les quotients de M par les feuilletages, qui ne sont plus des variétés séparées. On ne le
fera pas ici.
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XV.5 Conditions pour une holonomie en somme directe

Avec le théoreme et les remarques qui le suivent, on obtient pour la courbure de V des
propriétés (en partie) similaires a celles des produits croisés.
On note R* (resp. R?) la courbure de la connexion V* (resp. V#) pour le fibré H (resp. V).

_[ Propriété 122. |

Avec les mémes hypotheses que dans le théoreme précédent, soient X, Y, Z (resp.
U,V,W) des champs de vecteurs sur M qui sont horizontaux (resp. verticaux).
Alors la valeur de la courbure R de V peut se calculer ainsi en un point z € M :
(1) R(X,Y)Z = RZ((X, Y)Z,

(2) R(X, Y)W

(3) R(X, VY = RZ(X V)Y est symétrique en X et Y,
(4) R(X, )W RZ(X V)W est symétrique en V et W,
(5) R(U,V)Z

(6) R(U, )W Rz((U, Vyw.

Et (modulo identifications) R*((X,Y)Z (resp. R*((U, V)W) peut étre calculé
dans la feuille F7* (resp. (resp. FY).

On en déduit immédiatement que (apres transport parallele pour ramener les endomor-

phismes de courbure & 'origine o pour ’holonomie)

) les endomorphismes R(X,Y) donnent toujours des éléments de £,
b) les endomorphismes R(U, V) donnent toujours des éléments de k,
c) les endomorphismes R(X, V) ont a priori une composante sur chacun des facteurs et
d) pour tout V, application (X,Y) — R(X,V)Y donne un élément de A"

) pour tout X, application (U, V) — R(X,U)V donne un élément de h)
Remarque. Attention, comme dans le cas des produits croisés, un endomorphisme

(a
(
(
(
(e

R(X,V) peut donner (apres transport parallele) aussi bien un élément de k quun élément
de k: mais si ses deux composantes sont non nulles, alors il peut donner élément de la
somme directe k @ k ou alors un élément ”en travers” si il n'est pas dans cette somme
directe (et si h ele-méme est en travers).

Il est nécessaire maintenant de noter une différence essentielle avec le cas des
produits : Les différentes feuilles d'un feullletage ne sont pas nécessairement difféomorphes
et on ne peut plus traiter les connexions V? (resp. VZ) comme une famille de connexions
sur une meéme variété.

On peut cependant le faire localement, et pour la courbure, on peut continuer a considérer
RZ(X V)Y (resp. R*(X, V)W) comme la dérivée verticale (resp. horizontale) du tenseur
C (resp. C)) d'une ”famille horizontale” V* (resp. une ”famille verticale” V#). Pour cela, il
suffit de se placer au voisinage d’un point z sur un ouvert N comme dans le théoréeme du
paragraphe précédent.

Toutefois, cela complique un peu les énoncés, car on ne peut pas tout rattacher a ’origine
o de la méme facon que dans les produits croisés.
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Néanmoins, on va avoir un résultat similaire grace au résultat suivant.

| Lemme 123. |

Sous les mémes hypotheses que ci-dessus,

il existe une sous-algebre de Lie f (resp. f) de k (resp. /Ac) qui est ’holonomie
d’une variété F (resp. F") de dimension 7 (resp. 1)

et telle que A (resp. h) vérifie la propriété C relative a f (resp. f ).

Attention, F' n’est pas nécessairement 1'une des fibres F* (comme on I’a choisi pour
les produits croisés). Dans la démonstration, on va ”fabriquer” une telle F en recollant des
morceaux de fibre. Et de méme pour F.

Comme la démonstration est un peu longue, on la met a part dans une annexe.

XV.6 Bilan pour les holonomies en somme directe

Pour raccourcir I’énoncé final, on commence par une définition qui précise encore un
peu plus la condition C.

Définition 124.

Propriété C relative a une sous-algebre de Lie et a une algebre de
Lie quotient.

Soit h C gl(n,R) une algebre de Lie linéaire, f une sous-algebre de Lie de h et
¢ une algebre de Lie (abstraite) quotient de h par un idéal k.

On dira que h C gl(n,R) vérifie la propriété C relative a la sous-algebre de Lie
f et a ’algebre de Lie quotient / si f est une sous-algebre de Lie de k et
h=f+C(h).

On peut alors donner un énoncé-bilan.

J Théoréme 125. Description des holonomies en somme directe |

Soit h C gl(n,R) I'algebre d’holonomie d’'une connexion linéaire sans torsion
V sur une variété 1-connexe M. On suppose que la représentation p de h dans
R™ se décompose en la somme directe de deux facteurs p: h — gl(n,R) et
p:h— gl(n,R) avec R* = R" @ R" (donc n =7 + 7).

On note h = p(h) et h = p(h).

On note % (resp. k) le noyau de j (resp. j) et on Uidentifie par § (resp. p) & un
idéal de h (resp. h).

On a alors les différents cas suivants :

(1) si B =0 et M) =0, alors k = h, k = h,

h est en fait le produit direct h & h C gl(n,R) & gl(n,R) C gl(n,R)

et V est localement sur M un produit direct de connexions;
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(2) si AM =0 et B £ 0, alors k = h, k = h,

h est en fait le produit direct » ® h C gl(,R) @ gl(7,R) C gl(n,R)

et V est localement sur M un produit semi-direct de connexions;

(3) si R £ 0 et h +£ 0 est si les facteurs sont indépendants, alors k = A,
k = h,

h est en fait le produit direct h & h C gl(n,R) & gl(n,R) C gl(n,R)

et V est localement sur M un produit croisé de connexions;

(4) si A £ 0 et A1) £ 0 est si les facteurs sont liés, alors il existe une algebre
de Lie abstraite ¢ non nulle telle que £ = h/(k ® /k) = h/k = h/k,

h est une holonomie en travers,

V est localement sur M un produit croisé de connexions,

et de plus si R £ 0 (resp. h® #+ O) alors il existe une sous-algebre f dans k
(resp. f dans k) telle que A (resp. h) vérifie la condition C relative & la sous-
algtbre f (resp. f) et dans le cas (4) au quotient ¢.

On remarque en particulier :

| Corollaire 126. |

(a) Chacun des deux facteurs b C gl(n,R) et h C gl(n,R) est soit une algébre
d’holonomie, soit R = ¢I(1,R). (b) On a toujours C'(h) = C(k) ® C(k), donc
dans le cas (3) (ol h est un produit direct) h vérifie la condition C relative a la
sous-algebre f & f et au quotient /;

dans le cas (4) (ou h est en travers), I'algebre h ne vérifie pas la condition C
relativement a toutes ses sous-algebres propres.

Bien str, h C gl(n,R) est une algebre de Berger, puisque c’est par hypothese une
algebre d’holonomie.
En particulier, dans le cas en travers, alors h est la somme de B(k) ® B(l%) et d'un sous-
espace vectoriel de C'(h) @ C/(h), dont la dimension est celle de £ et dont les intersections
avec chacun des deux facteurs sont nulles.

XV.7 Holonomie en somme directe et itération

Comme on l'a signalé a la fin du chapitre précédent, il y a une différence entre le cas
a deux facteurs et le cas a p facteurs pour p > 3. Toutefois, on peut utiliser les résultats
des paragraphes précédents en regroupant les facteurs pour se ramener au cas de deux
seulement. On se contente d’énoncer cette propriété, apres avoir introduit des notations
adaptées et rappelé une notion introduite au chapitre I paragraphe 6.

Hypotheses : Soit h C gl(n,R) une algebre d’holonomie.
On suppose que la représentation p de h dans R"™ (donnée par I'inclusion) est la somme
directe de p représentations, notées
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(a) p; de h dans R™ ouie {l,--- ,p},ni+---+n,=netp=3.

On rappelle encore que les représentations p; ne sont plus nécessairement fideles et on note
(b) hi = pi(h)p; C gl(n;,R) I'images de h par p;,

() r; le noyau de p;, c’est un idéal de h tel que h/r; = h;,

(d) ki = Njzirj, c’est un idéal de h et k; N r; = 0 puisque p est fidele;

donc p; envoie isomorphiquement k; dans h; et (par abus de langage) on notera encore k;
cette image, qui devient un idéal de h; tel que h/(r; ® k;) = h;/(k;).

Premiere propriété
Dans le cas ou k; = h;, on voit facilement que ce facteur p; donne en fait un facteur en
somme directe pour h, i.e. on peut écrire I'algebre linéaire h C gl(n,R) comme la somme
directe de h; C gl(n;, R) et de la restriction de la représentation de r; aux autres facteurs.
Les résultats des paragraphes précédents disent alors que h; C gl(n;,R) est une algebre
d’holonomie et que le facteur complémentaire (C gl(n — n;, R)) est soit une algebre d’ho-
lonomie, soit R C gl(1,R) en dimension 1.

Mais on peut aussi regrouper les facteurs avant d’appliquer le résultat précédent.
Soit J C {1,---,p} une partie propre non vide et K son complémentaire. On note
(e) Py = Dicspi (resp px = Dickpi)
c’est une représentation linéaire de h dans R™ (resp R"¥) avec ny = 45 n;
(resp. ngx = +icx ni). On note ensuite :
(f) kj = Niexm; (vesp. kx = Nieyr;) le noyau de pg (resp. py),
(9) hy (resp. hi) 'image de h par p; (resp pr).
On a p; N pg = 0 puisque p est fidele, donc p; (resp. px) donne une injection de 1'idéal
ky (resp. ki) comme un idéal dans h; (resp hg), encore noté k; (resp. ki) par abus de
notation. On a les isomorphismes h/(k; @ ki) = hy/k; = hi [kxk.
Alors le méme argument que ci-dessus montre que si k; = hy, alors kg = hg et h C gl(n,R)
est le produit direct de hy C gl(ny,R) et hx C gl(ng, R).

Rappel : représentations indécomposables
On rappelle qu’une algebre de Lie linéaire est indécomposables si elle n’est pas un pro-
duit direct (non trivial) d’algebres de Lie linéaires et qu’on peut peut toujours décomposer
toute algebre de Lie linéaire en un produit direct d’algebres de Lie linéaires indécomposables
(quitte a réordonner les facteurs).
Alors pour une algebre d’holonomie, chaque facteur indécomposable doit étre une algebre
d’holonomie ou R C gl(1,R).

1l suffit donc d’étudier le cas d’une holonomie
h C gl(n,R) en travers et indécomposable. Dans ce
cas, on a toujours ky # hy pour tout J C {1,--- ,p}..

Propriété supplémentaire
Comme au chapitre précédent, on introduit les idéaux k; ; = N;zez;7¢ pour tous les i < j.
Puisque h est engendrée par les (transportés paralleles des) endomorphismes de courbure,
h doit étre engendrée par les k; ;.
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Exemples : On considere Ialgebre de Lie linéaire a,, = diag(n, R) formée des matrices
diagonales. Bien stir h est abélienne et de dimension n et c¢’est le produit direct de n facteurs
de la forme R = gl(1, R).

On a déja dit que si n = 1, a; n’est pas une holonomie, bien qu’elle vérifie la propriété C
et est donc 1’holonomie d'une famille non triviale.

On a déja montré que as est une holonomie et on voit facilement par itération que a,, est
une algebre d’holonomie pour tout n > 2.

Soit f C a, un sous-espace vectoriel qui n’est contenu dans aucun des hyperplans de
coordonnées x; = 0. Alors

(1) si la dimension p de f vérifie p=mn — 1 (i.e. si f est un hyperplan), alors f C gl(n,R)
est indécomposable, elle est engendrée par des k; ; et on montrera plus loin que c’est une
algebre d’holonomie en travers (comme on 'a déja vérifié dans le cas n = 2);

(2) si la dimension p de f vérifie p < n—2, alors f n’est pas engendrée par des k; ; et n’est
donc pas une algebre d’holonomie;;

(3) en particulier, en dimension n = 3, une sous-algebre de Lie R A C a3, de dimension 1 et
engendrée par une matrice non nulle A n’est pas une algebre d’holonomie si (et seulement
si) A est inversible.

Remarque. On a les mémes cas que les exemples ci-dessus en remplacant partout R par

C (a ceci pres que C = gl(1,C) est une algebre d’holonomie).
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Chapitre 6

TITRE A VERIFIER : Exemples en
somme directe 7 holonomies en
travers ?

XVI Algebres de Lie 3-graduées et construction d’ho-
lonomies en travers

Dans ce chapitre, on construit quelques exemples d’holonomies en travers en utilisant
tout d’abord la notion d’algebre de Lie 3-graduée. Celle-ci va fournir de nombreux exemples
d’holonomies symétriques (totalement) en travers. Cela donnera en particulier des exemples
d’algebres de Lie linéaires vérifiant la condition C. Certains d’entre eux seront utilisés pour
donner des exemples d’holonomies en travers non symétriques.

XVI.1 Algebres de Lie 3-graduées, exemples
Pour fixer les notations, on rappelle ici une notion classique :

Définition 127. Algebres de Lie 3-graduées

Une 3-graduation d’une algebre de Lie g est une dérivation d de g qui admet
exactement —1,0 et 1 comme valeurs propres.
On dit alors que la paire (g, d) est une algébre de Lie 3-graduée.

On note g_, go, g+ les espaces propres de ces 3 valeurs propres (dans 'ordre). Alors la
définition est équivalente a la donnée d’une décomposition de g en somme directe de trois
espaces vectoriels (non triviaux) g = g_ @ go @ g vérifiant les propriétés suivantes :

[90,90] € 90, [9+,9+] =0, [9-,9-1=0, [90,9+] C 94, [90,9-] C9-, [94,9-] C go.

On a donc en particulier :
go est une sous-algebre de Lie; g, et g_ sont des sous-algebres de Lie abéliennes;

163
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Jo P g+ et gy g_ sont aussi des sous-algebres de Lie, produit semi-direct d’'un idéal abélien
(g+ ou g_ respectivement) par go.

Remarques. (1) On dira qu'une algebre de Lie 3-graduée est complexe si g est une
algebre de Lie complexe et si d est une dérivation complexe, autrement dit si les trois
sous-espaces sont complexes.

(2) On supposera toujours ici que g_, g et g, sont non nuls.

(3) Il peut y avoir plusieurs 3-graduations pour la méme algebre de Lie, comme on va le
voir ci-dessous sur des exemples élémentaires. Pour commencer, on peut remarquer que —d
est aussi une 3-graduation pour g, ou les roles de g, et g_ sont simplement échangés par
rapport au cas de J.

Deux familles d’exemples élémentaires
Dans ce chapitre, on traitera tres souvent simultanément les cas réels ou complexes en
posant K = R ou C. Ici on présente avec la méme notation K deux familles d’exemples,
une famille d’exemples réels (non complexes) et une famille d’exemples complexes.

On considere 'algebre de Lie simple : g = sl(p+ ¢,K) pour p > q > 1.
Les éléments de g seront considérés ici comme des matrices par blocs (2,2) suivant le
découpage (p,q) x (p,q)-

1 ql, 0
OnnoteE—p+q<0 pl,

lisable avec exactement 3 valeurs propres 0,+1, —1. On a évidemment :

go = {(A 0) avec A € gl(p,K), B € gl(¢,K) et trA+trB = 0};

) ; c’est un élément de g tel que § = ad(F) est diagona-

0 B
0 X
g+:{(0 0) avec X € M(p,¢;K)};

g — {(3 8) avec Y € M(q, p;K)}.

On vérifie alors facilement que (g, d) est ainsi une algebre de Lie 3-graduée et qu’elle
est complexe dans le cas ou K = C. On remarque au passage dans ces exemples :
(a) il y a trois égalités (au lieu d’inclusions) : [go, 94| = 9+, [90,9-] = 9-, [9+,9-] = 90;
(b) par contre [go, go] # go; en effet gg est réductive et isomorphe a la somme directe :
g0 =K&sl(p,K) @ sl(q,K);
(c) le centre de go est exactement le sous-espace K E (de K-dimension 1) engendré par E.

XVI1.2 Espaces symétriques associés a une 3-graduation et réduction

Notation 128.

Si (g,0) est une algebre de Lie 3-graduée, on note o 'automorphisme de g qui
est I'identité sur gy et 'opposé de l'identité sur g_ & g4 [i.e. 0 = Id — 2(d 0 0)].
Alors o est un automorphisme d’algebre de Lie d’ordre 2.

Donc la paire (g, 0) est une ”paire symétrique (généralisée)”.
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Comme indiqué dans le chapitre 1 (paragraphe 7 ), la paire (g, o) donne donc des espaces
symétriques qui sont "naturellement” associés a l’algebre de Lie 3-graduée. De plus ces
espaces symétriques ont tous la méme algebre d’holonomie. Il y a donc plus précisément
une "algebre d’holonomie symétrique” associée a (g, ).

Comme ce sont précisément les algebres d’holonomies qui nous intéresse ici, on va considérer
ici plus précisément le cas ou la paire symétrique est "réduite”, ce qui correspond au cas
ou g est 'algebre de Lie du groupe des transvections de 1’espace symétrique considéré.
Par analogie, on introduit donc une notion de réduction :

Définition 129. Algebres de Lie 3-graduées réduites

Une algebre de Lie 3-graduée (g,0) sera dite réduite si elle vérifie les deux
propriété :

(1) [9-,9+] = go, et

(2) Z(g) Ngo = {0},

(i.e. I'intersection du centre Z(g) de g avec go est réduite a {0}).

Ce n’est rien d’autre que la traduction sur (g,0) des deux conditions pour que la paire
symétrique (g, o) soit réduite. On vérifie facilement que tous les exemples du paragraphe
1 sont des algebres de Lie 3-graduées réduites.

On peut décrire I'algebre d’holonomie des espaces symétriques associés de la fagon
suivante.

J Propriété 130. |

Soit (g, d) une algebre de Lie 3-graduée réduite. On note :

h =g,V =g9_®gy et p: h— gl(V) la représentation de h donnée par la
restriction de la représentation adjointe de g aux éléments de h = gy opérant sur
V=g-®g4.

Alors p est fidele et (h,p,V) est la représentation d’holonomie des espaces
symétriques associés a (g,9). Cette holonomie est donc symétrique et en
travers.

Par définition, la représentation p est une somme directe de deux représentations
p— et p, restrictions de p aux sous-espaces invariants V_ = g_ et V, = g, respectivement.
Attention, méme si p est fidele, il n’y a pas de raison a priori pour que p_ et p, le soient
dans le cas général, méme si c’est le cas dans les exemples du paragraphe 1 (et dans d’autres
exemples qui vont suivre).
Pour la suite, on introduit donc les algebres de Lie linéaires images de h = gy :
h = p (h) Cgl(V_) et hy = p,(h) C gl(V,).

De méme, on peut introduire une notion d’ indécomposabilité.
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Définition 131. Algebres de Lie 3-graduées indécomposables

Une algebre de Lie 3-graduée (g, §) sera dite indécomposable si I’algebre d’ho-
lonomie symétrique associée (g, o) est indécomposable, i.e. n’est pas un produit
direct d’algebres d’holonomies symétriques.

Remarque. (1) Voir I'appendice (?7) pour une définition équivalente directement en
termes d’algebres de Lie graduées.
(2) Dans tout ce chapitre, on va s’intéresser essentiellement a des algebres de Lie 3-graduées
réduites et indécomposables.

XVI.3 Propriété complémentaire et construction d’autres holo-
nomies

Avec toujours les mémes notations que ci-dessus, on sait que la paire symétrique réduite
d’un espace symétrique peut étre reconstruite si on connait sa représentation d’holonomie et
en plus son tenseur de courbure. Lui aussi est donné par une restriction de la représentation
adjointe de g via la formule (77) ducl §7

Dans le cas des algebres de Lie 3-graduées, les propriétés spéciales du crochet se tra-
duisent en des propriétés pour le tenseur de courbure R de la paire symétrique associée
calculé sur I’espace somme directe p = g, & ¢g_ supplémentaire de gy. On vérifie facilement :
(1) Vz,y € gy, alors R((z,0), (y,0)) =0,

(2) V& me€ g, alors R((0,€),(0,n)) =0,

On en déduit que R est entierement déterminé si on connait les deux composantes (sur g,
et g_) de R((x,0),(0,€)), pour tous = € g4,& € g_,.

Attention, ces composantes ne sont plus en elle-mémes des tenseurs de courbure. On va
donc changer de notation.

Notation 132.

Pour tout z € ¢g.,£ € g_, on définit les applications bilinéaires S (x) et S_(§)
par les formules :

(S51): VEeg,x,y€gs, Si(§ay = Ri(z, )y € g+,

(S0): Vzegy,&neg., S_(v)en=R_({x)n=—R_(z,{)neg_.

Alors S1(€) € (9+)* @ hy et S_(z) € (9-)* @ h_.
De plus, I'identité de Jacobi (qui donne la condition de Bianchi pour le tenseur de courbure)
implique que S, (§) et S_(z) sont bilinéaires symétriques, et que toutes ces constructions
sont équivariantes pour les actions de gg.
Finalement le tenseur de courbure R est entierement décrit sur I'espace somme directe
p =g+ D g_ par les propriétés (1) et (2) ci-dessus et la formule :
(R): Voyegn&ncg, R((0)(0.8)yn) = (S:(E)y, S (x)en), o les applica-
tions linéaires S, et B_ vérifient les propriétés :
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(3) S, est une application linéaire gop-équivariante de g_ dans hi”,
(4) S_ est une application linéaire gop-équivariante de g, dans n.

On utilise ensuite la condition (1) de 'hypothese de réduction. On voit facilement que :
les S (£), € gl(gs), pour tous les x € g4,& € g_, engendrent h,, et de méme
les S_(z)¢ € gl(g-), pour tous les x € g4,& € g_, engendrent h_.
En particulier, on en déduit le but recherché dans cette construction.

| Théoréme 133. |

Construction d’algebres de Lie linéaires vérifiant la condition C

a partir d’une algebre de Lie 3-graduée

Soit (g,d) une algebre de Lie 3-graduée réduite. On note p, et p_ les restric-
tions de la représentation adjointe de g a gy opérant sur g, et g_ respective-
ment, et on note hy = p,(go) et h_ = p_(go). Alors les algebres de Lie linéaires
hy C gl(gy) et h— C gl(g-) vérifient toutes les deux la condition (C).

En particulier, chacune d’elles est soit une algebre d’holonomie soit I'algebre de
Lie linéaire R = gl(R).

Remarques. (1) Le cas R = gl(R) (qui n’est pas une algebre holonomie mais vérifie
la condition (C)) apparait déja dans I’exemple le plus simple : g = sl(2,R) pour les deux
algebres hy (dans 'exemple du paragraphe 1 pour p = ¢ =1 et K = R).

(2) Les holonomies obtenues ne sont pas des holonomies d’espaces symétriques en général,
et en tout cas pas dans les exemples considérés ci-dessus et plus loin dans ce chapitre.

(3) Pour simplifier, ’ensemble de la construction de ce paragraphe sera appelé :
”construction (A)”.

XVI1.4 Digression : Construction réciproque

Attention, la construction (A) fournit un peu plus que le seul résultat retenu dans
le théoreme ci-dessus. On le voit clairement sur les ingrédients nécessaires pour faire la
construction réciproque. On les donne ici sans rentrer dans les vérifications nécessaires
(laissées en exercice).

Données : Soient V, et V_ deux espaces vectoriels.
Soient hy C gl(V,) et h— C gl(V_) deux algebres de Lie linéaires et soit h une algebre de
Lie avec deux homomorphismes d’algebres de Lie 7, : h — hy et m_:h — h_ .
Soient S, et S_ deux applications linéaires, respectivement :
Sy Vo — hg:) et S_:V, — h.
Notations : On note k, et k_ les noyaux respectifs de 7, et 7_.
On note p la représentation de h dans V =V, & V_ donnée par
p(A)(z,8) = (mp(A)z, m_(A)§, VreVi, eV
Hypotheses : On suppose que :
(1) hy C gl(V4) et h_ C gl(V_) vérifient toutes les deux la condition (C),
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(2) my et m_ sont tous deux surjectifs et kL Nk_ = {0},
(3) Sy et S_ sont h-équivariantes.

Construction réciproque : L’espace vectoriel g = h &V peut étre muni
) de 'endomorphisme ¢ qui vaut 0 sur h, Id sur V, et —Id sur V_,
) du crochet [.,.] défini par les formules suivantes :
) VYA,Beh, [A B]estlecrochet dans h,
) vx?l/EVJra [:r;,y]:[),
) Vé&neVo, [§n] =0,
) YAechuaeV,, [Az]=—[zr,A =r(A)x),
) ‘v’AGh,SEV_, [A,g]:—[f,A]:ﬂ'_(A)( )7
) YexeVi,eeVo, [zu]l=—[uz]=5(x¢E) ouS(z,§) est Iunique élément de h
el que : 4 (S(x,€)) = S1(§)s et m_(S(x,€)) = S_(x)¢ .

Propriété 134. Construction réciproque de (A)

Avec les conditions ci-dessus, ce crochet fait de g une algebre de Lie et de ¢
une dérivation telle que (g,d) est une algebre de Lie 3-graduée réduite, avec
go=hgr=Vietg =V_.

En particulier, si 0 = Id — 2(d 0 ), alors (g, o) est une paire symétrique réduite
et h C gl(V') est l'algebre d’holonomie des espaces symétriques associés a (g, 9).

XVI.5 Cas particulier d’une dérivation intérieure,
exemples ”irréductibles”

Soit (g,0) une algebre de Lie 3-graduée réduite et indécomposable.
On suppose dans ce paragraphe que la dérivation ¢ est intérieure,
c’est a dire il existe E € g tel que 0 = adE.
C’est le cas pour les exemples du paragraphe 1 et pour les exemples ci-dessous
(mais on verra plus loin des exemples ou § n’est pas intérieure).
On vérifie facilement les propriétés particulieres suivantes.

[ Propriété 135. |

Si (g, d) est une algebre de Lie 3-graduée et

si de plus ¢ est une dérivation intérieure, alors :

(Int1) E € Z(go), ou Z(go) est le centre de gy ;

(Int2) dimgy =dimg_;

(Int3) go est la somme directe KE @ g,,

ou g, est le noyau de la forme linéaire trace(p,) — trace(p_) sur go et
gy est un idéal de gy contenant l'idéal dérivé [go, gol.

Exemples : On suppose de plus que g est une algebre de Lie simple, comme c’est le
cas dans les exemples du paragraphe 1. On sait en effet que dans ce cas toute dérivation est
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intérieure. Les 3-graduations possibles sont classées (a isomorphisme pres) par S. Kobayashi
et N. Nagano (voir I’Appendice ? 7 ? pour des commentaires).

On peut utiliser la forme de Killing de g qui est non-dégénérée. Puisque 0 est alors anti-
symétrique, g, et g_ sont deux sous-espaces totalement isotropes, orthogonaux a g et ils
sont mis en dualité par la forme de Killing.

Par conséquent, les deux représentations p, et p_ sont ici duales 'une de ’autre.
En conséquence, gy est isomorphe a hy et h_.

Ces représentations sont irréductibles.

Attention, p, et p_ ne sont pas des représentations de méme type de gy, mais on peut
démontrer ici qu’elles isomorphes par un isomorphisme extérieur de go.

La liste des algebres de Lie 3-graduées simples fournit donc, a isomorphisme pres, une liste
reliée d’algebre de Lie linéaires h C gl(V') (avec h = go et V = g, ), qui sont irréductibles,
qui vérifient la condition (C) et qui contiennent les homothéties (KIdy C h).

Enfin avec la construction réciproque (A’), on peut montrer qu’on les obtient toutes ainsi.
On sépare cette liste en deux "tables”, en mettant a part le cas totalement complexe.

Table I¢ : Algebres de Lie linéaires h C gl(V) totalement complexes, irréductibles,
vérifiant la condition (C) et contenant les homothéties.

L I°] h ‘ Po | dim®(V) | conditions |

(1) ]| C&sl(m,C) =gl(m,C) | can ‘ m | m>1 |
(2) | C & so(m,C) = cso(m,C) can m m >3
3) | Ca&sl(m,C)asl(2,C) | cany, Q¢ cang 2m m =3
4) | Cesl(p,C)@sl(q,C) | can, Q¢ can, q p=q>=3
(5) | Ce& sl(m,C) = gl(m,C) O?*(can) m(m+1)/2| m=>=3
6) | Ce sl(m,C) = gl(m,C) A?(can) m(m—1)/2| m=>=5
(7) C @ s0(10,C) semi spin 16
(8) Co EY can 27

Table I : Algeébres de Lie linéaires h C gl(V) totalement réelles, irréductibles,
vérifiant la condition (C) et contenant les homothéties.
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(Formes réelles de la table précédente)

IR h \ o | dim(V) | conditions |
| (1) | R@sl(m,R) =gl(n,R) | can ‘ n | n>1 |
(2) | R@so(p,q) = cso(p,q) v ® can p+q |p=z2q=0

pt+q=3
(3a) | R sli(m,R)&sl(2,R) | v® cany, ® cang 2m m =3
(3b) | R@ sl(m,H) @ sl(1,H) |v® (can,, @u can,) 4dm m > 2
(4a) | Rosl(p,R)®sl(q;R) | v ® cany, ® can, Pq p=q=3
(4b) | R sl(p,H) @ sl(q,H) | v® (can, @u cany) 4pq p=q=>=2
(4c) R @ sl(m, C) v ® Herm(can,,) m? m =3
(5a) | R @ sl(m,R) = gl(m,R) O?(can) mm+1)/2| m >3
(5b) | R® sl(m,H) = gl(m,H) | Antiherm(can) m2m+1) | m =2
(6a) | R @ sl(m,R) = gl(m,R) A?(can) m(m—1)/2| m>=5
(6b) || R & sl(m,H) = gl(m, H) Herm(can) m(2m — 1) m =3
(7Ta) R & so(5,5) v ® (semi spin™) 16
(7b) R & s0(9,1) v ® (semi spin™) 16
(8a) R & E; v ® can 27
(8b) R ® Eg ¥ ® can 27

Commentaires. 1) Les conditions de la derniére colonne ont été choisies pour éviter les
répétitions dues aux isomorphismes classiques de basses dimensions.

2) Dans les tables ci-dessus, on a réparti les exemples du paragraphe 1 dans trois lignes :
- les lignes (1) correspondent & g = 1; alors si(1,K) = {(0)} disparait; on obtient le cas
7générique” totalement complexe ou réel (i.e. gl(n,K) pour sa représentation canonique) ;
- les lignes (3) correspondent & ¢ = 2; on reviendra plus loin sur ces cas particuliers qui
admettent des structures reliées au corps des quaternions;

- les lignes (4) correspondent a ¢ > 2; R. Bryant a proposé le nom de ....pour les structures
associées.

3) De méme, R. Bryant a proposé le nom de ... pour les structures associées aux lignes (5)
et (6).

4) Les dernieres lignes (7) et (8) proviennent des algebres de Lie exceptionnelles Eg et Er ;
elles peuvent s’interpréter a l'aide des algebres d’octonions.

On énonce ci-dessous les premiers résultats généraux concernant ces deux tables.

Théoréme 136. Bilan de la construction (A) appliquée aux algebres de Lie simples

Si (g,9) est une algebre de Lie 3-graduée simple, alors I'algebre de Lie linéaire
associée (hy C gl(gy)) est isomorphe & I'un des éléments des tables 1€ et I®;
de plus (h— C gl(g-)) est isomorphe & (hy C gl(g4+)). Les éléments de ces deux
tables vérifient :

(a) (h,p, V) est une algebre d’holonomie strictement non symétrique,

a P’exception du cas n =1 de I¥(1) (i.e. R = gl(1,R)),
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(b) dans les lignes (1), (h, p, V) est d’ordre infini et AV = V*@(OXV*)@V)o;
(c) dans les autres lignes (de (2) a (8)), (h,p,V) est toujours d’ordre 2 avec
) =V,

et on obtient ainsi toutes les algebres de Lie linéaires irréductibles de rang 2 ;
(d) dans les lignes de (3) & (8), on a H*>'(h) = {(0)} et K(h) = I(h) =V*QV*.

Remarques. 1) On rappelle que R = gl(1,R) n’est pas une algebre d’holonomie.
2) Les espaces de courbure pour les exemples des lignes (1) et (2) ont déja été étudiés dans
le cadre des représentations canoniques des algebres de Lie linéaires ”classiques”.

3) Pour les lignes (2), qui correspondent aux structures conformes (orthogonales) ” génériques”,
on a H*'(h) # {0} (cela correspond alors & W (h)).

Les résultats décrits dans (c) et (d) ne sont pas démontrés ici. L’étude du prolongement
des algebres de Lie linéaires simples a été commencée par E. Cartan et les résultats ci-
dessus ont été finalement obtenus par S. Kobayashi et N. Nagano (voit I'appendice???
pour des détails).

XVI.6 Cas d’une dérivation non intérieure : quelques exemples

On construit ici une famille d’exemples d’algebres de Lie 3-graduées pour lesquelles la
dérivation § n’est pas intérieure. Dans ces exemples, les propriétés (Int 1,2, 3) ne sont alors
plus vérifiées.

Données : on considere
(a) l'algebre de Lie £ = sl(n,K) (pour n > 2),

(b) sa représentation canonique « dans K",
(c) I'espace vectoriel a = K" @ K" (pour r > 1),
(d) deux entiers (= 1) p et g tels que p + g = n.

Avec ces données, on construit d’abord l'algebre de Lie 3-graduée g produit semi-
direct de l'idéal abélien a par ¢ agissant sur a par la représentation a ® py (ou py est la
représentation triviale). Autrement dit, g est 'espace vectoriel a @ ¢, muni du crochet tel
que
Vi, 0 € K", 21,20 € K', Ay, Ay € 1,

(21 ® 21, A1), (T2 ® 22, A2)] = ((A172) ® 22 — (Agz1) ® 21, [A4, Ag]).

Pour tout couple (p, q), on construit la dérivation ¢ de g qui vérifie :
e) 0 laisse invariante la décomposition a @ ¢,
f) 6 = +1d sur le sous-espace a; = (KP @ 0) ® K" de a,
g) 0 = 0 sur le sous-espace ag = ({0} & K?) @ K",
h) § coincide avec ad(FE) sur £
ou E est I'élément défini dans le paragraphe 1 pour les premiers exemples).
Alors (g,0) est une algebre de Lie 3-graduée telle que :
(1) go est isomorphe au produit direct de sl(p, K) par k, ou k est le produit semi-direct de
l'idéal abélien ag par gl(g, K) agissant sur ag par la représentation a ® pyg;
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(2> g+ = a4 D g-‘r?
(3) g- = (.

On vérifie facilement que (g,d) est réduite et indécomposable. Clairement, les dimen-
sions de g, et g_ sont différentes, § n’est pas intérieure et gy n’a pas de centre.

Remarque. Pour 'espace symétrique (g,o0) associé a (g, ), la sous-algebre gy n’est
pas unimodulaire.

Les sections et chapitres suivants ne sont pas fait

XVII Premiere construction de sommes directes a plus
de 3 facteurs

XVIII Facteurs admissibles pour le cas totalement
réductible
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D’autres sommes directes a 2 facteurs

I Holonomie doubles
II Holonomies polaires

III Autres exemples totalement réductibles
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Holonomies totalement réductibles

I Enoncé du théoréme de classification
II La démonstration

III Remarques complémentaires
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III Holonomies symplectiques
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Deuxieme volume

Dans une étape suivante ou un second volume :
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Chapitre 12

Annexes

Annexes initialement prévues

Annexe A : Rappels pour les connexions linéaires
Annexe B : Notations des groupes et algebres de Lie
Annexe C : Basses dimensions

Annexe D : Rappels sur les représentations linéaires
Annexe E : Décompositions des représentations linéaires
Annexe F : Espaces symétriques

Annexe G : Prolongements des algebres de Lie linéaires
Annexe H : Formes multilinéaires et tenseurs

Annexe I : Connexions et structures complexes

Annexe J : Complexification des algebres de Lie linéaires
Annexe K : Quaternions

Annexe L : Cotonnions

I Formules de base pour les connexions linéaires

I.1 Connexions linéaires

Définition 137. Une définition des connexions linéaires

Soit F un fibré vectoriel sur une variété M et £ I'espace de ses sections.

Une connexion linéaire V sur E est un opérateur différentiel linéaire du
premier ordre sur les sections de £ dont le symbole est exactement 'identité du
fibré vectoriel T*M ® E sur M.

Autrement dit, c’est une application V : TM x & — £ (ou I'M est 1'espace vectoriel
des champs de vecteurs sur M), qui vérifie les propriétés suivantes :
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pour tous X, Y € I'M, f € C*M,s,t € £, on a
(1) V(X+y)8 =Vxs+ Vys,

(2) V(fX)S = fVXS,

(3) VX<S+t) = Vyxs+ Vxt,

(4) Vx(fs)=(X-f)s+ [Vxs.

Remarques. 1) Sauf mention explicite du contraire, les variétés, fibrés, applications, sec-

tions, etc... considérés sont toujours supposés C'™ réels.
2) Attention, il y a des tas de définitions des connexions linéaires, mais elles sont toutes
équivalentes (en dimension finie, dans le cas C> réel).

Définition 138. Courbure d’une connexion linéaire

Soit V une connexion linéaire sur F, fibré vectoriel sur M.

La courbure de V est le morphisme de fibrés vectoriels : RY : M QFE — E
dont la valeur sur les champs de vecteurs X,Y € I'M et la section s € & est
donnée par la formule :

RV(X, Y)S = V[X,Y]S —VxVys+ VyVxs

Propriété de la courbure : La courbure est V— fermée, i.e. vérifie 'identité

dVRY = 0.

Rappels. (1) Si un fibré vectoriel E est muni d’une connexion linéaire V, alors tous les
fibrés vectoriels construits a partir de F par les constructions algébriques standards sont
automatiquement munis d’une connexion linéaire compatible avec V.

(2) En particulier

(3) Toute p-forme différentielle © sur M a valeurs dans un fibré vectoriel £ muni d’une
connexion V admet une différentielle d¥ O, qui est une (p+1)-forme, en copiant simplement
la définition de la différentielle ordinaire d.

Par exemple, on a ici, pour tous X,Y € I'M et s € &,

dVRY(X,)Y,Z)s = Vx(RY(Y,Z)s) + Vy(RVZ(X)s) + Vz(RYV(X,Y)s)

— R¥(IX,Y], Z)s — RY([Y, 2], X)s — E¥(1Z, X])s

—RY(Y,Z)Vxs— RY(Z,X)Vys — RV(X,Y)Vzs = 0.

(4) On a d¥ odV = 0 et la propriété de la courbure s’explique par le fait qu’il est légitime
d’écrire RY = —dV'V (voir par exemple [Besse]).

(5) On aura aussi besoin des formes symétriques.

Espace des connexions linéaires
L’ensemble des connexions linéaires du fibré E sur M est un espace affine dirigé par ’espace
vectoriel des sections C* du fibré T*M ® End(E) (ou End(E) est le fibré vectoriel des
endomorphismes de £ au dessus de l'identité de M).
Remarque : le fibré des endomorphismes est souvent noté E* ® E; 'auteur préfererait
E® L7,

Autrement dit, si on se donne une premiere connexion linéaire V sur E, toute autre
connexion linéaire sur E peut s’écrire V2 = V 4+ B oll B est une section C* du fibré
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T*M ® End(FE). Plus précisément, si X € 'M et s € &, alors Bxs € € et B est C*M-
bilinéaire en X et s; en particulier en un point x € M, Bxs ne dépend que des valeurs de
X et s en ce point .

Le lien entre les courbures R? de VB, R de V et B est donné par la formule suivante :
pour tous X, Y e 'M et s€ &, on a
RB(X,Y)s = R(X,Y) — (dVB)(X,Y)s — [Bx, By|s,
olt dVB est une section C* du fibré A2(T*M) ® End(E) (comme les courbures) donnée
par la formule suivante : pour tous X,Y € I'M et s € £, on a
(dVB)(X,Y)s = Vx(Bys) — Vy(Bxs) — Vixyis.
On peut dire que d¥ B est la "différentielle” de la section B suivant V.

1.2 Connexions linéaires sur une variété

Définition 139. Connexion linéaire sur une variété

Une connexion linéaire V sur une variété M est une connexion linéaire sur
le fibré tangent T'M de M.

Autrement dit, puisque l'espace des sections de T'M est précisément I'M), c’est une
application V: I'M x I'M — I'M
vérifiant les propriétés : VX, X' Y, Y' e M, f € C*M,
(1) V(X+X1)Y =VxY + V’XY

2) VY = [VxY
(3) Vx(Y-i—Y/) =VxY + VyY’
(4) Vx(fY)=(X )Y + fVxY

Définition 140. Torsion et courbure d’une connexion linéaire sur une variété

Soit V une connexion linéaire sur une variété M.

(1) La torsion de V est le (2,1)-tenseur 7V dont la valeur sur les champs
de vecteurs X et Y sur M est donnée par :

TYY = VxY — Vy X — [X,Y].

(2) La courbure de V est le (3,1)-tenseur RV dont la valeur sur les champs
de vecteurs X,Y et Z sur M est donnée par :

RY(X,Y)Z = Vixy)Z —VxVyZ +VyVxZ

Ces tenseurs vérifient les deux ”identités de Bianchi” :
(3) Identité de Bianchi ”algébrique” (ou premiere identité de Bianchi) :
(VxTV)yZ + (VyTV)zX + (VZTV)xY + RY(X,Y)Z + RV(Y,Z)X + RV (Z,X)Y =0
(4) Identité de Bianchi ”différentielle” (ou deuxieme identité de Bianchi) :
(VxRY)Y,Z)W + (VyRV)(Z, X)W + (VzRV)(X, Y)W
+ RY(X,Y)TYW + RY(Y, Z)TYW + RY(Z, X)Ty W = 0.

La notion de courbure est bien str la méme pour 7'M que pour tout fibré vectoriel et
Iidentité de Bianchi différentielle est simplement la traduction de la propriété de fermeture
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signalée plus haut.
Ce qui est nouveau est ici la torsion, et l'identité de Bianchi ”algébrique” relie en fait la
différentielle dVTV & la courbure RV.

Espace des connexions linéaires sur une variété
L’ensemble des connexions linéaires sur la variété M est un espace affine dirigé par ’espace
vectoriel des sections C* du fibré T*M ® End(TM), i.e. 'espace des champs de tenseurs
(2,1) sur M.

Soit V° une connexion linéaire sur M (choisie en quelque sorte comme ”origine” sur
I’espace affine des connexions). Si B est un champ de (2,1)-tenseurs, on note V2 = V°+ B
la connexion associée a B.

Alors la torsion 7' B de V B et sa courbure R B sont données a partir de V°, de sa torsion
TP, de sa courbure R° et de B par les formules :

TBY =T%Y + BxY — By X.

RP(X,Y)Z =V Z —VIVEZ +VPVRZ

= v[[)X,Y]Z + B[Xy]Z

— VSV Z -~V ByZ — BxVY%Z — BxByZ

+VVVSZ + VY BxZ + ByV\Z + ByBxZ

= RY(X,Y)Z — (V&B)yZ + (VY B)xZ — [Bx, By|Z — BroyZ

1.3 Connexions linéaires sans torsion

Dans le corps du texte principal, on s’intéresse surtout au cas des connexions linéaires
sur une variété dont le tenseur de torsion est nul. On va désormais se focaliser sur ce cas.
On remarque tout d’abord que si TV est la torsion d’une connexion linéaire sur M, alors la
connexion V — %Tv a une torsion nulle. (Attention, ces deux connexions n’ont en général
pas les mémes propriétés.)

Définition 141. Connexion sans torsion

On dit qu’une connexion linéaire V sur une variété M est sans torsion si
TV = 0.

Dans la suite, pour raccourcir le texte, on dira connexion sans torsion au lieu de
connexion linéaire sur une variété sans torsion.
Propriétés : Si V est une connexion sans torsion, les identités de Bianchi se simplifient.
On les ré-écrit ainsi : pour tous X,Y, Z, W € I'M, on a

R(IX,Y)Z+R(Y,2)X + R(Z,X)Y =0
(VxR)(Y, 2)W + (VyR)(Z, X)W + (V2R)(X,Y)W = 0.

On peut considérer aussi les dérivées d’ordre supérieur, mais en général, toutes leurs
propriétés sont des conséquences des deux identités ci-dessus. Dans la pratique, on se sert
parfois d’une formule du deuxieme ordre. On rappelle quelques notations.
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Notations ) (1) Etant donné un champ de tenseurs A de type p,q) et r un entier > 1,
on note (V" A)le champ de tenseurs de type (p + r, ¢) défini ainsi par recurence
pour tous X1, Xo,.... X, € I'M, (V"A)(X1, Xa, ..., X)) = Vx, (Vx, (...(Vx, A4)...)).
(2) Dans le cas r = 2, on utilisera plutot la notation V% y A = (V2A)(X,Y).
(3) Soit ® un champ d’endomorphismes sur M. On peut le faire agir sur les champs de
tenseurs (p, ¢) en le faisant agir sur chaque variable covariante ou contravariante. On notera
® o (-) cette action. On renvoie a7 ? 7 pour une définition plus précise. On va se contenter
de quelques exemples de base
si f est une fonction sur M, ¢ e f =0,
si X est un champ de vecteur, ® e X = ¢(X),
si v est une 1-forme, (P o a)(X) = —a(P(X)).
Pour les (p, q)-tenseurs, on fait agir ® par dérivation. Par exemple, sur la courbure, on a
(Pe R)(X,Y)Z =®(R(X,Y)Z) - R(®(X),Y)Z — R(X,®2(Y))Z — R(X,Y)P(2).
On peut alors vérifier, pour tout champ de tenseur A et tous X,Y € I'M, I’égalité
V?XyA — V%,,XA =R(X,Y)e A.
On peut en particulier 'appliquer a la courbure elle-méme.

Formule de Ricci : Pour tous X,Y € I'M, on a l'identité suivante sur les dérivées
secondes de la courbure

ViyR—VixR=R(X,Y)eR.

Espace des connexions sans torsion

Si V est sans torsion, alors VB = V 4 B est sans torsion si et seulement si B est
symétrique. Par conséquent, I’espace des connexions sans torsion sur une variété M est
un espace affine dirigé par 1’espace vectoriel des sections C* du fibré (O*T*M) R TM, i.e.
I'espace des champs de tenseurs (2,1) sur M symétriques dans les deux variables.

Notation. ) On note désormais C' au lieu de B pour ne pas risquer de confondre les
formules. Si V est une connexion sans torsion sur M, de courbure R, alors la courbure R®
de la connexion (sans torsion) V¢ = V + C est donnée par la formule

RO(X,Y)Z = R(X,Y)Z — (dYC)(X,Y)Z — [Cx,Cy]Z

ot on rappelle que (dVC)(X,Y)Z = (VxC)yZ — (VyC)xZ.

1.4 Action des connexions sans torsion sur les n-formes

Le fibré des n-formes sur une variété M (connexe) de dimension n est un fibré vectoriel
réel de dimension 1, qui est trivialisable si et seulement si M est orientable.
Pour simplifier ’exposition, on suppose donc M orientable et on choisit une section partout
non nulle de ce fibré €2, qu’on appelle souvent une forme-volume ou un volume orienté (le
?vyrai” volume étant sa valeur absolue).

Si V est une connexion sans torsion sur M, elle induit une connexion sur le fibré des
n-formes. Pour tout champ de vecteur X € I'M, le tenseur dérivé V x(2 est encore une
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n-forme qui est proportionnelle a €2. Il existe donc une unique 1-forme w telle que

VX eTM, VxQ=uw(X)Q.

Si on remplace € par une autre forme volume, celle-ci peut s’écrire +e/ Q (ot f € C°M).
Alors Vx(Fef Q) = (df (X) + w(X))(Fef Q), donc la 1-forme associée a e Q est w + df.

Si on dérive deux fois, on a Vi ;,Q = ((Vxw)(Y) +w(X)w(Y))Q. Si on alterne en X, Y
on en déduit R(X,Y) e Q= V%0 -V} Q=dw(X,Y)Q.
Pour tout champ d’endomorphismes A, on a A e Q = tr(A)Q2, ou tr(A) est la trace de
I’endomorphisme A.
On obtient finalement

tr(R(X,Y)) = dw(X,Y).

En particulier, la trace de la courbure est toujours une 2-forme exacte (si M est orientable)
qui ne dépend pas du choix de la forme volume.
Si on utilise la connexion V¢ =V + C, (avec C' symétrique), alors

tr(RE(X,Y)) = tr(R(X,Y)) — dv(X,Y) = dw(X,Y) — dy(X,Y).

Soit 7(X,Y) la trace de R(X,Y) et v(X) la trace de Cx.
Alors la trace 7¢(X,Y) de R(X,Y) est donnée par
9(X,Y) ==1(X,Y) — dy(X,Y)
(puisque tr[Cx, Cy] = 0).
L’identité de Bianchi différentielle entraine immédiatement d7(X,Y") = 0. On voit donc
que la classe de 7 est une classe caractéristique.

Mais 7 est elle-méme une forme fermée, donc localement il existe une 1-forme « telle
que 7 = da.
Si il existe C' telle que o = v et C' soit une section du fibré en h', alors 7¢ = 0.
Dans ce cas, ’holonomie de V¢ est dans hy.

Soit o(X,Y) la courbure de Ricci symétrisée de R.

Alors 09(X,Y) = strace(R°(X,-)Y + RY(Y,-)X)
strace(R(X, )Y — (dVC)(X,)Y — [Cx,C]Y
R(Y, )X — (d¥C)(Y,)X - [Cy,C)X)
o(X,Y) = 2(Vx7)(Y) + (Vy7) (X)) — trace((V.C)xY) — trace(CxCy) + v(CxY).

I+ 1

Exemples de base : (1) Déformation projective
Soit # une 1-forme. On peut lui associer le champ de (2, 1) tenseurs symétriques :
C%Y = B(X)Y + B(Y)X.
On voit qu’ici C’f(X est proportionnel & X. On en déduit que V et V? = V + C? ont les
mémes ”lignes géodésiques”, i.e. les géodésiques de V7 s’obtiennent & partir de celles V
par un simple re-paramétrage.

Pour la courbure R?, on calcule en particulier

(VxCP)yZ = (VxB)(Y)Z+ (VxB)(Z)Y et on obtient
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RIX,Y)Z = R(X,Y)Z —dB(X,Y) Z + ((VyP)(Z) — B(Y)B(Z)) X
— ((VxpB)(2) = B(X)B(Z2)) Y.

Ici la trace de C% vaut 4%(X) = (n+1) B(X).
La trace de R?(X,Y) et sa courbure de Ricci symétrisée sont respectivement
?(X,)Y)=7(X,Y) - (n+1)dB(X,Y) et
PXY) = o(X.Y) = (0= 1) (SB)(X,Y) ~ BOOBY)).
ot on rappelle que (SVA)(X,Y) = 5 (VxB)(Y) + (Vy3)(X)).

(2) Déformation conforme
Soit g =<, > une métrique riemannienne (ou pseudo-riemannienne) et V la connexion
de Levi-Civita associée. Pour toute 1-forme ¢ sur M, on peut construire une connexion
conforme pour <, >, sans torsion, en posant V? = V + C? avec
C%Y = ¢(X)Y + (V)X — < X,V > ¢
(o1 ¢ est 'unique champ de vecteurs tel que < ¢, Z >= ¢ Z, V7).
Alors (V4g)(Y,2) =< CY, Z >+ <Y, C%Z >=¢(X) <Y, Z > +¢(Y) < X, Z >
— <X Y>o(2D)+d(X) <Y, Z>+(Z) < X,)Y >—< X, Z > ¢(Y)
—2¢(X) <Y, Z >. Et finalement Vg = ¢(X)g.

Pour la courbure R?, on calcule en particulier
(VxC?)yZ = et on obtient
RPM(X)Y)Z = R(X,Y)Z —dp(X,Y) Z
+((Vyh)(2) = B(YV)B(Z2)+ <Y, Z >< ¢", 6" >) X
—((VxB)(2) = B(X)B(Z)+ < X, Z >< ¢",¢" >)Y
+ <Y, Z> (Vxd' — 6(X)6") — < X, Z > (Vyé' — 6(Y)e").

Ici la trace de C% vaut v(X) = n¢(X).
Donc la trace de R?(X,Y) et sa courbure de Ricci symétrisée sont
(X,Y)=7(X,Y) —ndp(X,Y),
o?(X)Y) = o(X,Y) — (n —2) ((SV)(X,Y) — o(X)(Y)+ < X,V >< ¢*, ¢* >)+ <
X, Y > i0¢.

On peut encore regarder la trace s de o par rapport a g (en n’oubliant pas que c’est s g
le ”vrai invariant conforme”) et la partie "sans trace” ( = o — %sg.On a
s? =s+(n—1)(200 — (n — 2) < ¢*, * >),
C¢<X7Y> = C(X7 Y) - (n - 2) ({(SV¢)(X7 Y) + %5925 <X,Y >} U
H{o(X)o(Y) — 1 < ¢%,¢" >< X, Y >}).
On remarque que les termes entre accolades { } sont sans trace pour g (puisque la trace de
SymV ¢ est précisément — d¢). Donc on peut aussi écrire

(P =C=(n=2)((SV¢)o + (¢0)o).

I.5 Connexions et difféomorphismes

Soit ¢ : U — ¢(U) un K-difféomorphisme de 'ouvert U C K" sur 'ouvert ¢p(U) C K",
ou K=R ouC.
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On note V° la connexion plate canonique de K”, VY la restriction de V° & U et V¢(U)
la restriction de V° & ¢(U). On rappelle ci-dessous les formules pour la connexion ”image
réciproque” de VW) par ¢, puis pour la connexion ”image directe” de VY par ¢.

Image réciproque

On considere la connexion V#Y) sur ¢(U) et on forme son image réciproque ¢*V¢)
par ¢ sur U. On a donc par définition :
siue U, X,Y deschamps de vecteurs sur U, alors

(6" V) xY ) = (Dui) ™ (Vin,0)x, (Du)Y Vo)

Ici D,¢ € Gl(n,K) est la dérivée de ¢ en w.
(On peut aussi la noter ¢/, mais on préfere ici détailler pour des utilisations plus générales
des familles de difféomorphismes ou ¢ dépend en plus d’un autre parametre.)

On veut donner la formule de ¢*V?Y) dans les coordonnées canoniques de K". Au-
trement dit, on pose ¢*V?W) = VUV 4 1'% ou la différence I'? est donc le "tenseur de
Christoffel” associé a ¢*V¢(U),

Pour effectuer les calculs, on prend pour X et Y des champs de vecteurs constants sur
les coordonnées, pour lesquels on a V&Y = [X,Y] = 0. Alors

(6" VD) xY )y = (T%Y )i = (Duh) ™ (Vi) x (Dut)Y )ogu-

Attention, (D,¢)Y n’est plus un champ constant, il dépend de u.

L’application u — D, ¢ est une application K-lisse de U dans Gl(n,K) C End(n,K) = K",
dont la dérivée (en u € U) est la dérivée seconde D2¢ de ¢. Mais il faut faire attention que
le champ noté (D,¢)X (resp. (D,¢)Y) est un champ de vecteurs sur ¢(U), dont la valeur
en ¢(u) vaut (D,¢)X (resp. (D,®)Y), puisque X et Y sont constants.

Donc (V?Du¢)X(Dugb)Y)¢(u) est la dérivée (ordinaire) en v = ¢(u) de lapplication v —
Dy-1(,)¢)Y, suivant le vecteur (D,¢)X € K"

La dérivée des fonctions composées donne : Dy(Dy-1(,)¢) = Di—l(v)ﬁb oD,¢p !

et on a bien str D,¢~! = (D,¢)~!. Donc on a finalement, pour des champs X,Y constants :
(TXY)u = (Du) (D36 (X.Y)

Exercice : Avec cette formule, montrer que V¢ est bien une connexion plate.

Image directe

Pour ne pas risquer de mélanger les formules, on va noter maintenant 1) un K-difféomorphisme
V sur (V) dans K.
On considere la connexion V" sur V' et on forme son image direct ¢, V" par v sur (V).
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On a donc par définition :
VoeV, X,Y des champs de vecteurs sur ¢(V), alors

(V)XY Vi) = (D)) (V{p, gy 1x (Dut)) ™'Y )y

On veut donner la formule de 1,V dans les coordonnées canoniques de K" restreintes a
(V). Autrement dit, on pose 1, VY = V4T, ot V? est toujours la connexion canonique
des coordonnées (prise sur ¢(V)) et la différence I'y, est donc le "tenseur de Christoffel”

associé a ¥,V sur (V).

Pour effectuer les calculs, on prend toujours pour X et Y des champs de vecteurs
constants sur les coordonnées. Pour tout w € ¥(V), on applique la formule précédente
avec v =1 (w) et on a :

(V) xY)w = (Cy)xY)w = (Dy=1)®)(Vin, oy 1x(Dy=1)) Y )

Comme dans le cas précédent, (D¢—1(w)w)_1Y n’est plus un champ constant, il dépend de
w et on considere ici la dérivée de la fonction de w a valeurs dans Gl(n,K) et de formule
(Dy-1()¥) ", dans la direction du vecteur (Dy-1(,)%) ' X. La formule de la dérivée des
fonctions composées nous donne :

Dy ((Dy-1(uy¥) 7 (Z)) = = (Dy1(0)¥) " (D Dyp=1() ¥)(Z)) (Dypruph) ~ =

= = (Dy-1(0) %)~ (D1 () V) ((Dy1(0)¥) ") (Z)) D=1y ¥0)

On a finalement :

(Cp)xY)w = = (D 1y ) (Dy=10) ) 7' X, (Dy1 ) Y.

On remarque que (Dy-1(,)%) " = Dy(¢ ") mais il faut faire attention a D? (¥ pour
lequel on verra une formule plus bas.

Relation entre les deux constructions

On peut appliquer I'une ou l'autre des deux formules a la fois a un difféomorphisme et
a son difféfomorphisme réciproque, et on obtient ainsi une relation entre les deux formules.

On reprend comme au début un difféomorphisme ¢ de U dans ¢(U) et on note V' = ¢(U)
pour alléger les formules. Alors on a :

¢*vv _ (¢(—1))*vv et d)*VU _ (¢(_1))*VU

Attention, c’est bien la méme connexion des deux cotés pour chaque égalité, et on aurait
pu se contenter d’écrire ¢* = (¢(=1),.

On peut alors comparer les formules explicites de 1. et 2. ci-dessus, en substituant ¢~V &
1) dans la deuxiéme (avec ici ¥(V) = ¢(=Y(V) = U).

On en déduit alors une deuxieme expression pour 'image réciproque :

(T%Y)u = (Pyen)xY)u =
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= (Du¢) N (D2p(X,Y)) = — (D% (0" ) (Dud X, DygpY).

En effet, (Dgw)(¢"))! = D,¢ et on retrouve ici la formule "usuelle” pour la dérivée
seconde du difféomorphisme réciproque :

Dy (@)X, Y) = — Dug (D26((Dudp) ' X, (Du) 'Y)).

De méme, en considérant cette fois-ci ¢ = ¥~V on a une deuxiéme expression pour I'image
directe :

(Cy)xY)w = (T¥" )Y, =
— (D21 () (D10 ®) "X, (D) 1Y) = (Do (7)) (D2 (1) (X, Y)).

IT Notations pour P’algebre linéaire réel (NOTR)

II.1 Remarques préliminaires

La théorie des connexions sans torsion étudiée dans le document principal est d’abord
un chapitre de géométrie différentielle réelle. De plus, une partie importante de ce docu-
ment concerne les conditions algébriques portant sur une algebre de Lie linéaire (réelle) de
dimension finie pour que ce soit 'algebre de Lie du groupe d’holonomie d’une connexion
sans torsion sur une variété différentielle réelle de dimension finie.

Ces conditions s’expriment dans le cadre de 'algebre linéaire (réel) de dimension finie.
On peut donc qualifier le niveau de ces conditions d’élémentaire. Cependant, I'expérience
a montré qu’il y a plusieurs facons de présenter ce genre de calculs sur les variétés. Il est
donc important de souligner ici qu’on utilisera essentiellement les notations ”abstraites”
(sans indices ni reperes mobiles). Mais méme cet avertissement est insuffisant car il y a
souvent des conventions cachées dans quelques unes des notations usuelles.

On va donc essayer de rassembler dans cette annexe (tres élémentaire) les notations
employées dans le document principal. On va insister sur quelques points qui peuvent
préter a confusion, en essayant de justifier le choix de I'auteur, méme si il y a souvent une
part qui ne releve que de préférences personnelles.

On va aussi indiquer comment tout cela peut s’écrire "en coordonnées” ce qui peut
permettre au lecteur de ”traduire” les expressions abstraites en notation a indices. Par
contre, on ne fera pas le lien avec la méthode du repere mobile, qui est tres bien décrite et
généralisée dans divers ouvrages. Cela évitera toute confusion entre les deux méthodes.

On suppose connue les notations usuelles de la théorie des ensembles (V3 C € NU -+ )
et celles du calcul élémentaire sur le corps des réels noté R.

I1.2 Somme directe &

A priori, c’est la plus simple des notations abstraites, mais elle a déja un inconvénient :
elle recouvre en fait plusieurs significations suivant le contexte. Si nécessaire, on rajoutera
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(souvent entres parentheses) un adjectif pour préciser la signification recherchée si il peut
y avoir ambiguité.

Somme directe (externe) : Soient U et V' deux espaces vectoriels réels, de dimensions
respectives m et n. On appelle somme directe de U et V et on note U & V 'espace
vectoriel de dimension m 4 n dont I’ensemble sous-jacent est 1’ensemble produit U x V,
muni des opérations définies par :

(r,y) + (2,y)=(x+2",y+y) et Maz,y) =z, \y) Va,2/ el yy eV, \eR.

Somme directe (interne) : Soient U et V deux sous-espaces vectoriels réels d'un
méme espace vectoriel W. L’intersection U NV est encore un sous-espace vectoriel de W.
On appelle somme de U et V et on note U + V' le sous-espace vectoriel de W formé de
tous les x +y,V, x € U, y € V. On rappelle les deux propriétés élémentaires bien connues
I'égalité :  dim(U) + dim(V) = dim(U + V) + dim(U NV)
et inégalité : dim(U + V) < dim(W), d’ou : dim(UNV') = dim(U) + dim(V') — dim(W).

L’application f: U @V — W définie par f(z,y) = x + y est une application linéaire.
Son image est bien str f(U®V)=U+V.

On dit que les sous-espaces U et V' sont en somme directe si UNV = 0.

Dans ce cas f est un isomorphisme canonique de U & V sur U + V.
SionaalafoisUNV =0et W =U + V, alors f est un isomorphisme et on dit que W
est la somme directe (interne) de ses sous-espaces U et V.

IIT Annexe H : Le corps des quaternions

Avertissements

Dans toute cette annexe, on ne trouvera que des définitions et des énoncés de résultats.
Les démonstrations de ceux-ci (et de quelques autres) sont disponibles dans de tres nom-
breux ouvrages et ne sont donc pas détaillées ici. Une courte bibliographie est donnée au
début. Elle ne comporte que des ouvrages consultés et utilisés par 'auteur. Elle n’est donc
absolument pas exhaustive sur le sujet. Le but principal de cette annexe est de fixer les
définitions et les notations pour d’autres textes de 'auteur. (Pour étre franc, le vrai but
est de permettre a 'auteur de renvoyer définitivement a cette annexe pour toute question
a lui posée concernant les quaternions).

Toute critique (constructive) sur ce texte est la bienvenue.

Bibliographie sommaire

[1] a faire

III.1 Notations et définitions pour le corps des quaternions

On commence par rappeler une définition ”élémentaire” des quaternions, en insistant
sur le fait qu’il s’agit d’un corps non commutatif défini (et de dimension finie) sur R et que
ceci suffit a le caractériser.
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On considere I’espace vectoriel réel canonique R*, de dimension 4, muni de son addition
vectorielle + , de son élément neutre 0 = (0,0, 0, 0), de sa base canonique avec 'orientation
associée, de son produit scalaire canonique < -,- > (dans lequel la base canonique est
orthonormée directe) et de la norme associée || - ||.

Notations traditionnelles pour le corps des quaternions
On introduit des notations particulieres pour l’espace ci-dessus et pour sa base canonique.
Dans cette annexe, on note H = R* et ses éléments sont appelés quaternions.
La notation H est en 'honneur de I'inventeur de cette théorie : R. Hamilton.
Pour la base canonique, on note :

1y = (1,0,0,0), i=(0,1,0,0), j=(0,0,1,0), k=(0,0,0,1).
Conventions : (1) L’inclusion R — H définie par : a — aly, Va € R est appelée
P’inclusion canonique de R dans H et on identifie R avec son image dans H.
En conséquence (si il n'y a pas d’ambiguité), on notera a = alyg = (a,0,0,0) pour tout
a € R C H et en particulier 1 = 1y € H .
(2) L’inclusion C — H définie par : z = a +bi — alg + bi = (a,b,0,0) pour tout
z=a+1beC (oua,beR), est appelée l’inclusion usuelle de C dans H.
En conséquence (toujours si il n'y a pas d’ambiguité), on notera z = (a, b, 0,0) pour tout
z=a+1be C CH (avec a,b € R).
Remarque. On se gardera bien d’appeler canonique cette inclusion usuelle.
On expliquera pourquoi plus loin au paragraphe 8; on note cependant que ¢ € C est bien

envoyé sur i € H donc il y a au moins une certaine cohérence dans ce choix (au moins pour
ce qui concerne dans les notations traditionnelles).

Produit de deux quaternions et propriétés fondamentales
On définit maintenant une multiplication sur H, qui en fait un R -corps quadratique.

J Théoreme 142. Corps des quaternions ]

Il existe une et une seule opération binaire - sur H, qui vérifie les propriétés
suivantes : (a) cette opération est R-bilinéaire, associative et unitaire,

(b) 1 est I’élément neutre pour le produit -,

(¢) les produits deux & deux des trois autres éléments de la base vérifient

2=j2=k®=-1, i-j=k=—ji, j k=i=-k-j, k-i=j=—-i-k

Alors H, muni des deux opérations + et - vérifie les propriétés suivantes :

(e) H est un corps non commutatif défini sur R,

(f) le centre du corps H est exactement le sous-corps R,

(g) H est un corps quadratique, i.e. la multiplication - est compatible avec la
norme :

Vp,aeH, |p-d|=|pllal




III. ANNEXE H : LE CORPS DES QUATERNIONS

Enfin la propriété suivante suffit a caractériser H :
(e) tout corps non commutatif contenant R dans son centre et de dimension finie
comme espace vectoriel sur R est isomorphe a H.

195

- pour marquer le produit (si il n’y a pas d’ambiguité).
(2) La restriction du produit de H aux sous-espaces R ou C est leur produit usuel.

I1I.2 Multiplications a gauche et a droite

Remarques. (1) Comme dans les cas de R ou C, on ”oublie” le plus souvent la notation

Puisque la multiplication est bilinéaire (comme application réelle), la multiplication par

un quaternion ¢ € H est une application linéaire réelle de R* dans lui-méme, qui est
inversible si et seulement si ¢ # 0.

distinguer les deux sens de multiplications, a gauche et a droite.

Notations. On utilise traditionnellement les notations (anglo-saxones) suivantes :

V q € H, on note

(a)
(b)

Lq la multiplication & gauche par ¢ [avec L comme left],

Ry la multiplication a droite par g [avec R comme right].

et de méme R, est 'endomorphisme réel de H = R* défini par R,p = pq,Vp € H.
Enfin, dans cette annexe, afin d’éviter toute confusion, on note

()
(d)

_[ Propriété 143. Propriétés des multiplications par un quaternion ]

LE la matrice réelle de L, dans la base canonique de R* = H,

RE

q la matrice réelle de R, dans cette méme base.

Compte tenu de la propriété quadratique et de I'associativité du produit, on a

Attention, puisque le produit n’est pas commutatif, il faut soigneusement

Autrement dit, L, est 'endomorphisme réel de H = R* défini par L,p = qp,Vp € H,

(1) Pour L, on a les propriétés :
Vp,qeH, Lypq=L,+Ly et L,oL,= Ly,

Donc Papplication L¥ : H — M (4, R) (définie par L¥(q) = L) est un homo-
morphisme injectif de R-algébres (associatives unitaires).
(2) Pour R, on a les propriétés :

Vp,gqeH, Ry =R, +R, et R,oR,= Ry.

Attention, I'application R* : H — M(4,R) (définie par R¥(q) = R;) est un
anti-homomorphisme injectif de R-algebres puisqu’elle renverse le sens de la
multiplication.

(3) Si g # 0 alors L, et R, sont des applications conformes pour le produit
scalaire canonique < -,- > et le facteur conforme est donné par le carré de la
norme ||ql|?.
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On note L¥(H) = {L}, Vq € H} et R*(H) = {R, V¢ € H} les images des applica-
tions injectives L® et R de H dans M(4,R). Alors

_[ Propriété 144. |

(4) LR(H) et R®(H) sont deux sous-algébres associatives unitaires de dimension
4 de l’algebre M(4,R), (et chacune est en fait isomorphe au corps H),
(5) LR(H) et R*(H) commutent entre elles, i.e.

LqORp:RpOan Vp,q € H,

(6) LR(H) N R*(H) = RId est le centre de M(4,R).

Cependant L®(H)+ R®(H) n’est plus une sous-algebre associative ; ¢’est un sous-espace
vectoriel de dimension 7 de M(4,R) (mais il 'engendre comme algebre associative).

Si on considere maintenant la structure d’algebre de Lie de gl(4,R) = M(4,R) (pour
le crochet des matrices, alors L¥(H) et R®(IH) sont bien stir des sous-algebres de Lie. Mais
on a mieux : chacune des algébres de Lie L¥(H) et R¥(H) est isomorphe & R & so(3) (on
le vérifiera au paragraphe 7) et on a alors :

LE(H) + R®(H) = cso(4) = R @ s0(4) = R @ s50(3) @ s0(3).

On rappelle que so(4) n’est pas simple et on a ainsi une description de sa décomposition.

II1.3 Présentation du produit avec des matrices réelles

Pour étre complet, on écrit explicitement la formule du produit de deux quaternions en
coordonnées réelles dans R* = H.
Pour tous a,b,c,d,w, z,y, 2 € R, la R-bilinéarité du produit donne :

(a+bi+cj+dk) - (w+xi+yj+zk) =(aw — bx —cy —dz) + ...

.. (bw + ax — dy + cz)i + (cw + dx + ay — bz)j + (dw — cx + by + az)k.

On peut écrire les matrices des endomorphismes L, et R, dans la base canonique de R*.
Sig=a+0bi+cj+dk e H, la matrice réelle de L, est donc

a —b —c¢ —d
b a —-d c

R _
Ly = c d a —b
d —c b a

On note que la trace et le déterminant de L]}f vérifient

tr(Ly) =4a=4Re(q) et det(L;) = (a*+b" 4+ +d*)* = |q||* (= 0)
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Si ¢ # 0 la matrice LEIR est donc bien inversible.
On remarque quelques cas particuliers : Ly = 0, L¥ = Id, et

0 -1 0 0 0 0 —10 00 0 —1
r_[1 0 0 o0 = [0 0 0 1 r_[00 =1 0
=10 0 0o -1 =1 0 0ol "Tlo1 0 o

00 1 0 0 -1 0 0 10 0 0

Attention, les matrices réelles de la multiplication a droite sont différentes. On
les donne ici en détail (toujours pour étre complet) :
Sig=a+0bi+cj+dk e H, la matrice réelle de R, est donc

a —b —c —d

R_|b a d —c

Ry = c —d a b
d ¢ =b

et on a les mémes propriétés que ci-dessus :
tr(Rﬂf) =4a =14Re(q) et det(R]}f) =@+ +E+d)? = ||q|* (= 0).

Si ¢ # 0 la matrice REJR est inversible. Quelques cas particuliers : Ry = 0, RY = Id, et

0 -1 0 0 00 —1 0 0 0 0 —1
r_[1 0 0 o0 = (00 0 -1 = [0 0 1 0
Be=to 0 o 1] =100 o f=|o-10 0

00 -1 0 01 0 0 1 0 0 0

Remarque. On a (lourdement) insisté dans ce paragraphe sur le fait qu’il s’agit de ma-

trices réelles (4, 4), essentiellement parce qu’on introduira plus loin des matrices complexes
(2,2) pour ces mémes applications. Dans une autre annexe, on introduira des matrices a
coeflicients dans H (mais avec des précautions) et alors L, et R, seront représentés (tous
les deux, mais avec un contexte différent) par la matrice (1,1) quaternionnique (g).

III.4 Conjugaison du corps des quaternions

Le corps H admet une conjugaison qui prolonge celle de C.

Définition 145. Conjugaison canonique du corps des quaternions

Pour tout quaternion ¢ = a + bi + ¢j + dk € H (avec a, b, c,d € R), on appelle
conjugué de q et on note q le quaternion q = a — bi — ¢j — dk.
On notera 7 la conjugaison (canonique) définie par 7(q) = g.
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J Propriété 146. Propriétés de la conjugaison ]

ANNEXES

(1) La conjugaison des quaternions est un anti-isomorphisme, i.e.
Vp,q€eH, p+q=D+7q et pg=qp
(2) La conjugaison est une isométrie de H, i.e.
Vp,qeH, <p,qg>=<p,q>,

de plus 7 est 'identité sur le centre R et renverse l’orientation.

Partie réelle : Pour tout g =a+bi+cj+ dk € H comme ci-dessus,
on dit que a est la partie réelle de ¢ et on note a = Re(q).
On voit que Re est une forme linéaire réelle sur R* = H.

Premieres formules utilisant la conjugaison
Pour tout ¢ € H, on a les formules

(a) d€R <= g=q et (b) q+q=2Re(q) €R
(¢c) qa=qq=|[q[|*€Rs et (d) gq=0 <= qq=0.
En particulier, si ¢ # 0, on a une formule pour I'inverse

_ 1 _ o
(e) qlzqullq\l 2(1-

Tout g € H vérifie une équation du second degré a coefficients réels
(f) o®—2Re(q)q+[q/* =0.

On peut aussi écrire le produit scalaire a ’aide de la conjugaison

(8) <pag>= 1 (pd +ap) = L (Pq +gp) = Re(pq) = Re(pq)

2 2
(h) enparticulier Re(q)=<1,q>.
On a déja signalé, a propos de L, et Ry, les formules :
() <ap,qr>=|q/*<p,r>=<pqgrq>,

mals on a aussi

(m) <gp,r>+ <p,qr>=2Re(q) <p,r>=<pq,r>+ <p,rq>,

Remarques. (1) Cette derniere formule (m) montre en particulier que L, et R, sont dans

cso(4) (et leur somme est tout cso(4) par un calcul de dimension).

(2) En terme de matrices, la transposée de L]}f est L? et la transposée de Rﬂq{ est R]g. En
particulier, si ¢ # 0, Vinverse de la matrice Ly est donc ||g||">L¥ et I'inverse de la matrice

R ~2 pR
R, est |lq|| 2 R;.
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II1.5 Quaternions purs

Notation et définition ) On note § [’orthogonal de R dans H; les éléments de § sont
appelés quaternions purs.

On peut écrire tout quaternion ¢ = a + bi + ¢j + dk sous la forme q = a+ «
ona=Re(q) EReta=bi+cj+dkeq.
On dit alors que « est la partie pure de ¢ et on note a = Pur(q).

Remarque. Re et Pur sont simplement les projections sur les deux facteurs dans la
décomposition en somme directe orthogonale HH = R & €.

Propriétés de ’espace des quaternions purs
Les formules de caractérisation de la composante § sont alors :
(a) q€q < q=-q et (b) q—q=2Pur(q).

Application a la géométrie euclidienne orientée de dimension 3

L’espace 9 des quaternions purs est un sous-espace réel de dimension 3 de H = R*.

Donc q est isomorphe a ’espace vectoriel euclidien orienté canonique R? pour la restriction
du produit scalaire de H et pour 'orientation définie par la base {i, j, k}.

Les formules pour le produit scalaire deviennent dans R? :V o, 3 € 1,
1
(c) a*=—[af’eR. et (d) <ap>==7(aB+pa)=—Re(ap)
On peut exprimer aussi le produit vectoriel canonique de R? dans

(€) anf=_(af~fa)=Pur(af) €1,

ainsi que le produit mixte (ou volume orienté)

(f) (a,8,7) = Re(af) = 5(afy 7).

Remarques. (1) Bien sir, toutes ces formules peuvent étre employées pour étudier la

géométrie euclidienne (orientée) de dimension 3, comme on le fait traditionnellement pour
la dimension euclidienne (orientée) de dimension 2 avec le corps des complexes C.
(2) On rappelle que la conjugaison vaut — Ids sur , donc renverse l'orientation.

Une derniere formule générale
En rassemblant les formules, on peut écrire le produit de deux quaternions quelconques
dans la décomposition orthogonale H =R & §.
Onposep=a+aetq=b+ g ecH, aveca,beR, a,5c 9 eton a alors

(g) pa=(at+a)b+pB)=(ab—- <a,f>)+(af+ba+aAp)

ol le premier terme entre parentheses est bien siir réel et le deuxieme un quaternion pur.
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II1.6 Automorphismes et anti-automorphismes du corps des qua-
ternions

Rappels : On sait que le corps R n’a pas d’automorphisme de corps non trivial.
On note souvent ce résultat sous la forme Aut(R) = {Idgr}.
Par contre on sait que C a beaucoup d’automorphismes de corps, mais il n’y a qu'un
seul automorphisme non trivial de C qui est R-linéaires, c’est sa conjugaison. On note
généralement ce résultat sous la forme Autg(C) = Z/2Z, ce qui veut dire que 'identité et
la conjugaison sont les deux seuls automorphismes de C vu comme R-corps.
Pour H, on va trouver une propriété algébrique plus proche de celle de R.

Propriétés des automorphismes de H
Compte tenu des différentes formules, on voit facilement que tout automorphisme ¢ de H
préserve le centre R, donc est I'identité sur R.
En utilisant les formules (et en particulier la propriété quadratique), on voit que ® est une
isométrie directe de la structure euclidienne de R* = H. En particulier, les automor-
phismes de corps de H sont nécessairement R-linéaires.
De plus ® préserve globalement § et il induit par restriction une isométrie directe de .
L’action de ® sur § est donc une rotation (élément de SO(3)).

On considere d’autre part les automorphismes intérieurs. On définit le morphisme de
groupes Int : H* — Int(H) C Aut(H) par : Vq,p € H*, Int(q)(p) =q 'pq.
Son noyau est le groupe multiplicatif R* du centre R de H. On vérifie alors que la restriction
de Int a son action sur 9 induit un isomorphisme canonique de Int(H) avec SO(3). Tout
ceci donne

Théoreme 147. Automorphismes du corps des quaternions I

Tout automorphisme de corps de H est intérieur, i.e.

Aut(H) = Int(H) = SO(3).

Application a la géométrie euclidienne de dimension 3
On peut méme étre plus précis en décrivant la rotation de € induite par Int(q), pour un
quaternion ¢ non réel, en utilisant les formules de multiplication.
Bien str le centre R* donne 'identité.
D’autre part, tout quaternion ¢ non réel (i.e. ¢ € H\ R) peut s’écrire d’une seule
fagon sous la forme

q=|q|(cos@ +sinfa) avec ac€q, |aj=1

ot 6 €]0, [ est 'angle des vecteurs 1 et ¢ dans R*.

On montre alors (exercice!) que la restriction de Int(q) a § est une rotation (orientée)
d’angle 2 6 autour de 'axe porté (et orienté) par le vecteur o dans .

Remarque. Le coefficient 2 ci-dessus est tres important.
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En particulier, si § = 7, i.e. si ¢ = a € 9§~ {0}, alors la restriction de Int(q) a q est la

symétrie par rapport la droite portée par le vecteur ¢ = a dans R? = .

Complément : Anti-automorphismes du corps des quaternions
On a déja dit que la conjugaison canonique 7 est un anti-isomorphisme de corps pour H
et aussi une isométrie indirecte (i.e. qui renverse l'orientation).
On note Ant(H) I'ensemble des anti-isomorphismes de H.
On voit facilement que la réunion Aut(H)UAnt(H) des automorphismes et anti-isomophismes
de H est encore un groupe.
Puisque la conjugaison vaut Id sur R et — Id sur [, elle commute avec les automorphismes
de H; donc le groupe Aut(H)UAnt(H) est canoniquement isomorphe & un produit direct

Aut(H) U Ant(H) = Int(H) x Z/2Z = SO(3) x Z/2Z = O(3)
ou Z /27 est bien str engendré par la conjugaison.

Remarque. En particulier, si on note 7, = Int(a) o7 = 7 o Int(a) pour « € 9§, alors
Ta © To = Id. On obtient ainsi des ”conjugaisons” non canoniques : 7,(a) = — « et 7, est
Iidentité sur I'orthogonal (Ra)t de Ra dans H, i.e. 7, est la symétrie orthogonale par
rapport & cet hyperplan vectoriel (R a)*.

II1.7 Quaternions de norme un et applications

Notation : ) On note S® la sphére unité de l'espace vectoriel euclidien R*.
On rappelle que c¢’est une sous-variété compacte de dimension 3. Pour H = R*, c’est aussi
I’ensemble des quaternions de norme 1. En particulier, compte tenu de la propriété
quadratique, S® est un groupe et dans ce cadre on le note aussi souvent Sp(1).
(Par anticipation sur ’annexe Q 2.)

Propriété 148. ]

La sphere S® = Sp(1) est un sous-groupe de Lie compact distingué du
groupe multiplicatif H* = H — {0}.

Propriétés. (1) S est le groupe dérivé de H*.
(2) Le centre de S? est noté S° = {+1} = S NR>
(3) Si ¢ est un quaternion non nul, alors ||q||~* ¢ est un quaternion de norme 1 et I’applica-
tion définie par ¢ — (||q||, [|¢|| ™! ¢) est un isomorphisme de groupes de Lie H* = R>? x §3,
(C’est analogue pour H des propriétés : R* = R>? x S% et C* =R>? x S1))

Remarque. On peut démontrer que les spheres unités S° = {£1} de R, S = U(1) de
C=TR?et S? = Sp(1) de H = R* sont les seules spheres qui sont des groupes de Lie.
La sphere ST a aussi des propriétés "similaires”, (grace a I’algébre intégre des octonions,
voir annexe (Q 3), mais ce n’est pas un "vrai” groupe de Lie, seulement un H-espace.
(Ces derniers résultats sont plus difficiles que les autres résultats de cette annexe).
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Application au revétement universel Spin(3) de SO(3).
On sait que S? est simplement connexe. On en déduit :

J Propriété 149. Revétement universel de Int(H) = SO(3)

La restriction de Int & S® est surjective et son noyau est S°, donc S® est un
revétement universel de Int(H) = SO(3) et on a une identification canonique

Spin(3) = S* = Sp(1).

Remarque. En particulier, SO(3) est difféomorphe & 'espace projectif réel RP3. Plus
précisément, 'application Int : H* — Int(H) est un homorphisme de groupes de Lie qui
correspond au quotient du groupe H* par son centre R* (qui est bien sir un sous-groupe
distingué).

Dans lidentification de H* avec R* \ {0}, ce quotient devient exactement la définition
(usuelle) de l'espace projectif RP?, et on a donc une identification canonique de
SO(3) = Int(H) avec RP3.

Application aux algebres de Lie de ces groupes de Lie
L’homorphisme d’algebres de Lie associé a Int est alors la représentation adjointe de
I'algebre de Lie H (pour le crochet [p,q] = pg — qp Vp,q € H). On a donc une ho-
momorphisme d’algebres de Lie ad : H — glg(H) = M(4,R) défini par :

ad(p)(q) = [p,q], ouencore ad(p)=L,— R,.

Le noyau de ad est le centre R de H et € est un idéal de H, complémentaire de R.

De plus q s’identifie & I'espace tangent & S® en 1, donc § est I’algébre de Lie de S? et
la restriction de ad a 9§ est la représentation adjointe de cette algebre de Lie.

Puisque la restriction de Int est un revétement, on en déduit que cette représentation
adjointe de q est un isomorphisme canonique de § avec ad(H). Enfin ad(H) vaut 0 sur R
et préserve €.

Tout ceci se résume dans les identifications canoniques d’algebres de Lie

9 =sp(l) =ad(H) =s0(3) et H=R®so(3)=cso(3).

Application a la géométrie euclidienne de dimension 4

On a déja signalé (des le paragraphe 2) que les actions de H* sur H a gauche et a droite
sont conformes pour la structure euclidienne de R* = H et que L¥(H) + R¥(H) = cso(4).
Puisque C'SO(4) est connexe, on en déduit un isomorphisme canonique :

LE(H*) R*(H*) = CSO(4).

De plus LE(H*) et R®(H*) sont deux sous-groupes distingués de C'SO(4), qui commutent
entre eux, et leur intersection LE(H*) N R¥(H*) est exactement leur centre commune R*
puisque 'action du centre R* sur H est la méme a gauche et a droite.
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Si on veut obtenir seulement le groupe orthogonal, il suffit de remplacer le groupe H*
par son sous-groupe S = Sp(1) dans l'identification ci-dessus.
On a déja signalé que Sp(1) NR* = {£1}, on a donc 'identification canonique :

SO(4) = Sp(1) Sp(1) = Sp(1) X a1y Sp(1).
On en déduit que Spin(4) et PSO(4) sont des produits
Spin(4) = Sp(1) x Sp(1) et PSO(4) = SO(3) x SO(3).

En particulier PSO(4) n’est pas une groupe simple, contrairement a SO(3) ou encore a
PSO(n) pour n > 5.

Remarques. (1) Attention, SO(4) n’est pas isomorphe a Sp(1) x SO(3) méme si
ces groupes sont tous les deux des quotients de Spin(4) par le groupe a deux éléments.
(2) On peut aussi écrire : C'SO(4) = H* Sp(1) = H* X413 Sp(1).

III.8 Structures complexes sur le corps des quaternions

On note S% la sphére unité de §. On peut la caractériser dans H ainsi :

Propriété 150. Propriété caractéristique de S?

La sphere S? de q est exactement le sous-ensemble des éléments de carré —1
dans H.

Soit a =bi+cj+dke S? ie |a? =+ +d*=1.
Puisque o> = —1, on voit que L, et R, sont deux structures complexes sur H, mais elles
sont différentes. Elles sont cependant reliées par la conjugaison 7 :

VYVaeS? L,o=-ToR,orT.

Commentaire : Par conséquent H possede deux familles "naturelles” de structures com-
plexes, échangées par 7. On rappelle que SO(3) est transitif sur S? et tout ceci implique :

il n’y a pas de structure complexe canonique sur H

(puisque tous les éléments de ces deux familles sont échangés par les automorphismes
intérieurs ou les anti-automorphismes).
Si on veut travailler sur H avec les nombres complexes, on est donc amené a faire un
choix d’une structure complexe parmi celles-ci et on I'appellera ici "usuelle” pour
bien souligner qu’elle n’est pas canonique. De plus, on ne la notera pas J dans cette annexe
pour éviter toute confusion. Traditionnellement, on choisit 1’élément ¢ comme point-base
sur S% et son action a droite. On va se conformer ici & cette tradition, en la prenant
comme " convention-définition”.
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Convention usuelle. ) On choisit Ry comme structure complere usuelle sur H.

Avec ce choix de R;, on a une identification H = C?> = C @ C.
On remarque que le premier facteur C est I'inclusion usuelle de C dans H mentionnée au
début. On peut aussi écrire H = C & j C et on peut caractériser ce premier facteur par

sige H, alors ¢e€C < —iqi=q.

Plus explicitement, un élément ¢ = a +bi+ cj+ dk de H (avec a,b,c,d € R)
peut aussi s’écrire ¢ = z + jw avec z,w € C.

Attention, on a bien str z = a + b, ce qui correspond a l'identification usuelle de C
comme sous-corps de H. Par contre w = ¢ — di. On a choisi ici de mettre w ”a droite”
pour étre cohérent avec I'action a droite R;.

Premieres formules
On a deux formules de base pour les calculs en coordonnées complexes :

(1) zj=jz, VzeC(C H),

(2) q=z—jw, VYq=z+jw (z,weC).

Il faut faire attention que la conjugaison (quaternionique) de H n’est pas la conjugaison
complexe "naturelle” sur 'espace vectoriel complexe C2.
(On verra au paragraphe suivant qu’il vaut mieux raisonner en termes de matrices.)

II1.9 Le produit des quaternions en coordonnées complexes

On peut alors écrire le produit de H dans cette présentation. Si z,w,x,y € C,
(z+jw)(x+]jy) = (zx — Wy) +j (wx + Zy).

On remarque que ce produit n’est pas C-bilinéaire, mais (avec les choix faits) il est quand
méme C-linéaire dans la deuxiéme variable. Autrement dit :

stq = z + jw, alors Ly est un endomorphisme complexe

(ce qui est en fait évident puisque L, commute toujours avec R;).
On prend naturellement {1,5} comme base complexe canonique pour C?* = H, en
écrivant soigneusement les coordonnées complexes a droite (pour avoir jw).

Autrement dit, ¢ = z + j w donne le vecteur Z € C? et la matrice complexe L(qC de L,

dans cette base complexe s’écrit
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La trace (complexe) de la matrice L(fl: est z 4+ Z. C’est donc un nombre réel et on a
tre (LY) = 2tre (Ly) = 4Re(q).

De méme le déterminant (complexe) de LY est 2z 4+ ww = [|¢||*. C’est lui aussi un nombre
réel, mais de plus il est > 0 et on a :

detz (Ly) = (detc (Lg))* = [lal"

On remarque que la matrice correspondant au conjugué ¢ peut s’écrire
que q p ] qp

=5 0)- -7

—-w z

Par contre, si ¢ n’est pas un nombre complexe (i.e si ¢ € H — C), alors R, n’est pas un
endomorphisme complexe pour la structure complexe R; choisie.

Le produit de H n’est pas C-bilinéaire, i.e. H n’est pas une C-algebre (et c’est ainsi pour
toute structure complexe sur H, pas seulement pour celle qui a été choisie).

Application a la géométrie hermitienne complexe de dimension 2
On munit H = C? de sa structure C-hermitienne canonique h. Celle-ci peut s’écrire sur H :

hMe+jy,z+jw)=Tz+gw

On considere I'opération a gauche vue dans les complexes, autrement dit I'application
Lt :H — M(2,C). Elle donne une identification (usuelle & défaut d’étre canonique)
de l'algebre associative H avec une sous-algebre réelle de I’algebre (complexe) M(2,C).

En corollaire, on a les isomorphismes de groupes de Lie :
H* =R>? x SU(2) C GI(2,C) et S°=Sp(1)=SU(2),
et les isomorphismes d’algebres de Lie :
H=R&su(2) Cgl(2,C) et q=sp(l)=su(2).

Attention : Le groupe de Lie H* = R>? x SU(2) n’est pas isomorphe & U(2), méme si
les algebres de Lie H et u(2) sont isomorphes (ces deux algebres de Lie linéaires, vues comme
sous-algebres de Lie de gl(2, C), ne sont pas isomorphes au sens des algebres linéaires, méme
si elles sont isomorphes comme algebres de Lie abstraites).

Remarque. Avec les identifications du paragraphe 7, on retrouve le cas de rang 1 :
A1 = B; = C; des ”isomorphismes classiques de basse dimension” des groupes et algebres
de Lie simples :

su(2) = so(3) = sp(1), SU(2) = Spin(3) = Sp(1), PSU(2) =SO(3) = PSp(1).

Application a la géométrie projective complexe de dimension 1
Comme on l'a fait dans les applications a la géométrie réelle de dimension 3 et 4, on peut
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considérer I'application Int : H* — Int(H) ainsi que sa restriction & 52,

Puisque H* est un groupe , on a donc une structure de groupe de Lie (non abélien) sur
C?—{0}. On considere son sous-groupe abélien C—{0} donné par I'inclusion usuelle C C H.
Contrairement au cas réel, ce sous-groupe n’est plus distingué, et le quotient

(C* — {0})/(C — {0}) est alors CP', I'espace projectif complexe de dimension 1. On sait
que c’est une variété complexe et que la projection de C? — {0} sur CP' est holomorphe.
On sait aussi que du point de vue réel CP! est difféomorphe & S2.

En utilisant les quaternions, on peut obtenir une identification (sinon canonique, du moins
usuelle) en faisant agit Int(H) sur S? C 9. Plus précisément, 1’application h:HX — §2
définie par ¢ = qiq~! (V ¢ € H* est exactement le quotient précédent et donne donc une
identification (usuelle) de CP' avec S2.

La restriction de h & S3, notée

h:8% — S2

est couramment appelée le fibré de Hopf et joue un role fondamental en géométrie
différentielle.

I11.10 Complément : Complexification du corps des quaternions

On aura besoin (dans une autre annexe toutefois) de savoir quelles sont les propriétés
de la complexification du corps des quaternions. Il faut faire attention que mettre
une (ou plusieurs) structure complexe sur H n’est pas la méme chose que d’étudier les
propriétés de la complexifiée naturelle H® = H ®p C.

On rappelle que cette complexifiée est en fait un produit tensoriel réel sur lequel on met
la structure complexe du deuxiéme facteur (en particulier, ce n’est pas R;).

Puisque H est une R-algebre, la complexifiée H® est naturellement une C-algebre. Cepen-
dant, ses propriétés ne sont plus tout a fait les mémes, en particulier, ce n’est plus un
corps. En fait, elle s’identifie a une C-algebre simple classique.

Propriété 151. Complexifiée du corps des quaternions ]

La complexifiée H® du corps des quaternions est isomorphe a 1'algebre C(2) =
M(2,C) des matrices carrées (2,2) sur C.

Remarque. Dans la pratique, on peut dire que complexifier H revient simplement a
remplacer le corps des réels par celui des complexes des le début des définitions.
On peut en fait développer une théorie des quaternions (généralisée) sur tout corps com-
mutatif (avec toutefois quelques modifications importantes en caractéristique 2).
On renvoie pour cela aux ouvrages spécialisés.

Construction de I’identification H® = C(2) On a déja montré que LE(H) est une
sous-algebre réelle de M (2,C). Il ne reste plus qu’a prolonger L & HC en définissant
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'application A : H® — M (2, C) par la formule :

ZU —wWv
wv ZU

A(q®v):vL§:( ) Vg=z+jweH,Vzw,veC.

On vérifie alors facilement que A est un isomorphisme de C-algebres. On a par exemple :
10 1 o 01 1 , :
(O 0)—51\(1@1—1@@), <O O>—§A(—j®1—k®z),

00 L, . . 00 1 S
(1 0)_51\(]@1—1{:@2), (0 1>—§A(1®1+2®z).

Enfin on peut remarquer que LE(H) est totalement réelle dans M (2, C), autrement dit :

M(2,C) = L°(H) @ J LE(H).

IV  Annexe Q2 : Algebre linéaire sur les quaternions

Avertissements

Cette annexe Q2 fait suite a I’annexe Q1 qui introduit le corps des quaternions. Elle peut
étre utilisée directement par ceux qui connaissent déja un peu ce corps. Dans toute cette
annexe, on ne trouvera que des définitions et des énoncés de résultats. Les démonstrations
de ceux-ci (et de quelques autres) sont disponibles dans de trés nombreux ouvrages et ne
sont donc pas détaillées ici. Une courte bibliographie est donnée au début. Elle ne com-
porte que des ouvrages consultés et utilisés par 'auteur. Elle n’est donc absolument pas
exhaustive sur le sujet.

Cette annexe présente tres brievement les espaces vectoriels et applications linéaires qua-
ternionniques, ainsi que les formes sesqui-linéaires sur les quaternions. Le but principal est
d’introduire les groupes de Lie classiques construits a 1’aide des quaternions, puis de décrire
plusieurs groupes linéaires associés. On s’intéresse essentiellement a ceux qui apparaissent
dans la théorie de 1'holonomie.

Pour étre franc, le but principal de cette annexe (comme de toutes les autres) est de fixer
les définitions et les notations pour d’autres textes de 'auteur (et le but secondaire est de
permettre a I'auteur de renvoyer désormais a cette annexe pour toute question concernant
les groupes linéaires définis a 1'aide des quaternions).

Toute critique (constructive) sur ce texte est la bienvenue.

Bibliographie

[1] & faire
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IV.1 Espaces vectoriels sur le corps des quaternions

Attention, pour développer I’algebre linéaire sur un corps non commutatif (comme ’est
H), il faut spécifier un sens pour I'action des scalaires. Si on veut conserver les notations
matricielles usuelles, il est alors naturel de choisir une action a droite de H. En effet,
si on écrit un vecteur X de I'espace vectoriel canonique H™ sous la forme (usuelle) d’'une
colonne, on peut multiplier X a droite par un quaternion ¢ en restant dans le produit des
matrices, si on considere un scalaire ¢ comme une matrice (1,1). Ce n’est plus le cas si on
dispose ¢ a gauche de X.

Définition 152. Espaces vectoriels a droite sur H

(1) On appelle espace vectoriel a droite sur H ou espace vectoriel quater-
nionnique un espace vectoriel réel £ muni d’une action a droite de H qui est
R-linéaire.

(2) L’espace H™ est appelé espace vectoriel quaternionnique canonique
si on le munit de 'addition vectorielle usuelle et de la multiplication par un
scalaire a droite définie par :

(X1, T2y ooy Tim) ¢ = (T1¢, T2q, o, Tmq), Y (21,22, ..., xy) € H"etVq € H.

(3) On dit qu'un espace vectoriel quaternionnique est de dimension quater-
nionnique (finie) m si il est de dimension réelle 4m.

(4) Si E et F sont deux espaces vectoriels quaternionniques, une application
R-linéaire f : E — F est appelée H -linéaire ou quaternionique

si f(Xq)=f(X)q, VX€eE, VqgeH.

Remarques. (1) On démontre facilement qu'un espace vectoriel réel de dimension finie
peut admettre une structure quaternionnique compatible si et seulement si sa dimension
est un multiple de 4.

(2) Une somme directe d’espaces vectoriels quaternionniques est naturellement quater-
nionnique. (Attention, ce n’est pas le cas pour le produit tensoriel ; on y reviendra.)

(3) Les applications linéaires quaternionniques s’additionnent et se composent comme les
applications R-linéaires ou C-linéaires.

(4) Attention, si E et F' sont deux H-espaces vectoriels, I’espace vectoriel (réel) Ly(FE, F')
dont les éléments sont les applications H-linéaires de E dans F' est un sous-espace vectoriel
de l'espace Lg(F, F), mais il n’admet pas de structure quaternionnique naturelle a cause
de la non commutativité de H.

(5) On peut tout a fait définir des espaces vectoriels a gauche sur H en remplagant
dans la définition 'action a droite par une action a gauche. De tels espaces apparaissent
naturellement par dualité (voir paragraphe suivant). En utilisant la conjugaison, on peut
transformer une action a gauche en une action a droite et donc se ramener au cas qu'on a
appelé ” quaternionnique”.
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IV.2 Calcul matriciel sur les quaternions

Avec le choix de placer les scalaires a droite, on peut aussi utiliser les matrices sans
avoir a changer les notations habituelles pour le produit ou les changements de bases. Pour
tout entier m, on choisit la H-base canonique sur H”™ donnée par
Ey=(1,0,---,0),--- ,E, = (0,---,0,1).

Mais il faut toujours faire attention au sens de l'action et placer les scalaires en
conséquence :

Iy
Vo, o, € H, X = : ceH" «— X=FEx+-+E,znm

Tm

(On dispose X et les E; en colonnes (m,1) comme dans le cas commutatif.)

Alors une base quaternionnique sur un espace vectoriel quaternionnique £ (de H-dimension
finie m) peut étre définie par une application H-linéaire inversible @ : H™ — E et la base
associée est la famille ordonnée (®(E,), -+, P(E,,)).

Pour tout z € E, les coordonnées de ®(~Y(z) dans H™ dans la base canonique (resp. sa
matrice colonne) sont les coordonnées quaternionniques de z (resp. sa matrice colonne)
dans la base donnée. Et les formules usuelles pour les changements de bases s’appliquent
sans probleme.

La matrice A € M(n, m;H) d’une application H-linéaire f : H™ — H" dans les bases
canoniques est la matrice (n,m) (a coefficients dans H) dont les coefficients a; ; € H sont
donnés par les formules ”usuelles” (en prenant soin de les écrire a droite)

a1, n
f(Ej) = = E Ez A; j
n,j =
ce qui donne les formules usuelles
T n m
fl1:1=1: avec Vi=1,---,n y = g a;j Tj.
Tm Ym 7=l

On voit ainsi qu’avec le choix de I'action a droite, on peut conserver I’écriture matricielle
traditionnelle f(X) = AX et 'addition (resp. la composition) des applications H-linéaire
correspondent exactement & la somme (resp. au produit) des matrices.

Remarques. (1) On pourrait faire de 'espace R-vectoriel M(n, m;H) un espace H-
vectoriel (a droite ou & gauche) mais ce ne serait plus compatible ni avec le produit des
matrices, ni avec le changement de base donc on ne le fera pas ici.

(2) On peut identifier M(n,m;H) a un sous-espace vectoriel de M(4n,4m;R) de la fagon
suivante. On identifie H™ avec R*™ = R™ @ R™i ® R™j & R™k et on identifie M =
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A+ Bi+Cj+ Dk € M(n,m;H) (ou A, B,C,D € M(n,m;R)) avec la matrice réelle
MR € M(4n,4m;R) associée dont la décomposition en (4 x 4) blocs de taille (n,m) est la
"méme” que l’écriture de L]}f au paragraphe 4, i.e.

A -B —-C -D
B A -D C
¢c D A -B
D -C¢c B A

M* =

Matrices carrées : On note M(m, H) D’algébre associative des matrices carrées
(m,m) a coefficients dans H.
Ce n’est pas une H-algebre car le produit des matrices n’est pas H-bilinéaire, mais c’est
toujours une R-algebre et la caractérisation de H citée au paragraphe 2 se prolonge aux
matrices carrées.

Théoreme 153. Caractérisation des espaces de matrices carrées de quaternions

Si A est une R-algebre associative unitaire simple de dimension (réelle) finie,
alors A est isomorphe a 1'une des algebres de matrices M(n,K) pour K =R, C
ou H.

IV.3 Utilisation des complexes pour les matrices de quaternions

On choisit de voir H™ comme un espace vectoriel complexe pour la multiplication par ¢
a droite sur chaque coordonnée et on notera encore et toujours R; cette structure complexe
"usuelle”. On peut donc écrire H™ = C™ @ jC™ = C?™,

Si on regarde maintenant la multiplication par j a droite sur chaque coordonnée de H™
(qu’on notera de méme R;), elle vérifie les propriétés :

Digression : Anti-involution de deuxieme espece.

Ces deux proprietés caractérisent ce que Elie Cartan appellait une anti-involution de
deuxieéme espece sur un espace vectoriel complexe.

Inversement, la présence d'une anti-involution d de deuxieme espece sur un espace vectoriel
complexe implique que la dimension (complexe) de cet espace est paire et on peut alors
identifier la multiplication par i (resp. I'action de §) avec la multiplication & droite par
i (resp. j) d’'une action a droite de H. Cela fait de 1’espace vectoriel complexe un espace
vectoriel quaternionique (& droite et de dimension quaternionnique moitié) en posant Ry =

Rj ORi.

La propriété suivante est immédiate. Avec ces conventions,
les applications H -linéaires sont en particulier des applications C -linéaires.
En terme de matrices, si on écrit M € M(n,m;H) sous la forme M = A+ j B avec
A, B € M(n,m;C), alors M s’identifie & la matrice M® de M(2n,2m;C) dont I'écriture
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(2,2) en blocs de taille (n, m) est 'analogue de celle de I’action a gauche de H sur lui-méme,
autrement dit L
A —-B
c et J—
(3 3)

Attention, M(n, m;H) est un sous-espace vectoriel réel de M(n,m;C), mais ce n’est pas
un sous-espace complexe.

L’algebre des matrices carrées de quaternions M(m, H) s’identifie a la sous-algebre réelle
de M(2m, C) formée des matrices carrées de la forme ci-dessus (avec des blocs (m,m)).
Inversement, on peut caractériser la sous-algebre M (m,H) dans M(2m, C) en utilisant
la conjugaison o par 'anti-involution R; de la fagon suivante :

si f est un endomorphisme complexe de C*"(= H™) dont la matrice dans M (2m, C) est
M = (]/31 g) , alors la matrice de o(f) = —Rjo fo Rj est o(M) = _% _ZB :

On remarque alors que o est une anti-involution de premiere espece de I’algebre complexe,
(i.e. o est anti-linéaire et coo = Id). On rappelle que les anti-involutions de premiere espece
caractérisent en fait les "formes réelles” d’une algebre complexe. On a ici :

M(m,H) = {M € M(2m,C) telsque o(M)= DM}

et M(m,H) est donc une forme réelle de M(2m,C), ce qui signifie M (m,H) est une

sous-algebre réelle de M(2m, C) qui vérifie M(2m,C) = M(m,H) & R; (M(m,H)).

En particulier, M(2m, C) est (isomorphe a) la complexifiée de 1’algebre réelle M (m, H).
Remarques. Soit M = A+ jB € M(m;H) avec A,B € M(m;C), et M® =

A -B o

( B A ) . On voit immédiatement que

(1) La trace complexe de M€ vaut trc(A) 4 tre(A), donc est réelle.

(2) Le déterminant complexe de M€ vérifie detc(MC) = detc(MT) et lui aussi est réel.

(3) Plus généralement, si A est une valeur propre de la matrice complexe M € alors sa

conjuguée \ est aussi une valeur propre avec la méme multiplicité. Tous les coefficients du
polyndme caractéristique de M® sont réels. En particulier le déterminant de M€ est > 0.

IV.4 Formes sesquilinéaires sur le corps des quaternions
On peut copier sur H la théorie des formes hermitiennes complexes.

Définition 154. Formes sequilinéaires sur les quaternions

(1) Si E et F sont deux espaces vectoriels (a droite) sur H, on appelle applica-
tion H -sesquilinéaire (ou application sequilinéaire sur les quaternions)
une application R-bilinéaire ® : F x F' — H vérifiant :

P(xp,yq) =pP(zx,y)q VYreE yeF, pqgeH
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(2) On dit qu'une telle application H-sesquilinéaire ® est une forme H-
sequilinéaire sur F dans le cas F = F'.
(3) On dit qu'une forme H-sesquilinéaire ® sur E est H -hermitienne si elle
vérifie en plus

oYV, X)=9(X,Y) VXY €FE.
(4) On dit qu'une fome H-sesquilinéaire ® sur E est H -anti-hermitienne si
elle vérifie en plus

Y, X)=-d(X,Y) VX,YEFE.

(5) Si E est de dimension finie, on dit qu'une forme H-hermitienne (resp. -anti-
hermitienne) ® sur F est non dégénérée si

VXeFE, 3dJYeFE telque o(X,Y)#0.

Remarque. Dans le cas du corps des complexes, une forme C-anti-hermitienne se
transforme simplement en une forme C-hermitienne si on la multiplie par :.
Ce n’est pas du tout le cas pour les quaternions. En effet, si & est une forme H-
sequilinéaire, alors ¢ ® ou 7P ne sont méme plus H-sesquilinéaires. Les formes H-hermitiennes
et H-anti-hermitiennes sont tres différentes. En particulier, ®(X, X) € R si ® est H-
hermitienne, alors que ¥(X, X) € € si U est H-anti-hermitienne.

Exemples canoniques hermitiens
Pour tous (p,q), petq > 0, p+¢q = m, on note &, , la forme H-hermitienne sur H™ définie
par la formule :

T n P q
VX = | [,Y=|[: |€eH", QX Y)=) Tigi — > Tpijhpss-
i=1 j=1

Tm Ym

On vérifie facilement qu’elle est H-hermitienne et non dégénérée.
On lappelle la forme H -hermitienne canonique de signature (p, q).

On peut décomposer @, , suivant ses composantes réelles, i.e. on pose
VXY €H™, 0,,(X,Y) = (X,Y) + Bpg(X,Y) i+ 7pg(X,Y)  + 00 (X,Y) £,
ol g, Bp.gs Vp.q €6 Opq sont des formes bilinéaires réelles sur R*™ = H™. On vérifie :
(1)  «p,4 est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée, de signature (4p, 4q),
(2) R, R, Ry sont antisymétriques par rapport & o, ,
E3§ Pra(X,Y) = o g(X0,Y), 7po(XY) = (X 1Y), 0pg(X,Y) = g o( X E,Y),

4)  Bpg, Yp.g» Op,g sont des formes bilinéaires alternée non dégénérées.

De méme, on peut décomposer @, , suivant ses composantes complexes, i.e. on pose
VXY e H™, @,,(X)Y) = (X,Y)+7in,,X,Y),
olt (,, est une forme C-sequilinéaire et 7,, une forme C-bilinéaire sur C*™ = H™. Et
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(5)  (pq est une forme C-hermitienne non dégénérée de signature (2p, 2¢),
(6) Rj est anti-hermitienne par rapport a (4,
E? (X, Y) = Go(X 4,Y),

7p,q €st une forme C-bilinéaire alternée non dégénérée.

Comme dans les cas réel ou complexe, on peut montrer :

Propriété 155. |

: Pour toute forme H-hermitienne non dégénérée ® sur £ (de dimension qua-
ternionnique m), il existe une base telle que ® s’écrive comme une et une seule
des formes @), , ci-dessus dans cette base.

Exemple usuel anti-hermitien
On note ¥,, la forme H-anti-hermitienne sur H™ définie par

/=1

On vérifie facilement qu’elle est H-anti-hermitienne et non dégénérée.
On l'appelle la forme H -anti-hermitienne usuelle.

On peut décomposer ¥,, en ses composantes réelles comme on I’a fait ci-dessus. On
pose
VX, Y eH™ VU, (X,Y)=w,(X,Y)+ A\(X,Y) i+ pun(X,Y) j + v (X, Y) E,
Ol Wi, A, fm €t Uy, sont des formes bilinéaires réelles sur R*™ = H™. On vérifie :
(1)  wy, est une forme bilinéaire alternée non dégénérée,
(2) R;, R;, Ry sont antisymétriques par rapport a wy, (et ¢’est vrai aussi pour R,,Vp € ),
3) A, V) =wn(X 1Y), (X, V) = wn(X 3, V), v(X,Y) = wm(X K, Y),
(4) A, fhm, Vm sont des formes bilinéaires symétriques non dégénérées de signature (2m, 2m).

De méme, on peut décomposer ¥,, suivant ses composantes complexes, i.e. on pose
VX, Y eH™ W, (X,Y)=0,X,Y)+jo.(X,Y),
ol 0, est une forme C-sequilinéaire et ,, une forme C-bilinéaire sur C>™ = H™. On vérifie :
(5) 6., est une forme C-anti-hermitienne non dégénérée,
(6) R, est anti-hermitienne par rapport a 6,,,
() om(X)Y) =0n(XJ,Y),
(8)

8) o, est une forme C-bilinéaire symétrique non dégénérée.

Comme dans les cas réel ou complexe, on peut montrer :

Propriété 156. |

Pour toute forme H-anti-hermitienne non dégénérée ¥ sur E (de dimension
quaternionnique m), il existe une base telle que ® coincide avec ¥, ci-dessus
dans cette base.
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IV.5 Digression : dualité et produit tensoriel sur le corps des
quaternions

On ne peut pas développer naturellement ’algebre multilinéaire (ou tensoriel) sur les
quaternions a cause de la non commutativité, méme déja dans le cas bilinéaire. En parti-
culier, il faut faire attention a certaines notions d’algebre linéaire qui existent encore, mais
avec des définitions adaptées ou au moins des précautions d’emploi. On donne ci-dessous
quelques indications sur la dualité et le produit tensoriel (en dimension finie pour simplifier
I'exposé). On mentionnera aussi le déterminant des matrices carrées au paragraphe 15.

Dual : Le dual E* d'un espace vectoriel quaternionnique E est l'espace vectoriel (a
priori réel) des applications H-linéaires de £ dans H.
Si on choisit une base de E sur H, une forme H-linéaire sur E est donc décrite par une
ligne L € M(m,1) (ou m est la dimension quaternionnique de E).
Dans ce cas, il faut remarquer que ’espace d’arrivée est le corps H canonique et non pas
un espace vectoriel quelconque de dimension (quaternionnique) 1. Si on fait un changement
de base sur E, on n’en fait pas sur H. Plus précisément :
pour a € E*,z € FE si X est la matrice colonne de = dans une base, si P est la matrice
d’un changement de base, alors les coordonnées de x dans cette base donnent une colonne
X'"avec X = PX'. Onadonc: a(x)=LX =LPX/'=L'X"avec L' = LP.
On voit ainsi que E* admet naturellement une action & gauche de H compatible avec le
changement de base, et le dual est donc naturellement une espace vectoriel quaternionnique
a gauche. Si on veut en faire un espace vectoriel quaternionnique a droite (comme F), il
faut alors utiliser la conjugaison pour transformer cette structure a gauche en une structure
a droite. On notera ici £* le conjugué du dual de E, c’est a dire I'espace vectoriel
quaternionnique a droite obtenu ainsi.
On remarque qu'une application H-sesquilinéaire peuvent étre vue aussi bien comme une
application H-linéaire de F' dans le conjugué du dual E*, par la construction classique qui
associe a une application H-sesquilinéaire ¥ de £/ x F' dans H l'application ¥ de F' dans
E* définie par : U(Y)(X)=V(X,Y), VXe€EYEcF.

En particulier, si £ = F', une telle ¥ est non dégénérée si et seulement si U est inversible.

Produit ”tensoriel” sur les quaternions

Dans un certain nombre d’ouvrages, on trouve des formules avec un signe ®y impliquant
en principe un produit tensoriel sur H, par exemple H" @y H™. On a signalé plus haut
qu’il n’y a pas de calcul multilinéaire sur H et donc il faut faire attention que ce n’est pas
tout a fait le produit tensoriel usuel.

En effet, si on veut faire un tel produit tensoriel £ ®x F' sur un corps K non commutatif,
il faut prendre un espace vectoriel a droite (usuellement le premier F) et un autre a
gauche (dans ce cas le second F'). Dans le cas des quaternions, ol il y a une conjugaison, il
est aussi simple de considérer cette notation comme un raccourci pour considérer ’espace
vectoriel (réel) des applications H -linéaires de F' dans le dual conjugué E* de E ou (de
fagon équivalente) I'espace des applications sesquilinéaires sur F x F' a valeurs dans H.
Attention, dans le cadre général, le résultat du produit tensoriel n’est plus un espace
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vectoriel sur K tout entier, mais seulement sur son centre. Pour les quaternions, le résultat
est donc seulement un espace vectoriel réel.

I faut garder a lesprit la particularité de cette définition (pour éviter toute confusion
préjudiciable), mais il est quand méme assez légitime d’écrire : H" @y H™ = R*"™.

Dans la pratique, comme pour le dual, il parait plus simple (pour les quaternions) de passer
par les applications H-sesquilinéaires.

IV.6 Groupe linéaire sur les quaternions

On commence par quelques remarques sur 1’espace des matrices carrées.

Conventions ) A priori, M(m,H) est d’abord un espace vectoriel réel.
On le note parfois différemment quand on le munit d’une structure définie a partir du
produit des matrices.
(a) Muni du produit des matrices, on a donc une algebre associative unitaire comme
on 'a dit plus haut. Souvent, on simplifie la notation ainsi :
on note K(m) l'algebre M(m, K) pour tout corps K.
C’est ce qui est fait par exemple dans les ouvrages sur les algebres de Clifford ; on le fera
aussi dans une autre annexe sur les algebres quadratiques (qui généralisent les quaternions).
(b) Quand on munit M(m,H) de son crochet de Lie, on la note plutét gl(m, H) (comme
on le fait pour R et C) et on 'appelle 1’algébre de Lie du groupe linéaire sur H.
On remarque que le crochet n’est ni H-bilinéaire, ni méme C-bilinéaire, donc gl(m, H) est
une algebre de Lie réelle non complexe.
On voit alors l'opération de gl(m,H) sur H™ comme une représentation linéaire qua-
ternionique (c.a.d. qui commute a l'action de H) de l'algebre de Lie réelle gl(m,H).
En particulier, elle commute avec 'action de R; a droite sur H™, donc c’est aussi une
représentation complexe sur C*™ = C™ @ j C™ = H™. Via l'application M — M, on a
une inclusion d’algebres de Lie gl(m,H) C gl(2m,C) et on a déja dit que gl(2m,C) est la
complexifiée de gl(m, H).
Attention, la représentation de gl(2m,C) dans C*™ n’est pas la complexifiée (totale) de la
représentation de gl(m, H) dans H™ = C?™. Plus précisément, cette complexifiée totale est
de dimension complexe double (donc 4m) et elle est isomorphe a la représentation ”diago-
nale” de gl(2m,C) dans C*™ @ C*™ = C*™ définie par
AX,)Y) = (AX,AY), VAegli2m,C), XY € C*™.

Définition 157. Groupe linéaire des quaternions

Le groupe des éléments inversibles de M(m,H) est noté Gl(m,H). On I’ap-
pelle le groupe linéaire des quaternions (ou sur les quaternions, ou quater-
nionnique)).

C’est un groupe de Lie réel de dimension 4m? (c’est un ouvert de M (m, H)).
Son algebre de Lie est bien stur gl(m, H).
L’application M + MC devient une inclusion de groupes de Lie Gl(m,H) C Gi(2m,C)
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qui fait de GI(m, H) un sous-groupe fermé de GI(2m, C). De plus Gl(m,H) = GI(2m,C)N
M(m,H) (C M(2m,C))

Le centre de Gl(m,H) est formé des homothéties de rapport réel (non nul),
donc il est isomorphe a R* (et on le note aussi R* Idy).

IV.7 Déterminant des matrices carrées et groupe spécial linéaire
des quaternions

Déterminants : Il existe une théorie des déterminants sur les corps non commutatifs
(due a Dieudonné), mais elle ne passe pas par ’algebre multilinéaire puisque celui-ci n’existe
pas dans le cas non commutatif. On ne résume pas cette théorie ici (voir [?77]). Pour le
cas des quaternions, cela revient au meéme de passer par les complexes et on va se contenter
ici de prendre ce ”court-circuit” théorique.

Pour M € M(m,H), on a signalé que detc(M®) est un nombre réel positif ou nul.
(En fait detc(MC) est la racine carrée de detg(MR®), qui est > 0).
On définit le déterminant quaternionique dety (M) comme la racine carrée de detc (M)
(ou de facon équivalente la racine quatrieme de detg(M®)).
Propriétés du déterminant quaternionique : Ce déterminant est multiplicatif et il
est non nul si et seulement si M est inversible (i.e. M € Gl(m,H)).

Définition 158. Groupe spécial linéaire des quaternions

On note Sl(m, H) le sous-groupe de Lie fermé de GIl(m,H) formé des matrices
de déterminant un, autrement dit SI(m, H) = GI(m,H)NSI(2m, C) (cette inter-
section étant prise dans GI(2m,C)). On l'appelle le groupe spécial linéaire
des quaternions.

Alors Si(m,H) un groupe de Lie réel de dimension 4m? — 1.
Son centre a deux éléments {£ Id} et le quotient PSI(m,H) = Sl(m,H)/{£ Id} est un
groupe de Lie simple dont le diagramme est de type Agm 1.
On note sl(m,H) l'idéal de gl(m, H) formé des matrices de trace nulle dans C*™,
autrement dit sl(m,H) = gl(m,H) N sl(2m, C).
On peut montrer que sl(m,H) est une algebre de Lie réelle simple dont la complexifiée
est l'algebre de Lie simple sl(2m, C). C’est 1'algebre de Lie de SI(m, H).

Et Si(m,H) (resp. sl(m,H)) est le groupe dérivé (resp. I'algebre dérivée) de Gl(m, H)
(resp. gl(m,H)). Le quotient Gl(m,H)/Sl(m,H) = R>? est 'abélianisé¢ de Gl(m,H) et on
a les isomorphismes :

Gl(m,H) =R>° x SI(m,H) et gl(m,H)=R® sl(m,H).

Basses dimensions : Dans la théorie des groupes et algebres de Lie simples, il y a

ples, 11y
quelques isomorphismes ”canoniques” de basse dimension. Pour le cas du groupe linéaire,
pour m =1 (i.e. A; = By = (), on a déja montré :
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(1) Si(1,H) = SU(2) = Spin(3) = Sp(1)(= S*) et PSI(1,H) = PSU(2) = SO(3) =
PSp(1) avec sl(1,H) = su(2) = so(3) = sp(1)(= 9),

pour m = 2 (i.e. A3 = Dj3), on obtient

(2) Sl(2,H) = Spin(5,1) et PSI(2,H) = SOy(5,1) avec sl(2,H) = so(5,1).

IV.8 Groupes ”unitaires” sur les quaternions

On peut construire avec les quaternions l’analogue des groupes unitaires classiques
SU(p, q). Pour les calculs, on se servira, comme dans le cas des complexes, de la transpo-
sition et de la conjugaison sur les matrices.

Définition et notation ) On définit M' comme la transposée de la conjuguée de
la matrice M, que ce soit sur C ou sur H.

Remarques. (1) On peut méme le faire sur R en prenant 'identité comme conjugaison.
(2) La conjuguée M = A — j B (pour M € M(m,H)) ne correspond pas & la conjuguée
complexe Mc de M. De méme, la transposée *M =' A + j'B ne correspond pas a la
transposée complexe !Mc. Par contre, les deux effets se compensent pour la transposée de
la conjuguée ; on a bien (M€ = (M®)' (et on peut alors la noter M. sans ambigiiité).

Définition 159. Groupes des isométries H -hermitiennes

Pour p + ¢ = m, on note Sp(p, q) le sous-groupe fermé de GI(m,H) formé des
isométries de la forme H-hermitienne canonique @, ,. Autrement dit,

Sp(p,q) ={M € Gl(m,H) telsque Mt L,M=1,}

(ou I,, est comme d’habitude la matrice (m,m) diagonale dont les coefficients
diagonaux sont p fois +1 suivis de ¢ fois —1 avec p + ¢ = m).

C’est un groupe de Lie réel de dimension m(2m + 1) et on vérifie que
Sp(p,q) = U(2p,2q) N Si(m, H) C SOy(4p, 4q).
Son centre est encore {+ Id} et le quotient PSp(p,q) = Sp(p,q)/{x Id} est un groupe de
Lie simple dont le diagramme est de type Cy,
Son algebre de Lie est notée sp(p, q) ; c’est la sous-algebre de gl(m, H) définie par
sp(p,q) = {M € gl(m,H) telsque M I, , + I, ,M = 0}.
C’est une algebre de Lie simple et

sp(p, q) = u(2p,2q) N sl(m, H) C so(4p,4q).

Attention, la complexifiée de sp(p, q) est sp(m, C).
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Remarque. Comme comme pour le cas réel (SO(p, q)) ou complexe (U(p,q)), on voit
que Sp(q,p) est isomorphe a Sp(p, ¢) puisque ®,,, est conjuguée a — P, ,. Dans les classi-
fications, on peut donc supposer p > ¢ > 0 et on simplifie Sp(m,0) en Sp(m).

Basses dimensions : Outre le cas m = 1 déja vu au paragraphe précédent (C; = A;),
pour m = 2 (i.e. Cy = By), on obtient

(1) Sp(2) = Spin(5), PSp(2) = SO(5) et sp(2) = so(5),
(2) Sp(1,1) = Spin(4,1), PSp(1,1) = SOy(4,1) et sp(1,1) = so(4,1).

IV.9 Groupe ”anti-unitaire” sur les quaternions

Contrairement au cas complexe, les formes H-anti-hermitiennes ont des groupes d’isométries
différents de ceux des formes H-hermitiennes.

Définition 160. Groupe des isométries H -anti-hermitiennes

On note SO(m, H) le sous-groupe fermé de GI(m, H) formé des isométries de la
forme H-anti-hermitienne canonique V,,. Autrement dit,

SO(m,H) = {M € Gl(m,H) telsque MVild M =ild}

(ou 7 1d est ici la matrice diagonale (m,m) dont tous les éléments diagonaux
sont 7).

C’est un groupe de Lie réel de dimension m(2m — 1) et on vérifie que
SO(m,H) = SO(2m,C) N Sl(m,H) C SOy(2m,2m)

Son centre est encore {+ Id} et le quotient PSO(m,H) = SO(m,H)/{% Id} est un groupe
de Lie qui est simple si et seulement si m > 3. Son diagramme est de type Dy,.
Son algebre de Lie est notée so(m, H) ; c’est la sous-algebre de gl(m, H) définie par

so(m, H) = {M € gl(m,H)telsque M'i +i M = 0}.
C’est une algebre de Lie simple si m > 3 et
so(m,H) = so(2m, C) N sl(m,H) C so(2m,2m).

En particulier, so(2m, C) est la complexifiée de so(m, H).
Basses dimensions : Pour m =1 (i.e. D; qui est abélien), on a
(1) S'=SO(1,H)=U(1) = SO(2) et R = so(1,H) = u(1) = so(2).
Pour m =2 (i.e. Dy = A; X A; semi-simple non simple), on a
(2) SO(2,H) = Sl(2,R) Xz/92 SU(2) et PSO(2,H) = PSI(2,R) x SO(3)
avec so(2,H) = sl(2,R) & su(2).
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Pour m = 3 (i.e. D3 = A3), on a
(3) SO@3,H) = SU(3,1)/{x Id} et PSO(3,H) = PSU(3,1) avec so(3,H) = su(3,1).
Pour m = 4 (avec la trialité de Dy), on a

(4) SO(4,H) = Spin(6,2) et PSO(4,H) = S0,(6,2) avec so(4,H) = so(6, 2).

Digression : Variante pour la théorie anti-hermitienne sur les quaternions
Dans certains ouvrages et articles, on remplace 1'utilisation d’une forme anti-hermitienne
sur les quaternions par celle d'une forme de type hermitien pour une ” conjugaison” différente
de la conjugaison classique. En effet, si v € S? est un quaternion pur de norme 1, on peut
considérer I’anti-automorphisme o, de H défini par : 0,(¢) = —aga = (—aqa).

Alors o, est un anti-isomorphisme d’ordre 2 et on a ainsi tous les anti-isomorphismes
d’ordre 2 différents de la conjugaison. Comme les o sont conjugués par les automorphismes,
on peut choisir o; et définir SO(m, H) comme le groupe des isométries d'un forme qui est
”o;-hermitienne” non dégénérée.

Dans la pratique, cela consiste finalement & remplacer M par o;(*M).

Alors 'équation o;(*M)M = Id (resp. o;(*M) + M = 0) donne le méme résultat que
'équation MTild M =ild (resp. MTi +iM = 0).

IV.10 Représentations linéaires quaternionniques

On utilise souvent I'algebre multilinéaire sur R ou C pour construire de nouvelles
représentations a partir des représentations ”canoniques” (celles qui servent & définir les
groupes en question). Ce n’est plus le cas pour H ou du moins ce n’est plus aussi simple.
Pour les groupes de Lie (ou les algebres de Lie) réels, il est en général plus simple de passer
par la complexification pour étudier leurs représentations, comme on le fait pour les autres
groupes réels. C’était déja la démarche de Elie Cartan, pour laquelle il avait développé ses
notions d’anti-involution de premiere ou seconde espece sur les représentations complexes
d’un groupe complexe.

On renvoie aux ouvrages classiques sur les représentations linéaires des groupes de Lie pour
des exposés détaillés de cette démarche.

Dans ce paragraphe, on se contente de quelques remarques, en se plagant toujours au niveau
le plus élémentaire possible. Pour fixer les appellations, on pose :

Définition 161. Représentations linéaires quaternionniques

Une représentation linéaire d’'un groupe de Lie réel G ou d’une algebre de Lie
réelle g dans un espace vectoriel réel F est dite quaternionnique si elle com-
mute a une action a droite (effective) de H sur E.

Etant donné une représentation quaternionnique de G (pou g¢) dans E, on voit facile-
ment :
(a) espace vectoriel réel E est un espace vectoriel quaternionnique pour 'action de H,
(b) E est de dimension réelle 4m si sa dimension quaternionnique est m,
(c) 'action d'un quaternion pur de norme 1 est une structure complexe invariante, donc la



220 CHAPITRE 12. ANNEXES

représentation est complexe d’une infinité de facon,

(d) on choisit usuellement I’action de ¢ pour identifier la représentation a une représentation
complexe, et E est donc vu comme un espace vectoriel complexe de dimension 2m,

(e) Paction de j est alors une anti-involution de deuxiéme espeéce pour cette structure
complexe, invariante pour la représentation.

Exemples : (1) Les groupes de Lie Gl(m,H), Sl(m,H), Sp(p, q)(p+q = m), SO(m, H)
ont été construits ”avec les quaternions”, i.e. ils sont donnés avec une représentation ca-
nonique dans H™, qui est bien siir une représentation quaternionnique.

(2) Pour toute représentation linéaire dans un espace vectoriel réel E' de dimension réelle
m, on peut lui associer une représentation quaternionnique (de dimension quaternionnique
m) en prenant le produit tensoriel B = E @ H et en faisant agir H (& droite) sur le terme
de droite.

(3) De méme, pour une représentation linéaire complexe dans F' de dimension complexe
m, on peut lui associer une représentation quaternionnique (de dimension quaternionnique
m) en prenant le produit tensoriel F = F ®@c H, ot H est identifi¢ & C? en prenant sa
structure complexe usuelle R;, en faisant toujours agir H (a droite) sur le terme de droite.
(4) Pour toute représentation linéaire quaternionnique dans £, on peut lui associer la
représentation duale (au sens des quaternions) sur le dual quaternionnien E*. Mais atten-
tion, celui-ci est (naturellement) un espace vectoriel a gauche sur H et il faut donc passer
a ’action conjuguée pour avoir un espace vectoriel quaternionnique a droite et donc une
représentation quaternionnique comme présenté dans la définition.

Comme d’habitude, cette représentation ”duale-conjuguée” est en général différente de la
représentation initiale, mais elle peut lui étre isomorphe, en particulier si la représentation
laisse invariante une forme H-hermitienne ou une forme H-anti-hermitienne.

(5) Enfin il est toujours possible de faire des sommes directes de représentations quater-
nionniques, le résultat est encore quaternionnique.

IV.11 Autres représentations linéaires associées aux quaternions

On rappelle qu’il faut faire attention au produit tensoriel au dessus des quaternions,
qui construit seulement (a priori) un espace vectoriel réel.
Etant données deux représentations linéaires quaternionniques dans E et F' (de dimension
m et n sur H), il est encore possible de considérer la représentation obtenue dans le produit
tensoriel F ®y F' (au dessus des quaternions) qui a été construit précédemment.
Mais attention, I’espace vectoriel obtenu est seulement un espace vectoriel réel de dimen-
sion 4mn et la représentation linéaire obtenue n’est donc pas quaternionnique en général,
ni méme complexe.

Exemples : (1) Si on fait le produit tensoriel (externe) des représentations canoniques
de Gl(m,H) dans H™ et de Gi(n,H) dans H", on obtient une représentation réelle de
Gl(m,H) x Gl(n,H) dans R*" qui n’admet aucune structure complexe invariante.

De plus, cette représentation n’est pas fidele car les centres des deux groupes agissent de
la méme fagon. Par convention, on dit que c’est une représentation de Gi(m,H)GI(n,H)
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(ou Gl(m,H)SI(n,H)), ot ici Gl(m,H)Gl(n,H) est le groupe "effectif” obtenu, isomorphe
a Gl(m,H) xgx Gl(n,H) (ou Gl(m,H) x4 rqy Sl(n,H).

(2) Les mémes phénomenes se produisent avec les autres groupes classiques construits sur
les quaternions, (i.e. Sl(m,H), Sp(p,q) et SO(m,H)(m > 1)) qui ont tous pour centre le
sous-groupe a deux éléments {+1d}.

Dans le cas des exemples ci-dessus, on obtient ainsi des groupes (ou algebres de Lie)
linéaires qui sont ”construits avec les quaternions”, mais qui sont donnés naturellement
avec une représentation réelle qui n’est méme pas complexe en général.

En particulier, il faut bien noter que la représentation adjointe des groupes de Lie ”simples”
Sl(m,H), Sp(p, q) et SO(m,H)(m > 1) est une représentation réelle qui n’est pas complexe.
On a donc une représentation ”canonique” fidele pour les groupes quotients (par leur
centre) PSI(m,H), PSp(p,q) et PSO(m,H)(m > 1) qui est une représentation réelle non
complexe, méme si on peut utiliser les quaternions a toutes les étapes de la construction.

Un autre exemple est donné par la représentation p de Gl(m, H) dans I'espace Sesq(m, H)
des formes H-sesquilinéaires sur H™, définie (en termes matriciels) par :

VA € Gl(m,H), M € SQ(m,H), p(A)(M)= ATMA.

Ici A et M sont des matrices carrées (m, m) de quaternions, mais I'espace Sesq(m,H) est
seulement considéré comme un espace réel de dimension 4m?.

(Attention a ne pas confondre cette représentation avec la représentation adjointe, qui a la
méme dimension 4m? mais qui est différente.)

Comme dans le cas complexe, cette représentation se scinde en deux : ¢’est la somme directe
d’une représentation de GIl(m,H) dans 'espace Herm(m,H) des formes H-hermitiennes
sur H™, qui est de dimension m(2m —1), et d’une représentation de GI(m, H) dans l'espace
AHerm(m,H) des formes H-anti-hermitiennes sur H™, qui est de dimension m(2m + 1).
Ces deux représentations sont réelles et non complexes.

Si on restreint les deux représentations ci-dessus a Sp(p,q) (avec p + g = m) ou
SO(m,H), on remarque :
(a) la représentation de Sp(p, q) sur AHerm(m,H) est isomorphe & sa représentation ad-
jointe sur sp(p, q),
(b) la représentation de Sp(p, q) sur Herm(m,H) se décompose en une représentation tri-
viale (sur R®, ) et une représentation irréductible réelle sur un supplémentaire invariant
(noté Hermg(m,H)) de dimension m(2m —1) — 1= (m — 1)(2m + 1),
(c) la représentation de SO(m,H) sur Herm(m,H) est isomorphe a sa représentation ad-
jointe sur so(m, H),
(d) la représentation de SO(m, H) sur AHerm(m,H) se décompose en une représentation
triviale (sur RW,,) et une représentation irréductible réelle sur un supplémentaire invariant
(noté AHermg(m,H)) de dimension m(2m +1) —1 = (m+1)(2m — 1).
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IV.12  Autres groupes linéaires réels ou complexes construits
avec les quaternions

Dans ce paragraphe, on va regarder plus en détail ce qui se passe pour le produit
tensoriel si le deuxieme facteur est H lui-méme (principalement parce que les groupes
obtenus apparaissent naturellement dans la théorie de I’holonomie).

On a déja dit que, par convention, on peut écrire H™ @y H = R*™,

Autrement dit, on considere une représentation quaternionnique dans H™ et on rajoute a
cette représentation l'action "scalaire” (a droite) de H*. On peut donc continuer a travailler
sur H™ avec des matrices de M (m, H) et des quaternions (agissant a droite), mais le résultat
est seulement une représentation réelle.

Dans I'utilisation pour les groupes d’holonomie, il est nécessaire d’élargir encore un peu le
point de vue en considérant ’action des différents sous-groupes de H*.

Remarque préliminaire : On peut vérifier que (a conjugaison pres) les sous-groupes
de Lie (connexes, non triviaux) de H* sont les suivants :
(1) Sp(1) de dimension 3 (dérivé de H*),
(2) C* de dimension 2,
(3) R>? de dimension 1 (composante connexe de 1 dans le centre R* de H*),
(4) U(1l) = SO(1,H) de dimension 1,
ou encore un élément d'une famille a un parametre de sous-groupes réels de dimension 1
de C* (différent de R>°Id ou U(1));
plus précisément, étant donné 0 < 6 < /2 fixé, on pose :
(5)  Zy = pe(R) ol le morphisme de groupes py : R — C* est définie par
po(t) = exp(t(cost +isind)),Vt € R.
(Pour 6 = 0, on aurait Z, = R, et pour § = 7/2, on aurait Z,, = U(1).)

Nature des représentations obtenues
Etant donnée une représentation quaternionnique dans H™, si on rajoute I'action a droite
de H* ou Sp(1), la représentation dans H™ n’est méme plus complexe puisque Sp(1) ne
commute pas & R;. On a donc ici des représentations dans R*™ (= H™ @y H).
Par contre, si on rajoute seulement 1'un des sous-groupes C*, U(1) ou Zj, la représentation
reste complexe dans C*"(= H™ ®c¢ C), méme si elle n’est plus quaternionnique.
Enfin, il n’y a que pour certains cas ”conformes” (i.e. R™% x Sp(p, q) et R™Y x SO(m, H)
que la représentations est encore quaternionnique.
On est donc amené & considérer les représentations dans H™, C*™ ou R*™ des sous-groupes
de Lie connexes suivants :

Liste quaternionnique(dans M (m, H))
- non unimodulaire et contenant R* Id,, :
Gl(m,H) = R>? x Si(m,H),CSp(p,q) = R x Sp(p, q), CSO(m,H) = R>% x SO(m, H)
- unimodulaire : Si(m,H), Sp(p, q), SO(m, H).

Liste complexe (dans M (2m,C), non quaternionnique)
- non unimodulaire (sur R et C) et contenant C* Id,, :
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GIl(m,H)U(1) qui peut aussi s’écrire

= Sl(m,H)C* = Sp(p,q)C* = CSp(p,q)U(1),SO(m,H)C* = CSO(m,H)U(1)
- non unimodulaire sur C, mais unimodulaire sur R :

Sl(m,H)U(1), Sp(p, ¢)U(1), SO(m,H)U (1)

- non unimodulaire sur R et C :

Sl(m,H) x Zy, Sp(p, q) X Zy, SO(m,H) x Z.

Liste réelle (dans M (4m,R), non complexe)
- non unimodulaire et contenant R* Id,, :
Gl(m, H)Sp(1) = Sl(m, H)H*, Sp(p, ¢)H* = CSp(p,q)Sp(1) et
SO(m, H)H* = CSO(m, H)Sp(1)
- unimodulaire : Si(m,H)Sp(1), Sp(p, q¢)Sp(1), SO(m,H)Sp(1).

Remarques. (1) On a {£Id,,} € C* C H* (pour les actions a droites sur H™) mais
{£Id,,} est aussi (pour 'action a gauche) le centre de Sl(m,H), Sp(p,q) et SO(m,H).
En conséquence 'écriture Sl(m,H)U(1) est en fait un raccourci (conventionnel) pour
Sl(m,H) X {414,,3 U(1). C'est aussi le cas pour les "produits” par C*, Sp(1) ou H*, mais
pas pour Zy ou R”? (qui ne contiennent pas — Id,,).

(2) Le centre de GIl(m,H),CSp(p, q) et CSO(m,H) est toujours R* = R>? x {+1d,,}.

V Basses dimensions

Dans cet annexe, on rassemble quelques informations sur I’holonomie des variétés de
dimension (réelle) inférieure ou égale a 4.

On va détailler ci-dessous la liste complete (a conjugaison pres) de celles des sous-
algebres de Lie linéaires qui sont des algebres d’holonomie (en dimension < 4). Cela servira
principalement a préciser les notations employées dans le texte.

Il y a plusieurs fagons de les classer, mais on suit ici les méthodes utilisées dans les classi-
fications pour les classes d’algebres holonomies en dimension quelconque.

V.1 Dimensionl

En dimension 1, il n'y a que deux algebres de Lie linéaires et elles sont bien sir
irréductibles.
Puisque A2R = 0, toute connexion en dimension 1 est sans torsion et sans courbure.
En particulier, on a ainsi le plus simple exemple d’une algebre de Lie linéaire qui n’est pas
une algebre d’holonomie

(1). R =gl(1,R) n’est pas une algebre de Berger,
donc elle n’est pas I’holonomie d’une connexion. .

Notes : (a). Cependant, cette algebre de Lie linéaire est d’ordre infini.
On a dimh* =1, Vk.

Elle vérifie la condition (C) et c’est I’holonomie d’une famille de connexions. .
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Elle intervient donc dans les produits (semi-directs ou mixtes) ot elle joue le méme role
qu'une ”vraie” algebre d’holonomie. On peut donc la considérer comme une ”exception”
(voire méme comme une algebre d’holonomie ”honoraire”).

(b). On a gl(1,R) = ¢so(1) donc elle fait (plus ou moins) partie des algebres de
Lie linéaires conformes, mais la théorie des "angles”, et donc la géométrie conforme, ne
commence vraiment qu’en dimension > 2.

(2). {0} =sl(1,R) C gl(1,R) est une holonomie strictement symétrique..

Ici {0} = so(1) donc elle fait partie des holonomies orthogonales.
Bien sur, elle ne vérifie pas la propriété (C).
Elle intervient dans les produits directs ou semi-directs, mais pas les produits mixtes,
contrairement a la précédente.

V.2 Dimension 2
Théoreme général pour la dimension 2.

C’est le cas privilégié ou il y a ’énoncé général le plus simple.
Toutes les sous-algebres de Lie de gl(2,R) sont des algébres d’holonomie..

Méme si la démonstration complete de cette assertion nécessite quelques (petits) cal-
culs, on voit facilement que la principale raison pour ce résultat est qu’en dimension 2, la
condition de Bianchi ne donne aucune obstruction pour les courbures.

Plus précisément, puisque A*R? = 0, on a précisément K(h) = A2V* @ h.

En particulier, K (h) a la méme dimension que h.

Attention cependant a la représentation de h dans K (h) :

si h est unimodulaire, la représentation de h dans K (h) est la représentation adjointe, qui
est nulle si h est abélienne.

(On identifie ainsi facilement les holonomies symétriques de dimension 2.)

Si h n’est pas unimodulaire, il faut tensoriser cette représentation adjointe par la duale de
la trace (vue comme représentation de dimension 1 de h).

De méme K;(h) = V* ® K(h) et la dimension de K;(h) est deux fois celle de h. En par-
ticulier, K;(h) est toujours non nul si h est non nulle.

On va passer en revue toutes ces sous-algebres (a conjugaison pres bien str) en précisant
leurs propriétés particulieres. Dans les paragraphes 2 a 8, on les regroupent suivant les
propriétés décrites dans chacun des titres de ces paragraphes. Au paragraphe 9, on donnera
des tableaux récapitulatifs.

Holonomies totalement réelles irréductibles

Il n’y a ici que deux cas.
(1) gl(2,R) = gl(R?) est une holonomie strictement non symétrique..

C’est bien sur le cas "générique” en dimension 2, avec les propriétés :
(i) h est d’ordre infini avec dim h*) =2 (k +2);
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(ii) h vérifie C+ et n’est jamais symétrique;
(iii) K'(h) = I(h) est de dimension 4
(iv) puisque gl(2,R) = csp(2,R) la représentation d’holonomie est ”conformément sym-
plectique” (ce qui ne peut arriver qu’en dimension 2 et 4).
(2) sl(2,R) C gl(2,R) est une holonomie strictement non symétrique..

C’est le cas unimodulaire ’ générique” en dimension 2 et
(i) h est d’ordre infini avec dim h®) = k 4 3;
(ii) h vérifie C et n’est jamais symetrlque
(iii) K(h) = I(h) est de dimension 3;
(iv) puisque sl(2,R) = sp(1,R), la représentation d’holonomie est symplectique.

Holonomies totalement complexes de dimension (complexe) 1

Il n’y a que deux cas.
(3) C=gl(1,C) est une holonomie strictement non symétrique..

(i) h est d’ordre infini avec dimg h®) = 1;

(ii) h vérifie (C+) et n’est jamais symetrlque

(iii) K (h) = I(h) est de dimension (réelle) 2 avec K€(h) = 0 et

la représentation de h dans K''(h) n’est pas complexe;

(iv) on a gl(1,C) = ¢s0(1,C) = cs0(2), et h est conforme (orthogonale) au sens complexe
(donc aussi au sens réel).

Notes : (a). On retrouve ici 'identification (bien connue) de la géométrie complexe
de dimension (complexe) 1 avec la géométrie euclidienne de dimension 2.
(Pour mémoire, on rappelle que la théorie conforme a des propriétés completement différentes
en dimension réelle > 3.)
(b). II est important de remarquer que C = gl(1, C) est une holonomie alors que sa seule
forme (totalement) réelle R = gl(1, R) ne l'est pas. En effet, les seules courbures non nulles
sont hermitiennes.

(4) {0} C gl(1,C) est une holonomie strictement symétrique..

(i) h est C-irréductible, mais pas R-irréductible (elle est isotypique de multiplicité 2);

(ii) bien sur, elle est d’ordre 0 et ne vérifie pas la propriété (C);

(iii) c’est I’holonomie de I'espace symétrique simplement connexe de courbure nulle, qui
est simplement le plan R? avec sa connexion canonique; et bien sur K;({0}) =0;

(iv) puisque {0} = sl(1,C) = so(1,C), elle est orthogonale.

Holonomies réelles-complexes de dimension (complexe) 1

Les holonomies de type réel-complexe forment (en dimension complexe 1) une famille
a un parametre (réel), avec deux cas particuliers aux deux extrémités de 'intervalle.
On commence par les deux cas qui ont des propriétés particulieres.

(5) s0(2) C gl(1,C) est une holonomie universelle..
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(i) La representatlon d’holonomie est unitaire puisque s0(2) = u(1);

(ii) 'Y =0 et donc h est d’ordre 1 et ne vérifie pas (C);

(iii) dlmR K(h) = 1 avec une représentation triviale et h est une holonomie symétrique
(mais aussi non symétrique) ;

(iv) le groupe d’holonomie (connexe) associé est compact ; c’est SO(2) = U(1) = S*;
c’est le seul groupe d’holonomie compact (non trivial) en dimension 2.

Note :. On rappelle que la géométrie riemannienne (orientée) de dimension
(réelle) 2 coincide avec la géométrie kiahlérienne de dimension (complexe) 1;
c’est I'holonomie de toutes les variétés riemanniennes (de dimension 2) non plates et en par-
ticulier celle des deux espaces symétriques riemanniens simplement connexe (de dimension
2) & courbure constante +1 et —1, i.e. la sphere S? et le plan hyperbolique H?.

(6) RIdc C gl(1,C) est une holonomie strictement non symétrique..

(i) h est le centre de gl(2,R)) et la représentation d’holonomie (qui est C-irréductible) n’est
pas R-irréductible, mais isotypique de multiplicité 2 ;

(ii) cette représentation est aussi conforme puisque RIdc C ¢so(1,C);

(iii) AV =0, h est d’ordre 1 et ne vérifie pas (C),

(iv) dimg K (h) = 1 avec une représentation non triviale et donc h n’est pas symétrique.
Note :. RId C gl(n,R) n’est une algebre d’holonomie que si n = 2.

Enfin on a une famille & un parametre qui relie les deux cas (5) et (6) ci-dessus.
Notation : ) On note gy la représentation de 'algebre de Lie R dans C définie par

oo(t)(2) =te'?z, VtER, 2€C, pour 0<6<7/2

et (pour simplifier) on note de la méme fagon 'algebre de Lie linéaire associée oy(R).

(7) o9 Cgl(1,C),(avec 0 < 6 < 7/2) est une famille & un parameétre d’holo-
nomies strictement non symétriques..
(i) Les 0y(R) sont toutes R-irréductibles, non unimodulaires et elles ne contiennent pas le
centre de gl(2,R);
(ii) A" =0, h est d’ordre 1 et ne vérifie pas (C);
(iii) dimg K'(h) = 1 avec une représentation non triviale et donc h n’est pas symétrique.
Note :. Aux extrémités de I'intervalle, on retrouve oy = Rldg, i.e. (6), et o,/0 =
50(2) = u(1), i.e. (5), qui ont des propriétés différentes.

Holonomies totalement réelles produit direct (non nulles)

Notation : ) on note diag(2, R) la sous-algebre abélienne des matrices diagonales de gi(2, R).

(8) R@R=diag(2,R) C gl(2,R) est une holonomie strictement non symétrique..

(i) C’est un produit direct comme algebre de Lie linéaire, mais attention, il faut prendre
comme connexion un produit mixte de deux familles de connexions en dimension 1;
(ii) la représentation d’holonomie est conforme : diag(2,R) = cso(1,1);

(iii) h est d’ordre infini avec dim h*) = 2 et h vérifie C+;
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(iv) dimg K'(h) = 2 avec une représentation non triviale (conforme) et donc h n’est pas
symétrique.

(9) Reae{0} (CR®R)Cgl(2,R) est une holonomie strictement non symétrique..

(i) C’est encore un produit direct comme algebre linéaire, mais ici il faut prendre comme
connexion un produit semi-direct ;

(ii) h est d’ordre infini avec dim h*) = 1 et h vérifie C;

(iii) dimg K (h) = 1 avec une représentation non triviale et donc h n’est pas symétrique.

Holonomies totalement réductibles en travers

En plus des cas des paragraphes précédents, les holonomies totalement réductibles en
dimension 2 contiennent aussi une famille d’holonomies ou la représentation de h = R
est une somme directe de deux représentations de dimension 1, mais est en travers. On
commence par un cas particulier qui est I'une des extrémités de la famille.

(10) so(1,1) C gl(2,R) est une holonomie universelle..

1 0.

0 -1/’

la représentation d’holonomie est orthogonale (les deux représentations de R sur les deux
facteurs de dimension 1 sont ici duales (ce qui donne la structure orthogonale) ;

(ii) A" = 0, donc h est d’ordre 1 et ne vérifie pas (C);

(ili) dimg K'(h) = 1 avec une représentation triviale et h est une holonomie symétrique
(mais aussi non symétrique) ;

(iv) c’est I’holonomie des variétés lorentziennes de dimension 2, non plates, et en
particulier celle de 'espace symétrique lorentzien (de dimension 2) a courbure constante
non nulle et simplement connexe; celui-ci est unique a une constante (non nulle) pres sur
la structure lorentzienne (il peut étre noté S ou H™! suivant le signe de la structure).

(i) On peut écrire so(1,1) =R L C gl(2,R), ou L =

On a d’autre part une famille & un parametre, qui relie ce cas (10) avec (9) ci-dessus.
Notation : ) on note v, la famille a un parametre d’algebres de Lie linéaires de dimension

1déﬁniespar:%\:RM,\oi1M,\:<(1) g);pour—1<)\<0et0</\<1.

(11) 7\ C gl(2,R) est une famille & un parameétre d’holonomies strictement
non symétriques..

(i) Pour =1 < A < 0et 0 < A < 1., les v, sont totalement réductibles non-irréductibles,

non-unimodulaires et elles ne contiennent pas le centre de gl(2,R);

(ii) RV = 0, h est d’ordre 1 et ne vérifie pas (C);

(iii) dimg K (h) = 1 avec une représentation non triviale et donc h n’est pas symétrique.
Dans les cas limites, on retrouve d’une part v_; = so(1, 1), d’autre part v = R @ {0}

et enfin le centre v, = RId.
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Holonomies totalement réelles non réductibles et non abéliennes

On considére maintenant les sous-algebres de gl(2, R) qui ne sont pas totalement réductibles.
Elles sont toutes résolubles, totalement réelles, et admettent une unique droite vectorielle
(globalement) invariante. On renvoie au paragraphe suivant le cas ou h est abélienne.

On va les décrire comme des espaces de matrices (2,2), ol la premiere coordonnée corres-
pond a la droite vectorielle invariante.

On commence par le cas "générique”, qui est de dimension 3, puis les cas de dimension 2
en regardant 3 cas particuliers, enfin la famille a un parametre qui les relie.

Notations. ) (i) On note aff(1,R) 'unique algebre de Lie non abélienne de dimension
2;
c’est bien str ’algebre de Lie du groupe affine de la dimension 1.
(ii) On note trs(2,R) C gl(2,R) I'algebre linéaire des matrices triangulaires supérieures.
(iii) On note trsp(2,R) la sous-algebre linéaire de trs(2,R) formée des matrices de trace
nulle.
(iv) comme algebre de Lie abstraite, trsg(2, R) est isomorphe a aff(1,R), donc trs(2,R) est
isomorphe au produit direct de son centre R Id par aff(1, R), mais cette décomposition en
produit n’est pas unique comme on va le voir ci-dessous.

(12) trs(2,R) C gl(2,R) est une holonomie strictement non symétrique..

(i) h contient le centre RId, n’est ni totalement réductible ni unimodulaire ;
(ii) h est d’ordre infini avec dim h¥) = k + 3 et h vérifie C+;
(iii) dimg K (h) = 3 avec une représentation non triviale et h n’est pas symétrique;

(13) tro(2,R) C gl(2,R) est une holonomie strictement non symétrique..

(i) h est résoluble, unimodulaire, non totalement réductible et sans centre ;
c’est la seule représentation linéaire unimodulaire de aff(1,R);

(ii) h est d’ordre infini avec dim h(®) = 2, et vérifie C;

(ili) dimg K (h) = 2 avec une représentation non triviale et h n’est pas symétrique

On voit facilement que 'algebre de Lie résoluble aff(1,R) a une famille & un parametre
de représentations linéaires (fidéles) non-unimodulaires en dimension 2.
On commence par deux cas particuliers qui ont des propriétés un peu différentes des autres.

Notations : ) (i) On note d; C gl(2,R) la sous-algebre linéaire des matrices dont la
deuxieme ligne est nulle.
(ii) On note 6_; C gl(2,R) la sous-algebre linéaire des matrices dont la premiere colonne
est nulle.

(14) 61 C gl(2,R) est une holonomie strictement non symétrique..

(i) h est résoluble, non-unimodulaire, non totalement réductible et sans centre;
(ii) h est d’ordre infini avec dim h(®) = k + 2, et vérifie C+;
(iii) dimg K (h) = 2 avec une représentation non triviale et h n’est pas symétrique.

(15) 0_1 C gl(2,R) est une holonomie strictement non symétrique..
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i) h est résoluble, non-unimodulaire, non totalement réductible et sans centre;

i) h est d’ordre infini avec dim h*) = 2, et vérifie C;

iii) dimg K'(h) = 2 avec une représentation non triviale et h n’est pas symétrique ;

iv) c’est I'holonomie des connexions qui admettent un champ de vecteurs paralleles non
nul, unique a un facteur pres.

P Py

On a enfin une famille a un parametre qui contient les trois cas particuliers ci-dessus.
Notation. ) Pour tout 1 € R, on note 6, la représentation fidele de dimension 2 de aff(1, R)
dont I'image est la sous-algebre de gl(2,R) formée des matrices
nw+1)a b
(( O) (M_na),Va,beR.
(16) 0, C gl(2,R), pour p différent de 1,0 et —1, est une holonomie stricte-
ment non symétrique..

(i) h est résoluble, non-unimodulaire, non totalement réductible et sans centre;

(ii) h est d’ordre infini avec dim h®) = 2, et vérifie C;

(iii) dimg K (h) = 2 avec une représentation non triviale et h n’est pas symétrique.
Notes.. (i) On voit que les cas (13), (14) et (15) sont des cas particuliers de la famille

0, avec =0, 1 et —1 respectivement.

(ii) Les algebres 6, (pour p # 0) sont les plus simples exemples d’algebres de Lie linéaires

qui ne sont pas isomorphes a leur contragrédiante. En effet ), est en fait isomorphe a d_,.

(iii) Cela s’applique en particulier pour la représentation adjointe de aff(1,R), qui est iso-

morphe a d;. Elle n’est pas isomorphe a sa représentation duale.

Dans ces deux cas particuliers, méme les premiers prolongements sont de dimensions

différentes.

Holonomies abéliennes non totalement réductibles

Il reste pour finir 3 cas particuliers (un de dimension 2 et deux de dimension 1 ou A est

abélienne mais sa représentation n’est pas totalement réductible.
Notations. ) (i) On note nil(2,R) la sous-algebre linéaire de dimension 1 de gl(2,R)

0 1
0 0
(i) par analogie avec cso(2), on note cnil(2,R) la sous-algebre linéaire de dimension 2 de
gl(2,R) qui est le produit direct R Id & cenil(2,R). Elle est évidemment abélienne.
(iii) On note Y(2,R) la sous-algebre linéaire de dimension 1 de gl(2,R) engendrée par la

. 1 1
matrice Y =714+ N = (0 1).

(17) cnil(2,R) C gl(2,R) est une holonomie strictement non symétrique..

engendrée par la matrice nilpotente N =

(i) h est abélienne, non-unimodulaire, non totalement réductible et contient R /d;

(ii) h est d’ordre infini avec dim h¥) = 2 et vérifie C;

(iii) dimg K (h) = 2 avec une représentation non tr1v1ale et h n’est pas symétrique;

(iv) on peut voir ¢nil(2, R) comme le cas do, de la famille a un parametre 6,, du paragraphe
ci-dessus ; mais attention : la structure d’algebre de Lie de h a changé.
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(18) nil(2,R) C gl(2,R) est une holonomie universelle..

(i) h est abélienne, unimodulaire, non totalement réductible et ne contient pas R Id;
(ii) h est d’ordre infini avec dim h(k =1 et vérifie C;
(ili) dimg K (h) = 1 avec une représentation triviale et h est donc symétrique (et aussi non
symétrique) ;
(iv) h est I'holonomie du groupe affine Aff(1,R) (d’algebre de Lie aff(1,R)), vu comme
espace symétrique;
(v) c’est la seule représentation nilpotente (non nulle) de R en dimension 2.
(19) Y(2,R) C gl(2,R) est une holonomie strictement non symétrique..

(i) h est abélienne, non-unimodulaire, non totalement réductible et ne contient pas R Id;
(ii) A =0, donc h est d’ordre 1 et ne vérifie pas C;

(iii) dlmR K (h) =1 avec une représentation non tr1v1a1e et h n’est pas symétrique;

(iv) ¢’est I'unique représentation résoluble non nilpotente de R.

Premier bilan

(1). En dimension 2, on constate que toutes les algebres de Lie linéaires qui vérifient
h() £ 0 sont en fait d’ordre oo et vérifient la condition C. Pour toutes des algebres d’ordre
00, il est donc facile de construire des exemples de connexions qui ont ces holonomies.

(2). Il n’y a d’autre part qu'une petite liste d’algebres d’ordre 1, toutes de dimension
1.
Ce sont d'une part les membres des deux familles a un parametre de représentations de R,
i.e. oy (avec ses cas particuliers so(2) et R Id),
et v, (avec son cas particulier so(1, 1) mais sans ),
et d’autre part le cas exceptionnel ).
Pour toutes ces algebres d’ordre 1, on peut passer par 'intermédiaire d'une algebre d’ordre
oo vérifiant C+ pour construire des exemples de connexions qui ont ces holonomies.

(3). On aau total 7 algebres de Lie (abstraites) qui ont une ou plusieurs représentations
fideles en dimension 2. Ce sont :
gl(2,R) (réductive)
s[(2,R) (simple),
R @ aff(1,R) (résoluble non nilpotente avec un centre non nul),
{0},
qui ont une seule représentation (a équivalence pres) ;
aff(1,R) (résoluble non nilpotente sans centre),
qui admet une famille a un parametre réel de représentations non équivalentes avec 3 cas
particuliers ;
R? = R ® R (abélienne),
qui admet 3 représentations non équivalentes (contenant toujours le centre RId de gl(2,R))
R (abélienne),
qui admet deux familles (distinctes) a un parametre de représentations non équivalentes
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avec 3 particuliers,
mais aussi deux représentations distinctes qui ne sont pas sur ces familles.

(4) Cas particulier des algébres d’holonomie symétriques.
On remarque tout d’abord que {0} est la seule holonomie strictement symétrique.

Pour les holonomies universelles, on a toujours h = R, qui admet exactement 3 représentations
unimodulaires :

’ P ‘ nature ‘ type ‘ extras ‘ espaces sym ‘
s50(2) |R—C| irred |kahlerienne = u(1) S* H?
s0(1,1) | totR | totred lorentzienne St~ il
nil(2,R) | totR |nonred | holdegrdeLie AffT(1,R)

Note.. Si on extrait des listes ci-dessus ces 4 holonomies symétriques, il reste donc 15
holonomies strictement non symétriques, dont 8 totalement réductibles (6 cas particuliers
et 2 familles) et 7 non réductibles (6 cas particuliers et 1 famille).

Quelques tableaux récapitulatifs

Plutot que de faire un seul tableau avec les 19 cas considérés, on va faire seulement
3 tableaux récapitulatifs, en distinguant les cas totalement réductibles et non réductibles
d’une part, et en distinguant l'ordre infini de 'ordre 1 (ou exceptionnellement 0).

(1) Tableau des algebres d’holonomie totalement réductibles d’ordre oc.

Les algebres d’holonomie de ce premier tableau sont donc toutes totalement réductibles,
d’ordre oo, elles vérifient toutes C et seule si(2,R) ne vérifie pas C+.
Enfin ce sont toutes des holonomies (strictement) non symétriques.

|dimh| h | P | dim 2 | nature | type | extras
4 | gl(2,R) can 2k +4 | totR | irred C+, conf sympl
3 |sl(2,R) can k43 | totR | irred |unimodulaire, symplectique
2 R? cso(1,1) 2 tot R | produit C+, conforme
2 R?* |cso(2)=C 2 totC | irred C+, conforme
1 R R {0} 1 R — C | produit C+, (=)

(2) Tableau des algébres d’holonomie d’ordre < 1.

Les algebres d’holonomie de ce deuxieme tableau sont presque toutes d’ordre 1 et de
dimension 1, & 1”exception de {0} qui est la seule algebre linéaire d’ordre 0.
On a donc toujours h = R, A1) = 0 et elles ne vérifient pas C.
Elles sont presque toutes totalement réductibles, a I'exception de ) qui est la seule algebre
d’holonomie non réductible d’ordre 1.
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Il y a 3 cas particuliers, 2 familles et 2 exceptions.

’ p ‘ nature ‘ type ‘ holonomie ‘ extras ‘

s0(2) |R—C| irred |universelle | orthogonale, (= 0,/2)
s0(1,1) | totR | totred |universelle| orthogonale, (= A_1)

RId |R—-C|C —irred SNS conforme, (= 0g = )
o7 R—-C | totred SNS 0<60<m/2
Yx totR tot red SNS —1<A<0oul<A<l1
| {0} | totC |C —irred | SS ‘ C — orthogonale |

’y:RY‘ totR ‘ non red ‘ SNS ‘ ‘

(3) Tableau des algebres d’holonomie non réductibles d’ordre cc.

Les algebres d’holonomie de ce troisieme tableau sont toutes d’ordre oo et totalement
réelles. Ce sont presque toutes les algebres d’holonomie non réductives (il ne manque que
Y qui est une exception d’ordre 1).

Elles vérifient toutes la propriété C.
Il y a 6 cas particuliers et 1 famille.

’ dim A ‘ h ‘ p ‘ dim A ‘ nature ‘ holonomie ‘ extras ‘
| 3 [Raaff(1,R)| ts(2,R) | k+3 [ totR | SNS [ C+ DRId |
2 aff(1,R) ad] 3 totR SNS C+,(=01)

2 aff(1,R) | tvse(2,R) 2 totR SNS unimod, (= o)
2 aff(1, R) coad] 2 totR SNS (=0d-1)

2 aff(1,R)) o 2 totR SNS w#—1,0,1
2 RoR cnil(2, R) 2 totR SNS D RId, (= o)
1 R nil(2,R) 1 totR | universelle | unimodulaire
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’ dim h \ h \ p \ ordre \ dim h® \ nat. \ prop. \ hol \ rep ‘
4 | gl2R) | can | oo | 2k+4 | totR | dirred | N | a |

3 sl(2,R) can 00 kE+3 | totR | drred | N | b
3 |Ra&aff(1,R) trs(2,R) 00 k+2 | totR |nonred| N | a
2 R? c50(2) 00 2 totC | drred | N | a
2 R? cso(1,1) 00 2 totR | prod | N | a
2 R? cnil(2, R) 00 2 totR | nonred| N | a
2 aff(1,R) adj (= d1) 00 3 totR | nonred | N | ¢
2 aff(1, R) tesg(2,R)(=dp) | o0 2 totR | nonred | N | b
2 aff(1, R) coadj (= d_; 00 2 totR | nonred | N | ¢
2 aff(1,R) oy 00 2 totR | nonred | N | ¢
uw#—1,0,1
1 R R @ {0}(= ) 00 1 totR | prod | N | ¢
1 R nil(2, R) 00 1 totR | nonred | U | b
1 R 50(2)(= 0r/2) 1 0 R—-C| wrred | U | b
1 R s0(1,1)(=~-1) 1 0 totR | totred | U | b
1 R Rlidy(=v =09)| 1 0 R—-C| totred | N | a
1 R Op 1 0 R—-—C| trred | N | ¢
0<0<m/2
1 R Vs A # Oet 1 0 totR | totred | N | ¢
—1<A<1
1 R RY 1 0 totR |nonred | N | c
0 | {0} ‘ 0 | 0 | 0 [tdtC | prod | S| b |

V.3 Dimension 3

Enoncé général

Il y a encore ici un énoncé global assez simple.

Une sous-algebre de Lie de gl(3,R) est une algébre d’holonomie si et seule-
ment si elle n’est pas de dimension un et engendrée par une élément inversible..

Contrairement au cas de la dimension 2,
complete de ces sous-algebres et on n’entrera pas dans les détails de leurs propriétés.
Ce serait top long et de plus les résultats généraux s’appliquent assez directement.

On va les regroupes par propriétés et insister seulement sur quelques exemples.

Algebres d’holonomies irréductibles

(1)

gl(3,R) = gl(R3) est une holonomie strictement non symétrique..

on ne va pas détailler ci-dessous la liste
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C’est I’holonomie générique en dimension 3, elle est de dimension 9, d’ordre oo et vérifie
C+.
(2) sl(3,R) C gl(3,R) est une holonomie strictement non symétrique..

C’est I’holonomie unimodulaire générique en dimension 3, elle est de dimension 8,
d’ordre oo et vérifie C.

(3) ¢s0(3) C gl(3,R) est une holonomie strictement non symétrique..
Elle est de dimension 4, conforme, d’ordre 2 et vérifie C+.

(4) c¢so0(2,1) C gl(3,R) est une holonomie strictement non symétrique..
Elle est de dimension 4, conforme, d’ordre 2 et vérifie C+.

(5) s0(3) C gl(3,R) est une holonomie universelle..

Elle est de dimension 3, orthogonale, d’ordre 1 et donc ne vérifie pas C.

(6) c¢s0(2,1) C gl(3,R) est une holonomie universelle..

Elle est de dimension 3, orthogonale, d’ordre 1 et donc ne vérifie pas C.

Note.. Les espaces symétriques simplement connexes du cas (5) (resp. (6)) sont bien
sir S%, H® (resp. S*', H*!), mais on peut remarquer que certains d’entre eux sont des

—~—— e~

groupes de Lie classiques S® = SU(2) = Spin(3) et H*' = SU(1,1) = Spin(2,1) =

—_——

S1(2,R), ou la représentation d’holonomie est la représentation adjointe.

Algebres d’holonomies en somme directe non triviale

La décomposition en somme directe non triviale de la représentation d’holonomie donne
deux types différents avec trois facteurs de dimension 1 (et on va détailler ce cas) ou un
facteur de dimension 1 et un facteur de dimension 2 (ot on donnera seulement un énoncé
général).

Si la représentation d’holonomie est la somme directe de trois facteurs de dimension 1,
alors h est abélienne et la représentation est totalement réductible.

(7) R3®=diag(3,R) C gl(3,R) est une holonomie strictement non symétrique..

(8) Sih est un sous-espace de dimension 2 de R?® = diag(3,R). (donc une
algebre linéaire abélienne), alors h C gl(3,R) est une holonomie strictement non
symétrique..

(9) Sih est un sous-espace de dimension 1 de R?® = diag(3,R). engendré par
un élément non inversible, alors h C gl(3,R) est une holonomie strictement non
symétrique..

(10) {0} C gl(3,R) est une holonomie strictement symétrique..

Note.. Par contre, si h est un sous-espace de dimension 1 de R? = diag(3, R) engendré
par un élément inversible, alors h C gl(3,R) n’est pas. une algebre d’holonomie.

Si la représentation d’holonomie est la somme directe d’un facteur de dimensionl et un
facteur de dimension 2, on a des énoncés généraux.
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Notation. ) On note hy C gl(2,R) une sous-algebre de Lie qui n’est pas contenue
dans R? = diag(2,R). On a alors :

(11) h=R&h;(C gl(1,R) & gl(2,R)) C gl(3,R) est une holonomie strictement
non symétrique..

(12) h={0}®h;(C gl(1,R) & gl(2,R)) C gl(3,R) est une holonomie stricte-
ment non symétrique si hy # s0(2) et universelle si h; = s0(2)..

Notation. ) On note maintenant hy C gl(2,R) une sous-algebre de Lie qui vérifie les
propriétés suivantes :
(i) elle n’est pas contenue dans R? = diag(2, R),
(i) elle vérifie C,
(iii) elle admet un idéal propre de codimension 1.
On a alors :

Si on prend une représentation de hy dans R? qui est en travers dans la décomposition
en somme directe R? = R @ R2, alors
(13) h=hs(C gl(1,R) & gl(2,R)) C gl(3,R) est une holonomie strictement non
symétrique..

Les résultats de ce paragraphe contiennent en particulier tout ce qu’il faut pour le cas
des holonomies totalement réductibles en dimension 3.

Algebres d’holonomies non réductives indécomposables

Les algebres d’holonomie qui restent sont toutes non réductives. On va les regrouper
suivant les dimensions s du socle S et r du radical R de la représentation.
On rappelle qu’ici s et r sont tous deux compris entre 1 et 2. De plus, on doit avoir S C R
sinon il y a un décomposition en somme directe non triviale et on est ramené a un des cas
du paragraphe 3. On a donc les 3 trois possibilités : (s,r) = (2,2),(1,1) et (1,2).
De plus, on passe du cas (2,2) au cas (1,1) (et vice-versa) en prenant la représentation
contragrédiante.

On commence par le cas (s,7) = (2,2) et on peut encore le subdiviser en deux suivant
que la représentation sur le socle S est irréductible ou en somme directe.
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V.4 Tableaux divers

’ dim h ‘ h ‘ p ‘ ordre ‘ dim h™) ‘ nat. ‘ prop. ‘ hol ‘ rep ‘
4 | g2,R) | can | oo | 6 | totR | dirred | N | a |
3 sl(2,R) can 00 4 totR | drred | N | b
3 | R@solr(R) | tr(2,R) 00 4 totR | nonred| N | a
2 R? cso(2) 00 2 totC | irred | N | a
2 R? cso(1,1) 00 2 totR | prod | N | a
2 R? cnil(2,R) 00 2 totR | nonred| N | a
2 soly(R) tro(2,R) 00 2 totR |nonred | N | b
2 soly(R) 9 00 3 totR | nonred| N | ¢
2 soly(R) oy 00 2 totR | nonred| N | ¢
0#p#1
1 R s0(2) 1 0 R—-C| dirred | U | b
1 R so(1,1) 1 0 totR | totred | U | b
1 R nil(2,R) 00 1 totR | nonred | U | b
1 R RId, 1 0 R—-C| totred | N | a
1 R 0p 1 0 R—-C| irred | N | ¢
0<6<m/2
1 R " 00 1 totR | prod | N | c
1 R Yo 1 0 totR | totred | N | c
O<p#1
1 R RY 1 0 totR | nonred| N | ¢
0 | {0} \ £o | 0 | 0 | ttC | prod | S| b |
algebre de Lie representations familles de
abstraite particulieres representations
(1V) gl(2,R) 1 can 0
(I11a) sl(2,R) 1 can 0
(I11b) R & sols 1 (can ® can) = tr(2,R) 0
(I1a) R? 3 ¢so(2) =C, eso(1,1) =can, 6y | 0
(11b) soly 1 can = ds 1 5, (v #0)
(1) R 5 nil(2,R),RY ;| v, = so(1,1), |2 Y (e > 0)
Y =00 = RId, 0,2 = 50(2) o9 (0 <0 <7)
(0) {0} 1 can 0

Autre tableau (peut-étre) utile
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] sous — algebre H propriete \ tot.red. \ unimod. \ contient RId ‘

gl(2,R) tot R oui non oui
cso(1,1) tot R oui non oui
cso(2) tot C oui non out
RId R-C out non out
sl(2,R) tot R oui oui non
so(1,1) tot R oui oui non
s0(2) R-C out ous non
{0} tot C out oui non
tr(2,R) tot R non non oui
do tot R non non oui

0o tot R non out non
nil(2,R) tot R non oui non
’ Yu H tot R out non non
0, tot R non non non
RY tot R non non non
Op R-C non non non
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’ sous — algebre H equations de la sous — algebre ‘ conditions
gl(2,R) 0 0
cso(1,1) B=0,v=0 w=0,7=0,p=0,¢g=0
cso(2) a=0,0=—v w=0,7=0,r=0,g=—p
RId a=0,=0,~v=0 w=0,7=0,0=0
sl(2,R) =0 n=0,w=0
so(1,1) 0=0,6=0,vy=0 n=0w=0,7T=0,p=q¢q=0
s0(2) 0=0,a=0,0=—v n=0w=0,7=0,r=0,g=—p
{0} 0=0,a=0,=0,7v=0 n=0,w=0,7=0,0=0
tr(2,R) v=0 7=0,a=0,k=0,p=0
do a=0, v=0 w=0,7=0,
0o 0=0, v=0 n=0,w=0,7=0,p=
nil(2, R) 0=0,aa=0,7v=0 n=0w=0,7=0,gq=0,r=0
Vu 1l-—pwa=14+wpdL=0vy=0| w=0,7=0,p=0,q=0,r=Cs
J, a=C), ~=0 w=0,7=0,p=0,r=Cs
RY a=0,0=0,7v=0 w=0,7=0,p=0,r=0,g=3s
oL a=0,=—-—y=-C(0)6 w=0,7=0,r=0,g=-p=-Cs
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Premier cas : (h, p) unimodulaire

’ h ‘ h ‘ p ‘ dim h ‘ nat. ‘ prop. ‘ holonomie ‘
| [sI2,R)[ can | 4 | totR | irred | SNS |
| | soly [tro(2,R)| 2 | totR [nonred| SNS |
R nil(2,R) 1 totR | nonred Univ
R so(1,1) 0 totR | totred Univ
R s0(2) 0 semiC | irred Univ
| | {0} [ p | 0 | totC | Cirred | SS |

Deuxieéme cas : (h, p) contenant le centre RId de gl(2,R)
(ce sont évidemment les algebres non unimodulaires formées en prenant les
algebres unimodulaires du premier cas auxquelles on rajoute R/d)

’ dim h ‘ h ‘ p ‘ dim h( ‘ nat. ‘ prop. ‘ holonomie ‘
’ 4 \ gl(2,R) \ can \ 6 \ totR \ irred \ SNS ‘
| 3 |[R@soly| tr(2,R) | 4 | tofR [nonred| SNS |
2 R? cnil (2, R) 2 totR | nonred| SNS
2 R? cso(1,1) 2 totR | totred SNS
2 R? cso(2) =C 2 totC | irred SNS
’ 1 \ R \ RId \ 0 \ semiC \ totred \ SNS ‘

Troisieme cas : (h, p) non unimodulaire ne contenant pas le centre RI/d de gl(2,R)

(ce sont les autres cas)

’ dim h ‘ h ‘ p ‘ dim h™ ‘ nat. ‘ prop. ‘ holonomie ‘

2 | solp(R) | & 3 totR | nonred SNS

2 | soly(R) | 0, 2 totR | nonred SNS
p#1

1 R RY 0 totR | nonred SNS

1 R " 1 totR | totred SNS

1 R Yu 0 totR | totred SNS
p#1

1 R of 0 semaiC | rred SNS
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’ sous — algebre H equations de la sous — algebre ‘ conditions
gl(2,R) 0 0
cso(1,1) B=0,v=0 w=0,7=0,p=0,¢g=0
cso(2) a=0,0=—v w=0,7=0,r=0,g=—p
RId a=0,=0,~v=0 w=0,7=0,0=0
sl(2,R) =0 n=0,w=0
so(1,1) 0=0,6=0,vy=0 n=0w=0,7T=0,p=q¢q=0
s0(2) 0=0,a=0,0=—v n=0w=0,7=0,r=0,g=—p
{0} 0=0,a=0,=0,7v=0 n=0,w=0,7=0,0=0
tr(2,R) v=0 7=0,a=0,k=0,p=0
do a=0, v=0 w=0,7=0,
0o 0=0, v=0 n=0,w=0,7=0,p=
nil(2, R) 0=0,aa=0,7v=0 n=0w=0,7=0,gq=0,r=0
Vu 1l-—pwa=14+wpdL=0vy=0| w=0,7=0,p=0,q=0,r=Cs
J, a=C), ~=0 w=0,7=0,p=0,r=Cs
RY a=0,0=0,7v=0 w=0,7=0,p=0,r=0,g=3s
oL a=0,=—-—y=-C(0)6 w=0,7=0,r=0,g=-p=-Cs




Chapitre 13

Documents non classés

I L’holonomie des espaces symétriques

Sommaire prévu

—

. Définitions, conventions, notations

1. Espaces symétriques : définitions et notations

2. Morphismes entre espaces symétriques

3. L’exemple des groupes de Lie

4. La connection linéaire invariante

5. Propriétés de la connection

6. Groupes des automorphismes, des symétries, des transvections

I1. Holonomie d’un espace symétrique

1. Groupe d’holonomie d’'un espace symétrique
2. Algebre d’holonomie d’un espace symétrique
3. Paires symétriques et réduction

4. Dualité de Cartan

I.1 Définitions, conventions, notations

Dans ce premier chapitre, on redonne les définitions et les propriétés de base de la
théorie des espaces symétriques. On renvoie a la bibliographie de base pour les preuves.

On repart du début surtout pour fixer les notations et les conventions utilisées dans ce
texte. Dans un document séparé on rajoute quelques compléments sous forme de remarques,
commentaires ou exemples particuliers.
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Espaces symétriques

Définition 162.

Un espace symétrique est une variété différentiable M réelle, munie d’une
application C* notée S : M x M — M, vérifiant les axiomes suivant :
— (SS1)  S(z,z)=x VYze M,
(552)  S(z,S(z,y)) =y Vw,yeM,
— (SS3)  S(z,S(y,2)) = S(S(z,y),S(x,2)) Vx,y,z€ M,
(SS4) »9(0,§) =—=¢ Vee M,V{e T, M.

Remarques. (a) Dans cette définition générale, M n’est pas forcément connexe, et les
composantes connexes de M (en nombre fini ou dénombrable) ne sont pas forcément de
méme dimension. Dans les chapitres suivants, on supposera en général que M est connexe,
et souvent méme 1-connexe. (Voir les compléments pour le cas non connexe).

(b) En dimension n = 0, i.e. si M est un ensemble fini ou dénombrable de points isolés, la
condition (SS4) est vide. On garde cependant la définition ci-dessus pour énoncer facilement
certains énoncés généraux.

(c) Par convention, ’ensemble vide est souvent considéré comme un espace symétrique.

Un premier type d’exemples : les groupes de Lie

Tout groupe de Lie L admet une structure d’espace symétrique S canoniquement
associée a sa structure de groupe de Lie en posant :

Vo,ye L, S(z,y) =y 'm.

Attention. La structure S ci-dessus ne contient pas toute la structure de groupe de Lie.

Plusieurs groupes de Lie non isomorphes peuvent donner le méme espace symétrique (ou
plus précisément des espaces symétriques isomorphes).

Et d’autre part, il y a d’autres espaces symétriques qui ne sont pas obtenus ainsi, par
exemple les spheres euclidiennes canoniques (de dimension différente de 0, 1 et 3).

Définition 163. Symétries

Etant donné un espace symétrique (M, S), pour tout point x de M,
on appelle symétrie en z, et on dénote s, I'application de M dans lui-méme
définie par :

Yye M, s,y=S(z,vy).
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_[ Propriété 164. |

Propriétés des symétries

(a) Chaque symétrie s, est un difféomorphisme de M vérifiant s, = s& et
admettant x comme point fixe isolé.

(b) La conjuguée d’une symétrie par une symétrie est encore une symétrie.

I.2 Morphismes symétriques

Définition 165.

Si (Mi,S1) et (M, Sy) sont des espaces symétriques, un  morphisme
symétrique est une application f : M; — My qui est C° et est compatible
avec les structures symétriques, i.e.vérifie ’axiome suivant :

(MS) Va,ye M, [f(Si(x,y))=5(f(x),f(y) € M.

Les espaces symétriques et les morphismes symétriques forment un catégorie. Voir les
compléments pour quelques remarques a ce sujet.

Exemples : (a) Pour un espace symétrique (M, S), chaque symétrie s,( z € M)
est un automorphisme symétrique de M. (b) Les morphismes de groupes de Lie sont
des morphismes symétriques pour les structures symétriques canoniquement attachées aux
structures de groupe de Lie.

Attention, il peut y avoir des morphismes symétriques entre groupes de Lie qui ne pro-
viennent pas d'un morphisme de groupe de Lie.

Variante : On peut écrire 'axiome (M .S) sous la forme équivalente :
(MS') YxeM, fos,=s}yolf

i.e. f "entrelace” les symétries de My et M.

Propriété 166. |

Les morphismes symétriques sont des applications différentiables dont le rang
est localement constant, i.e. le rang de f est constant sur chaque composante
connexe de M;.

Automorphismes symétriques : (a). Pour un espace symétrique (M, 5), les auto-
morphismes symétriques de (M, S) forment un groupe de Lie appelé (bien str) le groupe
des automorphismes (symétriques) et noté Aut(M,S). Il agit de fagon C* sur M.

(b). Le sous-groupe de Aut(M,S) qui est engendré par les symétries de (M, S) s’appelle
le groupe des symétries, il est noté Sym(M,S) et est un sous-groupe distingué de
Aut(M, S).
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(c). Le sous-groupe de Aut(M,S) qui est engendré par les composées de deux symétries
de (M, S) s’appelle le groupe des transvections, il est noté Trans(M,S) et est un
sous-groupe distingué de Aut(M,S) et de Sym(M,S).

(d). On peut avoir

ou bien Trans(M,S) est un sous-groups distingué de Sym(M,S) et le quotient est le
groupe a deux éléments, ce qui est toujours le cas en dimension pure impaire, mais aussi
pour I'espace symétrique "plat” R?" (Vn),

ou bien Trans(M,S) = Sym(M, S), ce qui est le cas par exemple pour les spheres eucli-
diennes de dimension paire.

En particulier Trans(M,S) et Sym(M,S) ont toujours la méme algebre de Lie, qu’on
notera g(M, S).

(e). Si M est connexe, le groupe de Lie Trans(M,S) est également connexe et il est
transitif sur M ; bien sur Sym(M, S) et Aut(M,S) sont aussi transitifs.

Dans ce cas, M est donc un espace homogene (sous un groupe de Lie).

Si on choisit un point base b € M, on peut écrire M = Trans(M,S)/Holy(M,S), ou
Holy(M, S) est le sous-groupe (fermé) d’isotropies (en b).

La conjugaison par s, dans Aut(M, S) est un automorphisme involutif, qui préserve Trans(M, S)
et Sym(M,S). De plus Holy(M, S) est la composante connexe de I’élément neutre du com-
mutant de s, dans Trans(M, S).

On note h(M, S) I'algebre de Lie de Holy(M, S), sous-algebre de Lie de g(M, S).

1.3 Compléments
Autres axiomes possibles

La condition (SS4) peut étre remplacée par la condition équivalente
(SS4var) V€ M, x est un point fixe isolé de I'application s,.

Remarque. En dimension n = 0, i.e. si M est un ensemble fini ou dénombrable de
points, la condition (SS4) est vide. De plus, on peut avoir plusieurs S possible, avec en
particulier le cas S(z,y) =y ,Vz,y € M.

On garde cependant 'axiome (SS4) sous cette forme pour satisfaire les énoncés généraux.

On peut aussi définir un espace symétrique directement a partir des symétries :
Pout tout point x € M, on se donne un difféomorphisme s, de M, appelé symétrie en =z,
vérifiant les 4 axiomes :
(SShisl) Vaz € M, z est un point fixe isolé de I'application s,,
(SSbhis2) Vze M, s, = s&Y | autrement dit s, est d’ordre (au plus) 2,
(SSbis3) Vz,y € M, s 08, =S85, 058, ,Va,y € M,
(SShis4)  Vapplication S : M x M — M définie par S(x,y) = s,y ,Vx,y € M est lisse.
On peut enfin remplacer (SSbhis3) par
(SShis3var) Vaz,y € M, s, 08,058, = s, ,Vx,y € M,
autrement dit (en utilisant (SSbis2)) la conjuguée d’'une symétrie par une symétrie est
encore une symétrie.
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Catégorie des espaces symétriques

On voit facilement qu’il y a une catégorie dont les objets sont les espaces symétriques
et les morphismes les morphismes d’espaces symétriques. Cette catégorie est tres liée a
celle des groupes de Lie. Elles ne coincident pas, mais on peut dérouler des constructions
similaires. On énonce ci-dessous quelques propriétés qui peuvent se démontrer directement
a partir des axiomes, mais qui sont plus faciles a vérifier apres avoir fait le lien avec les
groupes de Lie.
Dans le texte principal, on s’intéressera essentiellement a 1’holonomie de ces espaces.

Sous-espaces symétriques des espaces symétriques

Une partie N d’un espace symétrique (M, S) est appelée sous-espace symétrique si
elle vérifie :
Vx,y € N, S(z,y) € N.

Alors N admet une structure d’espace symétrique telle que 'inclusion N C M soit un
endomorphisme injectif d’espaces symétriques.
Comme dans le cas des groupes de Lie, le sous-espace symétrique N n’est pas nécessairement
fermé dans M, mais il a (au moins) une structure de sous-variété injectivement immergée
(éventuellement avec des composantes connexes de dimensions différentes). Par contre,
contrairement aux groupes de Lie, on considere généralement 1’ensemble vide comme un
espace symétrique de dimension —1.

Propriétés des espaces symétriques et des morphismes

(a) Les morphismes d’espaces symétriques sont des applications localement de rang
constant.
(b) Dans un morphisme d’espaces symétrique f : (M, S;) — (Ma, Ss),
I'image directe d'un sous-espace symétrique de M; est un sous-espace symétrique de M, et
I'image réciproque d’un sous-espace symétrique de My est un sous-espace symétrique de
Ml?

(c)

Somme directe et connexité

Si on a une famille finie ou dénombrable d’espaces symétriques (M;,S;),i = 1,---, on
appelle somme directe de cette famille la variété M qui est la réunion disjoint des M;,
munie de la structure symétrique S définie par :

(a) Vi,Vx,y e M;, S(z,y)=Si(z,y) € M,
(b) Vi#jVereM,VyeM;, S(x,y)=ye M.

Inversement, si (M, S) est un espace symétrique et si on dénote par M;(i = 1,--+) ses
composantes connexes, chacune des M; est un espace symétrique pour la restriction S; de
Attention cependant, la structure S sur M n’est pas forcément la somme directe des S;
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comme ci-dessus. En effet, si x € M;, la symétrie s, préserve M; mais elle peut agir sur
M;, j # i autrement que par l'identité et elle peut aussi permuter deux composantes
différentes M; et M), , mais dans ce cas ces deux composantes doivent étre isomorphes
comme espaces symétriques. Si on veut, on peut commencer par regrouper ensemble les
composantes connexes de M qui sont isomorphes. On considere les sous-espaces symétriques
(N;,S;), (7 = 1,---) ou chaque N; est la réunion disjointe de toutes les composantes
connexes M; de M qui sont isomorphes (comme espace symétrique) a l'une d’entre elle
(et donc a toutes), avec la structure S; induite par S. Alors chaque symétrie s, est un
difféomorphisme d’ordre (au plus) 2 de chacun des N;.

Un espace symétrique connexe est un espace homogene sous 'action de son groupe
d’automorphisme (et du sous-groupe des symétries et de celui des transvections) qui est
un groupe de Lie. Dans le cas non connexe, les composantes NN; ci-dessus sont encore
homogenes pour leur groupe d’automorphisme (mais pas forcément pour les deux autres).

IT Calculs utiles (19/12/2012)

II.1 Espace de courbure d’un produit direct

Soit hy C gl(V4) et hy C gl(V) deux algebres de Lie linéaires et h = hy@®hy C gl(V1BV3)
leur produit direct.
Les différents espaces vectoriels de la suite S pour h peuvent se décomposer de la fagon
suivante :
(a) B =Y @ h;
() vV ohh = en’)e (Vo)) e (e hy)) e (V7 o hY);
(c) N2(VF) @ b = (A (V1) ® h) & (A*(V) @ ha) & (Vi @ V' @ ha) & (VY @ V5" ® ha) &
(N(V5) @ hn) @ (AX(V5) @ ha)
(d) (A3(V*))®V (V) @V e ((N(V]) @) e (A2(V) @ Vs @W) e (A (V) ®
Vi @V) @ (Vi@ (A(Vy) @ Vi) e (V@ (A (15) @ V) & (N(Vy) @ Vi) & (A (V5)) @ Va) ;

Applications a la décomposition de quelques autres sous-espaces de ®*V*
V@ (N3V*) = (ATVF) & (CHV?)

® (OV*) = (E{V*) & (O'V¥)
VE@ (BIV*) = (C3V*) & (DiVY) @ (EB3V7)

(A2V*) @ (A2V*) = (A2(AN2VH) @ (O (AV™)) avec
NE(N2V*) = CqV™*
OXAV*) = (NV*) & (D3V7)
(OV*) @ (OV*) = (N(O*V)) & (O*(O?VY)) avee
N(OPV*) = BV
O O?V*) = (DsV*) & (O'V7)
(AN2V*) @ (O*VF) = (C3V*) @ (E3V™)
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Vérification du calcul pour les formes alternées. On considere les 24 = 4! permutations
de 4 éléments z,y, z,w de V.
On commence par écrire les 12 permutations paires en les regroupant :

T,Y,z, W, Y, T, W, z, Z,W,T,Y, w,z,Y,T,

Y, =, T, W, 2, Y, W, T, T, w,Yy, %, W, X, 2,Y,
2,2, Y, W, T,z2,W,Y, Yy, w,z,T, w,Y,x, z.

Pour écrire les 12 autres, il suffit de permuter deux termes, par exemple les deux premiers
de chaque.

On Tl'applique & la formule suivante : si R € K (csp(m,R), alors il existe a € A?(R*™)
telle que V z,y, z,w € R?™, on ait w(R(z,y)z, w) + w(z, R(z,y)w) = a(x,y) w(z, w).
Pour appliquer une alternation adaptée, on I’écrit plutot :

w(R(z,y)z,w) + w(R(y, v)w, 2) = a(z,y) w(z, w).

On peut donc appliquer cette formule apres permutation paire a :
T,Y, 2, W, Y, T,W,Z,
Y, 2, T, W, Z,Y,W, T,
Z?'x?y?w? x? Z? w? y7
Z7w7$7y7 w? Z’y?mﬂ
T,W,Y, 2, W, T, 2.,
Y, W, 2, T, W,Y, T, 2.

Si on fait la somme des six identités, la condition de Bianchi annule la somme des
premiers membres, ce qui donne :

0=az,y)w(zw) + aly,z)w(z,w) + alz,z)w(y,w) ---

+ a(z,w)w(z,y) + alz,w)w(y,z) + aly,w)w(z, ).

On voit facilement que si on écrit I'alternation complete de o A w, ¢’est simplement 4 fois
la somme ci-dessus, donc on en déduit :

si R € K(csp(m,R), alors a Aw = 0.

Sim > 3, I'application @ — a A w est injective puisque w est non dégénérée, et dans ce
cas on a donc

a=0et Re K(sp(m,R).

Si m =1 cela ne donne rien car A*(R?) = 0.

Enfin si w induit canoniquement un produit scalaire sur A%(R*™) (forme bilinéaire symétrique
non dégénérée), qu’'on note ici < -, - >.

Sim =2, alors aAN\w =< a,w > wAw, donc aAw = 0 si et seulement si o est orthogonale
a w dans A?(R*) qui est de dimension 6.
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ITT Algebres de Lie de basses dimensions (Rappels
personnels)

Soit g une algebre de Lie réelle ou complexe. On note :
U(g) l'idéal unimodulaire maximal de g, qui est égal a g si celle-ci est unimodulaire, et
sinon est de codimension 1;
D(g) l'idéal dérivé de g, qui est toujours unimodulaire (et donc contenu dans U(g) ;
C(g) le centre de g : ce centre est toujours abélien ;
R(g) 'idéal résoluble maximal deg;
Ry (g I'idéal résoluble unimodulaire maximal de g;
N(g) l'idéal nilpotent maximal de g;
S(g) l'idéal nilpotent annulé par toute représentation irréductible de g.

IV Connexions produits semi-directs

Soit M une variété connexe de dimension 7, munie d’une connexion linéaire sans torsion
V dont I'algebre holonomie au point base b est 'algebre de Lie h C gl(T M).
Soit M une variété connexe de dimension 7 munie d’un “point base b.
On considere une famille de connexions linéaires V sur M paramétrée par M, sans torsion,
qui est donnée par une connexion V du fibré vertical V sur le produit M x M.

Définition 167. Connexion produit semi-direct

Avec les données ci-dessus, on appelle connexion produit semi-direct de V
et de la famille V la connexion linéaire V sur la variété produit M = M x M
définie ainsi :

si X et Y sont des champs de vecteurs horizontaux basiques associés aux champs
XetY sur M ,

et si U et V sont des champs de vecteurs verticaux basiques associés aux champs
U et V sur M ,

alors VxY est horizontal basique associé a V XY,

VoV =ViV,

et VXY = VyX = [X, Y] = 0.

_[ Propriété 168. Holonomie d’un produit semi-direct l

Dans la situation d’un produit semi-direct comme ci-dessus, soit H; le groupe
d’holonomie de (M;, V') en by, soit H) le groupe d’holonomie de (M, V2(t))
en by, et soit Hy le plus petit sous-groupe connexe de GI(V5) contenant tous les
HY pour tous les t € M;.

Soit H le groupe d’holonomie de M = M; x My en b = (by, by) pour la connexion
produit semi-direct V définie ci-dessus.
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Alors H s’identifie canoniquement au produit H; x H, agissant sur
T,M =V; & Vs, ou Hy agit sur V; et Hy agit sur V.

Remarque. il faudrait une démonstration !

Alors la caractérisation précédente des produits s’adapte :

J Théoreme 169. Un critere de décomposition en produit semi-direct ]_

Soit (h, p, V') une algebre linéaire (avec p fidele) qui admet une décomposition
de V' en sous-espaces invariants non triviaux V' = V; @& V5.
Soient p; et py les restrictions de p & V; et Vo. On note hy = pi(h), he = pa(h),
ki = Ker(ps) et ky = Ker(p;). On suppose hgl) =0et hg) # 0.
(1) Si (h, p,V) est une algebre de Berger alors :
— hy =k, ho = ko, h = k1 @ ky;
— la représentation p de h est la somme directe externe de deux
représentations fideles (k1, p1, V1) et (kz, p2, V2);
— (k1, p1, V1) est une algebre de Berger;
— (ka, p2, V2) est une algebre de Berger si la dimension de V5 est au moins
2,
et ko = gl(V2) ~ R si la dimension de V5 vaut 1.

(2) De plus, si (h,p, V) est I'algebre d’holonomie d’une variété (M, V) en un
point b, alors il existe un voisinage ouvert W de b dans M tel que (W, V) soit
un produit semi-direct de (M, V') et de la famille (M, V?), ot V! est une
connexion sans torsion fixe sur M; dont ’algebre d’holonomie est contenue dans
(k’1, P1, ‘/i)v
et V2(t) est une famille de connexions sans torsion sur M,, dépendant de ¢ €
M, dont les algebres d’holonomie sont toutes simultanément contenues dans

(kza P2, Vz)

Il faut quelques compléments par rapport a la démonstration du cas du produit. Ici on
a seulement Ry(x,y) = 0 pour tout = € V] et y € Vi. Ceci suffit a assurer que k; = hy et
on peut aussi voir immédiatement que k; doit étre de Berger.
On a déja signalé que si ky = hy, alors on a aussi ky = hy. Cette algebre est engendrée
par les R(y,y’) et les Ro(x,y). La restriction de R & V5 est bien dans K (k2), mais cela ne
correspond qu’aux premiers termes R(y,y’).
Si la dimension de V5 est au moins 2 on a :
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_[ Lemme 170. |

Soit b C gl(V) une algebre de Lie linéaire et h") son premier prolongement.
Si la dimension de V est > 2, pour tout B € h() et tout y € V, I'application
B, € h définie par B,(z) = B(y, 2) coincide avec un R(z,y) pour au moins un

Re K(h)etunzeV.

Démonstration. Soit B € h) et a € V*. On voit facilement que si R est défini par
R(z,y)z = a(x)B(y, z) — a(y)B(zx, z), alors R est un élément de K (h).
De plus, puisque la dimension de V' est au moins 2, pour tout y € V il existe a € V* et
xz €V tels que a(y) =0 et a(z) = 1. Pour ce choix, on a bien B, = R(z,y).

Dans ce cas, les Ro(x,y) du théoréme sont eux aussi des images d’éléments R'(y’,y)
avec R € K(ky) et y' € V;, donc ko est aussi une algebre de Berger.

Par contre, si V5 est de dimension 1, la condition hgl) # 0 implique que ky = ho n’est
pas nul, donc c’est gl(V3) = R.

Pour la deuxieme partie, ...

V Remarques sur les facteurs de dimension un

On a déja dit au début que si (hq, p1, V1) et (ha, p2, Va) sont deux algebres d’holonomie
(respectivement deux algebres de Berger), alors le produit direct (ou somme directe ”ex-
terne”) (hy @ hg, p1 ® p2, V1 @ Va) est aussi une algebre d’holonomie (respectivement une
algebre de Berger).

Dans le dernier théoreme ci-dessus, on a vu apparaitre comme facteur une algebre qui
n’est pas une algebre d’holonomie : (gi(1,R), pcan, R) (On rappelle qu’en dimension 1, la
seule algebre de Berger est 0.)

Il est donc important de remarquer que cette algebre apparait effectivement comme facteur.

_[ Propriété 171. Produit par R l

Soit (Mi, V') une variété connexe de dimension n;, munie d’une connexion
linéaire sans torsion V! dont I’holonomie au point base b; est le groupe linéaire

H, C GI(\h).

On choisit une fonction f non constante sur M;. On forme le produit
M = M; x R et on le munit de la connexion ”produit semi-direct” définie
ainsi :

— si X et X' sont des champs de vecteurs p;-basiques de projetés X et X7 ,
alors Vx X' est p;-basique, de projeté V}X’,

— si T est le champ de vecteurs po-basiques dont le projeté est le champ

canonique % sur R (paramétré par t)
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alors au point (x,t) € M, VT = f(x)T, VxT = VX = [X,T] = 0.
Soit H le groupe d’holonomie de M = M; x My en b = (b, 0) pour la connexion
produit semi-direct V définie ci-dessus.
Alors H s’identifie canoniquement au produit H; xR agissant sur T,M = Vi ®R,
ou H; agit sur V; et RT agit par multiplication sur R.

En conséquence :

Corollaire 172. |

Si (h, p, V') est une algebre d’holonomie (respectivement une algebre de Berger),
alors le produit direct (h@® R, p1 @ pean, V ®R) est aussi une algebre d’holonomie
(respectivement une algebre de Berger).

V1 Une construction générale de connexions d’holo-
nomie donnée

VI.1 Notations pour les familles de connexions

On sait que la différence de deux connexions linéaires (sur une méme variété) est un
tenseur de type (2, 1) et que ce tenseur est symétrique si et seulement si les deux connexions
ont la méme torsion. Autrement dit, ’espace des connexions linéaires sans torsion sur une
variété est un espace affine dirigé par I’espace des sections d’un fibré de tenseurs. On précise
ici certaines notations employées dans ce chapitre, ol on va faire varier des connexions en
controlant leur holonomie.

(1.a) Notations

Soit toujours M une variété connexe, b € M un point-base et V =T, M.

Soit V° une connexion linéaire sans torsion sur M, (Hy, po, V) le groupe d’holonomie de
V% en b et (hg, po, V) Palgebre d’holonomie.

Il existe un fibré principal QoM sur M qui est une réduction du fibré principal tangent PM
de M de GI(V) a Hy (pour l'inclusion de Hy dans GI(V')). En conséquence, il existe une
identification du fibré tangent T'M de M avec le fibré vectoriel de fibre V' associé a QoM
pour la représentation p de H dans V et la connexion V° est associée & une connexion
principale Q sur QoM. (Et toute cette construction est ”unique a isomorphismes pres”.)

On considére plus généralement un sous-groupe de Lie H de GI(V') qui contient Hy, et
on note h son algebre de Lie. On note p le représentation de H (ou h)dans V' définie par
son inclusion dans GI(V') (ou gl(V')). On remarque que hy est une sous-algebre de Lie de
h et que pg est la restriction de p a Hy (ou hy).
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Le fibré principal QoM se prolonge en un fibré principal QM de groupe H qui est toujours
une réduction de PM (pour l'inclusion de H dans GI(V)) et la connexion €2 se prolonge
en une connexion principale sur QM, a laquelle V° est toujours associée.

On considere maintenant la représentation adjointe Ad de H dans h, qui est une sous-
représentation de la représentation de H dans V* ® V' = End(V) naturellement associée
a p. On peut donc construire un fibré vectoriel hM sur M, de fibre h, associé a QM pour
la représentation Ad, et ce fibré hM s’identifie & un sous-fibré vectoriel du fibré TH' M des
endomorphismes de T'M.

(1.b)

Dans ce chapitre, on s’intéresse principalement au cas ou (h, p, V') a au moins un premier
prolongement non nul.

(C’est bien sur le cas si (hg, po, V') a un premier prolongement non nul, mais on ne fera
pas cette hypothese ici; dans certains exemples, on prendra méme hy = 0.)

Soit h*) le k-ieme prolongement de h. C’est encore I’espace vectoriel d’une représentation
de H et il existe donc un fibré vectoriel h®¥)M sur M, de fibre A, associé & QM
pour cette représentation. On remarque que A M est un sous-fibré vectoriel du fibré
OFY(T*M) ® TM des tenseurs de type (k,1) sur M qui sont symétriques dans les k
premieres variables. Avec les conventions usuelles A=) = Vet b9 = h,ona kY M =TM
et hOM = hM.

V1.2 Familles de connexions d’holonomie controlée
(2.a)

Avec les notations ci-dessus, on a alors facilement

J Propriété 173. Variation de connexion A holonomie contrélée |

Pour tout section (C*) B du fibré hY) M, la connexion linéaire V définie par
VxY = V%Y + BxY pour tous champs de vecteurs X,Y sur M

est sans torsion, son groupe d’holonomie en b est contenu dans H C GI(V)
et donc son algebre d’holonomie est contenue dans h C gl(V').

(2.b) Remarques

(1) L’intéret d’élargir I’algebre d’holonomie apparait des la dimension 1. On a déja
dit que toutes les connexions linéaires sur R ont une holonomie ”triviale” (réduite a un
élément). Si on veut considérer en méme temps plusieurs connexions en les comparant, il
est nécessaire de prendre des variations comme ci-dessus.

(2) Attention que la connexion V construite dans la proposition n’a pas forcément h comme
algebre d’holonomie. On n’a pas supposé d’ailleurs que (h, p, V') soit une algebre d’holono-
mie. (Si elle ne l'est pas, aucune des connexions construites avec les différentes sections B
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n’aura (h, p, V') comme holonomie.)

(3) Plus généralement, on aura besoin dans la suite de familles de connexions & holonomie
controlée. C’est la méme construction, mais ot on rajoute une variété N de parametres,
et on demande que la section B dépende aussi du parametre dans N (et de fagon C'™ sur
le produit M x N). (Il n’est pas difficile de formaliser ceci plus précisément, mais on ne
le fait pas ici car il y a besoin pour I'’holonomie d'une notion encore plus générale qu’on
reprendra plus tard).

(2.c) Exemples

On prend pour M un ouvert connexe U de R", contenant par exemple 0 comme point
base. On prend pour V°la restriction & U de la connexion plate canonique. On a donc
Hy = {Id} et hy = {0}. Soit maintenant H un sous-groupe de Lie connexe de GI(V) et
soit h la sous-algebre linéaire de gl(V') associée. Ici tous les fibrés associés a Hy sont des
fibrés triviaux (produits) munis de la connexion triviale correspondante. Une section (C*)
B du fibré h(WU est ici simplement une application (C*) de U dans .

VI.3 Etude de certaines algebres de Lie linéaires de dimension 1
(3.a)

Soit (h, p, V) une algebre de Lie linéaire de dimension 1. On a donc h = R et V est
un espace vectoriel de dimension n > 2; en fin la représentation p peut s’écrire p(t) =
tE (Yt € R), ou E est un endomorphisme de V. On dira désormais que h est engendrée
par E.

On considere ici le cas particulier ou ’endomorphisme E est de rang 1.
On peut toujours écrire E(x) = a(x)u (Vzr € V)ouu € V et @ € V* sont non nuls. On
sait que qu'il y a deux cas différents (et deux seulement a équivalence pres) :
ou bien a(u) = 0, E est nipoltent et (h, p, V') n’est pas réductible;
ou bien a(u) # 0, E est semi-simple et (h, p, V) est totalement réductible ;
(dans ce deuxiéme cas, on peut choisir a(u) = 1 a équivalence pres).

Il est facile de vérifier que ces algebres sont d’ordre infini. On a effet plus généralement

Propriété 174. |

Une algebre de Lie linéaire (h, p, V') qui contient un élément £ = p(A) de rang
1 est d’ordre infini.

En effet, si E(z) = a(x)uVz € V, alors pour tout k on a un élément non nul @, € h*)
en posant Oy (zq,...,zx) = a(xy)...a(Tpi1) v, YVai,...,x601 € V.
En particulier, pour les algebres de dimension 1 engendrées par un élément de rang 1, la
dimension de h*¥) est toujours 1 pour tout k > 0.
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(3.b)

Et on a facilement :

Propriété 175. |

Si la dimension de V' est > 2, une algebre de Lie linéaire (h, p, V') de dimension 1
engendrée par un élément de rang 1 est une algebre d’holonomie non symétrique.

Démonstration. Soit (h, p, V') une algebre de Lie linéaire de dimension 1 engendrée
par un élément F de rang 1, avec E(z) = a(z) v comme ci-dessus. On identifie V' a R™ (ou
n est la dimension de V'), on prend pour variété M un ouvert connexe de R™ contenant 0
et on prend 0 comme point base.

On considere sur M la connexion V° qui est la restriction de la connexion plate canonique
de R” et une fonction f (C*) sur M. On définit une connexion V sur M par

VxY(a) = V%Y (a) + f(a)a(X)a(Y)u, Vae M, X,Y champs de vecteurs sur M.
Alors 'algebre d’holonomie de V en 0 est contenue dans (h, p, V). Pour montrer qu’elle
s’identifie a (h, p, V), il suffit de trouver une courbure non nulle au point base 0. Pour cela,
on choisit des champs de vecteurs X, Y, Z qui sont constants dans les coordonnées et on
calcule la courbure R(X,Y)Z = VyVxZ — VxVyZ en 0. On obtient

R(X,Y)Z =Vy(VYZ + fa(X)a(Z2)U) — Vx(VYZ + fa(Y)a(Z)U)

ou U est le champ constant qui vaut u en 0 et la 1-forme « est la forme constante qui vaut
a en 0. Puisque VY est nulle sur les champs constants, on a donc

R(X,Y)Z =Y (f)a(X)a(2)U = X(fla(Y)a(Z2) U

Puisque « est non nulle, il existe x, tel que a(z,) = 1. Puisque n > 2, il existe y # 0 tel
que a(y) = 0. Et alors x, et y sont indépendants et pour les champs constants associées
X, et Y (respectivement), on a R(X,,Y)X, =Y (f)U.

11 suffit donc de choisir une fonction f telle que y(f) # 0 en 0 pour que 'algebre d’holonomie
de V en 0 soit exactement (h, p, V).

(3.c)

Pour compléter la démonstration, on doit préciser le cas symétrique.

Lemme 176. |

Une algebre de Lie linéaire (h, p, V') de dimension 1 engendrée par un endomor-
phisme F de rang 1 est une algebre d’holonomie symétrique si et seulement si
E est nilpotent.

Autrement dit, si F est semi-simple (et n > 2), alors (h, p, V') est une holonomie ”seule-
ment non symétrique”.
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Au contraire, si E est nilpotent (non nul), (h, p, V') est une holonomie ”universelle”.

Si n = 2 I’holonomie symétrique obtenue dans ce cas correspond a la structure d’espace
symétrique de Sols, 'unique groupe de Lie connexe de dimension 2 non abélien (qui est
résoluble mais pas nilpotent).

Pour n > 3, on obtient alors deux possibilités : - soit le produit de Soly par le groupe
abélien R"2. - soit le produit d'un espace symétrique de dimension 3 (indécomposable)
par R"3,

Pour démontrer le lemme, on calcule la dérivée covariante de la courbure comme ci-
dessus. On obtient (toujours pour X,Y, Z, W constants dans les coordonnées)

(VwR)(X,Y)Z = {a(X)(W (Y (f)) = 2 fa(W)a(U)Y (f)) ...

—a(Y)W(X(f)) = 2 fa(W)a(U)X(f))} A Z)U

Cette expression est nulle si a(X) = a(Y) =0ousi a(Z) =0.
Donc les seuls termes éventuellement non nuls sont obtenus en prenant deux fois X, et
alors on peut prendre Y tel que a(Y) =0; on a :

(VzR)(Xa,Y)Xo = (Z(Y(f)) = 2 fa(Z)a(U)Y (f)) U

Si on prend par exemple Z = Y et une fonction f telle que Y(Y(f)) # 0, on a bien une
holonomie non symétrique dans tous les cas.

Si on veut une holonomie symétrique, il faut déja que f vérifie Z(Y'(f)) = 0 pour tous les
champs Y et Z (constants dans les coordonnées) avec a(Y) = a(Z) = 0. On peut choisir
une base de V telle que z, = e et a(e;) = 0si j > 1. Alors la condition ci-dessus implique
que f(a) = B(ar)(ag,...,an) + g(ay) (si (aq,...,a,) sont les coordonnées de a € M) ou la
fonction g ne dépend que de la premiére coordonnée a; et 5(ay) est une famille (dépendant
de a;) de formes linéaires sur R™"~1.

Ensuite, il faut distinguer les deux cas.

Dans le cas semi-simple, comme «(U) = 1, on doit aussi avoir X, (Y (f)) =2 fY(f) =0
pour a(Y) = y; = 0. Or Y(f) = B(a1)(y2, ..., yn) ne dépend plus de (ag,...,a,) et donc
Xo(Y(f)) aussi. Pour au moins un Y on veut que Y (f) soit non nul. Donc cela entraine
une contradiction dans 'équation X, (Y (f)) — 2 fY(f) = 0. Il n’y a donc pas d’espace
symétrique dans ce cas.

Dans le cas nilpotent, on a a(U) = 0, et il faut simplement annuler encore X, (Y (f)).
Avec les mémes coordonnées, il suffit donc que la forme linéaire S ne dépende plus de la
coordonnée a;.

VII Algebres de Lie A;-graduées

Soit g une algebre de Lie et H un élément de g tel que ad(H) définisse une 5-graduation

9g=9g 291D gD g1 D g
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avec les propriétés suivantes :

(1) go=RH @ h avec [H,h] =0 et [h, h] C h,

(2) g2 et g_o sont de dimension 1,

(3) il existe X € go,Y € g5 tels que [X,Y]| = H,[X,h] =0,[Y,h] = 0.

On remarque tout de suite que s = g s R H @ g, est une sous-algebre de Lie, isomorphe
asl(2,R) et H, X,Y est une base canonique puisque [H, X] =2 X et [H,Y] = -2Y.
Sion note gr =g 2B go D g2 et g—g_1 D go D g1, alors g, est une sous-algebre, somme
directe de ses deux idéaux commutant s @ h.

Si on note g_ = g_1 ® g1, on voit que [g;+,g-] C g- et [g-,9-] C g4, donc g = g & g_ est
une " paire symétrique”.

Hypothese supplémentaire : On suppose que cette paire symétrique est réduite, i.e.

(5) [9-,9-] = g+ et g+ N Z(g) =0 (o Z(g) est le centre de g).
Cela entraine en particulier que g; et g_; sont non nuls.

Plus précisément, ’hypothese "réduite” entraine en particulier : (g1, 1] = g2, [9-1,9-1] =

9-2. lg1,9-1] = go.
Et d’autre part si 0 # A € h, alors [A4, g_] # 0.

VII.1 Conséquences de ’identité de Jacobi

(2a). On note x la restriction de ad(X) a g_1, qui est a valeurs dans gy,
et on note 7 la restriction de ad(Y') a g1, qui est a valeurs dans g_;.
Alors x et n sont des isomorphismes linéaires, réciproques I'un de I'autre.

(2b). Il existe une forme alternée non nulle w sur g; telle que :
(i) Vz,yeaq, [x,y =2w(ry) X,
(i) Vuvega, [uv]==2wn(u)n))Y.

(2c). Il existe une application bilinéaire surjective ® : g; X g_; — h telle que
(i1i) Ve eg,u€ g1, [zu=wxnu)H+®(zu),ond(x,u)c€h

(2d). Pour tout A € h, les restrictions de ad(A) a g; et g_; sont des représentations
de h qui sont isomorphes par y et 1 et qui sont fideles.
Cette représentation de h sur g; est alternée pour la forme alternée w, i.e.
(iv) YAe€h,z,y€ g, w(Az],y)+w(x[Ay])=0

On peut alors écrire les formules du crochet de Lie avec ces notations, en séparant les
différentes composantes pour y voir plus clair, plus précisément en décomposant g, = s@h

et g- = g1 D g-1.

Les crochets [g4, g4 ] sont donc :
(v) [H,X]=2X, [HY]=-2Y, [X
(vi) YA€eh, [HA =[X A]=1[Y A
(vii) YA, Beh, [A B]eh,

Y] =H,
=0,
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Les crochets [g4, g—] sont donc :
(U”) Ve g, [Hw%]:x? [X,l‘]zo, [Yax]zﬁ(iﬁ),
(2‘73) Vueg, [H7u] = U [XJUJ] :X(u)= Dfau] =Y
(x) VAeh, ze€g, [Azx]€aq,
(.I‘Z) VAEe h7 u € g1, [A7 u] = 77([/47)((“)]) € 9g-1,

Les crochets [g_, g_] sont donc :
(xii) Vaz,yeq, [x,y =2w(ry)X,
(xiii) VYax€g, u€ g, [z,ul=—-w x(u)H+d(x,u),
(xiv) Vu,v € gy, [u,v]=—-2w(x(u),x())Y.

Finalement :
aH+dX+a"Y+A+x+u,bH+VX+0Y +B+y+v =(ab —a’b +w(x,x()) —
w(y, x(u])) ) H + (2 (ab’ — a'b) + 2w(z,y) ) X + (2 (ba” = b"a)
+w((x(u), x(v)) Y + ([4, Bl + ®(z,v) — ©(Y, u)

+ (ay — bz + a'x(v) — V'x(u) + [A,y] - [B,2])
+ (_ av + bu + a”??(y) - b”n(@ + [A,?J] - [B’ U’] )

Vérification de I’identité de Jacobi :.

(1) pour 3 éléments de g
ici s et h sont des sous-algebres de Lie commutant.
(2) pour 2 éléments de g, et 1 élément de g_
[[H, X],z] — [H,[X,z]] + [X,[H,z]] =0—-04+0=0,
1, X, 0] — [H, (X o] + X, [Hul] = 2[X,u] - [X, 0] — [X,u] =0,

[H, Y] x] = [H[Y,2]] + [V, [H,2]] = =2 [V, 2] + [V, 2] + [V, 2] = 0,
[H, Y], u] = [H,[Y,u]] + [V, [H,u]] = 0= 0+ 0 =0,
[X.Y].2] - [X. Vol + [V [X.al] =2 — 2 +0 =0,
X, Y]] — [X, [V, ul] + [V, [X,ul] = —u— 0+ u=0,
[, A],a] — [H,[A,a]] + [A,[H,2]] = 0~ [A,2] + [4,2] = 0,
. A]u] — [HL [A,ul] 4+ [A,[Houl] = 0+ [A,0] — [A.u] =
[X, Al 2] = [X, [A, a]] + [A, [X,2]] =0 - 04 0 =0,
X, Al ] — X, [A,ul] + [A4,1X, ]l = 0 = x([4, u]) + [A, x()] = 0,

car x entrelace les deux représentations de A dans g_ et g,
(1Y, Al =] = [V, [A, 2] + [A, [V, 2]] = 0 = n([A, z]) + [A, n(x)] = 0,
car 7 entrelace les deux représentations de A dans g, et g_,
14, B], ] — [A, [B, ] + [B,[A, 2] = 0, et
[[Aa B]a u] - [A7 [Ba U’]] + [Ba [Aa UH =
qui expriment que ad(h) donne deux représentations de h dans g, et g_,

(3) pour 1 élément de g, et 2 éléments de g_

[H, z],y) = [H, [x,y]] + [z, [H,y]] = [z,y] = 2 [z, y] + [2,y] = 0,
[H, z],u] = [H, [z, u]] + [, [H,u]] = [2,u] =0 = [z,u] =0,
[H, u],v] = [H, [u,0]] + [u, [H, v]] = =[u, v] + 2]u, v] = [u,v] =0,
(X, 2l y] = X [z, 9] + [[ yl=0-0+0=0,
X, u] = X, oy l] - [, [Xul] = 0+ (= 26(e, x(w) + 2(e, x(w)) X =0,



258 CHAPITRE 13. DOCUMENTS NON CLASSES

(= 2w(z, ) H — @y, n(z)) + &(x,1(y)) =0,
[[Y7 x],u] - [Y7 [a:,u]] + [wa D/v UH = (_ 2w(z, X(u)) + 2(")(1" X(u)> ) Y+0=0,
Y, ], 0] = [, [u, o] + [u, [Y;0]] =0 -0+ 0 =0,

[A, 2], 9] = [As [z, 9] + [2, [A, o] = (2w([As 2], y) = 0+ 2w(z, [A,y])) X =0,
[[Av‘r]’u] - [A7 [x,u] + [l’, [A7 UH -
( u)([A,:L‘],X(u)) - w(m,x([A,u]) H+ CD([A,JZ],U) - [Av (D(?L‘,u)] + (D(JZ, [Avu]) =0,

[[A’ u]?”] - [A’ [u’ UH + [uv [A,UH = (2W<X([A7U])> X(U)) —0- 2“()((“)7 X([A’ U])) ) Y = 0>
(4) pour 3 éléments de g_

[Qw(w, y) x(u) —w(y, x(u) x + w(z, x(v)y + [®(y, u), 2] — [®(2,u),y] =0,

]

On pose ¥(z,y) = ®(z,7(y)). Alors (x(u),v) = ¥(x(u), x(v)).
On pose [A, z] = Az. Alors [A, u] = n(Ax(u)).
On a alors les identités nécessaires et suffisantes :
w(Az,y) + w(z, Ay) = 0,
[A7 \IJ(ZE’ y)] - \II(A:E’ y) - \I/(ZE, Ay) = 07
U(z,y) = ¥(y, ),
V(z,y)z = ¥(z,y)z =2w(z,2)y + w(z,y) 2 —w(z,y) z,
U(z,y)z — V(z,2)y =2w(y,2) z —w(z,y) z + w(z, 2) y.

En conclusion, la donnée essentielle est celle d’une représentation fidele d’une algebre
de Lie h sur un espace vectoriel V' = g¢;, qui est en plus muni d’une forme alternée non
nulle w h-invariante et d'une application bilinéaire symétrique : ¥ : V x V — h qui est
h-invariante et vérifie en plus :

U(z,y)z — V(z,y)r =2w(x, 2)y + w(z,y) z — w(z,y) z,

U(zr,y)z —V(z,2)y = —2w(y, 2)x — w(x,y) z + w(z, 2) y.
On en déduit facilement :

\I’(Z', y)’z = w(m, Z) Y + w<y7 Z) T+ \IIO<5C7 y)Z

ou ¥y est symétrique dans les trois variables x, y, 2.

Enfin la condition de réduction implique que les ¥U(z,y)V x,y € V engendrent h. On
peut réécrire cela ainsi. B
On consideére I'application linéaire ® : (O?V — gl(V), définie par extension linéaire &
partir des éléments décomposés par ®(z o y) = B(z, ).

En particulier, on doit avoir :
w(P(z,y)z,t) + w(z, ®(z,y)t) =0 et
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[@(z,y), ¥(z,1)] = U(D(x,y)2,t) — W(z, P(z,y)t) = 0.
Cette deuxieme identité implique que I'image h de ® est bien une sous-algebre de Lie de
gl(V), donc une algebre linéaire.

w(U(z,y)z,t) = w(z,2) w(y, t) + w(y, 2) w(z, t) + w(Wo(x,y)z, t).
On voit immédiatement que l'expression w(S,(z,y)z,t) = w(x, 2) w(y,t) + w(y, 2) w(z, t)
est symétrique en x, y d’une part, en z,t d’autre part et également si on permute les couples
(x,y) et (z,t). De plus elle vérifie la condition cyclique (de Bianchi) sur les trois premieres
variables. Dans les notations de 'annexe???, c’est donc un élément de D3(V*).
Donc w(®o(x,y)z,t) + w(z, Po(z,y)t) =0

VIII Premiere construction d’holonomies en travers

Dans ce chapitre, on va construire explicitement des holonomies en travers dans le cas
le plus simple ou la dimension "en travers” (celle de ¢) est 1.
Pour cela, on va introduire une construction générale qui permettra de construire de nom-
breux exemples. Inversement, cette construction va donner tous les cas possibles si on
suppose de plus que la représentation d’holonomie est totalement réductible.

VIII.1 Facteurs de type I

Dans le chapitre précédent, on a vu que si h C gl(n,R) est la projection sur le premier

facteur d’une holonomie en travers h C gl(n,R) (dans une somme directe de deux facteurs)
et si de plus ¢ = h/(k ® l%) est de dimension 1, alors nécessairement l'idéal k est de
codimension 1 et de plus A = C(h) 4+ B(k).
Ici, on va renverser le processus, c¢’est a dire démarrer avec les projections pour construire
I’algebre h. On va étre ici un peu plus précis que la condition ci-dessus, en introduisant en
plus l'algébre d’holonomie ky de la feuille horizontale de base Mi) pour avoir un point de
départ.

On pose donc une définition générale pour caractériser les projections avec lesquelles
on va construire de telles holonomies.

Définition 177. Facteurs de type I

On appelle facteur de type I (pour la construction d’holonomies en travers)
la donnée d’une algebre de Lie linéaire h C gl(n,R) vérifiant les propriétés
suivantes

(1) T'algebre de Lie h admet un idéal k de codimension 1,

(2) I'idéal k contient une sous-algebre de Lie kg telle que I'algebre de Lie linéaire
ko C gl(n,R) soit une algebre d’holonomie,

(3) h = C(h) + B(ko).

Remarque et notation. (1) L’algebre de Lie h est nécessairement un produit semi-
direct de l'idéal k et d’une sous-algebre de dimension 1. Donc on peut écrire h = k & RL,
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ou L € gl(n,R)\ k et [L, k] C k.

Premiers exemples :. Si h vérifie la condition C (i.e. h = C'(h)) et si de plus h admet
un idéal k£ de codimension 1, alors on a un facteur de type I en prenant par exemple kg = 0
qui est toujours une algebre d’holonomie.
On a ainsi une famille d’exemple en considérant les tables des algebres de Lie linéaires
irréductibles (totalement réelles ou totalement complexes) dont le premier prolongement
est non nul.
On retient alors celles qui vérifient la condition C (ce qui exclut les cas conformément sym-
plectiques en dimension # 2) et qui contiennent un centre (R dans le cas réel et C dans le
cas complexe).
Pour k, on prend ce qui reste quand on enleve R dans le cas totalement réel et respective-
ment une sous-algebre réelle (quelconque) de dimension 1 dans le cas totalement complexe.
Enfin on prend kg = 0.

IX Essais divers

Convention..  On va s’intéresser essentiellement a des algébres de Lie 3-graduées
réduites et indécomposables. En conséquence, toute algebre de Lie 3-graduée considérée
dans la suite sera a priori réduite et indécomposable, sauf mention explicite du
contraire.

IX.1 Représentations non unimodulaires et traces

On suppose dans ce paragraphe que (h, p, V') est une algebre de Lie linéaire vérifiant la
condition (C) (donc h(Y) # {0}) et la condition supplémentaire :
p n’est pas unimodulaire.

C’est toujours le cas pour le résultat de la construction (A) si § est intérieure; par
exemple, dans les tables du paragraphe précédent, la représentation p n’est pas unimodu-
laire, meéme si 'algebre de Lie h elle-méme est réductive.

Il est alors intéressant de regarder la trace des éléments de p(h), ce qui expliquera ’appa-
rition de la représentation duale dans V* dans I’espace vectoriel AV,

Notations

On note tr : h — K D'application ”trace”, autrement dit :
VAeh, tr(A)estlatrace de 'endomorphisme p(A) de V.
On en déduit une application tr() : A1) — V* définie par :
vSehW xeV trO(S)(z) =tr(S,), i.e. trace de I'élément S, de h.
Puisque la trace est un élément gl(V')-équivariant, on voit donc :
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Propriété 178. |

L’application linéaire tr™") : h() — V* est h-équivariante.

Si on note W le "noyau” de p(h), c’est adire W = {x € V telsque p(A)(z) = 0V A € h},
alors I'image de tr(!) est exactement I'orthogonal W+ de W dans V*.
En particulier, tr(!) est surjective chaque fois que ce noyau W est nul, ce qui est bien sir
le cas dans les exemples des tables ci-dessus.

Soit maintenant S € V* ® A" et RS I’élément de I(h) C K(h) qui lui correspond par
82,17
autrement dit : Vz,y,2 € V, RS (x,9)z = S(z,y,2) — S(y, 7, 2).
Alors R%(x,y) € h et sa trace vaut tr(S(z,v,.)) — tr(S(y,z,.)).
Autrement dit, si on note 7%(z,y) = tr(S(z,y,.)) = trV(S(x, ., .), on a finalement :
tr(R%) =2 Alt 7°.

On note hy 'idéal de h qui est le noyau de tr,. Cet idéal de codimension 1 contient en
particulier 'idéal dérivé [h, h| de h.
Attention h(()l) peut étre nul (ce qui est le cas pour les lignes (2) a (8) des deux tables)
ou non nul (cas des lignes (1)). Mais on a toujours K(hg) C K(h)) et on peut considérer
en particulier I'espace K (ho) N I(h). On considere le noyau Ker(AltT) de Iapplication
AltT : V* @ h) — A2V* définie par S — Alt 7°. Alors V.S € Ker(Altr), R = 0,,(5))
vérifie tr(R%) = 0, donc Vx,y, R5(z,y) € hg et finalement RS = 05, (S) € K(ho)NI(h).
Avec la condition (C) pour h, on en déduit que hy vérifie la premiere condition de Berger
B(hg) = hy.
Dans les exemples des tables du paragraphe 5, on voit que K (ho) N I(h) contient O?(V
Plus précisément, on peut démontrer :

| Théoréme 179. |

Soit (h, p, V) est une des algebres linéaires des tables I¢ ou I¥,
différente des deux cas m = 1 de I°(1) et n = 1 de I¥(1).

Si hg est I'idéal dérivé de h et si on note pg la restriction de p a hg, alors

(a) (ho, po, V') est une algebre d’holonomie, hy est semi-simple et py est unimo-
dulaire,

(b) dans les lignes (1), (hg, po, V') est d’ordre infini et hél) = O}V V)y;

) dans les autres lignes (de (2) a (8)), hél) = {(0)} et (ho,po, V) est d’ordre

|_|/-\

d) dans les lignes (2), (ho, po, V') est une algebre d’holonomie ”universelle”
a la fois pour des espaces symétriques et pour des variétés non symétriques);
e

) dans les lignes différentes de (2), K(hg) = O*V* et
ho, po, V') n’est jamais I’holonomie d’un espace symétrique.

(
(3
(
(

Remarque. 1) Pour les cas m = 1 de I(1) et n = 1 de I¥(1), on a hy = {0}.
2) Les lignes (2) (structures orthogonales ”génériques”) sont les seules on H?!(hg) # {0},
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et alors H*!(hy) = H*'(h).

Les résultats de ce théoréme se déduisent du théoreme précédent a 'exception de (a).

IX.2 Etat actuel

Cette paire correspond a l'espace symétrique Dec(p, q;K) dont les éléments sont les

décompositions de KP4 en somme directe de deux K-sous-espaces, de dimension p et q
respectivement.
La représentation d’holonomie de cet espace symétrique est la représentation p de I'algebre
de Lie h = K & sl(p,K) & sl(q, K) sur 'espace vectoriel somme directe V = V; & V5 avec
Vi=g11 = M(p,q¢;K) et Vo =g 1 = M(q,p;K). Plus précisément, p est donnée par la
formule :

pla, Ao, B)(X,Y) = (P90 X + 40 X — X By, =290y 4 By Y -V 4y)
P4

pq

oua € C, A€ sl(p,K), By € sl(q,K), X € M(p,q;K),Y € M(q, p;K).

Cela correspond a A = I%a[p + Ay et B = —% al, + By (dans la notation ci-dessus pour
go) et a =trA = —trB.

On a ici une famille d’espaces symétriques dont la représentation d’holonomie est une
somme directe de deux représentations (irréductibles), mais qui est indécomposable (ce
n’est pas un produit direct).

Courbure des espaces symétriques associés

La courbure pour ces espaces symétriques se traduit par une application K-bilinéaire
alternée h-invariante R : V x V — h qui est donnée par le crochet dans g.
Si X, X"eV;, Y)Y €V, on adonc immédiatement R(X, X') =0 et R(Y,Y’) = 0.
Et on peut écrire R(X,Y) comme un élément de h = K& sl(p, K) & sl(q, K) sous la forme
R(X,Y) = (a(X,Y),Ao(X,Y), Bo(X,Y)) avec :
a(X,)Y)=tr(XY), A(X,Y)=XY — %tr(XY) I,, By(X,Y)=-YX+ %tr(XY) I1,.

On remarque que 'application v : V} x Vo — K définie par v(X,Y) = tr(XY) est
K-bilinéaire, h-invariante et non-dégénérée au sens suivant : elle définit un K-isomorphisme
h-invariant de V5 avec le K-dual (V1)* (et bien sur également un K-isomorphisme de V;
avec (V2)*). On dira ici que c’est une forme ”polaire”.

On en déduit deux formes K-bilinéaires h-invariantes sur V' :

(1) une forme quadratique < (X,Y), (X", Y') >=v(X,Y') +v(X"Y),

qui est non-dégénérée,

(2) une alternée w((X,Y), (X", Y") = v(X,Y') —v(X',Y), qui est aussi non-dégénérée
(donc est une forme symplectique).

Ces espaces symétriques sont donc a la fois pseudo-riemanniens et symplectiques (au sens
complexe dans les deux cas si K = C, mais pas kdhlériens).
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Propriétés particulieres des deux facteurs irréductibles de p

Pour tout («, Ag, By) € h, on note py(a, Ay, By) (resp. p2(a, Ao, By)) la restriction de
pla, Ag, Bo) a V; (resp. Va). Compte tenu de I'invariance de v, on voit que la représentation
po de h est la représentation duale de p; (et vice-versa). Plus précisément :
v(p1(a, Ao, Bo)X,Y) = %a v(X,Y)+tr(Ag XY) —tr(X ByY)
= —(—%a v(X,Y)+tr(BoYX) —tr(Y Ao X)) = —v(X, pa(a, Ag, Bo)Y').

Si on identifie V5 a (V4)* par v, on a bien ps(a, Ag, Bo) = —p1(a, Ao, By)*.

Remarques. On a choisi ici V; = M(p, ¢; K) qui s’identifie canoniquement a KP® (K?)*,
La représentation p; peut donc s’écrire comme un produit tensoriel de représentations des
trois idéaux K, sl(p,K), sl(q,K) de h, donc on peut écrire :
P = (%canl) ®k can, @k (cang)*
ol can, est la représentation canonique de K = ¢i(1, K) sur K, puis can, est la représentation
canonique de sl(p, K) dans K? (idem pour ¢) et enfin on identifie K ®k V; et V.
Il est alors possible de faire une équivalence de représentations de (h, p1, V}) avec
(K& sl(p,K) @ sl(q,K), cany @ can, ® can,, KM = K @ KP @k K9),
en utilisant I’automorphisme ¢ de h défini par ¢(«, Ag, By) = (’%a, Ag, —'By).
(On remarque que cet automorphisme n’est intérieur que dans le cas exceptionnel ou
p=q =2, il est extérieur dans tous les autres cas).
Comme dans la théorie générale, on peut noter hy = p1(h) et hy = pa(h), mais ici p; et py
sont fideles, donc h, hy, he sont isomorphes comme algebres de Lie.
Attention. Il ne faut pas faire "trop” d’identifications : il existe aussi une équivalence de

représentation de (h, p2, V2) avec (K @ sl(p,K) @ sl(¢,K), cany ® can, ® cang, KP?) mais
elle utilise un automorphisme différent. En particulier Ay C gl(V}) et hy C gl(V2) sont
isomorphes comme algebres de Lie linéaires (évidemment, h est différente de hy comme
algebre de Lie linéaire). Mais si on considere la représentation initial p de h, elle est la
somme directe de deux représentations qui sont équivalentes et qui ne sont jamais iso-
morphes (méme dans le cas p = ¢ = 2).

Holonomies non symétriques associées

La construction ci-dessus nous donne donc une représentation irréductible de h (et sa
duale). On démontrera plus loin que c’est une représentation d’holonomie non symétrique.
Remarque : Comme le choix d’un facteur (ici ;) plutét que autre est indifférent, au final,
dans les tables récapitulatives, on prendra la notation :

(Kesl(p, K)®sl(q, K), cani ®@can,®can,, KP?) pour ”décrire” la représentation p; ci-dessus.

Ces nouvelles algebres de Lie linéaires ont une propriété particuliere. Pour le voir, on
note Ry (X,Y) (resp. Ro(X,Y)) larestriction de 'endomorphisme R(X,Y) de V a V; (resp.
V3). On a ici :

Ri(X,Y)X = XYX'+ X'YX qui est symétrique en (X, X') et
Ry(X,Y)Y' = —(YXY'4+Y'XY) qui est symétrique en (Y,Y’).
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On en déduit que l'algebre de Lie linéaire (h, p1,V}) a un premier prolongement non nul.
Plus précisément, puisque la courbure R est h-invariante, on peut voir R; comme une
application h-équivariante Ry : Vo = (V1)* — (h, p1, Vi) : pour tout Y € Vi, Ri(Y) est
simplement 1'application (X, X") — R;(X,Y )X’ qui est bien un élément de (h, p1, V)W),
Cette application E est ici injective, donc elle identifie (V})* & un sous-espace h-invariant
de (R, p1,V1)M (en fait un facteur direct).

Dans le cas particulier ¢ = 1, on a sl(1,K) = 0 et (h, p1, V1) s'identifie a (gl(p, K), can,, KP).
On sait que cette algebre de Lie linéaire est d’ordre infini et que son premier prolongement
est une somme directe de (IKP)* et d’un autre espace qui est non nul si p > 1. En contraste,
on a la proposition :

[ Propriété 180. |

Pour tous p > ¢ > 1, les algebres de Lie linéaires (h, p1, V1) = (K@ sl(p,K) &
sl(q,K), cany ® can, ® cang, KP?) vérifient la condition C donc aussi le premier
critere de Berger. De plus h contient le centre K Id de gl(V;). Dans le cas p >
q>=2 ona (hp,V1)® =0,Vk>2et (h,p,V1)D est isomorphe & (Vi)* (i.e.
Ry est un isomorphisme h-équivariant). Au contraire, pour ¢ = 1, (h, p1, V1) est
d’ordre infini.

En fait, pour ¢ = 1, on a si(1,K) = 0 et (h, p1, V1) s’identifie a (gl(p, K), can,, KP).
Pour le reste, cette proposition n’est qu'une partie d’'un théoreme plus général que l'on
énoncera plus loin. On ne la démontre pas ici. C’est une étape vers les résultats suivants,
ou on note hy 'idéal semi-simple de h (donc hg est isomorphe a sl(p, K) @ sl(q,K)), et ps
la restriction de p a hs.

J Corollaire 181. Holonomies symétriques et non symétriques associées a g ]

(1) Si g =1, alors (h, p, V) = (g9l(p,K), can, K & (K?)*) est une holonomie uni-
verselle indécomposable,

(2) (hs, ps, V) = (sl(p,K), can,KP @& (KP)*) est une holonomie non symétrique
indécomposable.

(3) Sip > q = 2 les holonomies (h, p, V') sont seulement symétriques

(4) Par contre, les algebres de Lie linéaires (hs, ps, V') ne sont pas des holono-
mies.

(5) Pour tous p > ¢ > 1, les algebres de Lie linéaires (h, p1, V1) sont des holono-
mies non symétriques irréductibles.

(6) Les (hs, (p1)s, V1) sont encore des holonomies non symétriques irréductibles.

Toutes ces algebres de Lie linéaires sont totalement complexes si K = C et totalement
réelles si K = R.
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2

Espaces symétriques ”compagnons”

Si on prend K = R, les algebres de Lie linéaires ci-dessus sont évidemment des formes
"totalement réelles” des algebres de Lie linéaires totalement complexes obtenues en rem-
placant R par C. Il existe aussi des formes réelles qui correspondent a des représentations
complexes irréductibles. Cela correspond aux anti-involutions (dans le cas K = C) qui en-
voient V; sur V5 (et réciproquement). Cela donne dans le cadre réel des espaces symétriques
kéhlériens (ou pseudo-kdhlériens) irréductibles. On ne les détaillent pas ici, on y reviendra
dans le cas général.

Mais avant de prendre les anti-involutions, on remarque qu’il est possible de construire
d’autres espaces symétriques associés a une algebre de Lie 3-graduée, en prenant entre V)
et Vo une "vraie” involution 7 (i.e. K-linéaire) vérifiant la propriété :
pour tout X € Vi, Ro( X, 7(X))7(X') = 7(R (X, 7(X))X".

On obtient ainsi de nouvelles paires symétriques (gs, h3) en prenant g5 = hg & Vi, ou hg
est la sous-algebre de Lie de gy engendrée par les (X, 7(X)), VX € V] et ou hs agit sur
Vi comme dans g, mais ou on change le crochet pour X, X’ € V] en prenant maintenant
[X7X/] = [X7T(X/>}'

On les appellera espaces symétriques ”compagnons” de. g.

Par exemple, si on prend VX € Vi, 7(X) = 'X € V4, on obtient la paire symétrique :
(1) (so(p+ q,K), so(p,K) & so(q,KK)), dont I'holonomie est
(so(p,K) & so(q, K), can, ®k cang, KP1 = KP @ K9),

(Rappel : Pour K = R, on a par convention so(n,R) = so(n).)

Si on prend 7(X) = ltX e V5, VX € Vi, on obtient la paire symétrique :

(2) (sp(p+ ¢,K), sp(p,K) & sp(q,K)), dont I'holonomie est

(sp(p, K) & sp(q, K), can, ®x can,, K*7),

Dans les deux cas, les holonomies correspondantes sont seulement symétriques si ¢ > 2 et
universelles si ¢ = 1; et les représentations d’holonomie sont irréductibles sauf dans les cas
(1) avec K=C et ¢ =2 (ou bien p =2, =1).

Remarques. 1) Pour K = R, on a ici une forme réelle de ce qu’on obtient en remplagant
R par C. Mais pour K = C, il y a beaucoup d’autres formes réelles.
2) Le cas non irréductible ci-dessus correspond & une 3-graduation de so(n,C) qui sera
étudiée plus loin.

IX.3 Compléments pour les algebres de Lie 3-graduée

Soit g une algebre de Lie et g = g_1 @ go & g1 une 3-graduation.

Dérivation associée a une algebre de Lie 3-graduée

On note § Papplication de g dans g définie par 6(z) =0 si z € go, 0(x) =x si z € gyq,
d(r)=—xsix€qg.
On vérifie facilement que J est une dérivation de g, qui engendre un groupe a un parametre
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d’automorphismes de g, isomorphe a R. De plus, si g est complexe, on a un groupe a un
parametre complexe d’automorphismes, isomorphe a C/Z.

Définition 182. Dérivation associée a une algebre de Lie 3-graduée

L’unique dérivation § de g définie ci-dessus sera appelée la dérivation associée a
la 3-graduation ou ”définissant” la 3-graduation.

En effet, si on a une dérivation d’une algebre de Lie qui a exactement les trois valeurs
propres 0,41 et —1 et qui est semi-simple, alors la décomposition de g en somme directe
donnée par les espaces propres est une 3-graduation. Une telle dérivation est donc une
facon de définir une 3-graduation.

Remarque. Cette dérivation d peut étre intérieure : c’est le cas en particulier dans le
paragraphe 2. Dans le cas intérieur, on a § = ad,(E) ou E est un élément de g. Alors £
est central dans gg, po(E) = Id sur g, et p,(E) = —Id sur g_;.

En particulier, les représentations p, et p_ ne sont pas unimodulaires.

Espace symétrique associé a une algebre de Lie 3-graduée

Toute algebre de Lie 3-graduée définit directement un espace symétrique :

J Propriété 183. Involution associée a une algebre de Lie 3-graduée ]

On note o I'isomorphisme (vectoriel) de g défini par :

o est l'identité sur gy et moins l'identité sur g1 & g_;.

Alors ¢ est un automorphisme d’ordre 2 de 'algebre de Lie g,
autrement dit une involution de g.

La paire (g, o) est donc une paire symétrique mais elle n’est pas forcément réduite.
On en fait une paire symétrique réduite en deux temps.
(1) On note ky le noyau de la représentation p, de go dans g, puis k_ le noyau de la
représentation p_ de gy dans g_; et enfin kg =k, Nk_.
Alors kg est un idéal de g, contenu dans gg et c’est le noyau de la représentation de gy dans
la somme directe g1 @ g_1 (restriction de la représentation adjointe de g).
(2) On note h = [g41,9-1] Cgoet g=h D g1 B g_1.
Alors g est un idéal de g, et il est encore 3-gradué.
De plus k = ko N h est le noyau de la représentation de h dans g+1 D g-1-
On considere le sous-quotient § = §/k, qui est encore 3-gradué avec gg = h/(koNh) = go/ko,
g+1 isomorphe a g,1, g—; isomorphe a g_; et la représentation de gy dans g—1 & g_; est
maintenant fidele, et c’est la représentation d’holonomie de I'espace symétrique. De plus g
est alors I’algebre de Lie du groupe des symétries.
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Réduction d’une algebre de Lie 3-graduée

Puisqu’on s’intéresse ici a ’holonomie, on va appliquer aux algebres de Lie 3-graduées
la méme "réduction” que celle qui a été faite pour 'espace symétrique associé. On définit
donc le cas particulier suivant :

Définition 184. Algebre de Lie 3-graduée réduite

On dira qu’une algebre de Lie 3-graduée est réduite si elle vérifie en plus :
(1) la représentation de go dans g1 @ g_; est fidele, et

(2) (941, 9-1] = go-

On a donc vérifié :

_[ Propriété 185. |

Si 'algebre de Lie 3-graduée g est réduite, alors la paire symétrique (g, go) est
réduite. On a donc (au moins) un espace symétrique vérifiant les deux propriétés
suivantes :

(1) g est 'algebre de Lie du groupe des symétries,

(2) la représentation d’holonomie est (go, p+ B p—, 911 P g-1)-

On a donc une holonomie symétrique associée a une toute algebre de Lie 3-graduée
réduite.
On remarque que les exemples du paragraphe 2 satisfont ces conditions.
On voit sur ces exemples que, suivant les cas, ces holonomies peuvent étre seulement
symétriques ou bien universelles.

IX.4 Courbure de ’espace symétrique et applications

Soit g = g_1 @ go ® g1 une algebre 3-graduée réduite. Alors la courbure de I'espace
symétrique associé est donnée encore par le crochet de g, restreint a gy1 6 g_1. On va le
détailler pour en déduire de nouvelles algebres d’holonomie.

Notations

On va utiliser plutot les notations usuelles pour 'holonomie. On les répete en détail ici
pour le confort du lecteur. On note donc :
h=g,Vi=gy,Vo=9g ,V=Vidl,
p la représentation de h dans V' donnée par restriction de la représentation adjointe de g,
p1 (resp. p2) la restriction de p au sous-espace Vi (resp. ps),
hi = pi(h) C gl(V1), ha = pa(h) C gl(V2).

Par abus de langage la représentation p; restreinte a h; sera encore appelée p;, et on
notera encore h; l'algebre de Lie linéaire (hq, p1, V1), et de méme pour py et hs.
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On note ky (resp. k2) le noyau de p; (resp. po).
Alors k1 Nky = 0 et ky, ko, k1 @ ko sont trois idéaux de h.
(Ils peuvent étre nuls comme c’est le cas dans les exemples du paragraphe 2).
On note encore {1 = p(ka) et lo = p(ky). Alors £ (resp. {5) est un idéal de hy (resp. hs) et
h="h/(ki ®ky)=hi/t;=nhy/ls.

On définit 'endomorphisme R de V' ainsi :
VX, X' eVietV,Y' €V,
R(X,X")=0, R(Y,Y')=0, R(X,Y)=[X,Y]
(pour le crochet dans g).
Alors, avec les identifications usuelles, R décrit la courbure de ’espace symétrique associé.
On note Ry (X,Y) = p1(R(X,Y)) et Ro(X,Y) = po(R(X,Y)) et on remarque :
(1) Rl(X, Y) € hl, RQ(X, Y) c hg,
(2) Ri(X, V)X '=[X,Y], X' =[X"Y],X]=R(X"Y)X (puisque [X, X '] =0)
donc si on pose Ry (Y)(X, X ') = Ry(X,Y)X ", alors Ry(Y) € h{V
et on a donc une application linéaire ]A%I Vo — hgl) .
Onademéme Ry(X,Y)Y' = [[X, Y] Y] =[X,Y'.Y] = Ri(X, Y)Y (avec [Y,Y '] =0) :
et Ry: Vi — hiY avec Ry(X)(Y,Y") = Ry(Y, X)Y .
(3) De plus cette application R (resp. E) est équivariante pour les opérations de hy sur
V5 et hy sur h(ll) (resp. hy sur Vj et hy sur hél)).
(4) Enfin la condition [g41,9-1] = go se traduit par les fait que les R(X,Y’) engendrent
h, donc en particulier les R;(X,Y") (resp. les Ry(X,Y)) engendrent hy (resp. hs). On en
déduit que h; vérifie la condition C; en particulier, elle vérifie le premier critere de Berger
ou bien elle est R = gl(1,R) (avec V; de dimension 1) ; et de méme pour hs.

On note By (u)(z,y) = p4(U(z,u))(y) et B-(z)(u,v) = p_(I'(z, u))(v).
Alors B, est une application linéaire h-équivariante de V_ dans hsrl),
ou hy C gl(Vy) est I'algebre de Lie linéaire définie par hy = py(h),
et B_ est une application linéaire h-équivariante de V, dans h(_l),
ou h_ C gl(V_) est I'algebre de Lie linéaire définie par h_ = p_(h).
Alors (2) implique en particulier que hy et h_ vérifient la condition (C).
En particulier, ou bien h, C gl(V,) est une algebre de Berger ou bien V. est de dimension
réelle 1 hy = gl(1,R) (et de méme pour h_).

Complément

Pour toute application linéaire ¢ : V, — V_, on peut construire 'application tri-
linéaire S¥ : V, @V, &V, — V définie par S¥(x,y, z) = By (¢(x))(y, 2).
Alors S¥ € V! ®h$) et on peut lui associer un tenseur de courbure R¥ € K (hy) en posant :
R?(z,y)z = 5%(z,y,2) = 5%(y, 2, 2) = B(p(x))(y, 2) — B(e(y)(x, 2),
ou encore R¥(z,y)z = p+(I'(y, ¢(2)))(2) — p+(T(z, 0(y)))(2).
En effet, on voit tout de suite que R¥(x,y)z est alterné en x,y, que R?(x,y) € hy et que
la condition de Bianchi est une conséquence immédiate de la symétrie de S¥ en vy, .
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On a donc ici une application linéaire "naturelle”
0:Vi® V. — K(hy) définie par 0(p) = R?.
Remarque. Dans le cas ou g est une algebre de Lie simple, on connait exactement
toutes les 3-graduations et les algebres linéaires correspondantes.
Dans ce cas, on a toujours Vo = (V1)*, h = hy = hg et ps = pi.
Alors E est une injection sur un facteur direct ou une bijection (et de méme pour /R\;)
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