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Résumé

Une logique de variations associée a une logique (dite alors « statique » ), permet de représenter des relations
binaires entre interprétations. Or, une relation analogique « a est 4 b ce que ¢ est a d » peut souvent étre
appréhendée par deux relations binaires. La premiere relie a et b d’une part et ¢ et d, d’autre part. La seconde
relie a et ¢ d’une part et b et d, d’autre part. C’est ce qui motive I’étude de cet article, lequel introduit une famille
de relations quaternaires, dites de pré-analogie, entre formules d’une logique statique, utilisant des formules d’une
logique de variations. Une pré-analogie vérifie deux des postulats sur les analogies (la symétrie et l’échange des
moyens) mais pas nécessairement la réflexivité. Au-dela de la définition d’une telle famille de pré-analogies, dont
certaines sont des analogies, quelques premiers résultats sont montrés, notamment dans un cadre propositionnel.
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1 Introduction

Une analogie est une relation entre quatre objets a, b, ¢ et d d’'un méme univers I qui s’écrit souvent
a:b:c:detquiselit «aestabcequecestady» |6, 7, 8! Une intuition pour comprendre une telle
relation est qu’il existe une fonction F' telle que F' : a — b et F : ¢+~ d, o F est a choisir dans un ensemble
bien défini de fonctions de ¢/ dans U, noté F.

Si on s’appuie sur les postulats classiques des analogies, on s’attend & ce qu'une analogie soit réflexive
(a:b:a:b), symétrique (sia : b :: ¢ : dalorsc: d :: a: b) et quelle vérifie ’échange des moyens (si
a:b:c:dalorsa: c::b: d). Laréflexivité entraine que idy, la fonction identité sur U, appartienne a F. La
symétrie suggére que la fonction F soit bijective : F~1 : b+ a et F~! : d — c¢. L’échange des moyens suggére
que pour qu’on ait une analogie a : b :: ¢ : d, il existe aussi G € F telleque G:a+— cet G:b+— d.

En notant, pour F e Fetx,ycU, F:x—yparz EiN y, on aboutit & une analogie A’ sur U définie par :

a:b:” c:dsilexiste F,G € F telles que G G1! G Gt

(1)
qui vérifie bien la réflexivité, la symétrie et I’échange des moyens si idy; € F et si F € F implique F~! € F. Un
schéma similaire peut se trouver dans les travaux de Frangois Lorrain (cités dans [8]).

Or, des travaux récents motivés par le domaine du raisonnement a partir de cas ont introduit la notion de
variations entre formules propositionnelles [2, 3], ainsi que pour d’autres logiques [4]. Plus précisément, étant
donné une logique (£, ) — dite logique statique — une logique (AL, =) — dite logique des variations — est

1. Dans ce document, nous avons choisi le terme court « analogie » plutét que « proportion analogique » ou « analogie proportionnelle », pour
simplifier. En particulier, cela a été motivé par I’introduction du terme « pré-analogie » : le terme « proportion pré-analogique » nous a semblé un peu
lourd...



définie qui permet la représentation des variations d’une formule o € £ & une formule B € L. Une opération
Appl : L X AL — L est définie telle que Appl(a, ) = p se lit « L’application sur o de ¢ donne p. »

On peut alors étudier la relation quaternaire sur £ définie par I’équation (1) pour F = {F, | ¢ € AL} ou
F, : L — L est définie par F,(«) = Appl(a, ¢). L'objectif de cet article est d’aborder cette étude. Les analogies
qui nous intéressent ici sont celles qui vérifient de plus 'indépendance a la syntaxe : si une analogie entre quatre
formules est vérifiée, remplacer une de ces formules par une formule équivalente préserve I’analogie.

La section 2 présente quelques préliminaires, notamment sur les pré-analogies et les analogies : on appellera
dans cet article pré-analogie une relation quaternaire vérifiant la symétrie et I’échange des moyens mais pas
nécessairement la réflexivité. La section 3 définit la notion de logique de variations et les notions associées, dans
un cadre plus large que dans les travaux antérieurs. Une pré-analogie découle d’une logique des variations en
s’appuyant sur ce qui est présenté dans cette introduction, sous une hypothése simple : c¢’est ce qui est présenté
en section 4. Le cas propositionnel est étudié dans la section 5, avec des premiers résultats. S’il y a de nombreux
travaux sur les analogies, il y en a bien peu sur les analogies dans un cadre logique, i.e., pour lesquelles I'univers
est celui des formules d’une logique : nous en avons néanmoins trouvé un et la section 6 est consacrée a une
premiére comparaison a ce travail [5]. L’article s’achéve par une discussion et une conclusion accompagnée de
perspectives (section 7).

2 Préliminaires

Aprés quelques notations mathématiques classiques, des notions relatives aux pré-analogies et aux analogies
seront présentés .

2.1 Notations mathématiques utilisées

Z est I’ensemble des entiers naturels. B est I’ensemble des deux booléens, que nous plongeons dans ’ensemble
des entiers naturels : 0 (pour faux) et 1 (pour vrai).
Si A est un ensemble, 24 dénote I’ensemble des parties de A.

2.2 Pré-analogies et analogies

Dans ce travail, la propriété de réflexivité des analogies joue un réle particulier : il n’est pas toujours évident
d’avoir cette propriété. C’est ce qui a conduit & I'introduction de la notion de pré-analogie :

Definition 1 Une pré-analogie sur un ensemble U est une relation quaternaire notée a : b :: ¢ : d pour a,b,c,d € U
vérifiant les postulats suivants (pour tous a,b,c,d € U) :

Symétrie: Sia : b::c:dalorsc:d::a:b;
Echange desmoyens: Sia : b :: c: dalorsa :c::b:d.
Une analogie sur U est une pré-analogie sur U vérifiant le postulat suivant :

Réflexivité : a : b :: a : bpourtous a,b € U.
Relation « plus fine que » entre pré-analogies

Definition 2 Soit A' et A? deux relations d’analogie sur U. On note A'(a,b,c,d) para : b ::* ¢ : d. On dit que A' est
plus fine que A? si A' C A2, en d’autres termes, cela signifie que, pour a,b,c,d € U ona :

sia:bulcidalorsa:b::?c:d

La relation « est plus fine que » est une relation d’ordre sur I’ensemble des pré-analogies sur & dont le
minimum est la relation & (qui est une pré-analogie mais pas une analogie si U contient au moins deux éléments)
et le maximum est la relation 4* (qui est une analogie). Si on se restreint aux analogies, la plus fine d’entre elles,
appelée analogie minimale sur U, est la relation quaternaire A™" définie, pour a,b,c,d € Y para : b ::™" ¢ : d
si on a soit a = b et ¢ = d, soit a = c et b = d (soit les deux a la fois : a = b= c = d).

Exemples. Soit (H,+), un groupe abélien et soit G, un sous-ensemble de H. Par exemple, G =Z (G = H =7Z)
ou G =B (G C H = Z). L’analogie arithmétique sur G pour +, A*", est définie de la fagon suivante (pour
a,b,e,d € G):

a:bu™c:id si b—a=d—c
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Notons que b — a et d — ¢ appartiennent a H mais pas nécessairement a G.
L’analogie arithmétique A*" sur B coincide avec I’analogie minimale sur B. En effet, une caractérisation de
A est que, pour a,b,c,d € B, a : b ::¥ ¢ : d ssi abed est de la forme uuvv ou de la forme vvuv (u,v € B).
Une autre analogie sur les booléens est ASK, définie par Sheldon Klein (et rappelée dans [9]). Elle peut se
définir par a : b 25K ¢ 1 d si [b—a| = |d — ¢| (pour a,b,c,d € B). Une caractérisation de ASK est que, pour
a,byc,d €B, a: b ::5K ¢ i dssiabed est de la forme vuvv, de la forme uvuv ou de la forme uvvu (u,v € B).

3 Les logiques de variations

Une logique de variations est un formalisme s’appuyant sur une autre logique, appelée alors logique statique.
La section 3.1 introduit des hypothéses sur les « logiques statiques ». La section 3.2 définit ce qu’est une logique
des variations s’appuyant sur une logique statique. La section 3.3 décrit des opérateurs sur les logiques de
variations.

3.1 Hypotheses sur les logiques statiques

Les logiques considérées ici sont des logiques (£, =) dans lequel £ est un langage (donc un ensemble au plus
dénombrable) et ou |= est défini en théorie des modéles comme suit. On considére un ensemble non vide 2 dont
les éléments sont appelés interprétations et une fonction M : o € L +— M (o) C Q. M (o) est appelé ’ensemble
des modéles de a; on peut donc considérer que o est une représentation d’un sous-ensemble de 2. Si Q est infini,
il existe des A C € qui ne sont pas représentables dans cette logique, i.e. pour lesquels aucun o € £ ne vérifie
M (a) = A. En effet, £ est au plus dénombrable alors que 2% est indénombrable. On étend M aux B C L par
M (B) = Nyep M (). On définit alors la relation B |= o, pour B C L et o € £ par M (B) € M («). Enfin, pour
o, P € L, ces deux formules sont dites équivalentes si M (a) = M (B), ce qu’on note a = p.

On dit que a € £ est satisfiable si M (a) # @. On notera £ 'ensemble des formules satisfiables de L.

Les logiques (LG, |=). Une classe de logiques répondant a cette définition et qui généralise immédiatement la
logique propositionnelle est celle des logiques (LG, =) définies comme suit. Soit G un ensemble fini et au plus
dénombrable et V, un ensemble fini non vide de symboles appelés variables. Le langage de formules LG est défini
comme étant le plus petit ensemble contenant les expressions (z =) ot z € V et 7 € G (atomes de la logique)
et tel que si o, B,y € LG alors —a, B Ay et BV y sont des éléments de L£G. Une interprétation est une fonction
Z:V — G et Q est 'ensemble des interprétations. Pour Z € Q et o € LG, on définit la relation « Z satisfait o »
(notée 7 |= «) de la fagon suivante (pour x € V, r € G, a, B,y € LG) :

— Si o= (x =r) alors 7 |= « signifie que Z(z) = r;

— Sioa=PB Ay (resp. « =B Vy) alors Z |= o signifie que Z=pet Z =y (resp. Z =P ouZ = ).
Soit alors M :a € LP — M (a) ={Z € Q| Z |= o}. Cela permet ainsi, comme ci-dessus, de définir la relation
de déduction =, d’ou la logique (LG, |=).

La logique propositionnelle (LP, =) est la logique (LG, =) avec G = B(?). Un cube de cette logique est une
conjonction satisfiable d’atomes.

Possibilités expressives d’une logique. On dira qu’une logique (£, =) permet d’exprimer A si, pour toutes a,p €
L il existe y € L telle que M (y) = M (o) N M (B). On notera alors y = a A p (selon la logique, A sera un
connecteur ou un opérateur). De la méme fagon, (£, =) permet d’exprimer V (resp. —) si, pour toutes o, € L
il existe y € L telle que M (y) = M (0) UM (B) (resp. M (v) = 2\ M (a)) ; on notera y = aV p (resp. y = o).
Et elle permet d’exprimer L ’il existe une formule qu’on notera L telle que M (1) = @.

Une logique (£, =) va servir de base pour définir une logique de variations (AL, ), comme on va le voir.
Pour les distinguer, on qualifiera (£, =) de logique statique et une o € £ de formule statique (une logique n’est
pas statique en soi). On nomme les formules statiques par des lettres du début de 1’alphabet grec (o, B, etc.)
alors que les formules des logiques de variations seront nommées par des lettres plus proches de la fin de cet
alphabet (¢, ¥, etc.).

2. Syntaxiquement, cela ne correspond pas exactement a la logique propositionnelle classique, mais si on remplace les (z = 0) et (x = 1) de cette
logique respectivement par les littéraux —a et x, on retrouve la syntaxe habituelle. Néanmoins, la syntaxe utilisée ici s’avere pratique pour le propos de
cet article.



3.2 Leslogiques de variations construites sur des logiques statiques

Soit (L, =) une logique « statique » définie par le langage £, 'ensemble et la fonction M. Sur cette logique,
on peut construire des logiques de variations (AL, |:A) avec l'idée suivante : alors qu'une o € £ représente un
sous-ensemble M (a) de 2, une ¢ € AL représentera une relation binaire notée M= (¢) sur Q.

Formellement, une logique de variations (AL, |:A) construite sur une logique (£, =) est définie comme suit.
AL est un langage. On note AQ = Q x Q et un élément (Z, J) de AQ est noté Z.J (pour faire plus court). On
suppose qu’existe une fonction M2 : ¢ € AL = M?2(p) C AQ qu’on étend aux sous-ensembles de AL par
M(B) = Nyeaq M (¥) (pour B C AL). La relation de déduction ):A sur cette logique de variations est alors

définie, pour B C AL et ¢ € AL, par B == ¢ si M2 (B) C M2 (p). Dans la suite, on notera simplement ==
par = et M2 par M, le contexte levant I'ambiguité. Pour ¢,v € AL, p =1 si M (p) = M (¥).

Deux remarques peuvent étre faites sur ces logiques. La premiére est que, étant donné (L, =), il existe de
multiples logiques de variations (AL, =) construites sur cette logique. La deuxiéme remarque est que si {2 est
infini alors il existe des relations binaires R sur {2 non représentables dans (AL, =) (i.e. aucune ¢ € AL ne

vérifie M () = R).

Les logiques (ALG, ). Soit G un sous-ensemble non vide d’un groupe abélien (H,+) au plus dénombrable.
On définit la logique de variations (ALG, =) construite sur (LG, =) comme suit [4]. On se donne ’ensemble
suivant dont les éléments sont appelés symboles de variations :

D= {re, or, +r|recH} )

Les atomes de cette logique sont de la forme z" ot x € V et r € D. Un ¢ € ALG est soit un atome de cette
logique, soit obtenu par les connecteurs habituels (-, A, V). Par exemple, =(a*? V b*4) A c®* est une formule de
(ALG, ) pour G = Z. La sémantique est définie comme suit. Pour v € D on définit (v) de la fagon suivante
(pour r € G) :

(re) ={(r,t) € G* | t € G}
(or) ={(s,r) €G* | s € G}
(+r) (5,t) €G* | s+r =1t}

Pour ZJ € AQ, IJ = 2V si (Z(x),J(z)) € (v). L’interprétation des formules non atomiques se fait de fagon
usuelle (p. ex. ZT E o A si ZJ E ¢ et ZJ E ). La notation -r sera utilisée comme une abréviation de

+(=r).

3.3 Des opérateurs sur une logique de variations

Cette section définit de fagon sémantique plusieurs opérateurs sur les logiques de variations, sachant que
certains d’entre eux ne sont représentables que dans certaines de ces logiques.

L’opérateur d’application : Appl.? Pour A C Q et R C AQ, soit B, 'ensemble des J € Q pour lesquels il existe
7 € Q vérifiant Z € A et ZJ € R. En d’autres termes, B est ’ensemble des images par R de A. Si, de plus, il
existe o, p € LP, et ¢ € ALP tels que M (o) = A, M (¢) = R et M (B) = B, alors on dit que p est obtenue par
Papplication sur o de ¢, ce qu’on notera Appl(a, ) = B. Cela n’est pas toujours possible mais on s’intéressera
aux logiques de variations qui permettent d’avoir un tel opérateur :

Definition 3 Une logique de variations (AL, =) construite sur une logique statique (L, =) permet d’exprimer Appl si,
pour toute o. € LP et toute ¢ € AL il existe une formule notée Appl(a, ) € LP telle que :

M (AppL (et ) = {J 0

il existe T € () telle que
ITEaeld =

Si une logique de variations permet d’exprimer Appl et si o,p € LP et ¢ € ALP vérifient Appl(a, ) = B, on notera

cela o 2 B.

Proposition 1 Soit une logique de variations (AL, |=) associée a une logique (L, |=). On suppose que ces deux logiques
permettant d’exprimer \/. Alors, pour o, 01,00 € L et ©, 1,02 € AL, ona:

Appl(a, @1V 2) = Appl(a, 1) V Appl(a, ©2) (3)
Appl(ey V oo, @) = Appl(ay, ) V Appl(ew, ) %)

3. Dans [3] est introduit un opérateur noté appl qui est un peu différent de 1’opérateur Appl introduit ici.




Preuve. On a les équivalences suivantes, pour J € ) :

J = Appl(e, o1 V 2
ssi il existe I € M (

)

o) ta ZJ | 1 Vg2

ssi il existe I € M (o) tq ZJ = 1 ouZJ = 91
il existe I € M (a) tq ZJ = @1 ou

S|l existe T € M )tq ZJ E @2

ssi J = Appl(e, 1) ou J = Appl(e, o)

ssi J = Appl(a, 1) V Appl(a, ¢2)

(o
(o

ce qui prouve (3).
On a les équivalences suivantes, pour J € () :

J = Appl(o V oz, )
ssiilexiste € QtqZ E oy Vaz et ZT =
ssiilexiste I € Qtq (Tl FwouZ o) et ZT =
(ZTEoetZJ Ep)ou
(TEw et I7 F )

ilexiste I € Qtq (Z E oy et ZT = ¢) ou
U il existe T € Q tq (T = op et T = )
ssi J {= Appl(ou, @) ou J |= Appl(az, )
ssi J = Appl(eu, @) V Appl(c, ¢)

ssi il existe I € Q) tq

ce qui prouve (4). [ |

L’opérateur inverse : <. Toute relation R sur Q a un inverse, noté usuellement R~! et défini comme étant
I'ensemble des JZ pour ZJ € R(*). Si R = M (p) pour une ¢ € AL, et qu’il existe v € AL telle que
M (¢) = R, on notera ¢ =

Definition 4 Une logique de variations (AL, =) construite sur une logique statique (£, =) permet d’exprimer - si,
pour toute ¢ € AL il existe une formule de variations notée $ telle que :

M(P)={TT € AQ|TT € M (o)}

L’opérateur «devient» : >. Pour A, B € 2, on peut définir la relation R = A x B. Pour o, € £, Si A = M ()
et B =M (PB) et qu’il existe ¢ € AL telle que M (¢) = A x B, alors une telle formule ¢ est notée a > .

Definition 5 Une logique de variations (AL, |=) construite sur une logique statique (L, =) permet d’exprimer > si, pour
toutes o, p € L il existe une formule notée o> P telle que :

M (a> ) = M () x M (p)

Les opérateurs G et D. Pour toute relation binaire R sur €2, on peut définir son domaine, qu’on notera G(R)
(partie gauche de R) et son co-domaine, qu’on notera D(R) (sa partie droite). Si R = M (¢) pour une ¢ € AL,
ses parties gauche et droite sont potentiellement représentables par des formules de (£, =) :

Definition 6 Une logique de variations (AL, =) construite sur une logique statique (L, =) permet d’exprimer G et D si,
pour toute p € AL il existe deux formules de (L, |=) notées G(yp) et D(¢p) telles que

M (G(p)) ={T | il existe T € QitgTJ E ¢}
M(D(p)) ={T |il existe T € QtqZT = ¢}

Si (AL, &) permet d’exprimer G, D et > on définit la fermeture de ¢ € AL par la formule F(¢) = G(p) > D(¢).

4. On évite dans cet article la notation R~! parce qu’elle entre en conflit avec les atomes 2~ de (ALP, |=).



Proposition 2 Les logiques de variations (ALG, |=) permettent d’exprimer Appl, >, G et D quel que soit le sous-
ensemble G d’un groupe abélien au plus dénombrable. Par ailleurs, on a I’équivalence suivante, pour o € L et p € ALG :

Appl(a, ) = D((a> T) A p) ®
De plus, avec x1,x2 € ALG, ona:
si V(x1) NV(x2) = @ alors D(x1 A x2) = D(x1) A D(x2) (©6)
Enfin, pour W C V), soit o = /\ (x=a(z)) et = /\ '@ ona:W = Getv: W — D. Onaalors :
TEW TEW
Appl(a, ) = /\ Appl(z = a(x),z"™) )
zeW

Preuve. Cette proposition a été montrée dans [4], & part le résultat (7) montré ci-dessous et s’appuyant également
sur des résultats de [4] :

Appl(a, ) =D (( /\ (r= a(a:))) > T) A ( /\ xﬂ(ﬂf))}
- zEW TEW
=D ( A (@=a(@)> T)> A x“”)] (cf. distributivité de & sur A)

L \eeWw zeW

D-/\((w:a() ]
@;}

LzeWwW
= A D[ () > T) Az’ (ct. (6))
zeW
= /\ Appl(z = a(x), V@)
zeW
|

3.4 Opérateur de restriction d’une formule a un ensemble de variables

Cette section introduit un opérateur sur (LP, ) et (ALP, =) qui pourrait s’appliquer dans un cadre logique
plus large, mais qui n’est étudié ici qu’a des fins de preuves dans la logique propositionnelle et la logique de
variations associée.

Apres une définition, une série de lemmes sera donnée, dont les preuves ont été rejetées en fin de section.

Definition 7 Soit W C V. Pour o € LP et o € ALP, on va définir oy et ¢|y les restrictions de o et ¢ a W, comme
suit.

On définit d’abord la relation d’équivalence ~vyy sur Q par T ~y T’ si |y = I'|yy (i.e. pour toute x € W,
Z(x) = Z'(x)). On note Cly(Z) la classe d’équivalence de T € ) pour ~yy. On définit alors sémantiquement oy et
ol par

Mw)= |J cow(T Mplw) = |J Clw(T) x Ctw(T)
ZeM(w) ZJeM(p)

On peut donner une définition syntaxique de o|yy et p|yy comme suit. On notera Myy (o) ’ensemble des |y tels que
T = aet My () Iensemble des Z|yw T |w tels que ZT = ¢

Soit o € LP et o € ALP. On définit alyy et |y, les restrictions de o et o a W, comme suit.

AT € Qonassocie ey (I) = N\,ep(z = I(x). ALT € AQ on associe O(ZT) = N,ew 2@ A 2T (@) On
notera que My (e(Z)) = {Z|w} et Mw(0(Z)) = {Z|w}. On définit alors :

dw= "\ ew(@ dw=\ w(@I)

ZeM(a) ZTeM(p)
En particulier, siW =V, alyy = acerf plyy = .
Lemme 1 Soit o, € LP et p € ALP. On a l’implication suivante :
o2 B
si S V() CW  alorsa —‘l) B
V() cw
6



Lemme 2 Soit o, € LP. Alors (a> B)|w = oy > Bl

Lemme 3 Soit o, p € LP. Alors (aV B)|lw = o V Blw.
Soit p, 1 € LP. Alors (o V ¥)|lw = ©lw V ¥ w.

Lemme 4 Soit o,p € LP. Ona: (aAB)|w = olw ABlw.
Si, de plus, V(o) N V(B) = &, on a la réciproque (et donc I’équivalence) : oy A Bl E (o0 A B) |-

1l en va de méme pour 1 € ALP : (0 ANp)|w = @lw Adlw et si V() NV() = 2, olw Adlw = (9 AY)|w.
On déduit immédiatement de cela que si, pour x € V, V(o) C {z} et V(p,) < {z}

alors (/\ cxx> w= /\ wlwer (/\ %:) w= N eelw-
zEV zEV zEV zEV
Lemme 5 Soit o € LP, p € ALP et W C V. On a les résultats suivants :
1. Si aest satisfiable et V(o) N W = @ alors alyy = T.
2. Si g est satisfiable et V(o) "W = @ alors o|yy = T.
3. SiV(a) C W alors alyy = o
4. SiV(p) C W alors o|lw = .

Lemme 6 Si o et p sont deux cubes de (LP, =), si p € ALP et si a — B alors oy o, Blw-

Preuve du lemme 1. Comme l'opérateur Appl est défini sémantiquement, on peut supposer, sans perdre
de généralité que ¢ est sous forme normale disjonctive : ¢ = \/h_; 6% ot les 6% sont des cubes. On a aussi

0% = 6% |,y A 6% |55 Comme Appl(a, ) = B, il s’ensuit que :

=
el
o]

=

p p
B= (oc7 \/ 9k> = \/ Appl(a, 8%) (d’apres la proposition 1(3))
k=1 k=1

11l
<=

Appl(a, 9k|W A Qk\w)

b
Il
—

[Appl(e, 0%lw) AD (0k|W)] (d’apres le lemme 9)

Ii
<=

el
I
—

Pour k € [1, p], soit ¥ = App1(a, 0%|) et Y = D (6*|y5) : on a donc V(B*) C W et V(y*) C W. Par conséquent :

p
\ Bf Ayt =p ®
k=1
De (8), on déduit que :
p
pE\/p* ©)
k=1

De (8), on déduit aussi que p* A y* = B pour tout k € [1,p]. En appliquant le lemme 10 avec oy = ¥, og = y*

et B =P, on en déduit que B* = B. Par conséquent :
p
Ve Es (10)
k=1

De (9) et (11) on déduit que

\/ 8"

= (11)
k=1
Or ¢lw = Vi_; 0%|w. On a donc :
p
Appl(a, plw) = \/ Appl (o, 0" |yy) (d’apres la proposition 1(3))
k=1
p
=\/p"=p (dapres (11))
k=1



Donc « Ap‘—w> B. U
Preuve du lemme 2. Soit 7771 € AQ. On a les équivalences suivantes :

T = (o Bl ssi 3T € Q)BT € Q) T oy T1,. T ~w Ji,T = et T =B
ssi(3ZeN@ETe€Q) T~whietIEo) et (T ~w T, et T E=EP)
ssi((IZ eQ)I~wLietTEo) et (3T €Q) (T ~w J1, et T EPR))
ssi Ty E alyy et J1 EBlw
ssi hJ1 | ol > Blw

ce qui achéve la preuve. O
Preuve du lemme 3. On montre ce lemme en s’appuyant sur l’associativité-commutativité de U :
M(@vpw) = |J cw@= | cw@= | cw@u |J cow(@
ZeM(aVp) Ze M(a)UM(B) TeM(a) ZeM(B)

= M (o) UM (B|w)

D’oul le premier résultat. Le second résultat se montre de fagon analogue (nous le détaillons ici néanmoins) :

M(evolw)= |  Cow(@) xCiw(T) = U Clw(T) x Clw(T)
IJEM(pV) ZJeM(p)UM(y)
= U cow@xctw@u (J (D) x Cow(T) = M (elw) UM ($]w)
IJTeM(p) ZJeM(y)

]
Preuve du lemme 4. Soit Z € Q. Supposons que Z = (A B)|w. I existe donc I’ € Q telle que Z' = a AP et
' ~wZI. Onadonc (' Faet T ~ywI)et (T =P et I’ ~w I). Donc T = afyy et T |= Blw. Par conséquent,
7" = alw ABlw- Done (aAB)w = alw ABlw.

On montre de fagon similaire que (¢ A ¥)|w E ©lw A ¥|w.

On suppose a présent que V(o) N V(B) = &. Soit Z € 2. Supposons que Z = afyy A B|w. Donce il existe Z;
et Iy telles que 7y ~w Z, Io ~w Z, 1 = o et Iy = B. Soit 7 € Q telle que, si ¢ € V(a), Z'(x) = Z1(z), si
x € V(B), Z'(z) = Za(x), sinon Z'(z) = Z(z). On a donc Z" ~yw Z, ' = aet Z' = p. Donc Z = (ax A B)|w, et
c’est ce qu’il fallait démontrer.

On montre de fagon similaire que ¢|w A Y|lw = (@ AY)|w. O
Preuve lemme 5. Supposons que les conditions du point 1 du lemme soient remplies. Soit alors Z € . On
va montrer que Z = afyy. Soit Z; € M (o) (qui existe puisque o est satisfiable). On définit alors 7, : = €

V= {Zl(x) S? ve V(oc). Par conséquent, pour toute x € W, Z(x) = Zy(z). Donc Z ~yy Iy et Ir | a. Par
Z(x) sinon
conséquent, Z = oy et cela montre le point 1.

Le point 2 se montre de fagon similaire.

Supposons que la condition du point 3 du lemme soit remplie. Indépendamment de cette condition, on a, en
appliquant la définition des restrictions de formules, a = a|yy. Montrons la réciproque. Soit Z € . Supposons
que Z = afyy. Donc il existe Z; € Q telle que Z; = o et Iy ~y Z (i.e. Zh|w = Z|w). Comme la satisfaction par
une interprétation d’une formule ne dépend que des variables apparaissant dans cette formule, on en déduit que
7 = o On a donc afyy = a et cela achéve de montrer le point 3.

Le point 4 se montre de fagon similaire. O
Preuve du lemme 6. Le résultat & prouver revient a montrer que Appl(e, ©)|w = Appl(aw, @|w)-

Pour z € V, soit o, € {z = 0, = 1, T} tel que a = A 0, (a0, = T ssi @ € V1). » peut étre mise
sous forme normale négative sans négation (comme cela a été montré dans [1]), i.e. ¢ = \/}_; Aycy @k O les
Ve € {2 | v € D}. On a alors :

P P
Appl(a, p) = Appl (/\ oy, \/ /\ @kx> = \/ Appl (/\ Oy, /\ <pm> (d’apres la proposition 1(3))
z€Y k=1z€V k=1 z€YV eV
p
Donc Appl(a, @) = \/ /\ Appl(oy, Pkz) (d’apres la proposition 2(7))
k=1z€V

On considére alors ’ensemble K suivant :

K = {ke [1, 9]

/\ Appl (o, Ykz) est satisﬁable}
zeV 8



Comme B est satisfiable, K # @ et on a donc :

appl(a,0) = \/ )\ Appl(ot, Pra)
keK z€V

pour tout k € K, pour tout x € V, Appl(oy, @k ) est satisfiable

Par conséquent :

Appl(a, @)|lw = \/ [(/\ Appl (o, s%ﬁ) |w1 (d’apres le lemme 3)
keK zeY
= \/ [/\ Appl(%,wmﬂwl (d’apres le lemme 4)
keK LzeV

11 reste & montrer que, pour tout k € K et tout € V, Appl(o, Ykz)|w = Appl(0|w, @ka|w). Pour un k € K
et un z € V donné, on va le montrer en s’appuyant sur le fait que les trois formules o, v, et Appl(oy, Qiz)
n’ont pas de variable en dehors de x. On distingue deux cas :

Cas1: x € W. Donc, d’aprés le lemme 5, les trois formules o, @k, et Appl(oy, @k.) sont équivalentes a leurs
restrictions selon W. On a bien ’équivalence souhaitée.

Cas2: x ¢ W. Dans ce cas, d’aprés le lemme 5, comme o, et ¢, sont satisfiables, afyy = T, ¢|yw = T et donc
Appl (o |w, ¢rzlw) = T. Comme Appl (o, @) est satisfiable, puisque k € K, on a Appl(oy, pz)|w = T.
Donc, on a bien Appl(oy|w, @kz|w) = Appl(cw, ¥z )|w-

Dans tous les cas, on a ’équivalence qu’il fallait prouver, ce qui achéve la preuve de ce lemme. O

4 Des pré-analogies sur (£, =) s’appuyant sur une logique de variations sur
(AL, )

Cette section définit d’abord des pré-analogies sur des formules d’une logique statique s’appuyant sur une
logique des variations associée (section 4.1). Certaines de ces pré-analogies sont des analogies, comme cela est
étudié dans la section 4.3.

4.1 Définition

L’équation (1) de l'introduction suggere la définition suivante :

Definition 8 Soir (AL, |=), une logique de variations associée a une logique statique (L, =) et qui permet d’exprimer
Appl et . Soit E C AL. On définit la relation quaternaire A, pour o, B,y,8 € L par :

— —
o: By 85l existe p,1) € F telles que (0 P () P

12)

Proposition 3 Si (AL, |=) permet d’exprimer Appl et <~ et que E C AL alors, AE, telle que donnée par la définition 8,
est une pré-analogie.

De plus, A¥ vérifie le principe d’indépendance a la syntaxe : pour oy, a2, P1,B2,Y1,Y2,01,82 € L, si oy = ay,
B1=P2, Y1 =72 01 =d8zeta; : By F Y1 : &1 alors oy : Po nE Yo @ Oa.

Preuve. Supposons que o : p ::2% y : & pour o, B,Y,d € L.
Soit ¢, € AL telles que (12) est vérifiée.



Puisque % = ¢ (ce qui se montre facilement), on a :

donc B : o ::2£ 8 : y (la relation est bien symétrique).
Par ailleurs, on a :

donc o : y ::2£ B : & (la relation vérifie bien 1’échange des moyens).
L’indépendance a la syntaxe découle immédiatement des définitions. |

4.2 Propriétés
Definition 9 Soit o, B € LG. On note I’ensemble des solutions de o N B d’inconnue  par

Sol(a, p) = {¢ € ALG | Appl(, ) = B}
On note Sol* (a, B) les o € Sol(a, B) tels que T € Sol(B, &), en d’autres termes :
Sol*(e, ) = {¢ € ALG | Appl(e, ) = B et AppL(B, ¥) = o}
Lemme 7 Sia, p € L, et si p € Sol*(a,B), alors
M(o) x M(B) € M(G(p)) x M(D(p)) (13)
M(p) C (M(a) x M(B)) U (M(—0) x M(=)) (14)
Preuve. Dire que Appl(a, ) = p revient a dire que
M(B) = M(D((a>T) A )
soit, en termes d’interprétations :
B) (VI)(T EPR)ssi (BT Faet 1T =)
et de la méme facon pour Appl(, ) = «:
4) (VD) (T Eo)ssi (3T)T EBALT = ¢)

En particulier, de (3) et (4), on tire que si ZJ = ¢, alors Z = a ssi J = B, d’ou 14.
D’autre part, de (3), on tire en particulier :

(VT e MP))BDIT E¢

ce qui signifie que M(B) € M(D(y)).
Comme on a symétriquement M(a) C M(G(yp)), on peut résumer ces deux propriétés en (13). |
10



Lemme 8 Sia, p € L et o € AL vérifient (13) et (14) alors ¢ € Sol*(a, B).

Preuve. Dire que J € M(D(yp)) revient a dire qu’il existe J’ telle que ZJ' = .
Soit Z € M(a). De (13), on tire que Z € M(G(y)), donc qu'il existe J’ telle que ZJ' |= ¢.
De 14, on tire alors que J’ = 8, donc Z € M (Appl (B, $7)). Ainsi

M(a) € M (appl(B, %))

Inversement, si Z € M (Appl(B, %)), alors il existe J” telle que J |= p et ZJ' = ¢, et toujours avec (2), on tire
que Z = o, donc
M (app1(B, ¥)) € M(e)

Finalement, ces deux ensembles sont égaux, et o = Appl(B, 7). On montre de méme que p = Appl(a, ). [

Proposition 4 Si (AL, =) permet d’exprimer A, V, Appl, >, G, D et <, alors pouro € Letp € AL :

. [ arpEF(e)
¢ € Sol"(a, ) ssi { = (wﬁfv (mo>—p)

C’est donc vrai en particulier pour les logiques (ALG, ).

Preuve. C’est une conséquence directe des lemmes 7 et 8, et de (13) et (14). |

Proposition 5 Soit E et F, deux sous-ensembles de AL. Si E C F alors AF est plus fine que A

Principe de la preuve. L’application des définitions permet de prouver immédiatement cette proposition. [

4.3 Les analogies A”

Certaines pré-analogies AP vérifient la réflexivité et sont donc des analogies. La proposition suivante donne
une condition suffisante pour qu’une pré-analogie A¥ soit une analogie.

Proposition 6 Soit (AL, =) une logique de variations construite sur une logique (L, |=).

Si (LP, |=) permet de représenter 1 et contient au moins une formule satisfiable, alors A®* n’est pas une analogie
sur L, car non réflexive.

En revanche, Si (AL, =) permet de représenter > alors A** est une analogie sur L.

Preuve. La premiére affirmation de la proposition se montre en prenant o = L et B, une formule satisfiable.
Comme Appl(L, ) = L quelle que soit ¢ € AL, on ne peut pas avoir o LN B et donc, on ne peut pas avoir
o: B A a: B Done ASF nest pas une analogie.

Supposons que (AL, =) permette de représenter >. A2X est une pré-analogie. I reste 4 montrer qu’elle est
réflexive sur £,

Soit o, B € L%, 11 suffit de montrer que o : p ::2% a : B. Soit ¢ = a > P et 1 = a > « Il suffit de montrer
alors Appl(a, ¢) = p et Appl(a, 1)) = o, ce qui permettra de conclure.

Pour le premier résultat, on procéde par équivalence, pour J € Q :

J = Appl(o, > B)

ssiilexiste I € QtqZ Foaet ZJ Eabp
ssiilexiste I € QtqZ Eoaet J =P

ssi (lexiste € QtqZ o) et T =P ssiJ =B

vrai car o est satisfiable

D’ou Appl(a, ) = B.
Ce résultat est vrai pour tout o, € L%, en particulier, pour = a, d’ou Appl(e,?) = a, ce qui finit la
preuve. |

5 Cadre propositionnel

Dans cette section, la logique statique considérée est (LP, =) et on s’intéresse aux analogies A¥ avec E C
ALP. Dans un premier temps on s’intéresse a la pré-analogie la moins fine, i.e., E = ALP (section 5.1), qui
est une analogie sur LP%". La pré-analogie la plus fine correspond & E = & mais n’a guére d’intérét : A est la
relation quaternaire vide. L’analogie la plus fine respectant I'indépendance a la syntaxe pose une question que
nous laisserons ouverte dans la section 5.2. Une autre pré-analogie sera introduite dans la section 5.3 et y sera

motivée et étudiée.
11



5.1 L’analogie A%“F sur LP*

Proposition 7 L’analogie de Sheldon Klein correspond a la restriction de
T au sens suivant (pour a,b,c,d € B) :

ALLP qux littéraux sur une variable donnée

ssi (x=a): (x=0b) 2P (x=¢): (z=d)

Preuve. On va utiliser le résultat suivant, pour une variable z et g,t € G tels que g+t € G :

t

avec x = z*t, ona (z = g) == (x =g +1) (15)

En effet, on a les équivalences, avec p = Appl(z = g),2*") :

JEp

ssi il existe I € M (x
ssi il existe I € M (x
ssi il existe I € M (x =
ssi (il existe I € M (

YtaZ | (z=u) et ZJ = 2*
YtaZ(z) =uet J(x) =Z(x)+t
)

=u
=u
uw)tqZ(x) =uet J(x) =u-+t

ssiJE(x=u+t)
Doup=(z=u+t).

Preuve du sens direct. Supposons d’abord que a : b ::5¥ ¢ : d. On peut montrer alors (p. ex. en énumérant les

16 quadruplets de booléens) que cela revient a dire que abed est d’une des formes uvuv, wuvv et uvvu (pour
u,v € B). On considére les trois cas, avec u,v € B en notant t = v — u :

Premier cas : abed = uvuv. Soit ¢ = z* et 1) = 2*°. De (15) on déduit que (z = u) ~= (z =), (z = u) —

x
(r=u) et (z =) N (x=v),dotu (z=a): (x=0) 2P (z=¢): (x =d).

Deuxiéme cas : abcd = uuvv. De facon similaire, avec ¢ = 2* et ¢ = 2*, on montre que
(x=a): (x=0b) 2P (x=c) : (v =d).

Troisiéme cas : abcd = uvvu. Siu = v, on est dans le cas précédent (ou celui d’avant). On supposera donc que
u # v, ie. (u,v) = (0,1) ou (u,v) = (1,0). Soit alors ¢ = 2** V 271. On montre, en s’appuyant sur (3)
et sur (15) quon a (z = u) — (z = v) et (z = v) — (z = u), et de méme avec 1) = ¢. D’on
(r=a): (x=0>0) =:2F (x=0¢): (z=d).

Dans tous les cas, on a bien (z =a) : (z =b) ::2F (x =¢) : (z = d).
Preuve de la réciproque. La réciproque s’appuie sur plusieurs lemmes.

Lemme 9 Soit o € LP, 1,02 € ALP et V1 C V. On a l’implication suivante :
siV(a) TV, V(p1) SV et V(p2) CV\ Vy alors Appl(a, o1 A ¢2) = Appl(a, 1) A D(p2)

Lemme 10 Soit oy, 00, € LP et W C V. Alors, on a l'implication :

o Aog =P,
ap est satisfiable,
si ¢ V(o) CW alors oy =P
V(iag) CW =V \Wet
ve)cw

Lemme 11 Soit a,b,c,d € B. On a I’équivalence :

a:b:Kc:d ssi a4+ b+ c+ dest pair

Lemme 12 Soif a,b € B et x € V. Soit ¢ € Sol*(x = a,z = b) telle que V() = {x}. Alors, ¢ = ¢ o
o e{xt, 20 2t ptvatl, 20 Az0 it Azl
Plus précisément, on a les valeurs suivantes de ', en fonction de a et b :
12



b
0 1
a
$+O, :L.Oo A m00 $+1’ .'L'_l V; .'L'+1
1 21 xbv et | 2%0 Azl

On prouve d’abord la réciproque de la proposition avant de prouver les lemmes. Supposons que
(r=a): (x=">0) =:2P (x=c): (x=d). Soit p,1) € ALP tels que

D’aprés le lemme 1 appliqué & W = {«}, on a donc :

T=a r=2b

— T
v
%
@‘{fc}

—_— —
Yz Yoy Yla U]}

@iz

On a donc ¢|f,y € Sol*(z = a,z = b), |z} € Sol*(z = ¢,z = d) et V(p|z}) = {z}. On peut donc appliquer le
lemme 12 sur ¢|¢,) pour obtenir ® = (¢|;,})" (avec la méme notation « prime » que dans ce lemme). Avec un
raisonnement analogue, on obtient ¥ = (1|,1)" et donc :

P
/\
r=a x:b
v
%
P
o T T T
0]
T
r ==cC x:d
\(z/
¢ (16)
avec ®, U € {z~t, 20 2* lvatl 2% A0t aacl)

I reste & prouver que si (a, b, c,d) € B verlﬁe (16) alors nécessairement, a : b ::5K ¢ : d. On peut le montrer
par contraposée, en considérant les 8 quadruplets (a, b, ¢, d) qui ne vérifient par 'analogie de Sheldon Klein :
Cas1 (a,b,c,d) = (0,0,0,1) : Si (16) était vérifié, alors on aurait, d’aprés le lemme 12, ® € {z*0, 29 A 2°9}

(daprés a et b) et ® € {z*1, 271 v 2*1} (daprés c et d), ce qui est contradictoire.
Cas2 (a,b,c,d) = (0,0,1,0) : Si (16) était vérifié¢, alors on aurait, d’aprés le lemme 12, ® € {2*0, 20° A 2°0}
(daprés a et b) et ® € {z71, 271 v a*1} (daprés c et d), ce qui est contradictoire.
Cas3 (a,b,c,d) = (0,1,0,0) : Si (16) était vérifi¢, alors on aurait, d’aprés le lemme 12, ® € {z*!, 271 v 2*1}
(daprés a et b) et ® € {2*0, 2% A 2°0} (d’aprés c et d), ce qui est contradictoire.
13



(a,b,c,d) = (1,0,0,0) : Si (16) était vérifié, alors on aurait, d’aprés le lemme 12, ® € {z7!, 27! v 2*1}
(daprés a et b) et ® € {2*0, 2% A 2°0} (d’aprés c et d), ce qui est contradictoire.
Cas 5 (a,b,c,d) = (0,1,1,1) : Si (16) était vérifig, alors on aurait, d’aprés le lemme 12, ® € {z*!, 271 v 2*1}
(d’aprés a et b) et @ € {2*0, xl* Az*l} (d’aprés c et d), ce qui est contradictoire.
Cas 6 (a,b,c,d) = (1,0,1,1) : Si (16) était vérifié, alors on aurait, d’aprés le lemme 12, ® € {27!, 271 v 2*1}
(d’aprés a et b) et @ € {2*0, xl* Az*l} (d’aprés c et d), ce qui est contradictoire.
Cas7 (a,b,c,d) = (1,1,0,1) : Si (16) était vérifié, alors on aurait, d’aprés le lemme 12, ® € {2*0, x!* A 2°1}
(d’aprés a et b) et ® € {z*!, a7t v a*l} (d’aprés c et d), ce qui est contradictoire.
Cas 8 (a,b,c,d) = (1,1,1,0) : Si (16) était vérifié, alors on aurait, d’aprés le lemme 12, ® € {2*0, x!* A 2°1}
(d’aprés a et b) et ® € {71, a7t v z*!} (d’aprés c et d), ce qui est contradictoire.
Dans tous les cas, si (a, b, ¢, d) ne vérifie pas 'analogie de Sheldon Klein alors (16) n’est pas vérifié. Par contra-
posée, si on a (16) alors a : b ::5K ¢ : d ce qui achéve la preuve. |
Preuve du lemme 9. On considére les formules introduites dans le lemme et on suppose qu’elles vérifient la
prémisse de I'implication.
Pour une Z € ), on notera Z; sa restriction a V; et 7o, sa restriction & V5. On a donc les ensembles
d’interprétations sur Vi et Vo : Q1 = {Z; | Z € Q} et Q3 = {Zo | Z € Q}. On a alors les équivalences, pour
J € Q (en distinguant bien, dans ce qui suit Z;, restriction de Z & V; et Z!, un élément quelconque de ) :

J = Appl(o, 1 A o) ssiilexiste T€ QtqZ E o, ZJ = 1 et ZT = po
ssiilexiste Z € QtqZi E o, i1 = @1 et ToJe E o
ssi il existe Z' € Q tq il existe Z2? € Qy tq I* Ea, 7 E o et %7, E oo

indépendant de Z?2

ssi il existe Z' € QO tq Z* = a, ' h E o1 et il existe T2 € Qy tq I T = 2

indépendant de Z*
ssi (il existe Z' € Q) tq T' = o, T' ) = 1) et (il existe Z? € Qq tq Z2 T2 = ¢2)
ssi (ilexiste Z€ QtqZ o, ZJT | 1) et (il existe Z € Q tq ZT = ¢2)
ssi J = Appl(a, 1) et J = D(p2) ssi J = Appl(e, 1) A D(p2)

O
Preuve du lemme 10. On considére les formules introduites dans le lemme et on suppose qu’elles vérifient la
prémisse de I'implication. Soit Z; € €.
Ti(z) sizeW
To(x) sinon
OnadoncZ oy et Z | . Done Z = og Aag, on a done Z = p. Or V(B) € W, done 7; = B.

Supposons que Z; = oy. Soit Zy € M (o) (existe car ap est satisfiable). Soit Z: x € V —

Donc o = B. O
Preuve du lemme 11. On peut prouver ce lemme en énumérant les 16 quadruplets (a,b,c,d) € B* et en ne
conservant que les 8 qui réalisent ’analogie de Sheldon Klein. On constante alors le résultat montré. 0

Preuve du lemme 12. Si V = {2}, alors I'ensemble AQ = Q x Q contient 4 éléments. Donc, I’ensemble 22 en
contient 16 : il existe donc 16 classes d’équivalences pour = dans ALP dont les représentants sont :

— L (unique représentant a 0 modéle) ;

— a7l a2t 2% A0 et a!* Azl (représentants & 1 modéle chacun)

— 0 atvatt 2% bt 20 et a°! (représentants a 2 modéles chacun),

— —xt st a0 A0 et —a!* Azl (représentants & 3 modéles chacun)

— T (unique représentant & 4 modéle) ;

Pour chacune de ces 16 formules ¢ et pour a,b € B, on teste si (z = a) —— (z = b) et si (z = b) i) (x = a).

Les seules ¢ pour lesquelles il existe a et b réussissant ce test sont celles de ’énoncé du lemme.
La proposition suivante généralise la proposition 7 :

Proposition 8 Soit o, B, Y et 8 des cubes de (LP, =) construits sur le méme ensemble de variables VW C 'V : o =

N\ @=a@)p= /\ @=b@x)y= A\ @=c@),s= ) (x=dx), oiabcd:W—B
zeW xeW zeW zeW
On a I’équivalence :

a:fP  ALP

Y : & ssipourtoute x €W, a(x) : b(z) ::5K ¢(x) : d(x)
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Preuve. La preuve s’appuie sur le lemme suivant? :

Lemme 13 Soit oy, 00 € LP, 1,02 € ALP, et V1 C V. On a l'implication suivante :

si alors Appl(og A ag, 1 A p2) = Appl(ag, ¢1) A Appl(aa, v2) 17

Une conséquence de cela est que, si, pour x € V, V(o) C {z} et V(p,) C {x} alors

Appl </\ Az /\ ¢z> = /\ Appl(ocm, Saz) (18)

eV zeV z€eV
Preuve du lemme 13. En s’appuyant sur la proposition 2 et la distributivité de > sur A, on prouve cette
équivalence comme suit :
(a1 Aag) > T)Apr Apa) (cf. (5))
o> T)A (o> T) Ay Aps) (cf. distributivité)
(1 > T) A1) A((oa > T) A wa))
oy > T)A 1) AD((a2 > T) A pa) (cf. (6))
= Appl(o, 1) A Appl(az, ¢2)

—_——= =
— =~ o~ =~

ce qui prouve le résultat.
Le résultat (18) découle immeédiatement du résultat précédent. O

Preuve de la réciproque (on commence par elle parce qu’elle est plus simple). Supposons donc que pour toute
z €W, a(z) : b(z) ::5¥ ¢(z) : d(z). D’aprés la proposition 7, on a donc :
(x =a(z)) : (x=0bx)) 2P (x =c(z)) : ©=d(x)) (19)

11 existe donc ., ¥, € ALP tels que

Soit alors ¢ = /\ pg et Y = /\ Uy

zeW zeW

<
<7
<

<7

On va montrer que Appl(e, @) = P. Les sept autres équivalences de se

montrent de fagon similaire.

5. Ce lemme est proche de certains éléments de la proposition 2, mais non strictement équivalents. Un travail de « factorisation » des résultats
pourrait &tre mené, mais ne 1’a pas encore été.
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On a, d’apreés (19), pour toute x € W :

Appl(z = a(z), s) = (z = b(x))

Par conséquent :

/\ Appl(z = a(x), p,) = /\ (x =b(x)) qui est égal a B
zeW zeW

En appliquant le lemme 13, équivalence (18) lue de droite & gauche, on a donc

Appl ( /\ (z = a(z)), /\ ‘Pr) =p

reEW zeW

d’ot Appl(o, ) =P et c’est ce qu’on voulait montrer.

Preuve du sens direct. Supposons que « : B ::257 y 1 § et soit p,1) € ALP tels que

Soit z € V. En appliquant le lemme 6 & W = {z} et & tous les huit arcs du diagramme ci-dessus, sachant
que afyy = (z = a(z)), Blw = (z = b(x)), Ylw = (x = ¢(x)) et 8|y = (x = d(x)), on en déduit que

¢lia)
/\
x = a(x) x = b(x)
\_/
%
@‘{z}
e Wiy Yl Vi
/—\
z = c(z) x =d(z)
\_/
%

Et donc, = =a(x): z="0b(x) :2*P 2 =c(z) : x =d(x). D’aprés la proposition 7, on en déduit que
a(x) : b(z) ::5 ¢(z) : d(z) et c’est ce qu'on voulait démontrer.
|
Cette proposition 8 peut encore étre généralisée un peu (quoique de fagon moins lisible) :

Proposition 9 Soit o, B, Y et & des cubes quelconques de (LP,|=) : o = /\ o, B = /\ B Y = /\ Yo & = /\ B>
eV zeV zeV zeV
oul, pour toute variable x, oz, By, Yz, 0 € {(x =0),(x =1), T}

On a l'analogie o : B ::2*P v : & si et seulement si on est dans une des situations suivantes :
(S1) o, Pa Yo € By s écrivent respectivement (x = a(x)), (x = b(x)), (z = c(z)) et (x = d(x)) avec
a(z) : b(x) 5K e(z) @ d(z);

(S2) am:ﬁI:TEtszsx#T;
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(S3) oy =Yz =T etPy =8, #T;
(S4) oy =Py # T ety, =8, =T
(S5) oy =Yy # T etPy =8, =T,

Preuve.

Preuve de la réciproque. On veut montrer que si on est dans une des situations (S1) a (S6) alors on a
o: B ::2£P v 1 8. On fait cela variable par variable en définissant ¢, et ¢, pour que ce diagramme soit vérifié,
puis en construisant ¢ = A .y, @z et v = Aoy, V.

La preuve dans la situation (S1) est analogue a la preuve de la réciproque de la proposition 8 et on définit
@z et Y, de la méme fagon.

Pour les autres situations, on peut vérifier qu’avec les choix ci-dessus, on aboutit bien & un ¢, et un v,
vérifiant les 8 relations du diagramme :
(S2) wp=a0 et =T >yy;
( )‘px:Tbﬁwetww:x+O;
(S4) p, =20 et Y, =a, > T;
(S5) pr =0z > T et ¥, =20
(S6) %Z%qu

Preuve du sens direct. On peut reprendre une grande partie de la preuve du sens direct de la proposition 8
pour aboutir a la situation ol on a ceci :

@‘{z}
/\
f\_/

%

%
Ul 2y Plzy Yl

Oty

Ba

%
w|{x}

/\
Yz -~
p—

o

Si T ¢ {0, Pz, Yz, Dz} On est exactement dans la situation de la preuve de la proposition 8 et on aboutit a la

situation (S1).

A présent, supposons que o, = T. On en déduit en particulier que B, = Appl(T,¢,) d’oit B, = D(¢,) (A).
Par ailleurs on a : 8, = Appl(Ys, ¥z) = D((yz > T) A ¢,) donc, d’aprés (A) et le fait que D est croissante de
(ALP, =) dans (LP, =), on en déduit que &, = B, (B).

Distinguons deux cas :

Cas1: B, = T. Dans ce cas, Y, = Appl(ey, ) = Appl(Bs,¥,) = &,;. Donc vy, = 8, et on est dans la
situation (S2), sauf si y, = T, auquel cas on est dans la situation (S6).

Cas2: B, # T. Donc B, est un minimum pour |= dans 'ensemble des formules satisfiables & une seule variable
z et donc, comme &, est aussi satisfiable, de (B) on déduit que B, = &, (C). Par ailleurs, vy, =
Appl(8,, $z) = Appl(Bs, Pz) d’aprés (C). Comme Appl(Bs,Pz) = ap = T on en déduit que oy = y, =
T (D). De (C) et (D) on conclut qu’on est dans la situation (S3).

A présent, si a # T et qu’on n’est pas dans la situation (S1). Dans ce cas, nécessairement B, = T ou y, = T.
En aboutissant & des raisonnements similaires, on aboutit aux situations (S4) et (S5). u

5.2 L’analogie minimale sur (LP, |=)

L’analogie la plus fine sur (LP, ) vérifiant I'indépendance a la syntaxe est celle définie (pour o, B,y,d € LP)
para: P =™y dsi(a=Pety=0)ou(a=yetp=23). Clestlaméme analogie que la relation A™" définie
dans les préliminaires, en remplagant 1’égalité sur U par 1’équivalence logique sur (LP, E).

Existe-t-il E C ALP tel que A™™ coincide avec A ?

Cette question est ouverte au moment de la soumission de cet article : la fondation officieuse FNJL offre une
récompense sous la forme d’une boisson a quiconque répondra avant les auteurs de cet article a cette question,

preuve a I'appui.
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5.3 Lanalogie A®AL7

La proposition 7 montre que la restriction de sur les littéraux sur une méme variable correspond a
I’analogie de Sheldon Klein, qui n’est pas la plus fine des analogies sur les booléens : ’analogie minimale est
strictement plus fine qu’elle. Pour caractériser ’analogie minimale sur les booléens dans le cadre fixé dans cet
article, la proposition 5 suggére d’examiner les £ C ALP afin de trouver une analogie A qui coinciderait avec
I’analogie minimale dans sa restriction aux littéraux.

La partie directe de la preuve de 7 s’appuie sur trois motifs pour les abed tels que a : b ::5¥ ¢ : d. Les deux
premiers motifs sont uvuv et uuvv (u,v € {0,1}), qui sont les motifs de ’analogie minimale et pour lesquels les
¢ et ¢ mobilisés dans la définition de A*XP sont de la forme 2*" (ot r € {—1,0,1}). Le troisiéme motif est uvvu,

AALP

ot u # v. Pour ce motif, aucun ¢ ou 9 de la forme 2*" ne convient : si abcd = uvvu et si (r = a) —— (x = b)

alors (z = ¢) %L) (r = d). En revanche, ¢ = ¢ = 2*! V 271 permettra d’avoir ’analogie en question.

Comme on cherche & caractériser ’analogie minimale sur les booléens, il faut donc éviter d’avoir z*! v z~1
dans F pour caractériser cette analogie & 'aide de AF.

Plus généralement, on va restreindre F aux formules sous forme normale disjonctive sans disjonction, c’est-
a~dire aux cubes (on rappelle que dans la syntaxe de la logique propositionnelle qu’on a introduite, les littéraux
ne contiennent pas non plus de négation puisque les littéraux négatifs —x dans une syntaxe plus habituelle sont
notés ici (z = 0)). On va noter @ALP l'ensemble des cubes de (ALP, =) et s’intéresser a 'analogie APALP
sur LP™.

La proposition suivante est la contrepartie des propositions 7, 8 et 9 (contrepartie regroupée en une seule
proposition faite de trois résultats « progressifs ») :

Proposition 10 (Résultat 1). L’analogie minimale sur les booléens correspond a la restriction de AP2EP qux littéraux
sur une variable donnée x au sens suivant (pour a,b,c,d € B) :

ssi (x=a): (x=0b) =92P (z=¢): (x=d)

(Résultat 2). Ce résultat se généralise comme suit. Soit o, B, y et 8 des cubes de (LP, =) construits sur le méme

ensemble de variables VW : o = /\ (x =a(x)), p = /\ (x =b(z)), y = /\ (x =c(x)), 8 = /\ (x = d(z)), ou
zeW zeW zeW zeW
a,b,c,d: W — B. On a I’équivalence :

w: P OAEP y 5 ssipourtoute € W, a(z) : b(z) ™0 e(z) ¢ d(x)

(Résultat 3). Ce résultat se généralise encore comme suit. Soit o, P, y et & des cubes quelconques de (LP, ) :
o= /\ o, P = /\ Bz Y = /\ Yo & = /\ 8., ou, pour toute variable x, o, Py, Yz, 0, € {(x =0),(x =1), TH

zeV zeV zeV zeV

On a l'analogie o : B :OALP . 8 si et seulement si on est dans une des situations suivantes pourtoutx €V :
(SI') oy, P, Yo et B, s écrivent respectivement (x = a(x)), (x = b(x)), (x = c(z)) et (x = d(x)) avec

a(x) : b(x) ™2 ¢(x) : d(x);

(SZ) Oy :P’x :Teth :596 #T;
(83) g =yr =T etPr =8, #T;
($4) 0y =Bu # T ety =8, =T
(S5) o =Yz # T etPy =08, =T,

Preuve. Comme le résultat 3 généralise le résultat 2 qui généralise le résultat 1, il suffit de montrer le résultat 3.

Sens direct. On suppose d’abord que o :p #©OALP 5 Comme @ALP C ALP, on en déduit que
o: B AP y 8. D’aprés la proposition 9, on est dans une des situations (Sk) de cette proposition. Si k € [2, 6]
alors on a bien prouvé la partie directe de la preuve. Supposons que k = 1 : on est dans la situation (S1) et
il reste & montrer qu’on est aussi dans la situation (S1’). Dans ce cas a(x)b(z)c(z)d(x) est d’une au moins des
formes wuwvv, uvuv et wvvu puisqu’on a une analogie de Sheldon Klein entre ces quatre booléens. Pour prouver
qu’on a une analogie minimale, il faut pouvoir exclure le troisiéme schéma, uvvu, avec u # v. On va le faire par
Pabsurde et donc supposer que a(x) = d(z) = u, b(z) = ¢(x) = v, u # v.

Comme o : B #OALP 5 ] existe ¢, 1) € @ALP tel quon ait le diagramme d’analogie habituel avec ces

@ et 1. En appliquant le lemme 6 & W = {2} on en déduit que z = u j&}—%x =vetx = ﬂ}—» T = u.
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Notions et notations de [5] \ Notions et notations utilisées dans ce document

P 1%
valuation a : ensemble de variables interprétationZ : V — B
x € acorrespond A Z(xr) = 1
f,t,v F,V, I

TABLE 1 — Correspondances entre des notions et notations utilisées dans [5] et de celles utilisées dans ce travail.

1l faudrait alors d’aprés le lemme 12 (quitte a remplacer ¢, par une formule logiquement équivalente) que
0r € {2t 7t v atl) et que p, € {z7!, 27t vt} Do o, = 27! V 2! qui n’est équivalent & aucun cube de
ALP. Donc ¢, € QALP et donc, ¢ € @ALP, ce qui est contradictoire. Par conséquent, le cas uvvu est exclu.
On a donc bien a(z) : b(z) ::™" ¢(z) : d(z) et donc (S1).

Sens réciproque. Soit x € V. On suppose qu’'on est dans une des situations (S1’) a (S6). Selon la situa-
tion, on va définir o[z et |5y, cubes de (ALP, ) sur la variable z et qui prouve qu'on a l'analogie
oy : Pa ::©ALP Yz : 84 ¢

Situation (S1’) : On choisit ¢, et 1, comme dans la preuve de la proposition 7, premier et deuxiéme cas (le
troisiéme cas correspondant au cas oul on a une analogie de Sheldon Klein mais pas une analogie minimale).

Situations (S2) a (S6) : On fait comme dans la preuve de la proposition 8, en vérifiant que les @, et 1, proposés
sont bien équivalents & des cubes de (ALP,|=). Par exemple, dans la situation (S2) on a ¢, = z*9 et
Yy = T D yy : @, est bien un cube et 1, est équivalent au cube @)

On construit alors ¢ = /\ Puy Y = /\ 1, et comme o = /\ oy, P = /\ Bz, Y = /\ Yz, O = /\ 8., en
eV eV eV eV eV zeV
appliquant le lemme 13(18), on peut en déduire que o : p ::BALP y ¢ 5, |

6 Un travail proche

Dans [5] est présenté une approche pour l’analogie dans un cadre propositionnel. Cette section fait une
comparaison encore superficielle avec ce travail ©.
La table 1 établit des correspondances pratiques entre les notions et notations des deux articles.

Présentation de ’analogie de [5]. Pour éviter des conflits de notations, nous changeons celles de I'article cité,
pour s’adapter aux notations utilisées dans le présent article, sauf pour la notation propositionnelle : nous
prenons pour cette section la notation propositionnelle la plus usuelle (z pour (x = 1) et -~z pour (z = 0)) afin
de faciliter la comparaison.

L’article introduit une premiére relation d’analogie, extension de ’analogie minimale sur les booléens :

aA-B=yA-Dd

20
AARB=YAD (20)

a:b::y:&si{

Cette analogie échoue a vérifier la propriété dite d’uniformité, qui spécifie que a : a A=z 2 B : BA —x et
a: oAz B pPAzpour o, € LP et x, variable n’apparaissant dans aucune de ces deux formules. Notons
que cette propriété est vérifice notamment par I'analogie A**7 qui contient les formules 20, z*! et o> B.
Cela motive une autre analogie, s’appuyant sur la notion de transformations et définie comme suit.

La définition 6 de [5] se traduit comme suit. Soit F, V et I trois sous-ensembles deux & deux disjoints de V.
PFVI

Soit o un cube complet de (LP, |=) (ayant exactement un modéle, donc) et p € LP. On a o e psia 2

avec Qpyr = /\ 20 A /\ 2t A /\ 20,
T€EF z€eV z€V\ (FUVUI)
La définition 7 de [5] généralise o RALIN B & o quelconque, mais ne s’écrit pas, en général, o ELLILEN B. Pour
o € LP, soit A = M («) et soit agz € LP tel que M (az) = {Z} (oz peut s'écrire sous la forme d’un cube
complet). On a donc o = \/7, oz. La définition de o LN B est : ar —4 B pour toute Z € A. On peut
montrer facilement que :

. FVI PFVI
sia —» B alors « —— P

6. Nous confessons ne I’avoir découvert que tardivement et une étude plus approfondie nous semble nécessaire. Ici, seule une ébauche de cette
comparaison est faite.
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mais on peut montrer que la réciproque est fausse. Pour cela, on peut considérer le contre-exemple suivant :

F={a} Vv={b} 1I={c V\FUVUI)={d} dotgw=aAbtAd"
a=aAbAc=o3Vagaveco;s =aAbAcA-detoag=aAbAcAd
B = Appl(a, Yryr) = —a A b, ie. o 2,

Appl(oq, ppyr) = a ADA-d #P et donc o — B est faux

La définition 9 de [5] définit alors une analogie par o : p :: v : 8 s'il existe trois ensembles de variables deux

a deux disjoints Fy, Vi et Iy, et trois autres ensembles de variables deux & deux disjoints Fo, Vo, I tels que
FiViI4 FoVoIs FiViI4y FoVaIls

BB %Y B, d

On notera deux différences avec les analogies présentées ici. D’abord, les transformations de a & p ne sont
pas a priori corrélées avec les transformations de p & o (contrairement aux ¢ et 35 proposés ici), et de méme

pour y et 8. Ensuite, il n’y a pas de spécification particuliére des liens entre o et y (contrairement a v et Z ici),
de méme entre p et 8. Cela signifie que la symétrie et ’échange des moyens sont, dans [5], des conséquences de
la définition (présentées dans la proposition 13 de [5]), alors qu’il a été choisi ici de les intégrer dans la définition
(la proposition 3 est une conséquence directe de cette définition).

Notons par ailleurs que Panalogie ainsi définie dans [5] ne porte que sur des cubes : si o : B :: v : & alors
o, B, Y et & sont équivalentes a des cubes (proposition 8 dans [5]). Bien que notre étude n’ait jusqu’alors donné
que des caractérisations sur des cubes, on peut montrer que cela n’est pas vérifié, par exemple, pour I’analogie
AALP En effet, on peut montrer par exemple qu’on a :

aV=b:=aVb 2P (aVb)Ac: (maV-b)Ac

(cela se montre en prenant p = —a*® A —=b*0 A ¢*0 et ¢ = a*0 A =0 A ).

Cependant, ce n’est pas parce que les analogies proposées ici « marchent » sur des formules en-dehors des
cubes que c’est une bonne idée pour autant : rien ne dit a ce stade que les analogies proposées « fassent
nécessairement sens ». Cette différence avec le travail présenté dans [5] doit étre étudiée avec plus de soin, pour
montrer qu’elle couvre des exemples d’analogies signifiantes tout en évitant des exemples qui ne fassent pas sens.
De ce point de vue-1a aussi, notre étude est trés préliminaire.

Enfin, I’article [5] propose plusieurs propriété pertinentes qu’une analogie sur les formules propositionnelles
peut vérifier et qui pourrait étre étudiées pour les (pré-)analogies AF définies ici.

Une comparaison plus détaillée des deux approches et de leur complémentarité n’a pas encore été menée et
constituerait une perspective intéressante de ce travail.

7 Discussion et conclusion

Cet article présente une famille de pré-analogies et d’analogies entre formules s’appuyant sur des logiques de
variations et entame leur étude, en particulier dans le cadre propositionnel.

Comme le titre de ce document l'indique, ce travail est encore trés préliminaire. Différentes questions
ouvertes sont présentées dans cet article et d’autres perspectives seront présentées ici.

Nous avons étudié la caractérisation de A*LF sur les cubes de (LP, =), mais pas encore trouvé de moyen
pour étendre I’étude a toutes les formules satisfiables de (ALP, =) : pour o, B, vy et 8, des formules satisfiables
de (LP, =), comment caractériser o : B ::25P y 1 57

La proposition 10 caractérise 'analogie AP (ot E est Pensemble des conjonctions d’atomes de (ALP, |=)).
Sa caractérisation dans le cadre général se pose encore : pour E défini dans la proposition 10 et a, B, v et 8, des
formules satisfiables de (LP, =), comment caractériser o : B :: ¥y : 87

L’analogie de I’équation (20) est une extension immédiate de I’analogie sur les booléens. Une autre perspective
serait de savoir si cette analogie peut s’exprimer comme une analogie A”.

Un des intéréts de telles (pré-)analogies est qu’elles s’appuient sur une explication de « en quoi o est & f ce que
y est & 8 », sous la forme de formules de variations @ et 1) explicitant les liens entre ces quatre formules. Prenons
lexemple d’analogie suivant : « La vache (o) est au veau (B) ce que I'anesse (y) est 4 I’anon (8). » Intuitivement,
on peut comprendre cette analogie en mettant en évidence une relation ¢ entre o et p qui est la méme qu’entre
y et & (le fait de passer d’un individu adulte femelle & un individu jeune de sexe indifférencié) et une relation 1
entre o et y qui est la méme qu’entre B et & (le fait de passer d’un bovidé & un ane, le reste étant inchangé). On
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peut représenter ces catégories animales a 1’aide de 'ensemble de variables V = {adulte, &ne, bovidé, femelle} :

o = (adulte = 1) A (&ne = 0) A (bovidé = 1) A (femelle = 1)
B = (adulte = 0) A (&ne = 0) A (bovidé = 1)
y = (adulte = 1) A (8ne = 1) A (bovidé = 0) A (femelle = 1)
8 = (adulte = 0) A (&ne = 1) A (bovidé = 0)
On montre qu’on a bien o : B ::2%F y : & en mettant en évidence les formules de variations suivantes :

¢ = adulte™! A 3ne*’ A bovide*® A femelle!*

1 = adulte™ A ane™ Abovidé™! A femelle*’

Il y aurait d’autres choix pour ¢ et 1, mais ceux-ci semblent simples et donnent, de ce fait, une explication
lisible de ’analogie.

Une perspective de ce travail serait la génération automatique des couples (¢, ) — ou un échec — a partir
des paramétres données par les quatre formules statiques : les preuves fournissent de telles valeurs pour le cas
de cubes propositionnels, mais les cas plus généraux n’ont pas encore été caractérisés...

Dans la méme veine, une perspective importante de ce travail est la résolution d’équations analogiques :
étant donné a, P, y et une relation d’analogie donnée A, quel est ’ensemble (éventuellement vide) des formules &

telles que a : B :: y : 87 Dans le cadre qui nous intéresse, on peut chercher ’ensemble F' des ¢ tels que o LN B
—

et B L o (autrement écrit F' = Sol*(a, p)) et I'ensemble G des ¢ tels que a N Y ety SN (autrement

écrit G = Sol*(a, y)) puis chercher les formules statiques & et les (¢, ¢) € F x G tels que y —— 8, & L Y,

&
B R yetd SN B. Trouver F' et G est la partie de ce travail qui nous semble la plus difficile et cela rejoint la
perspective précédente.

Une autre perspective consiste a considérer d’autres ensembles de postulats pour ’analogie et voir comment
adapter ce travail. Par exemple, certains travaux sur I’analogie ne considérent pas le postulat de ’échange des
moyens (voir notamment [7]). L’exemple d’analogie paradigmatique de cela est « La biére est a I’Allemagne ce
que le vin est & la France. », phrase qui se défend mais sur lequel I’échange des moyens donne « La biére est
au vin ce que I’Allemagne est a la France. », analogie qui semble moins facile & défendre. La raison invoquée,
par exemple dans [5], est que le domaine de deux des termes sont des pays et celui des deux autres termes sont
des boissons. La relation avant permutation des moyens lie les pays aux boissons, aprés permutation, elle lie
d’une part des pays, d’autre part des boissons : les relations au sein de ces deux domaines n’ont guére de raison
d’étre de méme nature. Dans notre cadre, il semble qu’une redéfinition de ’analogie n’introduisant qu’une seule
formule des variations ¢ serait adaptée, mais il faudrait étudier cela de plus prés.

Un tel argument pourrait étre repris pour discuter de la réflexivité, qui est peu réfutée par ailleurs, mais
qui n’est pas une propriété de la famille de relations introduite (d’ou la nécessité d’introduire la notion de
pré-analogie). En effet, on pourrait considérer deux termes a et b de natures trés différentes pour la mettre en
cause, par exemple, « Les félins sont a la galaxie d’Andromeéde ce que les félins sont & la galaxie d’Andromeéde. »
ne nous semble pas une analogie facile & défendre.

Enfin, on peut s’intéresser & une derniére perspective, quoique nous ’estimions trés spéculative (si ce n’est
complétement délirante — mais 1'idée nous fait sourire, c’est déja ga). On a vu qu’on peut construire des logiques
de variations en s’appuyant sur des logiques « statiques » données. Ainsi, (ALP, =) est construite sur la base
de (LP, =) et, dans 'expression « o est & B ce que y est & 8 », on peut exprimer les « est & » de cette expression
ainsi que de celle résultant de I’échange des moyens par des formules de (ALP, =) qui explicitent ainsi les liens
au sein des couples (a,B), (v,8), (o, v) et (B,8). Ce qui n’est pas représenté dans une telle expression est le
« ce que ». Plus précisément, nous avons supposé que ce lien était I’équivalence (le ¢ du couple («,B) étant
équivalent au ¢ du couple (y,8) par exemple). On pourrait considérer plus de variabilité possible sur ce « ce
que » et dire qu’il représente une variation entre formules de variations. L’idée est alors de s’intéresser & une
logique (AALP, ) — logique de variations s’appuyant sur (ALP, =) considérée comme une logique statique
— et de représenter un tel « ce que » par une formule de cette logique. On s’intéresserait alors & ce genre de
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e
diagrammes (dans lequel nous nous sommes privés du plaisir coupable de représenter aussi les fleches ® et W) :

0‘\_/5
80.1
- Py e ‘I)H/, -
Py 1 N 2 P
o
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