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Résumé :

Les modéles effectifs pour les structures élancées issus de théories bien connues sont justifiés dans la
limite d’une petite épaisseur et peuvent donc s’avérer limités pour des épaisseurs intermédiaires. Par
ailleurs, la simulation 3D directe de telles structures est sous-optimale car elle ne tire pas partie de
la petite dimension présente dans la structure et est parfois trop coiiteuse. Dans ce contexte, la tech-
nique Proper Generalized Decomposition (PGD), une méthode de réduction de modéles fondée sur une
représentation modale de la solution avec séparation de variables, permet d’obtenir une solution 3D
avec une complexité de résolution 2D. Dans ce travail, une analyse asymptotique du premier mode de
la PGD est effectuée a I’aide de la méthode du développement asymptotique formel. On montre ainsi
que, dans la limite d’un grand élancement, le premier mode de la PGD présente une cinématique de
type Kirchhoff-Love mais ne correspond a ce modeéle que dans des cas trés particuliers de chargement
et de conditions aux limites. Pour capter la solution asymptotique dés la premiere séquence de calcul
de modes PGD, une nouvelle stratégie PGD qui consiste a calculer les deux premiers modes simulta-
nément est introduite. Les tests numériques montrent l’intérét de cette approche et confirment [’ analyse
théorique.

Abstract :

Effective models for slender structures derived from well-known theories are justified within the limit
of a small thickness, and may therefore prove limited for intermediate slenderness. On the other hand,
direct 3D simulation of such structures is sub-optimal because it does not take advantage of the pre-
sence of small dimensions in some directions and is sometimes too costly. In this context, the Proper
Generalized Decomposition (PGD) method, a model order reduction method based on a modal repre-
sentation of the solution with separation of variables, makes it possible to obtain a 3D solution with
2D resolution complexity. In this work, an analysis of the links between the PGD reduced-order model
and the solution provided by plate theory is carried out using asymptotic expansion. It is shown that,
in the limit of large slenderness, the first mode of the PGD exhibits Kirchhoff-Love type kinematics, but
only corresponds to this model in very special cases of loading and boundary conditions. To capture
the asymptotic solution, a new PGD strategy is introduced, consisting of computing the first two modes
simultaneously. Numerical experiments are provided, demonstrating the interest of this approach and

confirming the theoretical analysis.
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1 Introduction

Les structures élancées commes les plaques et les coques sont fréquentes dans les systémes mécaniques,
que ce soit dans le secteur automobile (t6les métalliques) ou aéronautique (panneaux composites). La
simulation numérique de ces structures tridimensionnelles (3D), dont I'une des dimensions est petite
devant les autres, a donc un intérét pratique en ingénierie. Simplifier ce probléme est alors utile, sinon
nécessaire, pour maintenir les cofits de calculs a un niveau raisonnable. Deux grandes stratégies sont
envisageables pour réduire la complexité du probléme.

La premicre est la réduction de dimension qui consiste a substituer un modele plaque (ou coque) bidi-
mensionnel (2D) au probleme 3D. Ce modele 2D peut lui-méme Etre obtenu par différentes approches
qui menent a des théories bien connues et largement utilisées dans le cas de 1’élasticité [1]. Malgré
leur utilité dans beaucoup de cas, ces théories classiques sont, pour la plupart, justifiées dans la limite
d’une petite épaisseur et peuvent s’ avérer limitées pour des épaisseurs intermédiaires. La simulation du
probleme 3D complet est donc parfois incontournable. Cependant, bien qu’elle soit parfois nécessaire,
la simulation 3D directe reste sous-optimale car elle ne tire pas partie de la petite dimension. De plus,
simuler le probleme 3D peut impliquer trop de degrés de liberté et nécessiter de trop grandes ressources
de calcul.

Les méthodes de réduction de modeles développées ces dernieres décennies sont alors attractives dans
ce contexte. En particulier, la technique Proper Generalized Decomposition (PGD), fondée sur une re-
présentation modale de la solution avec séparation de variables, permet de séparer les coordonnées du
plan de la coordonnée transverse selon I’approche usuelle dans ce domaine. Une solution 3D est ainsi
obtenue avec une complexité de résolution 2D, en tirant partie de la géométrie particuliere de la structure

[2].

Certaines similitudes entre le premier mode de la technique PGD et la solution fournie par la théorie
des plaques ont été observées dans la littérature. Cependant, a notre connaissance, aucune analyse plus
précise n’a été fournie sur les liens éventuels entre le modele réduit PGD et la théorie des plaques. Dans
ce travail, une analyse asymptotique du premier mode de la PGD est effectuée a 1’aide de la méthode
du développement asymptotique formel. Le probléme d’élasticité linéaire 3D est mis a 1’échelle avant
d’appliquer la méthode PGD et de construire le développement asymptotique. On montre ainsi que,
dans la limite d’un grand élancement, le premier mode de la PGD présente une cinématique de type
Kirchhoff-Love mais ne correspond a ce modele que dans des cas trés particuliers de chargement et de
conditions aux limites. En se réferrant a la théorie de I’homogénéisation, ce résultat s’explique par le
fait qu’en terme de minimisation de 1’énergie potentielle, le déplacement ne peut pas étre représenté par
un seul mode.

Au vu de ce résultat, une nouvelle stratégie PGD qui consiste a calculer les deux premiers modes si-
multanément, est introduite pour capter la solution asymptotique des la premiere séquence de calcul
de modes PGD. Les tests numériques que nous avons menés montrent 1’intérét de cette approche et
confirment I’analyse théorique.
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2 Analyse asymptotique du premier mode de la PGD
2.1 Mise a I’échelle du probleme 3D

On considere dans ce travail un probleme plaque vu comme un probleme d’élasticité linéaire 3D. Sauf
mention contraire, les conventions suivantes sont adoptées : les indices grecs prennent leur valeurs dans
I’ensemble {1, 2}, tandis que les indices latins appartiennent a I’ensemble {1, 2, 3}. Une origine et une
base orthonormée {e;} est choisie dans I’espace euclidien 3D. Soit w” une sous-ensemble ouvert borné
de R? de taille caractéristique L et de frontiere 7.

La plaque d’épaisseur ¢ occupe le domaine Q¢ de point courant x* = (25, 25) et de frontieres I'j et I'S.

t t t t t

€ L e L € L

0 =w [ [ = [ I = w +—

X( 272)’ 0 K X|: 272:|7 X{ 2}

t
olle = I est 'inverse de 1’élancement de la plaque, introduit a ce stade pour souligner la dépendance

définies par :

du domaine avec ce parametre.

La plaque est supposée mince (t < L), encastrée sur sa face latérale I'§ et soumise a des forces vo-
lumiques f* = (f7) : Q° — R3. Pour des raisons de simplicité mais sans perte de généralité, au-
cune force surfacique n’est considérée et les forces volumiques appliquées sont transverses a la plaque :
¢ = f5 e3 ou f§ est supposé constant. Le champ de déplacement u® = (u) : Q° — R3 appartient a
I’espace

ve={ue [m@))", u=0surs}

et est solution de la formulation faible : trouver u® dans V¢ tel que, pour tout u* € V¢,

/6 e(u): C:e(u’) = /6 u” - e (1)

ol C est le tenseur de Hooke d’ordre 4 et €(v) = 1 (Vv + (Vv)") le tenseur des déformations li-
néarisé. On rappelle que le tenseur défini positif C' est symétrique. De plus, on suppose une symétrie
monoclinique :

Capyz =0, Caszz =0, ()

et C ne dépend pas de (x%,) et est une fonction paire de z5.

Le probleme variationnel (1) consiste donc a trouver u® dans V¢ tel que, pour tout u* € V=,

/Q U6 Capys U5 5 + U g Capss Uz s + (Ua3 + U3 0) Casys (U5 3 + U3, ) + 33 Cszys ul 5
£

+u3 5 Cs333u5 3 = / uz f5. (3)
QE

Notre premier objectif dans ce travail est d’étudier le comportement du champ de déplacement u® fourni
par la technique PGD quand 1’épaisseur de la plaque tend vers 0. Comme ce champ est défini sur €2°, qui
dépend lui-méme de 1’épaisseur, le probleme est mis a 1I’échelle de maniére a étre posé sur un domaine
fixe. En suivant I’approche proposée dans [3], le probléme est adimensionalisé grace au changement de
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variables suivant :

15 £ [ ..
U3 _ Za T3 = 3 fy = 15 Ajipg = Cijkl
ik £ Fg’ 1j [

ou les quantités (U, Us, F3, uu) sont des quantités de référence pour le probléme. Le probléme est main-
11
tenant défini sur le domaine fixe ) = w X (—2, 2). En définissant
V= {u € [HI(Q)}S, u= OsurFo} ,

on montre que la mise a I’échelle de la formulation variationnelle (3) conduit a trouver u dans V' tel que,
pour tout u* € V,

e* /Q UZ,/B Aapys Uys + e? /Q “Z,ﬁ Aapszuzs + &2 /Q(UZS + u?;a) Aagys (Uy,3 + usy)

2 4
+e /QU;;?, A33y5 Uy 5 + /QU§,3 As3zzugz =¢ /QU§ fz. 4

2.2 Réduction de modéeles par PGD

On s’intéresse ici a I’approximation de (4) par une stratégie PGD. Le principe de la réduction de mode¢les
par PGD est de constuire une décomposition modale de rang faible u,,, de u de la forme

u,, = Zu?, ()

11
oll, pour 1 < k < m, uf est dans I'espace (V,, @ V3)3 avec V, = Hi (w) et V3 = H' ~55 ) Cette
décomposition est classiquement obtenue en utilisant un algorithme glouton pour lequel chaque terme
apparaissant dans la somme (5) est calculé itérativement.

Dans I’analyse asymptotique qui suit, on se restreint a un seul mode PGD. Suivant [2], le champ de
déplacement u est recherché sous la forme :

(T, 23) = 1(13) 0 V(T0) = | m2(3) v2(20) |,

ou (v;,r;) € V,, x V3 pour tout 1 < 7 < 3. La procédure PGD conduit alors a chercher les solutions
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(v,r) du systeme couplé d’équations suivant :

Vvte V3,

et Z / </ra a/gwsrv)vars Z/ </If’ax4a,3337”3,3>’03+
a,B,7,0
€2 Z vl Ta,3 Aazy3Ty3 | vy + Ta,3 Aazy3Ts | Uy | +
w T s
< Z/ ’1)3 o |:</ Aa3“{3 Ty, 3) + </I r3 Aa3’73 T3> U3’“{:| +

2 * * 4 *
€ E /Ug (/ 73,3 A33ys 7"7> Uys + /Ug </ 3,3 A3333 7“3,3) v3 = € /Ug/T:s /3
V.8 w A w T w T

* 3 (6)
vrteVy,
et Z / ”aﬁvvc?) AapysTy + € Z/ITZ (/Uaﬁvii) Aaps3 sz +

a,B,7,0 a,B

11
ou Z désigne I’intervalle <— 2 2) . En pratique, un tel systeme couplé est résolu a1’aide d’un algorithme

du point fixe.

2.3 Développement asymptotique et discussion

Le probleme (6) dépend de I’inverse de 1’élancement e, qui est supposé petit (¢ < 1) dans le cas des
plaques minces. Notre objectif dans cette partie est d’étudier formellement le probléme limite découlant
de I’application de la PGD quand ce petit paramétre tend vers 0. A cet effet, on suppose qu’il existe un
développement asymptotique formel des inconnues :

V=V0+€Vl+€2V2+...

@)
r:r0+5r1+52r2+...

ou les fonctions v? et r?, p > 0, sont indépendantes de €. La méthode du développement asymptotique
consiste a identifier les termes successifs v” et rP, p > 0, en égalisant les facteurs des puissances
successives de ¢ trouvées dans (6) quand v et r sont remplacés par leur développement formel (7), et en
résolvant les équations qui en découlent.

Les calculs du développement asymptotique ne sont pas détaillés dans le cadre de ce résumé (on renvoie
a [5] pour une présentation détaillée de ce travail). De plus, les résultats obtenus sont présentés dans un
cas simple bien que représentatif pour plus de clarté. On se place pour cela dans un cas ol la plaque est
en déformations planes dans le plan (x7, z5). Cela revient donc a considérer un cas 2D correspondant &
une bande en flexion de longueur L et de hauteur ¢ en coordonnées cartésiennes (7, 25). Laxe z§ est
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le long de la ligne moyenne de la bande tandis que 1’axe x5 est le long de I’épaisseur.

11
Tous calculs faits et aprés remise a 1’échelle pour travailler dans 2 = (0, 1) x (—2, 2> , on obtient

d’une part que le terme a I’ordre dominant u® = r° o v¥ s’écrit

u’ (21, 23) =1 <_x3 (ovg)l(xl)>

v3 (1)
oll rg est une constante et vg est une fonction explicitée ci-dessous. La cinématique du premier mode
PGD coincide donc avec la cinématique de Kirchhoff-Love dans la limite d’un grand élancement.

D’autre part, dans le cas d’une bande homogene et isotrope de module d’ Young E et de coefficient de
Poisson v, on obtient 1’équation d’équilibre

—w 2
6(1—2v) 6(1—v)(1—2v) L, L,
IV

/1 1 2
! "
B 9 ww / ww
(I=v) @ _ v 0 w” 0 w| = / f3 ®)
A

en notant w = rg vg le déplacement transversal de la bande. Cette équation d’équilibre est a comparer
a celle d’une bande en flexion dans la théorie de Kirchhoftf-Love qui s’écrit (apres remise a 1’échelle)

1
—6(1_y)w<4> =/If3. 9)

La question qui se pose est de savoir si une solution de (9) est aussi une solution de (8). En considérant
la forme faible de ces équations avec w comme fonction test, une condition nécessaire est que

1 2 1 1
</ wwff> :/ w2/ ww®
0 0 0

ou encore, en intégrant deux fois par parties la derniére intégrale (sachant que w(0) = w(1) = 0 et

w'(0) = w'(1) = 0), que . 2 1 1
(o) [ o

Il s’agit d’un cas d’égalité dans 1’inégalité de Cauchy-Schwarz. On montre qu’alors w est de la forme
w(z1) = wysin(nmz;) avec n € N* et wy, € R. On note que cette solution n’est valable que pour un
support simple car w”(0) = w” (1) = 0.

L’ analyse précédente montre donc que le premier mode de la PGD ne correspond pas au modele limite
de Kirchhoff-Love, bien qu’il exhibe la bonne cinématique. Les deux modeles ne correspondent que
dans certains cas de conditions aux limites et de chargement.
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3 Vers une nouvelle stratégie PGD pour les structures élancées
3.1 Une explication du résultat précédent

Pour une plaque homogene soumise a un chargement de flexion, la solution de 1I’élasticité 3D ressemble,
quand I’épaisseur tend vers 0, a

0
3 ug,l(xa)
(2o, 23) & | —23U35 5(a) +é? 1 A33a,3 10
u}(zq) ( 3 12> A3333 Baf

d’apres la théorie de I’homogénéisation [4] et sous I’hypothese de symétrie (2). Dans I’expression (10),
uj est la solution d’un probléme homogénéisé 2D. De plus, I’approximation (10) est valable non seule-
ment en norme L?(£2) mais aussi en norme énergétique. On constate que, bien que le second terme
soit négligeable en terme de déplacement, il ne I’est pas en terme d’énergie. C’est pourquoi, en norme
d’énergie, u n’est pas proche d’un seul mode PGD mais d’une combinaison linéaire de deux modes
PGD.

On montrera numériquement dans la Section 4 que le premier mode PGD est en effet une mauvaise
approximation de la solution de référence au sens ou, dans la stratégie PGD standard (ot les modes sont
calculés itérativement les uns apres les autres), le premier mode PGD ne converge pas vers la solution
exacte quand I’épaisseur tend vers 0. On présente donc maintenant une stratégie PGD alternative qui
s’avere étre efficace.

3.2 Calcul simultané de plusieurs modes

Au vu de ces résultats, nous proposons une modification de la PGD standard, dans le but de capturer la
solution asymptotique des le début de la procédure. Cette nouvelle stratégie PGD, décrite ci-dessous,
implique le calcul simultané des deux premiers modes, comme suggéré par la forme (10) de la solution
fournie par la théorie de I’homogénéisation.

On considere le probleme dans sa forme originale (1), c’est-a-dire avant mise a 1’échelle. Pour simplifier
les notations, I’exposant ¢ est omis. A chaque itération N € N*, une approximation u € V' du champ
de déplacement solution de (1) est construite sous la forme

N
u= E Up,
n=1

ol chaque terme de la somme est calculé itérativement a 1’aide d’un algorithme glouton. La nouveauté
introduite ici réside dans le fait que le premier terme u; est une combinaison linéaire de deux modes
calculés simultanément. Autrement dit, le terme u; est recherché sous la forme

r1(x3) v1(7a) 0
ui(zq,x3) =r(x3) 0 v(Zo) +8(23) o W(z0) = | m2(3) v2(20) | + 0 (11)
73(73) v3(Ta) s3(w3) w3 (Ta)

ol (v, 1) € Vi, X Vet (ws, s3) € V,, x V3.
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On minimise maintenant 1’énergie potentielle sur les déplacements de la forme (11), ol I’énergie poten-
tielle J est bien slr définie par

Vvev, j(v):;/ge(v):C:e(v)—/v-f.

Q

En supposant qu'un minimiseur existe, et en le notant uy, il satisfait I’équation d’Euler-Lagrange sui-
vante : pour tout (v*,r*) € (V,, x V3)3 et (w3, s3) € V,, x V5,

/e(rov*—|—sow*4—1['*ov+s*ow):C’:e(ul):/(rov*—&—sow*—i—r*ov—i—s*ow)~f7
Q Q

qui s’écrit de maniere équivalente comme un systeme couplé d’équations :

V (v, wh) € VI /e(rov*+sow*):C:e(rov+sow):/(rov*—l—sow*)-f, (12a)
Q Q

Y (r*,s3) € V3, /e(r*ov—l—s*ow):C:e(rov—l—sow):/(r*ov+s*ow)-f. (12b)
Q Q

En pratique, le systeme d’équations (12) est résolu en utilisant un algorithme du point fixe. Les fonctions

0), Sgo)) ot le choix de (r(®), sg])) est arbitraire. Puis, a chaque étape m > 1,

I’algorithme calcule (v(m),wgm), r(m) sém)) tel que :

r et s3 sont initialisées 2 (r

mfl)’ ng_l)) .

— (0 s{™) satisfait I'équation (12b) pour (v, w) fixé a (v(™), w{™).

— (vim), wém)) satisfait I”équation (12a) pour (r,s) fixé a (r

Les itérations prennent fin quand

||r(m) o) v(m) —+ S(m) o) W(m) — (r(mfl) [e) V(mfl) -+ S(mfl) le) W(mfl))H

e 1) 6 v(m=1)  g(m=1) o wim=1)| <7

ol 7 est un seuil de tolérance prédéfini et || - || est la norme énergétique.

Finalement, une fois que u; est connu et si nécessaire, les modes u,, suivants peuvent étre calculés sous
la forme u, (x4, x3) = ry(x3) o vy (x4 ) en utilisant la procédure PGD standard.

4 Illustration numérique

On fournit ici quelques illustrations numériques des conclusions théoriques précédentes. Des complé-
ments pourront étre présentés lors du congres. Le cas représentatif d’une bande en flexion pure est
considéré. Le comportement est supposé homogene et isotrope et les parametres matériaux sont

E=1GPa, v=0.3.

Différents types de conditions aux limites et de chargement sont étudiés, dont les acronymes sont ras-
semblés dans le Tableau 1.

N . (TT
A un facteur d’amplitude pres, le chargement sinusoidal correspond a f3(z1) = sin (Tl) et le cas

uniforme a f3 = 1. Les conditions aux limites d’encastrement s’écrivent u; = ug = 0 quand z; = 0
ou z; = L, tandis que le support simple correspond 4 u3 = 0 sur v = {0, L}. On s’attend a ce que le
premier mode PGD soit asymptotiquement consistent seulement dans le cas SS-SP.
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Conditions aux limites | Chargement
SS-SP Support simple Sinus
SS-UP Support simple Uniforme
CC-Sp Encastrement Sinus
CC-UP Encastrement Uniforme

TaBLE 1 — Conditions aux limites et chargements

Des éléments finis P» sont utilisés pour discrétiser le probleme axial, et un unique développement po-
lynomial d’ordre 4 est utilisé dans 1’épaisseur.

4.1 Inconsistence asymptotique du premier mode PGD

On montre ici que le premier mode fourni par la PGD n’est en général pas consistent asymptotiquement.
Dans ce but, la convergence du premier mode PGD en fonction de I’élancement est étudiée. Deux erreurs
relatives sont introduites. La premiere est une erreur relative en fleche définie par

r3(0) v3(%) — wir,
WKL

Relative Deflection Error =

)

ol wg, est la fleche exacte dans la théorie de Kirchhoft-Love. La seconde est I’erreur relative en énergie
de déformation définie par
E—-EkrL

Relative Energy Error = l
EKL

ou & est I’énergie de déformation du premier mode PGD et £k, 1’énergie de déformation exacte du
champ de déplacement de Kirchhoff-Love.

Les deux erreurs en fonction de 1’élancement sont tracées sur la Figure 1 (pour un cas ot v # 0) et sur la
Figure 2 (pour un cas ou v = (, c’est-a-dire sans effet Poisson). Les quatre cas de conditions aux limites
et de chargement décrits dans le Tableau 1 sont présentés. La Figure 1 montre que le premier mode PGD
ne converge vers la solution asymptotique que dans le cas SS-SP correspondant a une bande simplement
supportée soumise a un chargement sinusoidal, ce qui est en accord avec les conclusions théoriques.

En considérant maintenant un coefficient de Poisson nul (Figure 2), le premier mode PGD converge
vers la solution de Kirchhoff-Love quelque soient les conditions aux limites et le chargement. Ceci est
également en accord avec I’Equation (8), qui coincide avec I’équation d’équilibre de Kirchhoff-Love
quand v = 0.

4.2 Calcul simultané de deux modes

Dans cette section, la méme étude de convergence que pour un seul mode PGD est menée. La Figure 3
montre les erreurs relatives en fleche et en énergie en fonction de I’élancement pour deux modes PGD
calculés simultanément suivant la stratégie introduite en Section 3.2. Deux erreurs en fleche sont don-
nées. La premiére utilise uniquement le premier mode pour déterminer la fleche, tandis que la seconde
prend en compte les deux modes. Pour I’erreur en énergie, les deux modes interviennent dans le calcul
de £. On considere ici un cas test ou v # 0.

Au vu de ces résultats, le calcul simultané du second mode permet bien de converger vers la solution

aysmptotique quels que soient les conditions aux limites et le chargement. Pour un élancement plus
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Relative Deflection Error

Ficure 1 — Erreurs relatives en fleche (a gauche) et en énergie (a droite) du premier mode PGD en
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FiGure 2 — Erreurs relatives en fleche (a gauche) et en énergie (2 droite) du premier mode PGD en
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Ficure 3 — Erreurs relatives en fleche (a gauche et au centre) et en énergie (a droite) des deux premiers
modes PGD calculés simultanément en fonction de 1’élancement

L
grand que 100, on note une dégradation du taux de convergence (calculé dans le régime 1 < — < 100)
dans les cas CC-SP et CC-UP. Ce comportement est probablement du a la présence d’une couche limite
quand la bande est encastrée a ses deux extrémités.
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