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Résumé :
Ce travail porte sur l’étude du comportement effectif et des statistiques des champs dans des composites
viscoélastiques linéaires, à l’aide de méthodes d’homogénéisation en champs moyens. Cinq approches
sont comparées sur des microstructures isotropes et anisotropes : le principe de correspondance (utilisé
comme référence exacte), la loi d’interaction additive [2], la méthode découplée, le modèle de [4], et la
décomposition de Helmholtz [3]. L’analyse montre que la loi additive fournit une très bonne approxi-
mation, enrichie par des améliorations proposées dans ce travail. Le modèle de [4] est exact aux temps
courts et longs, et reste précis durant la phase transitoire, contrairement à la méthode découplée, qui pré-
sente un écart significatif dans cette phase. La méthode fondée sur la décomposition de Helmholtz offre
de bons résultats sur l’ensemble du domaine temporel et présente l’avantage de pouvoir être étendue au
régime non linéaire.

Abstract :

This work focuses on the study of the effective behavior and field statistics in linear viscoelastic compo-
sites using mean-field homogenization methods. Five approaches are compared on isotropic and aniso-
tropic microstructures : the correspondence principle (used as the exact reference), the additive interac-
tion law [2], the decoupled method, the model of [4], and the Helmholtz decomposition [3]. The analysis
shows that the additive law provides a very good approximation, enhanced by improvements proposed
in this work. The model of [4] is exact at short and long times and remains accurate during the transient
phase, unlike the decoupled method, which exhibits significant deviation in this phase. The Helmholtz
decomposition-based method yields good results over the entire time domain and has the advantage of
being extendable to the nonlinear regime.

Mots-clés : Homogénéisation, principe de correspondance, découplée Helmholtz, énergie libre, po-
tentiel de dissipation isotrope, isotrope transverse.
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1 Introduction
Cette étude porte sur le comportement effectif des composites constitués de phases viscoélastiques li-
néaires, en particulier des phases de type Maxwell. Ces dernières sont caractérisées par une relation
entre la déformation linéarisée ε et la contrainte de Cauchy σ, donnée par :

ε̇ = ε̇e + ε̇v = M(r)
e : σ̇ +M(r)

v : σ (1)

où εe et εv désignent respectivement les déformations élastique et visqueuse (dissipative). Les tenseurs
M(r)

e et M(r)
v représentent les modules de souplesse élastique et visqueuse de la phase, tandis que le

point au-dessus d’une variable indique une dérivée par rapport au temps.

Le modèle maxwellien défini par l’équation (1) traduit un effet à mémoire courte. Toutefois, les com-
posites constitués de plusieurs phases peuvent présenter des effets à mémoire longue, qui sont pris en
compte via l’introduction de variables internes et des mécanismes de dissipation associés. Cela permet
d’étudier une large gamme de comportements viscoélastiques, en intégrant des modèles plus complexes
tels que ceux de Kelvin-Voigt ou de Maxwell généralisé, particulièrement adaptés à la modélisation des
polymères.

L’objectif de cette étude est de confronter différentes approches d’homogénéisation appliquées aux mi-
crostructures considérées. Nous nous appuyons sur l’homogénéisation en champs moyens, qui permet
de trouver une loi de comportement effective simplifiée, exploitable dans des simulations numériques.
L’enjeu principal est de déterminer l’approche la plus adaptée pour décrire le comportement macrosco-
pique de ces microstructures tout en fournissant un accès direct aux statistiques des champs ainsi qu’aux
potentiels thermodynamiques quand ils existent. Ces comparaisons sont menées sur des composites vis-
coélastiques biphasés constitués d’une matrice viscoélastique de type Maxwell ou Maxwell généralisé
(utilisé pour modéliser les polymères), renforcée par des inclusions sphériques ou ellipsoïdales et sou-
mise à des chargements complexes.

2 Contexte de l’étude

2.1 Aspect thermodynamique et Loi de comportement effective
Dans cette étude, on considère un matériau composite dont un constituant présente un comportement
viscoélastique linéaire. Ce dernier s’inscrit dans le cadre plus général des matériaux standards généra-
lisés. À partir de ce cadre, les relations constitutives peuvent être dérivées en se basant sur les éléments
suivants :

1. Les variables d’état (ε, ξ) : Elles comprennent la déformation infinitésimale ε et un nombre fini de
variables internes ξ, qui peuvent être scalaires ou tensorielles. Ces variables décrivent l’état microsco-
pique du matériau et son évolution sous un chargement.

2. L’énergie libre de Helmholtz w(ε, ξ) : Cette fonction thermodynamique dépend des variables d’état
et permet de définir l’énergie du matériau pour chaque état (ε, ξ). De plus, elle permet de définir les
forces thermodynamiques :

σ =
∂w

∂ε
(ε, ξ), A = −∂w

∂ξ
(ε, ξ). (2)
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3. Le potentiel de dissipation : Ce potentiel caractérise la disspipation en fonction de ξ̇

4. La loi complémentaire : Elle relie la variation des variables d’état aux forces qui agissent sur elles.
Ces relations sont définies en termes des dérivées du potentiel de dissipation φ :

A =
∂φ

∂ξ̇
(ξ̇). (3)

Ainsi, les relations constitutives des matériaux étudiés dans ce travail se présentent sous la forme d’un
système de deux équations différentielles :

σ =
∂w

∂ε
(ε, ξ),

∂w

∂ξ
(ε, ξ) +

∂φ

∂ξ̇
(ξ̇) = 0. (4)

Remarque :

1. Dans notre étude, nous considérons que le modèle est isotherme, donc la variation de la tempé-
rature n’est pas prise en compte.

2. Les fonctions w(ε, ξ) et φ(ξ̇) doivent être positives et convexes afin de rentrer dans le cadre des
matériaux standards généralisés.

2.2 Démarche d’homogénéisation
Dans ce travail, nous utilisons une approche d’homogénéisation en champs moyens, afin d’obtenir une
estimation de la loi de comportement effective. L’objectif principal de cette méthode est de relier les
propriétés locales des matériaux et la microstructure aux propriétés effectives.

Pour les matériaux composites , cette approche permet de relier les grandeurs locales aux grandeurs
effectives par des relations statistiques, à travers des moyennes sur le volume élémentaire représentatif
(VER). Ces moyennes sont définies par la relation suivante :

⟨·⟩ = 1

|V |

∫
V
· dx =

N∑
r=1

c(r)⟨·⟩(r) (5)

où c(r) représente la fraction volumique de la phase r, et ⟨·⟩(r) = 1
|V (r)|

∫
V (r) · dx désigne la moyenne

locale de la propriété dans cette phase. Le domaine V est composé de N phases occupant les sous-
domaines V (r).Par définition, les contraintes et les déformations macroscopiques peuvent être exprimées
comme suit :

σ̄ = ⟨σ⟩, ε̄ = ⟨ε⟩. (6)

Chaque phase est régie par la relation constitutive donnée par (4), avec les potentiels w(r) et φ(r), ce qui
permet d’obtenir les potentiels locaux :

w(x, ε, ξ) =
N∑
r=1

χ(r)(x)w(r)(ε, ξ) et φ(x, ξ̇) =
N∑
r=1

χ(r)(x)φ(r)(ξ̇). (7)

avec :
w(r)(ε, ξ) =

1

2
(ε− ξ) · L(r)

e (ε− ξ) et φ(r)(ξ̇) =
1

2
ξ̇ · L(r)

v ξ̇ (8)
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où χ(r)(x) est la fonction indicatrice des phases définie par :

χ(r)(x) =

1 si x ∈ V (r)

0 sinon

L(r)
e , L(r)

v : les tenseurs de modules élastique et visqueux de chaque phase.

Au niveau macroscopique :

w(ε, ξ) = min
N∑
r=1

c(r)
〈
1

2
(ε− ξ) · L(r)

e (ε− ξ)

〉(r)

et φ(ξ̇) = min
N∑
r=1

c(r)
〈
1

2
ξ̇ · L(r)

v ξ̇

〉(r)

(9)

À partir de ces expressions, nous pouvons formuler le problème local suivant :



σ =
∂w

∂ε
(ε, ξ) pour (x, t) ∈ Ω× [0, T ],

∂w

∂ξ
(ε, ξ) +

∂φ

∂ξ̇
(ξ̇) = 0 pour (x, t) ∈ Ω× [0, T ],

divσ = 0 pour (x, t) ∈ Ω× [0, T ],

⟨ε(t)⟩ = ε(t) + C.L. sur ∂Ω.

(10)

Ce système décrit l’évolution des champs dans chaque phase du composite et permet d’exprimer la
réponse macroscopique en fonction de l’historique du chargement : σ = f(H(ε)).

3 Modèles en champs moyens étudiés
Dans cette section, nous présentons les différents modèles retenus dans cette étude. Nous étudierons
cinq approches selon l’ordre suivant :

Solution de référence :
3.1 Principe de correspondance (PC)

Approximation inspirée du PC :
3.2 Loi d’interaction additive
3.3 Méthode à deux temps de relaxation

Approche variationnelle :
3.4 Méthode de découplage ou de Maxwell.
3.5 Méthode basée sur la décomposition de Helmholtz.

3.1 Principe de correspondance
3.1.1 Définition et reformulation du problème

Le principe de correspondance [1][10] permet de transformer un problème viscoélastique linéaire sans
effets de vieillissement temporel en un problème équivalent en élasticité dans le domaine de Laplace,
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Cette transformation permet l’application des méthodes d’homogénéisation classiques en champ moyen.
Elle repose sur l’utilisation de la transformée de Laplace-Carson et de la convolution de Stieltjes, expri-
mées respectivement par les relations suivantes :

f∗(p) = p

∫ +∞

0
e−ptf(t) dt, f∗h(t) = d

dt
(f∗h)(t) =

∫ t

0
f(t−s)h(s) ds, (f∗h)∗(p) = f∗(p)h∗(p).

(11)

Le problème local traité par cette approche, pour un matériau composite de type maxwellien, se refor-
mule ainsi :


σ(x, t) = d

dt [L ∗ ε] (x, t), ∀(x, t) ∈ Ω× [0, T ],

div σ = 0, ∀(x, t) ∈ Ω× [0, T ],

⟨ε(t)⟩ = ε̄(t) + CL, ∀t ∈ [0, T ].

−→


σ∗(x, p) = L∗(x, p) : ε∗(x, p), ∀x ∈ Ω,

div σ∗ = 0, ∀x ∈ Ω,

⟨ε∗(p)⟩ = ε̄∗(p) + CL.

(12)
Ce système constitue une autre formulation du système (10) pour le même problème local.

3.1.2 Série de Prony et variable interne

En pratique, il est préférable d’exprimer la contrainte à l’instant t en fonction de l’historique de la défor-
mation (voir (12)), plutôt que l’inverse, afin de bien poser le problème. La loi de comportement effective
dans le domaine de Laplace s’écrit alors :

σ∗(p) = L̃∗(p) : ε∗(p) (13)

Le tenseur de rigidité effectif L̃∗(p) peut être exprimé sous la forme d’une décomposition en série de
Prony, qui donne :

L̃∗(p) =
N∑
i=1

Li
p

p+ 1
τ i

, L̃(t) =
N∑
i=1

Lie
− t

τi (14)

La loi devient alors :

σ∗(p) =

N∑
i=1

Li
p

p+ 1
τ i

: ε∗(p) (15)

En revenant au domaine temporel à l’aide de la transformée inverse de Laplace, on introduit la notion
de variable interne β [1] , et la loi peut s’ecrire :

σ(t) =

N∑
i=1

σi, σi = Li : (ε(t)− βi(t)), avec

τiβ̇i(t) + βi(t) = ϵ(t),

βi(0) = 0
(16)
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où N désigne le nombre de branches du modèle. Dans notre cas isotrope, par exemple, N = 3 pour la
partie déviatorique et N = 2 pour la partie sphérique. Cette formulation permet de décrire l’évolution
des contraintes σ̃(t) en fonction des variables internes βi(t).

Pour le cas isotrope (section 4), en utilisant cette décomposition et en se basant sur [6], un modèle
rhéologique de type Maxwell généralisé, dans le cadre de l’estimation de Hashin-Shtrikman, peut être
associé à cette approche, comme le montre la figure 1 :

Figure 1 – Schéma du modèle rhéologique de Maxwell généralisé comportant cinq branches, représen-
tant la réponse effective d’un composite particulaire constitué de phases compressibles de type Maxwell.
À gauche : deux branches décrivant la réponse hydrostatique ; à droite : trois branches associées à la ré-
ponse déviatorique.

Comme illustré dans la figure 1, le modèle rhéologique est représenté ici dans le cas isotrope, à des fins
de clarté. Nous avons réussi à étendre le principe de correspondance au cas anisotrope. Toutefois, ce
dernier fait intervenir cinq coefficients (α, β, γ, δ, δ′) (voir Annexe B) qui introduisent l’effet de l’aniso-
tropie, chacun pouvant être associé à une décomposition en série de Prony comportant entre trois et sept
fractions rationnelles (donc 3 à 7 pôles) (voir Annexe C). En revenant au domaine temporel et grâce à
l’introduction des variables internes liées à la décomposition, nous obtenons un résultat exact pour ce
cas anisotrope.
Remarque : La complexité du modèle complet dans ce cas, due aux 5 coefficients, rend sa représentation
graphique peu lisible, bien que le principe reste rigoureusement identique à celui du cas isotrope.

3.1.3 Potentiel thermodynamique et statistiques des champs

À partir du schéma présenté dans la figure 1, on peut formuler l’énergie et la dissipation associées.
L’énergie effective, en fonction de la déformation ε et des variables internes β, est exprimée par :

w(ε, β) =

N∑
i=1

1

2
(ε− βi) : Li : (ε− βi) (17)

La dissipation est obtenue en faisant le lien entre les flux de contrainte et de déformation ainsi que
l’énergie dissipée par les branches du modèle. Elle peut être écrite sous la forme suivante :

d̃ = σ : ϵ̇− ˙̃w =
N∑
i=1

σi : ϵ̇− (ϵ− βi) : Li : (ϵ̇− β̇i) =
N∑
i=1

σi : β̇i (18)

Ces expressions sont dérivées du modèle rhéologique et permettent de quantifier la dissipation effective
à travers les variables internes du système, conformément aux hypothèses proposées dans [1].
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Dans le cadre de notre application présentée ultérieurement, les moyennes par phase des champs de
contrainte et de déformation sont déterminées à l’aide des relations de Levin (voir Annexe A) , appliquées
ici au matériau viscoélastique pour donner :

σ∗ (i)(p) = L∗ (i) : A∗ (i) : ε∗ −→ σ(i)(t) =
N∑
r=1

L(i)
r :

(
ε− β(i)

r

)
(19)

Concernant les fluctuations des variables internes (moments d’ordre 2), nous utilisons la borne infé-
rieure de Hashin-Shtrikman comme modèle en champ moyen, un modèle pour lequel les fluctuations au
sein des inclusions sont nulles, de sorte que seules les fluctuations dans la matrice doivent être prises
en compte. Par définition, les fluctuations qui représentent la variance de la contrainte dans ce cas s’ex-
priment par :

C
(1)
d (t) =

2

3

(
σ2
eq(t)

)(1) − 2

3

(
σ(1)
eq (t)

)2
, C(1)

m (t) =
(
σ2
m(t)

)(1) − (σ(1)
m (t)

)2
(20)

où :

σ(1)
eq (t) = (σ(t))(1)eq , σ(1)

m (t) = (σm(t))(1) (21)

Dans [1], il est démontré que les fluctuations peuvent être écrites sous la forme suivante :

C
(1)
d (t) =

2µ
(1)
v

c(1)

(
d̃(t)− c(2)

3µ
(2)
v

(σ(2)
eq (t))

2

)
− 2

3
(σ(1)

eq (t))
2 (22)

C(1)
m (t) =

k
(1)
e

c(1)

[
2 w̃(t)− c(1)

3µ
(1)
e

(
3

2
C

(1)
d (t) + (σ(1)

eq (t))
2

)
− c(2)

(
1

3µ
(2)
e

(σ(2)
eq (t))

2 +
1

k
(2)
e

(σ(2)
m (t))2

)]
−(σ(1)

m (t))2

(23)

Remarque :

1. Comme expliqué plus haut, nous utilisons la borne inférieure de Hashin–Shtrikman comme modèle
en champ moyen de référence. Toutefois, en pratique, aucune microstructure réelle ne permet d’atteindre
exactement cette borne par un calcul en champ complet, c’est pourquoi nous utilisons la réponse obtenue
par le principe de correspondance comme référence.

2. Concernant les fluctuations (ou moments d’ordre 2) dans le cas anisotrope (cas d’une microstruc-
ture à inclusions ellipsoïdales), nous choisissons de projeter les résultats sur la partie déviatorique, en
raison de l’isotropie du comportement local. Le moment d’ordre 2 projeté sur K est alors obtenu via
l’expression (22), et, de manière analogue, la projection sur J est calculée directement à partir de (23).

3.2 Modèle avec une loi d’interaction additive
3.2.1 Formulation

La loi d’interaction additive (AI Law) proposée dans [2] constitue une extension du problème d’Eshelby
au cadre viscoélastique. Elle permet d’établir une relation entre la déformation moyenne et la contrainte
moyenne à l’intérieur d’une inclusion, sous la forme d’une équation différentielle en temps.
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Cette loi d’interaction additive s’écrit sous la forme :

⟨ε̇⟩(2)−⟨ε̇⟩(1) =
(
L(1)
e − (Pe)

(1) −1
)−1

:
(
⟨σ̇⟩(2) − ⟨σ̇⟩(1)

)
+
(
L(1)
v − (Pv)

−1
)−1

:
(
⟨σ⟩(2) − ⟨σ⟩(1)

)
.

(24)
où Le et Lv sont les tenseurs de rigidité élastique et visqueux, et Pe et Pv sont les tenseurs de Hill
élastique et visqueux.

Cette relation est identique à celle obtenue avec la borne inférieure de Hashin-Shtrikman (LC) dans le
cas incompressible. Elle constitue une bonne approximation dans le cas compressible.

Afin de déterminer la loi d’interaction exacte, nous passons dans le domaine de Laplace-Carson. Cette
loi s’exprime alors sous la forme suivante (voir Annexe D) :

⟨ε∗⟩(2) − ⟨ε∗⟩(1) = −C∗(p)−1 :
(
⟨σ∗⟩(2) − ⟨σ∗⟩(1)

)
(25)

où C∗(p) peut être décomposé en série de Prony selon :

C∗(p) =

2∑
i=1

Ci
p

p+ 1
τaii

(26)

Ainsi , le cas d’une microstructure biphasée isotrope (voir Section 4), la loi d’interaction exacte (Hashin-
Shtrikman, LC) s’écrit, pour la partie déviatorique (et de manière analogue pour la partie sphérique),
sous la forme suivante :

⟨σ̈d⟩(2) − ⟨σ̈d⟩(1) +

(
1

τaid,1
+

1

τaid,2

)(
⟨σ̇d⟩(2) − ⟨σ̇d⟩(1)

)
+

1

τaid,1 τ
ai
d,2

(
⟨σd⟩(2) − ⟨σd⟩(1)

)
= 2(µai

1 + µai
2 )
(
⟨ε̈d⟩(2) − ⟨ε̈d⟩(1)

)
+ 2

(
µai
1

τaid,2
+

µai
2

τaid,1

)(
⟨ε̇d⟩(2) − ⟨ε̇d⟩(1)

) (27)

Pour la partie sphérique :(
⟨σ̇m⟩(2) − ⟨σ̇m⟩(1)

)
+

1

τaim,1

(
⟨σm⟩(2) − ⟨σm⟩(1)

)
= 3k

ai
1

(
⟨ε̇m⟩(2) − ⟨ε̇m⟩(1)

)
(28)

Les relations (27) et (28) constituent une amélioration de la loi d’interaction additive proposée par [2],
notamment dans le cas compressible. Elles permettent en effet d’obtenir une réponse exacte conforme au
principe de correspondance, ce qui n’est pas garanti avec la formulation initiale de [2]. Par conséquent,
dans la suite de nos applications, nous retenons uniquement le résultat issu du principe de correspon-
dance.

Remarque : Une forme similaire de la loi est applicable dans le cas isotrope transverse, à condition
d’effectuer les projections appropriées sur les différentes bases.

3.2.2 Modèle rhéologique et statistiques des champs

Nous présentons maintenant le modèle rhéologique associé à la loi d’interaction, établi en Annexe D.
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Figure 2 – Modèle rhéologique associé à la loi AI . À droite : la réponse pour la partie sphérique, à
gauche : la réponse pour la partie déviatorique.

Ce modèle rhéologique permet d’obtenir à la fois la réponse macroscopique et les réponses locales
dans chaque phase, à l’aide des relations de Levin. L’énergie emmagasinée et la dissipation sont ensuite
estimées à partir de ce même modèle rhéologique , en appliquant les expressions (18) et (17). Enfin, les
fluctuations sont déterminées à l’aide des relations (22) et (23).

3.3 Approximation à deux temps de relaxation
3.3.1 Définition et modèle rhéologique associé

La méthode proposée par Suquet (2012) [4] constitue une extension de la méthode découplée, en s’ap-
puyant sur le principe de correspondance (PC). Elle se fonde sur l’utilisation de deux relations sup-
plémentaires basées sur les moments d’ordre 2.

Ce modèle repose sur quatre relations exactes en t → 0+ et t → ∞ : deux relations liées aux modules
effectifs élastique et visqueux, qui constituent la base de la méthode découplée, deux nouvelles relations
liées aux dérivées des modules effectifs.

Ces conditions asymptotiques s’écrivent sous la forme du système suivant (29) ( Voir annexe E pour le
cas isotrope ) :



lim
p→0

L̃∗(p) = L̃v,

lim
p→+∞

L̃∗(p) = L̃e,

lim
p→0

ε̄′∗ :
∂L̃∗

∂p
(p) : ε̄′∗ = −⟨σv : Me : σv⟩,

lim
p→+∞

(
p2ε̄∗ :

∂L̃∗

∂p
(p) : ε̄∗

)
= ⟨σe : Mv : σe⟩.

(29)

avec :

L̃∗(p) =

(
M̃e +

1

p
M̃v

)−1

, L̃∗(p) =
(
pM̃e + M̃v

)−1
, ε̄′∗(p) = pε∗(p). (30)

avec L̃e et L̃v : ce sont les tenseurs élastique et visqueux correspondant aux champs moyens utilisés dans
l’étude.

Cette méthode repose ainsi sur le principe de correspondance et permet de déduire une série de Prony
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particulière caractérisée par deux temps de relaxation. Elle suit donc la même procédure décrite dans
la section 3.1.

Cette approche peut être interprétée à l’aide d’un modèle rhéologique équivalent, similaire à celui issu
du principe de correspondance, mais comportant deux branches pour chaque module, que ce soit dans
le cas isotrope ou anisotrope.

Pour obtenir les statistiques des champs et les potentiels thermodynamiques, nous utilisons les relations
(16), (17), (18), (19), (22) et (23), en les associant au modèle rhéologique à deux branches (N=2).

Remarque : Cette approche a pu être appliquée avec succès au cas anisotrope, bien que celui-ci pré-
sente certaines difficultés, notamment en ce qui concerne les coefficients α, β et γ (voir Annexe B).
Contrairement au cas isotrope traité par le principe de correspondance, ces coefficients ne partagent pas
nécessairement les mêmes temps de relaxation. Il n’est donc pas possible d’exprimer leur matrice sous
la forme :

N∑
r=1

[
αr γr
γr βr

]
p

p+ 1
τr

(voir Annexe C).

3.4 Méthode découplée ou de Maxwell
3.4.1 Définition et modèle rhéologique associé

La méthode découplée , ou modèle de Maxwell (DEC) , est une approche qui permet de déterminer
la réponse effective d’un composite dans un contexte viscoélastique. Elle repose sur l’hypothèse que
le comportement du composite suit un modèle de Maxwell, défini par une élasticité et une viscosité
homogénéisées.

Le modèle rhéologique correspondant au composite renforcé par des inclusions sphériques analysé par
cette approche est illustré dans la figure 3.

Figure 3 – Diagramme du modèle rhéologique de la méthode découplée avec deux branches corres-
pondant à la réponse effective d’un composite particulaire constitué de phases Maxwelliennes compres-
sibles. À gauche : une branche pour la réponse hydrostatique, À droite : une branche pour la réponse
déviatorique.

avec : L̃HS
e = 2µ̃HSK+ 3k̃HSJ et L̃HS

v = 2η̃HSK+ 3ξ̃HSJ

3.4.2 Statistiques des champs associés au découplé

Le modèle découplé est un modèle asymptotique qui fournit une réponse exacte aux limites, lorsque
t = 0 et t → +∞, mais il ne permet pas de décrire la phase transitoire. La réponse effective de ce
modèle, au niveau de la contrainte, est obtenue par le système d’équations suivant :σ = LHS

e : (ε− α)

LHS
v α̇+ LHS

e α = LHS
e ε

(31)
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Où α représente la déformation visqueuse ou la variable interne. Concernant les potentiels thermody-
namiques, ceux-ci sont donnés par les équations suivantes :w = 1

2(ε− α) : LHS
e : (ε− α)

d = 2φ = α̇ : LHS
v : α̇

(32)

Dans les applications présentées ci-après pour ce modèle, nous avons déterminé les statistiques des
champs dans le cas d’une microstructure biphasée à l’aide des relations de Levin :

σ(1) = L(1) : A(1) : (ε− α)

σ(2) = L(2) : A(2) : (ε− α)
(33)

Les fluctuations, notamment les seconds moments, ont été obtenues soit à partir des relations similaires à
celles du principe de correspondance (22) et (23), soit par la dérivation des potentiels thermodynamiques
par rapport aux modules de chaque phase (34).


〈
σ2
eq(t)

〉(1)
=

12η(1)

c(1)
∂φ(α̇d)

∂η(1)
,

〈
σ2
m(t)

〉(1)
=

12ξ(1)

c(1)
∂φ(α̇m)

∂ξ(1)
.

(34)

Remarque : La méthode découplée, également appelée méthode de Maxwell, peut être interprétée
comme une approche fondée sur la décomposition de Helmholtz ( Voir section (3.5) ) avec une seule
variable interne, notée α. Elle s’avère également efficace pour l’estimation des statistiques des champs
dans ce cadre.

3.5 Méthodes basées sur la décomposition de Helmholtz
3.5.1 Définition et décomposition de Helmholtz

Il s’agit d’une approche variationnelle récemment développée[3], visant à simplifier les potentiels ther-
modynamiques effectifs dépendant d’un nombre fini de variables internes ayant une interprétation phy-
sique. Cette approche permet de déterminer simultanément la réponse macroscopique ainsi que les sta-
tistiques des champs (moments d’ordre 1 et 2).

Dans ce cadre, la présence d’une variable interne α constitue un élément central dans la construction
de la méthode. Cette variable, appartenant à l’espace de Hilbert H des champs de tenseurs symétriques
intégrables au carré dans Ω, joue un rôle fondamental dans la structuration de l’approche. L’un des
aspects clés des développements ultérieurs repose sur la décomposition orthogonale de Helmholtz de
H [3] :

H = K ⊕ S(C0), (35)

où K désigne le sous-espace des champs cinématiquement admissible avec moyenne non restreinte,
tandis que S(C0) représente le sous-espace des champs statiquement admissibles à moyenne nulle. Ces
espaces sont définis respectivement par :
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K =
{
α ∈ H : ∃u ∈ [H1(Ω)]3 tel que α = ∇⊗s u dans Ω et u = ⟨α⟩x sur ∂Ω

}
(36)

et

S(C0) = {α ∈ H : ∇ · (C0α) = 0 dans Ω et (C0α)n = 0 sur ∂Ω} . (37)

Ainsi, tout champ de déformation visqueuse α ∈ H admet la décomposition suivante :

α(x) = αc(x) + αs(x), (38)

où αc ∈ K et αs ∈ S(C0). Ces deux composantes sont orthogonales au sens du lemme de Hill, pour le
produit scalaire ⟨α · C0α

′⟩ défini en termes d’un tenseur d’ordre quatre C0 défini positif, respectant les
symétries majeures et mineures usuelles.

3.5.2 Les potentiels thermodynamiques et la réponse macroscopique

Dans [3], deux cas sont distingués :
— Le cas où la matrice possède un temps de relaxation identique pour la partie sphérique et la partie

déviatorique.
— Le cas où ces deux temps de relaxation sont distincts.

En pratique, il est généralement admis que ces deux temps de relaxation sont différents, ce qui constitue
également l’hypothèse retenue dans notre étude.

La méthode basée sur la décomposition de Helmholtz présente l’avantage d’offrir un accès direct aux
potentiels thermodynamiques, à la réponse macroscopique et aux statistiques des champs. Comme pré-
senté dans [3], les expressions sont formulées pour satisfaire exactement la borne inférieure de Hashin-
Shtrikman, tout en prenant en compte les variables internes .

Dans le cas de composites particulaires constitués d’une matrice (r = 1) et d’une unique famille de
particules réparties aléatoirement (r = 2), les tenseurs de référence L(0)

e et L(0)
v sont choisis égaux à

ceux de la matrice :

L(0)
e = L(1)

e , L(0)
v = L(1)

v . (39)

Cependant, les tenseursL(1)
e etL(1)

v ne sont pas nécessairement proportionnels, ce qui permet à la matrice
de posséder plusieurs temps de relaxation. Le tenseur de désalignement s’écrit alors :

D0 = D(1) = L(1)
v − τ0L(1)

e . (40)

L’énergie libre est alors donnée par l’équation :

w
(
ϵ, α, α(2)

s

)
=

1

2
(ϵ− α)·L(1)

e (ϵ− α)+
1

2
α(2)
s ·Le,sα

(2)
s +

1

2

(
ϵ− α− α(2)

s

)
·
(
L̃HS
e − L(1)

e

)(
ϵ− α− α(2)

s

)
.

(41)
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Le potentiel de dissipation est donné par :

φ
(
α̇, α̇(2)

s

)
=

1

2
α̇·L(1)

v α̇+
1

2
α̇(2)
s ·Lv,sα̇

(2)
s +

1

2

(
α̇+ α̇(2)

s − P(1)
v D(1)α̇(2)

s

)
·(L̃HS

v −L(1)
v )

(
α̇+ α̇(2)

s − P(1)
v D(1)α̇(2)

s

)
.

(42)

Avec L̃HS
e et L̃HS

v , on désigne respectivement les tenseurs effectifs élastique et visqueux obtenus à
partir de notre approche. Ils correspondent à la borne HS− dans le cas isotrope, et à la borne de Ponte
Castañeda–Willis dans le cas transverse isotrope. L’expression suivante est utilisée pour Le,s :

Le,s =
c

1− c

[
L(1)−1
e − P(1)

e

]−1
(43)

Tandis que Lv,s est défini par :

Lv,s = τ0L(s)
e +

c

1− c

(
D(1) − D(1)P(1)

v D(1)
)
. (44)

La contrainte peut alors être exprimée sous la forme :

σ = L̃HS
v α̇+

(
L̃HS
v − L(1)

v

)(
I− P(1)

v D(1)
)
α̇
(2)
s . (45)

Les potentiels définissent une relation constitutive macroscopique sous la forme de (45), ainsi que des
lois d’évolution permettant de déterminer les variables internes, qui peuvent être formulées comme suit :

L̃HS
v α̇+ L̃HS

e α+
(
L̃HS
v − L(1)

v

)(
I− P(1)

v D(1)
)
α̇
(2)
s +

(
L̃HS
e − L(1)

e

)
α(2)
s = L̃HS

e ε. (46)

[
L(1)
v + D(1)P(1)

v

(
L̃HS
v − L(1)

v

)]
α̇+ L(1)

e α

−
[
Lv,s − D(1)P(1)

v

(
L̃HS
v − L(1)

v

)(
I− P(1)

v D(1)
)]

α̇
(2)
s − Le,sα

(2)
s = L(1)

e ε.
(47)

Pour le cas isotrope, [3] explicite le modèle rhéologique de cette méthode, et ce même modèle est valable
aussi dans le cas anisotrope en faisant la projection sur chaque base (voir Annexe B) :

Figure 4 – Modèle rhéologique de la décomposition de Helmholtz d’un composite particulaire constitué
de phases compressibles de type Maxwell. À gauche : la partie déviatorique ; à droite : la partie sphérique.

avec αd, αm sont les parties déviatorique et sphérique de la variable interne α. pour le cas isotrope par
exemple : Le,s = 2µsK + 3ksJ et Lv,s = 2ηsK + 3ξsJ ces tenseurs seront explicites dans la suite de
l’étude.
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3.5.3 Statistiques des champs

La réponse dans l’inclusion est donnée par :

σ(2) = L(2)
v

[
I+ (1− c)P(1)

v

(
L(2)
v − L(1)

v

)]−1 (
α̇+ α̇

(2)
s − P(1)

v D(1)α̇
(2)
s

)
. (48)

L’exploitation des relations de Levin permet alors d’obtenir la réponse dans la matrice.

Quant aux fluctuations et aux moments d’ordre 2, il est possible de déterminer ces grandeurs dans la
matrice en utilisant les expressions (34) et (20) dans le cas isotrope. En revanche, dans le cas isotrope
transverse , en raison de la complexité liée aux dérivations par rapport aux cinq bases, nous utilisons les
relations (22) et (23).

4 Application pour des microstructures isotropes et anisotropes
Dans cette partie, nous menons une analyse comparative des différentes approches d’homogénéisation
que nous avons présentées précédemment, en les appliquant à des composites Maxwelliens biphasés
compressibles. Ces composites sont constitués d’une matrice de type Maxwell renforcée par des in-
clusions élastique sphériques dans le cas isotrope, ou sphéroidales dans le cas anisotrope, soumises à
différents chargements.

Comme mentionné précédemment, nous utilisons comme estimation en champ moyen la borne inférieure
de Hashin-Shtrikman dans le cas isotrope, et celle de Ponte Castañeda et Willis dans le cas isotrope
transverse, donnée par l’expression suivante :

L̃ = L(1) + c(2)
[(

L(2) − L(1)
)−1

+ c(1)P(1)

]−1

(49)

avec P(1) étant le tenseur de Hill, qui permet de décrire la forme de l’inclusion.

Dans notre application, les phases sont isotropes, c’est-à-dire que :

L(r) = 3k(r)J+ 2µ(r)K

Les deux cas étudiés sont distingués par le tenseur P(1), tel que dans le cas des inclusions sphériques :

P(1) =
1

3kP
J+

1

2µP
K, kP = k(1) +

4

3
µ(1), µP =

5µ(1)

2

k(1) + 4
3µ

(1)

k(1) + 2µ(1)
. (50)

Dans ce cas, le comportement macroscopique de la microstructure sera isotrope, donc L̃ sera exprimé
en fonction de deux modules :

L̃HS = 2µ̃HSK+ 3k̃HSJ (51)

avec les expressions suivantes pour k̃ et µ̃ :

k̃HS = k(1) + c(2)
k(2) − k(1)

1 + c(1) k
(2)−k(1)

kP

, µ̃HS = µ(1) + c(2)
µ(2) − µ(1)

1 + c(1) µ
(2)−µ(1)

µP

. (52)
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Pour le cas des inclusions ellipsoïdales, le tenseur P(w), où w est le rapport d’aspect de l’ellipsoïde, est
donné par :

P(w) = αP Jt + γP (FT + F) + βPEL +
1

2µt
P

KT +
1

2µl
P

KL (53)

Dans ce cas, le comportement macroscopique est isotrope transverse, et L̃ est exprimé par cinq coeffi-
cients [8] :

L̃HS = [

[
α̃HS γ̃HS

γ̃HS β̃
HS

]
, δ̃HS , δ̃′HS ] (54)

Les données des matériaux utilisées dans les comparaisons sont présentées dans le tableau suivant :

Propriétés µ
(1)
e µ

(2)
e k

(1)
e k

(2)
e µ

(1)
v µ

(2)
v k

(1)
v k

(2)
v

Isotrope 3 GPa 0.3 GPa 10 GPa 20 GPa 30 GPa.s ∞ ∞ ∞
Isotrope transverse 3 GPa 0.3 GPa 10 GPa 20 GPa 30 GPa.s 15 40 GPa.s ∞

Table 1 – Propriètés locales

L’étude se fait sous l’essai de relaxation avec les chargements suivants :

— Pour le cas des inclusions sphériques :

ε(t) = ε0t

1 0 0

0 −0.5 0

0 0 −0.5


Ce chargement est purement déviatorique. Cependant, les mêmes interprétations appliquées à la
partie déviatorique sont également valables pour la partie sphérique.

— Pour le cas des inclusions ellipsoïdales :

ε(t) = ε0t

0.5 0.5 0

0.5 −0.5 0

0 0 0


Ce chargement permet non seulement d’obtenir une représentation directe de la composante
δ̃HS , mais aussi d’avoir une idée sur les fluctuations, comme cela sera expliqué dans la suite de
l’article.

avec ε0 = 0.05 s−1, une fraction volumique c(2) = 50% et un contraste donné par µe2

µe1
= 10%.

4.1 Résultats de l’étude
Dans ces cas, nous présentons les résultats des simulations effectuées pour deux types de microstruc-
tures : des microstructures isotropes dont la matrice est renforcée par des inclusions sphériques, et des
microstructures anisotropes dans lesquelles la matrice est renforcée par des inclusions sphéroïdales.
Nous exposons la composante 11 des réponses macroscopiques ainsi que celle observée dans les inclu-
sions. L’analyse porte également sur les potentiels et les fluctuations dans la matrice, en fonction du
temps normalisé par Total = 4T , avec T = 500 s.
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4.1.1 Cas des inclusions sphériques
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Figure 5 – Composite particulaire compressible avec inclusion sphérique. À gauche : comparaison entre
la réponse macroscopique. À droite : comparaison entre les réponses dans l’inclusion.

Nous analysons ensuite les potentiels de dissipation et les moments d’ordre 2 équivalents dans la matrice.
Ces grandeurs permettent de mieux comprendre l’évolution des fluctuations locales.
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Figure 6 – Composite particulaire compressible avec inclusion sphérique. À gauche : comparaison des
potentiels ; à droite : comparaison des fluctuations dans la matrice.

4.1.2 Cas des inclusions ellipsoidales

Dans le cas des microstructures avec des inclusions ellipsoidales, nous comparons la réponse macrosco-
pique et les statistiques des champs obtenus par différentes approches.
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Figure 7 – Composite particulaire compressible avec inclusion ellipsoidale. À gauche : comparaison
entre la réponse macroscopique. À droite : comparaison entre les réponses dans l’inclusion.

Pour les fluctuations (ou les moments d’ordre 2) dans le cas ellipsoïdal, nous avons décidé de faire une
projection sur la partie déviatorique, étant donné que le comportement local est isotrope. Nous calculons
ainsi le moment d’ordre 2 projeté sur K en appliquant (22), et de la même manière, nous projetons sur
J en appliquant directement (23).
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Figure 8 – Composite particulaire compressible avec inclusion ellipsoidale. À gauche : comparaison
des potentiels. À droite : comparaison des fluctuations associées.

Remarque : Comme mentionné précédemment, la loi d’interaction additive que nous avons établie
permet d’obtenir des résultats exacts, identiques à ceux du principe de correspondance, aussi bien dans
le cas isotrope que dans le cas anisotrope. C’est pourquoi, dans ce dernier cas, nous nous appuyons
exclusivement sur les résultats issus du principe de correspondance.

4.2 Interprétation des résultats
Nous avons étudié des microstructures soumises à un chargement monotone, dont le comportement
effectif est bien décrit par la borne inférieure de Hashin-Shtrikman. Dans ce contexte, la solution donnée
par le principe de correspondance est considérée comme notre référence d’étude (3.1). cette solution
permet d’obtenir non seulement la réponse effective, mais aussi les statistiques des champs ainsi que les
potentiels thermodynamiques.

Nous avons démontré que la loi d’interaction additive est théoriquement équivalente au principe de
correspondance dans le cas incompressible. Dans le cas compressible, elle fournit des estimations très
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proches de celles du principe de correspondance. Et nous avons remarqué la possibilité de proposer
une nouvelle formulation de cette loi en se basant sur le principe de correspondance (27), qui fournit
une réponse exacte en fournissant à la fois la réponse effective et les moments d’ordre 1. Toutefois, elle
ne fournit pas directement les moments d’ordre 2, ce qui constitue un inconvénient. Pour pallier cette
limitation, nous pouvons utiliser les formules de fluctuation (22) et (23) afin de compléter le calcul des
statistiques des champs (voir figures 5 et 6).

L’approche découplée (DEC) ou de Maxwell fournit une réponse exacte aux temps courts et aux temps
longs , mais elle présente des écarts importants durant la phase transitoire, quel que soit le cas étudié.
Cela constitue un inconvénient majeur de cette approche.

La méthode proposée par [4] fournit une estimation fiable des propriétés macroscopiques et des résul-
tats exacts aux limites (t → 0 et t → ∞). Toutefois, elle offre également de bonnes prédictions dans
la phase transitoire. Cette capacité est liée au fait que la borne de Hashin-Shtrikman HS− intègre trois
temps de relaxation dans son développement en série de Prony pour le cas des matériaux composites
(PC), tandis que la méthode à deux temps de relaxation n’en prend en compte que deux. Ce léger écart
introduit un décalage qui peut affecter la précision de la réponse. Ce phénomène est également observé
dans le cas des inclusions ellipsoïdales : lorsque le chargement est projeté sur la base Kt, la réponse reste
précise, tout comme pour Kl. Pour illustrer cette remarque, on se réfère à la courbe des fluctuations dans
le cas sphéroïdal, présentée dans la figure 8 aussi dans la figure 9 en Annexe C. (Cette figure met en
évidence cette observation de manière plus claire que dans les figures correspondant au cas isotrope).

Cette remarque est particulièrement évidente dans le cas anisotrope, où un autre type de chargement,
impliquant une projection sur une base différente [EL, Jt,F,FT ], génère des écarts dans la phase tran-
sitoire (voir annexe 5). Cela s’explique par le fait que la série de Prony, pour certaines composantes du
comportement effectif, inclut jusqu’à sept temps de relaxation.

Enfin, la méthode basée sur la décomposition de Helmholtz se distingue par sa capacité à fournir toutes
les grandeurs nécessaires, Cette méthode donne des résultats proches de la référence pour l’ensemble des
cas étudiés (voir figures 5, 6, 7 et 8) et présente l’avantage majeur d’être généralisable au cas non linéaire,
ce qui sera essentiel pour nos futures applications. En revanche, cette extension n’est pas directement
possible avec le principe de correspondance, ce qui constitue une limitation majeure de ce dernier.

5 Conclusion
Après avoir confronté les différentes approches, nous avons identifié leurs avantages et leurs limites.
En considérant le principe de correspondance (PC) comme une référence dans les cas isotrope et ani-
sotrope, comme évoqué précédemment, l’analyse théorique dans le cas isotrope du modèle reposant
sur la loi d’interaction additive [2] montre qu’il fournit une réponse exacte dans le cas incompressible,
mais seulement une très bonne approximation dans le cas compressible. Pour cette raison, nous avons
introduit une nouvelle version exacte de cette loi, capable de fournir la même réponse que le PC dans le
cas compressible, et de reformuler la réponse macroscopique issue de la loi de [2] sous la forme d’un
modèle rhéologique (nous avons trouvé un modèle avec deux temps de relaxation). L’intérêt de cette
formulation alternative est qu’elle permet également d’estimer les fluctuations des champs par phase
(les moments d’ordre 2). Nous en concluons que [2] fournit de très bonnes estimations des potentiels
thermodynamiques et des statistiques des champs.

La méthode à deux temps de relaxation donnée par [4] a été examinée dans notre étude, et elle a fourni
de bons résultats par rapport au PC. Mais comme démontré dans 3.3, cette méthode repose également
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sur le principe de correspondance et présente donc, de manière relative, une très bonne approximation
aussi bien dans le cas isotrope que dans le cas anisotrope. En analysant la loi d’interaction additive et
la méthode à deux temps de relaxation, on observe que les deux introduisent deux temps de relaxation
pour la partie déviatorique (dans le cas isotrope, par exemple), mais il ne s’agit ni des mêmes temps,
ni de la même décomposition en série de Prony — bien qu’elles fournissent les mêmes résultats aux
limites t = 0 et t → +∞.

Contrairement à cela, le modèle découplé est celui qui est le moins en accord avec le PC. En effet,
bien qu’il fournisse des résultats exacts aux bornes t = 0 et t → +∞, il n’est pas précis durant la phase
transitoire. Ce constat est valable à la fois dans les cas isotrope et anisotrope, et pour toutes les grandeurs
étudiées, comme le montrent les comparaisons effectuées.

On constate que la méthode basée sur la décomposition de Helmholtz se distingue par sa capacité à
fournir des résultats corrects sans nécessiter l’utilisation explicite des formules de fluctuations ni des
moments d’ordre 2, qui dans le cadre du PC ne sont pas généralisables . Cette approche repose sur une
formulation plus générique. Son principal atout réside dans son cadre variationnel, qui permet d’étendre
l’approche au régime non linéaire, contrairement au principe de correspondance, dont la généralisation
à ce régime est plus délicate, bien que possible avec certaines limitations (voir [9]).

Ainsi, nous retenons la méthode basée sur la décomposition de Helmholtz comme la plus adaptée pour
une modélisation robuste et généralisable des comportements élastodissipatifs.
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Annexes :
A – Relation de Levin :
La relation de Levin relie les champs mécaniques moyens dans chaque phase d’un composite biphasé à
la réponse macroscopique du matériau.

La déformation macroscopique ε̄ s’écrit alors comme la moyenne pondérée des déformations dans
chaque phase :

ε̄ = ⟨ε⟩ = c(1)ε̄(1) + c(2)ε̄(2), (55)

où c(r) est la fraction volumique de la phase r, et ε̄(r) = ⟨ε⟩(r) la déformation moyenne dans cette phase
(r = 1, 2).

Dans le cadre de l’homogénéisation, on suppose que la déformation moyenne dans chaque phase est liée
à la déformation macroscopique par un tenseur de localisation d’ordre 4, A(r), tel que :ε̄(1) = A(1) : ε̄,

ε̄(2) = A(2) : ε̄,
(56)

avec la contrainte de normalisation :

c(1)A(1) + c(2)A(2) = I, (57)



26ème Congrès Français de Mécanique Metz, 25 au 29 Août 2025

où I est le tenseur identité symétrique d’ordre 4.

Lorsque les rigidités des phases L(1) et L(2) sont connues, le tenseur de localisation A(1) s’exprime par :

A(1) =
1

c(1)

(
L(1) − L(2)

)−1
:
(
L̃− L(2)

)
, (58)

où L̃ est le tenseur de rigidité effectif.

Pour les contraintes, la moyenne macroscopique s’écrit :

σ̄ = c(1)σ̄(1) + c(2)σ̄(2), (59)

avec σ̄(1) = L(1) : ε̄(1),

σ̄(2) = L(2) : ε̄(2).
(60)

En substituant les relations de localisation (56), on obtient la loi homogénéisée :

σ̄ =
(
c(1)L(1)A(1) + c(2)L(2)A(2)

)
: ε̄ = L̃ : ε̄. (61)

B – Tenseur isotrope transverse
Dans cette seconde application, nous considérons une microstructure biphasée renforcée par des inclu-
sions ellipsoïdales ayant un rapport d’aspect égal à w = 2, orientées selon l’axe z. Cette microstructure
présente un comportement global isotrope transverse, tandis que les phases constituantes restent locale-
ment isotropes.

Pour cette étude, nous utilisons une estimation en champ moyen qui est la borne inferieur de Hashin-
Shtrikman. L’aspect isotrope transverse du comportement effectif est alors gouverné par le tenseur de
Hill, noté P.

Forme générale d’un tenseur isotrope transverse : [8] De manière générale, un tenseur d’élasticité
isotrope transverse E peut s’écrire comme une combinaison des projecteurs invariants :

E = αEL + β Jt + γ (FT + F) + δKT + δ′KL.

Cependant, pour des raisons de compacité dans les calculs, une écriture matricielle est souvent privilé-
giée :

E = [a, δt, δ′], où a =

[
α γ

γ β

]
.

L’inverse du tenseur E est alors donné par :

E−1 =

[
a−1,

1

δt
,
1

δ′

]
, avec a−1 =

1

αβ − γ2

[
β −γ

−γ α

]
.
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Cas de notre microstructure : [7] [5] Le tenseur de Hill associé à notre géométrie d’inclusions est
donné par :

P(w) = αP Jt + γP (FT + F) + βP EL +
1

2µt
P

KT +
1

2µl
P

KL,

et peut être représenté sous forme matricielle par :

P(w) =
[
p−1,

1

2µt
P

,
1

2µl
P

]
, avec p−1 =

1

αPβP − γ2P

[
βP −γP

−γP αP

]
.

Les coefficients scalaires dépendent du rapport d’aspect w, du module de cisaillement µ, et du module
d’élasticité volumique K, et sont donnés par :

γP =
K
[
h(w)(2w2 + 1)− 2w2

]
4µ(K + µ)(w2 − 1)

βP =
K
[
2w2 − 2h(w)w2 − h(w)

]
+ 2µ(1− h(w))(w2 − 1)

2µ(K + µ)(w2 − 1)

αP =
K
[
2w2 − h(w)(2w2 + 1)

]
+ 2µh(w)(w2 − 1)

4µ(K + µ)(w2 − 1)

1
2µt

P
=

K(2w2 − 3h(w)) + 4µh(w)(w2 − 1)

8µ(K + µ)(w2 − 1)

1
2µl

P

=
K(3h(w)− 2)(w2 + 1) + µ(2− h(w))(w2 − 1)

4µ(K + µ)(w2 − 1)

(62)

avec la fonction h(w) définie par :

h(w) =


1, si w → ∞

w

(w2 − 1)3/2

(
w
√
w2 − 1− arccosh(w)

)
, si w > 1

w

(1− w2)3/2

(
arccos(w)− w

√
1− w2

)
, si w < 1

Transformation de tenseurs isotropes en tenseurs transverse isotropes : Dans le calcul de la borne
inférieure de Hashin-Shtrikman, il est souvent utile de représenter les lois isotropes sous une forme
transverse. Un tenseur isotrope :

L(i) = 2µ(i)K+ 3k(i)J

sera réécrit comme :
L(i) =

[
q(i), 2µ(i), 2µ(i)

]
,

avec :

q(i) =

[
k(i) + 4

3µ
(i)

√
2
(
k(i) − 2

3µ
(i)
)

√
2
(
k(i) − 2

3µ
(i)
)

2
(
k(i) + 1

3µ
(i)
) ] .

C – Série de Prony (Comparaison des pôles)
Dans cette section, nous analysons la décomposition de la réponse macroscopique en série de Prony pour
les deux approches considérées : le principe de correspondance et l’approche variationnelle proposée
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dans [4]. Nous présentons les résultats obtenus pour deux types de géométries d’inclusions : sphérique
et ellipsoïdale.

Cas de la sphère :

La fonction de relaxation effective issue du principe de correspondance s’écrit :

µ̃∗(p) =
0.857143p

p+ 0.100000
+

0.216538p

p+ 0.074195
+

0.226679p

p+ 0.002424

Tandis que l’approche variationnelle de Suquet et Brenner fournit :

µ̃∗(p) =
0.227524p

p+ 0.00242
+

1.07284p

p+ 0.09486

On observe que les deux expressions présentent des pôles très proches, expliquant ainsi la très bonne
concordance entre les deux méthodes dans ce cas. La réponse proposée dans [4] est ici pratiquement
équivalente à celle obtenue par le principe de correspondance.

Cas de l’ellipse :

Dans le cas d’inclusions ellipsoïdales, la réponse est plus complexe, notamment pour les composantes
transverses du tenseur effectif. L’analyse de la décomposition en série de Prony doit ici tenir compte
d’une condition thermodynamique importante, qui impose la positivité du déterminant de chaque ma-
trice modale :

N∑
r=1

[
αr γr
γr βr

]
p

p+
1

τr

−→ det

([
αr γr
γr βr

])
≥ 0

La décomposition obtenue via le principe de correspondance est la suivante :

µ̃∗
t (p) =

0.298407p

0.023553 + p
+

0.62875p

0.1 + p
+

0.291p

0.137349 + p

α̃∗(p) =
0.433146p

0.0215016 + p
+

3.7948p

0.0691489 + p
+
1.433776p

0.1 + p
+

0.205854p

0.14056 + p
+

5.15385p

0.182514 + p
+

10p

0.25 + p
− 5.80281p

0.271292 + p

β̃∗(p) =
0.0355158p

0.0215016 + p
+

10.5381p

0.0691489 + p
+
0.716918p

0.1 + p
+
0.0166408p

0.14056 + p
+

8.32932p

0.182514 + p
+

20p

0.25 + p
− 11.4906p

0.271292 + p

γ̃∗(p) = − 0.124954p

0.0215016 + p
+

6.32376p

0.0691489 + p
−1.013837p

0.1 + p
+
0.0585289p

0.14056 + p
+

6.55195p

0.182514 + p
+
14.1421p

0.25 + p
− 8.16563p

0.271292 + p

En comparaison, l’approche de Suquet et Brenner donne des expressions beaucoup plus compactes, avec
uniquement deux pôles par composante :
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µ̃∗
t (p) =

0.313573

0.02377 + p
+

0.904589

0.1131 + p

α̃∗(p) =
2.38405p

0.03754 + p
+

12.8346p

0.173042 + p

β̃∗(p) =
10.2427

0.0666 + p
+

17.9031

0.1968 + p

γ̃∗(p) =
10.0308

0.09384 + p
+

7.62503

0.2491 + p

Contrairement au cas sphérique, les différences entre les pôles obtenus sont ici significatives. La décom-
position fournie par le principe de correspondance fait intervenir sept pôles, traduisant une réponse plus
riche, tandis que la méthode variationnelle n’en mobilise que deux. Cette simplification, bien qu’avanta-
geuse en termes de coût numérique, induit une perte de précision non négligeable dans le cas ellipsoïdal.

Figure 9 – Zoom sur la phase transitoire de la comparaison des potentiels pour un composite particulaire
compressible avec inclusion sphéroidale .

D – Modèle rhéologique de la loi d’interaction additive dans le cas
compressible isotrope
Pour établir le modèle rhéologique associé à la loi d’interaction additive proposée par [2], nous nous
plaçons dans le cadre d’une microstructure isotrope et compressible.

Dans le domaine de Laplace, la loi d’interaction additive défini par (24) s’écrit sous la forme :

⟨ε∗⟩(2) − ⟨ε∗⟩(1) = −C∗(p)−1 :
(
⟨σ∗⟩(2) − ⟨σ∗⟩(1)

)
(63)

avec :
C∗(p) = −

((
Le − (Pe)−1

)−1
+

1

p

(
Lv − (Pv)−1

)−1
)
.

En utilisant les expressions (56) ,(60) et le principe de correspondance, nous insérons ces relations dans
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(63) afin d’identifier la Tranfsormé de Laplace du tenseur de localisation dans l’inclusion associé à la
loi d’interaction additive, noté ici A(2)

AI . On obtient alors :

A∗ (2)
AI (p) =

1

c(2)

(
L∗(1)(p) + C∗(p)

)(
C∗(p)

(
c(2)

c(1)
− 1

)
+ L(2) +

c(2)

c(1)
L(1)

)−1

.

La réponse effective selon la loi d’interaction additive s’écrit sous la forme :

σ∗
AI = L̃∗

AI : ε∗.

Afin d’obtenir le modèle rhéologique correspondant, nous cherchons la décomposition de Prony du
tenseur L̃∗

AI(p), obtenu à partir de l’équation (61) et du principe de correspondance , et qui s’écrit :

L̃∗
AI(p) = 2

2∑
r=1

µ̄(r) p

p+ 1

τ
(r)
d

K+ 3
k̄ p

p+ 1
τm

J. (64)

Cette décomposition permet alors de représenter, dans le cas compressible isotrope, le modèle rhéolo-
gique associé à la loi d’interaction proposée par [2].

E – Les 4 relations exactes dans le cas isotrope
Selon [4], pour le cas isotrope où L̃ = 2µ̃K+ 3k̃J, le système (29) s’écrit sous la forme suivante :

Pour la partie déviatorique :
1.

lim
p→0

µ̃∗(p)

p
= µ̃HS

v (65)

2.
lim
p→∞

µ̃∗(p) = µ̃HS
e (66)

3.

lim
p→0

d µ̃
p

∗

dp
ε̄′d : ε̄′d = (−

2∑
r=1

2(τ
(r)
d )2µ(r)

e

∂µ̃HS
v

∂µ
(r)
v

−
2∑

r=1

2(τ (r)m )2k(r)e

∂µ̃HS
v

∂k
(r)
v

)ε̄′d : ε̄′d (67)

4.

lim
p→∞

p2 :
d µ̃∗

dp
ε̄d : ε̄d = (

2∑
r=1

2µ
(r)
e

τ
(r)
d

∂µ̃HS
e

∂µ
(r)
e

+
2∑

r=1

2k
(r)
e

τ
(r)
m

∂µ̃HS
e

∂k
(r)
e

)ε̄d : ε̄d (68)

Pour la partie sphérique :
1.

lim
p→0

k̃HS
v

p
= k̃HS

v (69)

2.
lim
p→∞

k̃HS
e = k̃HS

e (70)

3.

lim
p→0

d k̃
p

∗

dp
ε̄′m : ε̄′m =

(
−

2∑
r=1

2(τ
(r)
d )2µ(r)

e

∂k̃HS
v

∂µ
(r)
v

−
2∑

r=1

2(τ (r)m )2k(r)e

∂k̃HS
v

∂k
(r)
v

)
ε̄′m : ε̄′m (71)
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4.

lim
p→∞

p2 :
dk̃∗

dp
ε̄m : ε̄m =

(
2∑

r=1

2µ
(r)
e

τ
(r)
d

∂k̃HS
e

∂µ
(r)
e

+

2∑
r=1

2k
(r)
e

τ
(r)
m

∂k̃HS
e

∂k
(r)
e

)
ε̄m : ε̄m (72)
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