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Note sur la linéarisation des groupes abéliens
finis

Aurélien DJAMENT*
1° avril 2026

Résumé

Si K est un corps commutatif possédant assez de racines de l'unité
et V un groupe abélien fini, la K-algébre K[V] du groupe V est semi-
simple déployée, de sorte que le morphisme canonique K[V] — K v ,ou V#
désigne le groupe dual de V' (qu’on peut voir comme Hom(V, K*)), est un
isomorphisme de K-algébres. Si l’on supprime I'hypothése que K contient
assez de racines de I'unité, on peut en déduire facilement (en utilisant une
extension des scalaires et Krull-Schmidt) qu’il demeure un isomorphisme,

cette fois-ci seulement K-linéaire, K[V] = K V% naturel en le groupe V'
si l'on impose a l'avance que V' est annulé par un entier non nul fizé [1]
prop. 3.3]. La question de savoir s’il existe un tel isomorphisme naturel en
le groupe abélien V', sans d’autre restriction que V fini et d’ordre inversible
dans K, est moins évidente; nous la résolvons ici positivement, dans un
cas un peu plus général (K étant un anneau commutatif quelconque),
en utilisant des sommes de Gaufs. Nous explorons également quelques
questions fonctorielles reliées.

Abstract

If K is a field with enough roots of unity and V an abelian group, the
K-algebra K[V] of the group V is split semisimple, so that the canon-

ical morphism K[V] — Kvu, where V* denotes the dual group of V
(which may be seen as Hom(V, K*)), is an isomorphism of K-algebras.
If one removes the assumption that K has enough roots of unity, one can
easily deduce from it (by using base change and Krull-Schmidt) that it
remains a K-linear isomorphism K[V] = K V¥ natural in the group V
if one restricts to finite groups V cancelled by a fixzed nonzero integer [1,
prop. 3.3]. The question of whether such an isomorphism, natural in the
abelian group V/, still exists without any other restriction than V is finite
and its order is invertible in K, is less obvious; we solve it positively, in a
somewhat more general setting (K being any commutative ring), by using
Gauft sums. We also explore some related functorial questions.

Mots-clefs : catégories de foncteurs, catégories additives, linéarisation, inversion
de Fourier, groupes abéliens finis, dualité, sommes de Gauf.
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Introduction

Notations utilisées dans tout ’article

La lettre k désigne un anneau commutatif non nul. On note k> le groupe
des éléments inversibles de k.

La lettre p désigne un nombre premier. On note Ab la catégorie des groupes
abéliens et Z/p™> le groupe abélien divisible cgleigl Z/p".

Si V est un groupe abélien, on note
V¥ = Homg(V,Q/Z)

son dual. Ainsi, (—)* est une équivalence de catégories entre la catégorie des
groupes abéliens finis et sa catégorie opposée ; cette équivalence est son propre
quasi-inverse.

Si E est un ensemble, on note |E| son cardinal, et k[E] le k-module libre
sur F; on définit ainsi un foncteur k[—| de la catégorie Ens des ensembles
vers la catégorie k-Mod des k-modules. On note k¥ le k-module des fonctions
ensemblistes de E vers k ; on obtient ainsi un foncteur k(~) : Ens®® — k-Mod.
Le k-module k¥ posséde également une structure naturelle de k-algébre (produit
de copies de k).

Si M est un monoide, le k-module k[M] est muni de la structure de k-algébre
induite par la loi de M (algébre de monoide).

Dans tout cet article, A désigne une catégorie additive essentiellement
petite.

Si C est une catégorie essentiellement petite, on désigne par F(C; k) la caté-
gorie dont les objets sont les foncteurs de C vers k-Mod et les morphismes les
transformations naturelles.

Si A: A— Ab est un foncteur additif, on note k[A] le foncteur de F(A; k)

donné par la composée A A, Ab — Ens M k-Mod, ou la fleche centrale

est le foncteur d’oubli, et k4 le foncteur de F(A°P; k) donné par la composée

(=)
AP 25 Ab® - Ens® £ k-Mod. Ainsi k4 ~ Homy,(—, k) o k[A].

Position du probléme

Si K est un corps commutatif et V' un groupe fini d’ordre inversible dans
K, le théoréme de Maschke nous dit que la K-algébre K[V] est semi-simple.
Si de plus V est commutatif et que K contient assez de racines de 'unité, la
classification des K-algébres semi-simples de dimension finie permet d’en déduire
que K[V] est isomorphe a l’algébre produit K VI, L’inversion de Fourier permet
de rendre cet isomorphisme explicite. Elle fournit un isomorphisme d’algébres
naturel entre K[V] et K Vﬁ, et montre qu’on peut affaiblir ’hypothése sur K :
tout anneau commutatif dans lequel I'exposant (i.e. le ppcm de Pordre de ses
éléments) n de V est inversible et sur lequel le polynome X™ — 1 est scindé
convient. La réciproque est d’ailleurs vraie, de sorte qu’on a le résultat suivant.

Proposition 1. Soit V un groupe. Alors la k-algébre k[V] de V' est isomorphe
a un produit de copies de k si et seulement si V' est un groupe abélien fini dont
lexposant n vérifie les deux conditions suivantes :

1. n est inversible dans k ;



2. le polynome X™ — 1 de k[X] se décompose en produit de polynémes de
degré 1.

Meéme s’il ne présente aucune originalité, ce résultat est démontré en détail
au début de Darticle (voir la proposition , car nous ne l’avons pas trouvé
énoncé sous cette forme dans la littérature. De plus, nous faisons un usage
important de l'inversion de Fourier pour les groupes abéliens finis, que nous
rappelons a la proposition

Mais la question principale qui nous préoccupe a trait a un probléme fonc-
toriel similaire, dont un cas particulier intervient de fagon cruciale dans [1]. Cet
article s’intéresse a la structure des catégories de foncteurs depuis certaines ca-
tégories additives vers des catégories d’espaces vectoriels ; sa proposition 3.3 est
le cas particulier du théoréme 2| ci-dessous ou k est un corps et le foncteur A
est de type fini. Pour anodine qu’elle puisse sembler, la généralisation au cas ou
A n’est plus nécessairement de type fini n’est nullement directe, car 1’isomor-
phisme fourni par la démonstration de [I, prop. 3.3] n’est pas naturel en A, sauf
dans le cas, essentiellement immeédiat & partir de la proposition [} ou k& possede
assez de racines de 'unité.

On s’intéresse ici a Pexistence d’un isomorphisme k[V] ~ k:Vﬁ, simplement
k-linéaire, mais naturel en V, pour certaines classes de groupes abéliens finis V'
ou, plus généralement, & celle d'un isomorphisme de la forme k[A] ~ k¥ dans
la catégorie des foncteurs d’une petite catégorie additive vers les k-modules, A
et B étant des foncteurs additifs de celle-ci vers les groupes abéliens (le plus
souvent finis), covariant et contravariant respectivement.

Résultats principaux

Notre théoréme principal montre que le résultat de la proposition [T} si on
I’affaiblit en un isomorphisme k-linéaire, persiste naturellement en V méme sans
la deuxiéme hypothése d’existence de certaines racines de 1'unité dans k :

Théoréme 2. Soit A: A — Ab un foncteur additif. Supposons que, pour tout
objet x de A, A(x) est un groupe abélien fini d’exposant inversible dans k. Alors

on dispose d’un isomorphisme k[A] ~ k4 dans F(A k).

La démonstration consiste tout d’abord en quelques réductions faciles, effec-
tuées au §[2.3] qui établissent notamment qu’on peut se restreindre au cas ou le
foncteur A prend ses valeurs dans les p-groupes abéliens finis pour un nombre
premier p fixé et ou k = Z[1/p]. Ceci fait, le cceur de Pargument, présenté au
§ consiste & étudier les morphismes k[A4] — k4" a aide de I'inversion de Fou-
rier. En effet, un tel morphisme est un isomorphisme si et seulement s’il devient
un isomorphisme aprés une extension des scalaires fidélement plate obtenue par
adjonction & k des racines de I'unité appropriées. Des sommes de Gauk (sur
lesquelles les rappels nécessaires sont donnés au § apparaissent alors; leurs
bonnes propriétés permettent d’obtenir un isomorphisme relativement explicite,
construit au corollaire 2.4.8l

Nous abordons également la question de la réciproque du théoréme 2] Des
lors qu’on se restreint & des foncteurs additifs & valeurs dans les groupes abéliens
finis, la question de l'existence d’un isomorphisme de la forme k[A] ~ k® trouve
une réponse élémentaire compléte a ’aide d’un simple argument d’additivisation
des foncteurs, rappelé au §[2.1] Mais si on n’astreint plus les foncteurs A et B



a prendre des valeurs finies, la question devient plus délicate. On obtient ici le
résultat suivant :

Proposition 3. Soient A: A — Ab et B : A°® — Ab des foncteurs additifs.
Supposons qu’on dispose d’un isomorphisme k[A] ~ kB deans F(A;k). Alors
pour tout objet x de A, les groupes abéliens A(x) et B(x) sont d’exposant fini
et inversible dans k.

Cette proposition s’obtient en combinant les arguments d’additivisation sus-
mentionnés (proposition avec des considérations reposant sur I’action (par
multiplication a la source) du monoide multiplicatif des entiers sur la linéarisa-
tion d’un foncteur additif (similaire & l'action de ce méme monoide sur l'algébre
d’un groupe abélien) qui conduisent & la proposition garantissant que les
groupes abéliens A(x) et B(x) sont d’exposant fini.

Nous montrons également, a ’aide d’un exemple s’appuyant sur les résultats
de Kuhn [5] (rappelés au théoréme sur la structure des foncteurs des
espaces vectoriels de dimension finie sur un corps fini de caractéristique p vers les
espaces vectoriels sur un corps d’une autre caractéristique, qu’un isomorphisme
de la forme k[A] ~ kP peut advenir (précisément, avec A = B*) pour certains
foncteurs additifs A et B a valeurs dans les groupes abéliens (en fait, les F)-
espaces vectoriels) infinis. Cela fait ’'objet de la proposition m

Questions ouvertes

Le théoréme 2| la proposition |3| et I’exemple qu’on vient de mentionner ne
suffisent toutefois pas & donner une condition nécessaire et suffisante sur un
foncteur additif covariant A, ou sur un foncteur additif contravariant B, pour
qu’existe un isomorphisme de la forme k[A] ~ kP.

De plus, méme en se restreignant aux foncteurs additifs & valeurs finies A, on
ne sait pas s'il un unique foncteur additif B tel que k[A] ~ kB ; c’est toutefois
le cas si A est de type fini (cf. remarque [2.2.2)).

1 Rappels arithmétiques sur les groupes abéliens
finis

1.1 Algébres de groupe diagonalisables
1.1.1 Algébres diagonalisables
Définition 1.1.1. On appelle k-algébre faiblement diagonalisable toute k-

algébre isomorphe a l'algébre produit k¥ pour un ensemble E. Si I'on peut
choisir F fini, on parle de k-algébre fortement diagonalisable.

Remarque 1.1.2. Une k-algébre faiblement diagonalisable qui est un k-module de
type fini est fortement diagonalisable (on peut réduire modulo un idéal maximal
m de k pour voir que I'espace vectoriel (k/m)¥ sur k/m est de dimension finie,
ce qui entraine que E est fini).

Lemme 1.1.3. Soit X un ensemble fini d’éléments idempotents d’un anneau
commutatif A. Il existe un ensemble complet d’idempotents T de A (i.e. un
ensemble d’idempotents non nuls de A tel que e.e’ = 0 pour e,e € E' distincts



et que Y cpe = 1) tel que tout élément de X soit somme d’éléments deux &
deux distincts de T'.

Démonstration. Ce résultat élémentaire constitue une conséquence classique de
I'inversion de M&bius, voir par exemple [7, th. 3.9.2]. O

Lemme 1.1.4. Soit A une k-algébre. On suppose que A est un k-module libre
et qu’il existe des idempotents e; (1 < i <n) dek tels que A ~ H?:l e;.k comme
k-algébre. Alors A est une k-algébre fortement diagonalisable.

Démonstration. Soit r le rang du k-module libre A. Soit par ailleurs 7" un en-

semble complet d’idempotents associé a l'ensemble {eq, ..., e,} comme dans le
lemme [1.1.3] Comme (Z;"zl €j) Kk =~ [T, (¢j.k) comme k-algébres lorsque les

¢; sont des idempotents tels que €., = 0 pour j # ¢, on voit qu'il existe une
fonction v : T — N telle que A soit isomorphe & I’algébre HGET(e.k)"(E). Cela im-
plique notamment €. A ~ (e.k)”(e) comme k-algébres pour tout e € T'. En particu-
lier, e.A est un e.k-module libre de rang v(e), d’ott v(€) = r pour tout € € T'. Par
conséquent, on dispose d’un isomorphisme de k-algébres A ~ [[ . (e.k)" ~ k",
puisque T est un ensemble complet d’idempotents de k, d’out le lemme. O

Proposition 1.1.5. Soient L une k-algébre fortement diagonalisable et A une
algeébre quotient de A. On suppose que la projection L — A est scindée comme
morphisme de L-modules, et que A est un k-module libre. Alors A est une k-
algebre fortement diagonalisable.

Démonstration. L’algébre A est par hypothése I'image d’un idempotent de la
k-algébre L. Or L ~ k™ pour un certain n € N, et les idempotents de k™ sont les
n-uplets d’éléments idempotents de k. Ainsi, la proposition est une reformulation
du lemme [LT4 O

Le résultat suivant est immeédiat.
Lemme 1.1.6. Le produit tensoriel de deux k-algébres fortement diagonalisables
est fortement diagonalisable.
1.1.2 Eléments étrangers

Définition 1.1.7. Deux éléments d’un anneau commutatif A sont dits étran-
gers si I'idéal qu’ils engendrent égale A.

Les cinq énoncés suivants, trés simples et classiques, sont laissés en exercice.

Lemme 1.1.8. Deuz éléments a,b d’un anneau commutatif A sont étrangers
si et seulement si le morphisme d’anneaux canonique A/(ab) — A/(a) x A/(b)
est un isomorphisme.

Lemme 1.1.9. Si chacun des éléments d’une famille finie d’éléments deux a
deux étrangers d’un anneau commutatif A divise un élément x de A, alors le
produit des éléments de cette famille divise également x.

Lemme 1.1.10. Soient a,b et = des éléments d’un anneau commutatif. Si a et
x sont étrangers et que b et x sont étrangers, alors ab et x sont étrangers.



Lemme 1.1.11. Soient R et S des éléments de l'algébre de polynomes k[X] ;
posons P := RS. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. P et son polynoéme dérivé P’ sont étrangers ;

2. R et S sont étrangers, R et R’ sont étrangers, et S et S’ sont étrangers.

Lemme 1.1.12. Soient a et b des éléments de k. Les polynomes X —a et X —b
de k[X] sont étrangers si et seulement si a —b € k*.

Lemme 1.1.13. Soit P un polynéme unitaire de k[X]. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. la k-algeébre k[X]/(P) est fortement diagonalisable ;

2. P se décompose en produit de polyndmes unitaires de degré 1 deux a deux
étrangers ;

3. P se décompose en produit de polynomes unitaires de degré 1 et est étran-
ger a son polynome dérivé.

Démonstration. Soit n le degré de P : l'algébre A := k[X]/(P) est fortement
diagonalisable si et seulement si A ~ k™. Un morphisme d’algébres A — k™ est
induit par I’évaluation des polyndémes en des éléments aq,...,a, de k annulant
P. Un tel morphisme est un isomorphisme si et seulement si I'image de la base du
k-module A constituée des classes modulo (P) des X¢ (0 <4 < n), a savoir des
(a?)lgjgn, est une base de k™, autrement dit, si et seulement si le déterminant
de la matrice correspondante est inversible. Ce déterminant de Vandermonde
est inversible si et seulement si a; — a; € k* pour i # j. Compte-tenu des

lemmes [[.T.12] et [[.1.9] cela établit Péquivalence entre [I] et [2}
L’équivalence entre [2] et [3] résulte pour sa part d'une application itérée du

lemme [LIT11 O

Lemme 1.1.14. Soient S et T des polyndomes unitaires de k[X]. Si la k-algébre
k[X]/(ST) est fortement diagonalisable, alors il en est de méme pour k[X]/(S).

Démonstration. Supposons k[X]/(ST) fortement diagonalisable. Les lemmes|[1.1.13]
et montrent que S et 7' sont étrangers, d’olt un isomorphisme d’algébres
kE[X]/(ST) ~ k[X]/(S) x k[X]/(T) par le lemme Ainsi, la k-algébre
k[X]/(S), qui est un module libre sur k car S est un polynome unitaire, est un
quotient de k[X]/(ST) et lapplication canonique k[X]/(ST) — k[X]/(S) est
scindée comme morphisme de k[X]/(ST)-modules. La proposition donne
alors la conclusion. O

Lemme 1.1.15. Soient d > 1 un entier et a € k. On suppose que d est in-
versible dans k et que a annule le d-ieme polynéme cyclotomique ®4. Alors
a—1€k*.

Démonstration. Comme d est inversible dans k, X9 — 1 € k[X] est étranger a
son polynoéme dérivé dX?!. Du fait que X? — 1 est divisible par (X — 1)®4
(car d > 1), et donc par (X — 1)(X — ), le lemme permet d’en déduire
que X — 1 et X — « sont étrangers, de sorte que le lemme [1.1.12] achéve la
démonstration. O



1.1.3 Diagonalisabilité de I’algébre d’un groupe

On commence par examiner la question de la diagonalisabilité de I'algébre
d’un groupe cyclique fini :

Proposition 1.1.16. Soit n € N*. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Dalgébre k[Z/n] du groupe cyclique Z/n est fortement diagonalisable ;

2. le polynome X™ — 1 de k[X] se décompose en produit de polyndmes uni-
taires de degré 1 deux & deuz étrangers;

3. n est inversible dans k et le n-iéme polynéme cyclotomique P, posséde
une racine dans k.

Démonstration. Comme 1'algébre k[Z/n] est isomorphe a k[X]/(X™—1), I’équi-
valence entre [I] et [2] constitue un cas particulier du lemme [[.I.13] Ce méme
lemme montre que ces conditions impliquent que X™ — 1 € k[X] est étranger a
son polynéme dérivé nX" 1, ce qui implique que n est inversible dans k (évaluer
en 1). Le lemme montre par ailleurs que k[X]/(®,,(X)) est une k-algébre
fortement diagonalisable si c’est le cas de k[X]/(X™ — 1). Ainsi, [2] entraine
Supposons maintenant la condition [3] vérifiée ; soit £ une racine de ®@,,. Pour
tout m € N, ™ annule le polynome cyclotomique ®,, /hecd(n,m)- Si m n’est pas
divisible par n, on en déduit £™ — 1 € k™ en appliquant le lemme 1.1.15: Il
s’ensuit que les polynomes X — &% (0 < i < n) sont deux a deux étrangers, grace
au lemme Comme chacun d’entre eux divise X™ — 1, leur produit divise
également X™ — 1 (lemme , ot X" —1 = [ (X — £). Cela établit
I'implication B2 et termine la démonstration. O

Remarque 1.1.17. 11 existe un anneau pseudo-initial vérifiant les conditions de
lénoncé précédent, a savoir Z[1/n, X]/(®,(X)) (qui se réalise concrétement
comme le sous-anneau de C engendré par % et exp(m%)) : k remplit les conditions
si et seulement s’il existe un morphisme de ’anneau en question vers k.

Proposition 1.1.18. Soit V un groupe. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes.

1. La k-algébre k[V] du groupe V est fortement diagonalisable.
2. L’algébre k[V] est faiblement diagonalisable.

3. Le groupe V' est commutatif, fini, et son exposant n vérifie les conditions

de la proposition [1.1.16]

Démonstration. Supposons que la condition [3| est vérifiée. Si m est un diviseur
de n, alors X™ — 1 divise X™ — 1, de sorte que algébre k[Z/m] est fortement
diagonalisable grace au lemme [I.1.14] Comme V est la somme directe d'un
nombre fini de groupes cycliques dont les ordres divisent n, k[V] est le produit
tensoriel d’'un nombre fini de k-algébres fortement diagonalisables. On en déduit
I'implication par le lemme [1.1.6

Supposons maintenant que la condition [ est vérifice. Comme une algébre
faiblement diagonalisable est commutative et que k est non nul, V' est nécessaire-
ment commutatif ; on le note additivement. Pour voir que V' est fini, on remarque
que, dans une algébre de la forme k¥ avec E # @, il existe un idempotent non
nul e tel que ae soit proportionnel & e pour tout a. Traduit dans k[V], si 'on

écrit e = Y oy, Au)[u], ot les A(u) € k sont presque tous nuls, cela fournit,



pour tout v € V, un scalaire ¢(v) tel que [v]e = p(v)e, soit A(u—v) = p(v)A(u)
pour tout (u,v) € V2. Comme il existe t € V tel que () # 0, prenant v = u—t,
on voit que A\(u) # 0 pour tout u € V, d’ou la finitude de V.

Montrons maintenant que lordre r de V est inversible dans k (ce qui est
équivalent & demander que son exposant le soit) dans le cas particulier ou k
est un corps. Les relations précédentes montrent que ¢ est un morphisme de
groupes V — k* et que A\(v) = A(0)p(v) ™! pour tout v € V. L’idempotence de
e s’écrit maintenant

e=¢e? = Z Au)[u)e = ( Z A(u)go(u))e =rA(0)e

ueV ueV

ce qui implique que r est inversible dans le corps k, puisque e # 0.

Montrons maintenant que n est inversible dans k dans le cas général : sinon,
cet entier appartiendrait & un idéal maximal m de k. En réduisant modulo m,
on voit que la k/m-algébre (k/m)[V] est également faiblement diagonalisable, ce
qui permet de se ramener au cas traité précédemment.

11 existe un isomorphisme V ~ Z/n @ W, ot n est 'exposant de V et W
un groupe dont l'ordre est inversible dans k. Il s’ensuit que l'augmentation
kW] — k est un épimorphisme scindé (par I'idempotent ﬁ > [g]) de E[W]-

geWw

algébres. En tensorisant avec k[Z/n], on en déduit un épimorphisme scindé de
k[V]-modules k[V] — k[Z/n]. La proposition montre alors que k[Z/n] est
une k-algebre fortement diagonalisable (comme V est fini, ’hypothése sur k[V]
implique que cette algébre est fortement diagonalisable). Cela achéve d’établir
I'implication 2543

Comme l'implication est triviale, cela termine la démonstration. [

Remarque 1.1.19. Si’on suppose que k est un corps (cas le plus classique), on
peut raccourcir la démonstration, par exemple en utilisant la théorie élémentaire
des algébres semi-simples.

1.2 Inversion de Fourier pour les groupes abéliens finis

Il s’agit de rendre explicite, sous les hypothéses de la proposition |1.1.18
I'isomorphisme de k-algébres k[V] ~ klIVI.

Si V est un groupe abélien, v un élément de V' et [ un élément de son dual V#,
on notera souvent < v,l > pour [(v) afin de faciliter la lecture. Les éléments de
V# sont a valeurs dans le sous-groupe cyclique de Q/7Z dont 'ordre est I’exposant
de V.

Notation 1.2.1. Soient V' un groupe abélien fini d’exposant N et T un sous-
groupe de Q/Z contenant son sous-groupe d’ordre N. Si ¢ : T — k> est un
morphisme de groupes, on note @y, : k[V] — EVY le morphisme de k-algébres
donné par @y ([v])(1) := e(< v,1 >) pour tout (v,l) € V x V%,

Définition 1.2.2. Soit n € N*. Une n-racine primitive de I'unité dans k est
une racine du n-iéme polynéme cyclotomique de k[X].

Remarque 1.2.3. 1. Une n-racine primitive de I'unité dans k est un élément
d’ordre divisant n du groupe k*, et d’ordre exactement n si k est de
caractéristique nulle ou étrangére a n.



2. Toute puissance d’une racine primitive de 'unité est une racine primi-
tive de I'unité. Toutefois, contrairement au cas ou k est un corps, toute
racine de 'unité n’est pas nécessairement primitive, méme si son ordre
est inversible dans k (si k n’est pas de caractéristique 2, dans anneau
produit k2, Pélément (1, —1) est une racine de I'unité d’ordre 2 qui n’est
pas primitive).

Proposition 1.2.4 (Inversion de Fourier pour les groupes abéliens finis). Soit
V' un groupe abélien fini d’exposant e. Supposons que e est inversible dans k,
et que e : T — k*, oo T est un sous-groupe de Q/Z contenant Z/e, est un
morphisme de groupes envoyant la classe de % sur une e-racine primitive de

Punité dans k. Alors Oy : k[V] — EV' est un isomorphisme de k-algébres,
dont linverse est donné par

Uy fek = Y fo)],

veV

mlf est la transformée de Fourier de f :

f:Vok o ﬁZf(l)e(—<v,l>).

levt

Démonstration. Soit © € V'; calculons la transformée de Fourier de @y .([x]) :
évaluée en v € V| elle vaut

LS @) (=) = |—;| S c(i@—v)) .

|V| levt levt

qui vaut manifestement 1 lorsque v = z. Si v # z, alors il existe L € V*
tel que L(x —v) # 1; comme | + [ + L est une permutation de V¥ on a
Oy ([z])(v) = L(x — v).@y([z])(v). Comme L(x — v) est une racine de 1'unité
dont l'ordre divise e, et est donc inversible dans k, et est distincte de 1, on a
L(zx —v) — 1 € k* par le lemme [1.1.15 Il s’ensuit que ®y..([z])(v) = 0. Par
conséquent, la composée Uy . o Oy . est 'identité de k[V].

La démonstration que ®y . o Wy . est Iidentité de kV* est entiérement ana-
logue, ou se déduit de ce qui précéde en remplacant V par V¥ d’ou le résul-
tat. O

1.3 Sommes de Gaufs

Notation 1.3.1. On note Z<%° le sous-anneau de C engendré par les racines
de T'unité.

Hypothése 1.3.2. Dans tout le §[I.3] on suppose que k est un sous-anneau de
C contenant Z%, et N désigne un entier strictement positif.

Six:(Z/N)* — kX et 7:Z/N — k* sont des morphismes de groupes, on
note Gy (x,7) la somme de Gauf$

Gyl = Y x(t)r(). (1)



Un morphisme x : (Z/N)* — k* est aussi appelé caractére modulo N. On
dit que x est imprimitif s’il existe un diviseur strict d de N tel que x se factorise
a travers le morphisme canonique (Z/N)* — (Z/d)* ; dans le cas contraire,
est dit primatif.

Notation 1.3.3. Pour v € N, on note ¢, : Z/N — k> le morphisme t
exp(m%), o t désigne la classe modulo N de ¢t € Z. On note simplement &
pour &7.

Pour la démonstration du résultat classique suivant, voir par exemple [6)]
th. 9.7].

Proposition 1.3.4. Supposons N inversible dans k. Soient x : (Z/N)* — k*
un caractére primitif et u € 7.

1. Siu et N sont étrangers, alors Gn(x,eu) € k™ ; de plus, Gy (X, €4) =
x(w) TGN (x,€)-
2. Dans le cas contraire, Gy (x, &) = 0.

Nous aurons également besoin du résultat suivant sur les caractéres impri-
mitifs, qui constitue un cas particulier de [6 th. 9.10].

Proposition 1.3.5. Supposons que N = p" avec r > 1, que x : (Z/N)* — k*
est un caractére imprimitif et que T : Z/N — k* est un morphisme injectif.
Alors Gy(x,7) = 0.

Proposition 1.3.6. Supposons que N = p" avec r > 1, que x : (Z/N)* — k*
est un caractére imprimitif et 7 : Z/N — k> est un morphisme non injectif.
Notons X : (Z/p"=1)* — k> (resp. 7 : Z/p"~' — k> ) le morphisme de groupes
induit par x (resp. 7). Alors Gpr (X, 7) = p.Gpr-1(X, 7).

Démonstration. Cela résulte de la définition et du fait qu'un élément de Z/p”
est inversible si et seulement si son image dans Z/p"~! est inversible. O

2 Le probléme de ’isomorphisme fonctoriel k[A] ~
kP pour des foncteurs additifs A et B

Notation 2.0.1. On désigne par Ab/ la sous-catégorie pleine de Ab constituée
des groupes abéliens finis. Pour tout entier N > 0, on note Ab{v la sous-catégorie

pleine de Ab’ des groupes abéliens finis annulés par N. On note Ab{p) la

sous-catégorie pleine de Ab’ des p-groupes abéliens finis (ot p est un nombre
premier).

2.1 Additivisation

Les lemmes élémentaires qui suivent sont bien connus et peuvent s’étendre
aux approximations polynomiales de degré supérieur des foncteurs (dont nous
n’aurons jamais usage ici) — cf. par exemple [2 §4.2.1].

On rappelle que A désigne une catégorie additive essentiellement petite.
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Lemme 2.1.1. Soit F' un foncteur de F(A; k). Le plus grand quotient additif
de F est le foncteur Faqq donné par

Foaa(a) := Coker(F(a & a) Fo) £ p2) = F(V) F(a))

oup;rada—a (i €{1,2}) désigne la i-éme projection et V :a ®a — a la
somme.

Démonstration. C’est une conséquence formelle directe de ce que F' est additif
si et seulement si F'(p;) + F(p2) — F(V) = 0. ]

I’énonceé suivant est analogue au (et dual du) précédent.

Lemme 2.1.2. Soit F un foncteur de F(A;k). Le plus grand sous-foncteur
additif de I est le foncteur F2 donné par

F(i1)+F(i2) - F(A) Fla® a))

F*4(a) := Ker(F(a)

ouij:a—>ada (j€{1,2}) désigne la i-éme inclusion et A :a - a®a la
diagonale.

Les deux énoncés suivants s’obtiennent & partir des précédents par un calcul
direct.

Lemme 2.1.3. Soit A: A — Ab un foncteur additif. On a k[A]agq =~ k @z A
et k[A]*dd = 0.

Lemme 2.1.4. Soit B : A°® — Ab un foncteur additif. On a (k®)a.qq = 0 et
(kP)2dd ~ Homgz(B, k).

Il résulte des lemmes et que :

Proposition 2.1.5. Soient A: A — Ab et B : A°® — Ab des foncteurs addi-
tifs. Si les foncteurs k[A] et kP de F(A; k) sont isomorphes, alors les foncteurs
additifs k @7 A et Homy (B, k) sont nuls.

Cela nous conduit & introduire la notion suivante, directement inspirée de
[4, déf. 4.1], dont nous reprenons la terminologie.

Définition 2.1.6. Un foncteur additif A : A — Ab est dit k-trivial s’il est &
valeurs dans les groupes abéliens finis et que le foncteur k ®7 A est nul.

L’ajout de la condition des valeurs finies, par rapport a la proposition [2.1.5]
provient du fait qu’il est beaucoup plus facile de traiter de la linéarisation de
foncteurs additifs lorsqu’ils sont & valeurs finies que dans le cas général. Il im-
porte que noter que, si le fait que la k-algébre d’un groupe soit isomorphe & un
produit (a priori infini) de copies de k implique que ce groupe est nécessaire-
ment fini (cf. proposition, I'existence d’un isomorphisme k[A] ~ kP pour
des foncteurs additifs A et B n’entraine pas que A ou B soit & valeurs finies,
comme nous le verrons au §[2.5] Mais ce n’est que dans le cas de foncteurs a
valeurs finies que nous pourrons caractériser complétement ’existence d’un tel
isomorphisme (en combinant la proposition et le théoréme ci-apres).
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2.2 Morphismes
L’énoncé élémentaire et classique suivant figure verbatim dans [4] lemme C.1].

Proposition 2.2.1. Soient A,B : A — Ab des foncteurs additifs. Le mor-
phisme k-linéaire canonique

k[Hom(A, B)] — Hom(k[A], k[B])
induit par la post-composition par k[—] est injectif ; il est bijectif si A est de type
fini.
Remarque 2.2.2. On déduit facilement de cette proposition que si A,B : A —
Ab sont des foncteurs additifs a valeurs finies tels que k[A] ~ k[B], et que A (ou
B) est de type fini, alors A ~ B. Nous ignorons s’il est possible de s’affranchir

de 'hypothése que 1'un des foncteurs A, B est de type fini (et de ’hypothése de
valeurs finies).

Notation 2.2.3. Si R est un anneau, on désigne par R,, le monoide multiplicatif
sous-jacent a R.

Corollaire 2.2.4. Soit A : A — Ab un foncteur additif. Le morphisme de
k-algébres canonique
k[End(A),] — End(k[A])

est injectif ; il est bijectif si A est de type fini.

Le cas particulier suivant (qu’'on peut établir encore plus directement par
une simple invocation du lemme de Yoneda) nous sera utile par la suite.

Corollaire 2.2.5. Soit N € N*. L’application linéaire

k[(Z/N),] — End]_—(Ab{V;k)(k[AD [a] — (kz[V} = k[V] [v]— [av])
est un isomorphisme de k-algébres, ou A : Abf\, — Ab est le foncteur d’oubli,
dont Uinverse est induit par l’évaluation en Z/N .

On rappelle que si C est une catégorie essentiellement petite, 7' un foncteur

de F(C°P; k) et F' un foncteur de F(C; k), on définit le produit tensoriel de T et F'

au-dessus de C comme le k-module T'® F' coend du bifoncteur produit tensoriel
c

extérieur T F : CP xC — k-Mod (z,y) — T(x) ®x F(y) (cf. par exemple [3]
§2.2 et seq.]) ; ce module est caractérisé par I'isomorphisme k-linéaire naturel

Homk(T(}CbF,M) ~ Homz ¢,y (F, Homy(—, M) o T') (2)

(ot M est un k-module). Si x est un objet de C et ¢ un élément du k-module
T(xz) ® F(z), on note [t] 'image canonique de t dans T' %{) F.

Proposition 2.2.6. Soient A : A — Ab et B : A°® — Ab des foncteurs
additifs. Le morphisme

B®A
k04" - Hom(k[A], k)

associant & o : B® A — k la transformation naturelle k[A] — B qui, évaluée

A
sur un objet x de A, envoie [u] (pour v € A(z)) sur (v € B(x)) — a([v® u]),
est bijectif.
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Démonstration. Cet isomorphisme se déduit directement de [3| lemma 3.5] et
de I'isomorphisme de dualité . O

Le cas particulier suivant de la proposition [2:2.6] sert avant tout a fixer des
notations que nous utiliserons ultérieurement.

Corollaire 2.2.7. Soit A l'une des catégories Ab’, Ab{v (ot N € N*) ou
Ab{p). On note A : A — Ab le foncteur d’inclusion et T le groupe Q/Z (pour
A=Ab'), Z/N (pour A = Ab{v) ou Z/p™ (pour A = Ab{p)). Alors Uappli-
cation k-linéaire

& : kT = Homp( ) (k[A], k)

donnée par
d(a)y([v]) == (1 eV = a(<v,l>))

pour tous V € A, v € V et toute fonction a : T — k, est un isomorphisme.

Démonstration. Contentons-nous de traiter le cas A = Ab’ , les autres étant
analogues (et plus simple pour A = Ab]fv). Le foncteur A est alors la colimite sur
n € N* (pour l'ordre de divisibilité) des foncteurs Hom(Z/n, —), d’ott A (%) A~

coliRIIn ANZ/n) ~ colgn Z/n ~ Q/Z. La proposition [2.2.6 permet de conclure.
neN* neN*
O

La proposition montre que si le foncteur d’inclusion A est k-trivial (i.e.
que k contient Q si A = Ab’, N est inversible dans k si A = Ab{\,7 ou p est
inversible dans k si A = Ab{p)) et que € : T — k> est un monomorphisme
de groupes dont l'image est constituée de racines primitives de l'unité, alors
®(g) (ou l'on note par abus encore € la fonction ensembliste composée de ce
morphisme et de l'inclusion k* — k) est un isomorphisme.

2.3 Reésultat principal : énoncé ; premiéres réductions

Le théoréme suivant constitue le principal résultat de cet article (et le seul
nouveau, avec certains énoncés du § ; il sera démontré un peu plus tard. Il
généralise la proposition 3.3 de [I] (qui joue un roéle trés important dans ledit
articleEI — et donc sur la structure des foncteurs antipolynomiauz, voire plus
généraux — cf. [4, §4.1 et 4.2]) en supprimant ’hypothése que k est un corps
et surtout celle que A est un foncteur de type fini (ou celle que k contient assez
de racines de 'unité — cf. [I rem. 3.5]), ce qui complique assez nettement la
démonstration, méme si celle-ci demeure élémentaire.

Théoréme 2.3.1. Soit A: A — Ab un foncteur additif k-trivial. Alors il existe
dans F(A; k) un isomorphisme k[A] ~ kA

Avant de donner quelques réductions simples préalables & la démonstration
de ce théoréme, introduisons une notation, dans laquelle L abrége linéarisation

et D dual.

1. On notera que, dans [I], le fait que I'isomorphisme k[A] ~ A? pour A foncteur additif
k-trivial ne soit montré que sous des hypothéses supplémentaires sur A ou sur k£ n’a pas
d’incidence sur la généralité des résultats ultérieurs, qui traitent le plus souvent de foncteurs
A de type fini, et pour lesquels, de plus, ’extension des scalaires au but ne pose pas de
probléme particulier.
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Notation 2.3.2. On dit qu'un foncteur additif A : A — Ab vérifie la propriété
(LD) si k[A] ~ k4° dans F(A; k).

Lemme 2.3.3. Soit A; : A — Ab (i € E) une famille de foncteurs additifs.
On suppose que, pour tout objet t de A, le sous-ensemble {i € E| A;(t) # 0} de
E est fini.

Si chaque A; vérifie la propriété (LD)y, alors @, Ai la vérifie également.

Démonstration. L’hypothése de finitude faite garantit que

(@Ai)ﬁz@flﬁ. (3)

icE i€E
On a par ailleurs
HED Al = @ kA, (4)
i€E i€E

ou le produit tensoriel signifie la colimite (filtrante) sur les parties finies E’ de
E des Q)¢ k[Ai], les applications de transition, pour E” C E”, étant obtenues
par produit tensoriel des identités de k[A;] pour i € E’ et de l'unité k — k[A,]
pour i € E"\ E'.

On a de méme, en utilisant ,

#
@) ~ @ (5)
i€cE
ce qui permet de conclure, car si A vérifie la condition (LD)g, le scindement
naturel des parties constantes des foncteurs montre qu’on peut trouver un iso-
morphisme k[A] ~ kA" faisant commuter le diagramme

k— K[A]

Nk

EA*

dont les fleches de source k sont les unités. La conclusion découle donc de (4)

et . O

Lemme 2.3.4. Soient k' — k un morphisme d’anneauzr commutatifs et A :
A — Ab un foncteur additif & valeurs finies. Si A vérifie la condition (LD),
alors il vérifie (LD)y.

Démonstration. Dans F(A; k), on a k'[A] @k k ~ k[A] et, comme A est & valeurs

finies, (K’ )A11 Qpr k ~ k4*. Le lemme découle donc d’une extension des scalaires
au but. O

Lemme 2.3.5. Si, pour tout nombre premier p, le foncteur d’inclusion Ab{p) —
Ab wérifie la propriété (LD)z /p), alors le théoréme est vrai.

Démonstration. Par précomposition, 'hypothése implique tout foncteur additif
A — Ab a valeurs dans Ab{p) vérifie (LD)z(1/p), et donc aussi (LD)y si p est
inversible dans k, par le lemme
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Le cas général d’un foncteur additif k-trivial A : A — Ab s’en déduit gréace
a la décomposition primaire de A et au lemme [2.3.3] en notant que la condition
k ®7z A = 0 implique que p est inversible dans k pour tout nombre premier p tel
que la composante p-primaire de A soit non nulle. O

L’énoncé suivant reprend les notations du corollaire [2.2.7]

Lemme 2.3.6. Soit A : Ab{p) — Ab le foncteur d’oubli. Soit K une k-algébre
(unitaire, associative et) commutative. Supposons que K est un k-module libre
non nul. Soit « : T — k wune fonction ensembliste et & sa composée avec
le morphisme canonique k — K. Alors le morphisme ®(a) : k[A] — kA
de ]-'(Ab{p);k) est un isomorphisme si et seulement si le morphisme ®(&) :

K[A] — KA de ]-"(Ab{p); K) est un isomorphisme.

Démonstration. Comme A est a valeurs finies, ®(&) s’identifie & ®(«o) ®y, K, la
conclusion résulte donc de ce que K est fidélement plat sur k, puisque libre et
non nul. O

2.4 Reésultat principal : démonstration

Lemme 2.4.1. Soit N une puissance d’un nombre premier p. Un élément de
E[(Z/N),] est inversible si et seulement si son image dans k x k[(Z/N)*] par le
morphisme d’anneaux dont les composantes sont 'augmentation k[(Z/N),] — k
et le morphisme k[(Z/N),] — k[(Z/N)*] donné par [t| — [t] pour t € (Z/N)*
et [t] — 0 pourt ¢ (Z/N)* est inversible.

Démonstration. En effet, le noyau de ce morphisme est 'idéal engendré par
[p] — [0], qui est nilpotent. O

Lemme 2.4.2. Supposons que k est un sous-anneau de C contenant Z<Y°'. Soit
G un groupe abélien fini. Un élément 3 cqlg] de Ualgebre k[G] est inversible
si et seulement si, pour tout morphisme de groupes x : G — k*, l’élément
>_gec Cox(g) de k est inversible.

Démonstration. Notons n : k[G] — k Paugmentation et, pour x € Ab(G, k™),
X Pautomorphisme de la k-algébre k[G] envoyant [g] sur x(g)[g] pour tout g €
G. Le morphisme d’algébres no X : k[G] — k est donné par >  _;colg] —
> gec Cox(9), ce qui montre que o cgX(g) est nécessairement inversible dans
ksi )2 cq cglg] est inversible dans k[G].

Comme k contient Z%° Ab(G,k*) ~ G¥ et k est exactement la sous-
algebre de k[G] des éléments invariants par tous les . Comme de plus Y7 oYz =
X1X2, il s’ensuit que, pour tout = € k[G],

[I @ekdne J[ s@= [[ @o0@.

XEADB(G,kX) XEAD(G,kX) XEAD(G,kX)

Ainsi, si tous les (nox)(z) sont inversibles dans k, tous les x(x), et en particulier
x, sont inversibles dans k[G]. O

Remarque 2.4.3. Lorsque |G| est inversible dans k, le lemme résulte directement
de Iinversion de Fourier.
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L’énoncé suivant reprend les notations du corollaire 2:2.7] ainsi que celles du

§[L.2]; la transformation de Fourier est relative au monomorphisme de groupes
canonique € : Z/N — ZV[1/N] t+ exp(2%*) (cf. notation [1.3.3). On iden-
tifie de plus le groupe Z/N a son dual de la maniére usuelle, en associant &
x € Z/N la multiplication par x ; ainsi, la transformée de Fourier d’une fonction
ZJN — Z%°[1/N] est une fonction Z/N — Z°[1/N].
Proposition 2.4.4. Soit N une puissance d’un nombre premier; supposons
que k = Z<°1/N]. Soit a : Z/N — k une fonction ensembliste. Alors ®(a) :
k[A] — kA (0w A est le foncteur d’inclusion du corollaire|2.2.7) est un isomor-
phisme si et seulement si a(0) € k* et que, pour tout morphisme de groupes
X:(Z/N)* = k>, on a

> x(t)a(t) e kX
te(Z/N)x
Démonstration. Comme ®(e) : k[A] — kA" est un isomorphisme (proposi-
tion , il s’agit donc de voir quand I’endomorphisme ®(g)~! o ®(a) de k[A]
est un automorphisme, ou encore, par le corollaire [2:2.5] quand son évaluation
sur Z/N est un automorphisme k-linéaire de k[Z/N], i.e. envoie [1] sur un élé-
ment inversible de I’algebre k[(Z/N),].
De maniére générale, si V est un objet de Ab{v et v un élément de V,
®(c)~! o ®() est donné sur V par

1 1
] = 1o 2 el 1)l = 57 30 (3 al@)e(-1w))l . ©)

ueVvV ueV eVt
levt

Lorsque V=Z/N etv=1,ona

Y al@)e(=lw) = Y alz)e(—zu) = Na(u) ;

levt z€ZL/N
ainsi, ®(cv) est un isomorphisme si et seulement si I'élément >_ ., \é(u)[u] de
lalgébre k[(Z/N),] est inversible. Par le lemme cela équivaut & demander
que l'élément »° 7/ nyx&(u)[u] de l'algebre k[(Z/N)*] soit inversible, ainsi

que I'élément -, n&(u) = a(0) (cf. proposition [1.2.4) de k. Le lemme [2.4.2
permet de conclure. ]

Pour étudier la condition d’inversibilité qui apparait dans la proposition[2.4.4]
on note que la définition de la transformée de Fourier et une interversion de som-
mations permettent de faire apparaitre une somme de Gaufs (cf. ) :

. 1
> xat =5 Y Gulveal). 7)
te(Z/N)X u€Z/N
La suite de I’analyse distingue selon que le caractére y est primitif ou impri-
mitif.
Lemme 2.4.5. Soit N € N*; supposons que k = ZV°[1/N]. Soient x :

(Z/N)* — k> un caractére primitif et « : Z/N — k une fonction ensembliste.
Alors

Z x(t)at) € k™ | Z x(u)ta(u) € kX

te(Z/N)* u€(Z/N)*
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Démonstration. Cela résulte de la formule @ et de la proposition m O

Lemme 2.4.6. Soit N = p" avec r € N*; supposons que k = Z<Y[1/N].
Soient x : (Z/N)* — k* un caractére imprimitif et o : Z/N — k une fonction
ensembliste.

1. Sir =1, alors

Yo oxma) ek | e | D (a(u) - a(0) € K

te(Z/N)x u€(Z/p)*

2. Sir > 1, notons & la fonction composée du monomorphisme Z/p"~1 —
Z)p" et de o, et X : (Z/p"~1)* — k* le caractére induit par x. Alors

> xa) ek | Y xba) € K

te(Z/N)* te(Z/pr—1)x

Démonstration. Si N = p est premier, le seul caractére imprimitif y modulo N
est le caractére trivial. On a alors G, (X, €u) = D_ye(z/p)x Eu(t), qui vaut —1siu
et p sont étrangers (car }_,c7/, €u(t) = 0), et p—1 sinon. La premiére assertion
résulte donc de (7).

La deuxiéme assertion découle quant & elle de ainsi que des proposi-
tions et O

En combinant la proposition et les lemmes et et en tenant
compte de 'égalité Zte(Z/N)X x(t) = 0 lorsque x est un caractére modulo N
non trivial, on obtient :

Proposition 2.4.7. Supposons que k = Z%[1/p]. Soient i € N* U {oco} et
a : Z/pt — k une fonction ensembliste. Alors ®(a)y : k[V] — kY est un
isomorphisme pour tout groupe abélien fini V. annulé par p' si et seulement si
les trois conditions suivantes sont satisfaites :

1. a(0) € k™ ;
2. 3071 (ali/p) — a(0)) € kX ;

3. pour tout entier 1 < r < i et tout caractére primitif x : (Z/p")* — k*,

Y x() M alt) — a(0) € kX

te(Z/pm)*

(Les notations ® et A apparaissant dans les énoncés précédent et suivant
sont celles du corollaire M)

Corollaire 2.4.8. Supposons que k = Z<Y[1/p]. Soit o : Z/p™ — k la fonction
envoyant 1/p" sur 2 pour tout r € N* et tous les autres éléments sur 1.

Alors ®(a) : k[A] — kA" est un isomorphisme.

Démonstration du théoréme[2.31l L’anneau Z[1/p] est un module libre (dont
une base est formée par les racines de 'unité) sur Z[1/p]. Par conséquent, le co-
rollaire et le lemme [2.3.6| montrent que le foncteur d’inclusion A : Ab{p) —
Ab vérifie la condition (LD)z(1/p). Le lemme achéve alors la démonstra-
tion. O
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2.5 Quelques résultats pour des foncteurs additifs a va-
leurs infinies

2.5.1 Exemple d’isomorphisme k[4] ~ k® ot A et B prennent des
valeurs infinies

Pour des foncteurs additifs A et B, on peut avoir k[A] ~ k? sans que A soit &
valeurs finies, comme l'illustre la proposition [2.5.3] ci-aprés. Pour I’établir, nous
aurons besoin du théoréme ci-dessous, qui découle des résultats principaux
de Kuhn [5].

Notation 2.5.1. SiF est un corps fini, on note F —ev la catégorie des F-espaces
vectoriels de dimension finie et I'on abrége F(F — ev; k) en F(F, k).

Théoréme 2.5.2 (Kuhn). Soit F un corps fini de cardinal q inversible dans k.
Pour un foncteur F de F(F, k) et un F-espace vectoriel fini V, on définit des
représentations k-linéaires F*(V') et F\(V) du groupe linéaire Autg(V') par

FiV) = Ker(F(V) e F(V/D)) et F(V) = Coker( DrmHE) - F(V))
D H

ot D (resp. H) parcourt l’ensemble des droites (resp. hyperplans) de V. Alors :
1. les représentations F* (V') et F\(V) sont naturellement isomorphes ;

2. si I et G sont des foncteurs de F(F, k) tels que les représentations F'(F™)
et G'(F") de GL,(F) soient isomorphes pour tout n € N, alors F et G
sont isomorphes.

Proposition 2.5.3. Soient F un corps fini et E un F-espace vectoriel (de di-
mension arbitraire). On suppose que k est un corps et que |F| € k*. Alors les
foncteurs PP := k[Hom(E, —)] et I¥ := kH1om(=E) de F(F, k) sont isomorphes.

Démonstration. 1l suffit de traiter le cas ou la dimension ¢ de F est infinie (le cas
ot F est de dimension finie étant un cas particulier facile du théoréme ;
elle coincide alors avec le cardinal de F, puisque F est fini.

Soit V' un F-espace vectoriel fini. On a clairement, avec les notations du
théoréme (PE) (V) ~ k[Surj(E, V)], ott Surj(E, V) C Hom(E,V) désigne
le sous-Autyp(V)-ensemble des applications surjectives. Comme Surj(E,V) est
un Autg(V)-ensemble libre, (P¥)(V) est un k[Autg(V)]-module libre, dont le
rang vaut 1 si V est nul et 2° si V' est de dimension finie non nulle.

De méme, (I7)"(V) =~ k™V:E) on Inj(V, E) € Hom(V, E) désigne le sous-
Autp(V)-ensemble des applications injectives, qui est libre. Il s’ensuit que, si
V' est F-espace vectoriel de dimension finie non nulle, le k[Autg(V)]-module
(IF) (V) est isomorphe au produit de ¢ copies de k[Autg(V)]. Un tel module
est injectif (comme produit d’injectifs), donc projectif, puisque Autg(V') est un
groupe fini. Les différents k[Autr(V)]-modules simples apparaissent chacun avec
la multiplicité 2¢ dans son socle, ce qui permet d’en déduire que c’est un module
libre de rang 2°.

On conclut en appliquant le théoreme 2.5.2] O

2.5.2 Restrictions liées a la torsion imposées par un isomorphisme
k[A] ~ kB

Si k[A] ~ kP, o1 A: A— Ab et B : A°° — Ab sont des foncteurs additifs,
et que k est de caractéristique nulle, la proposition montre que A est a
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valeurs dans les groupes abéliens de torsion. Nous allons voir que cette conclusion
vaut en fait pour tout anneau k£ non nul, et que la torsion des valeurs est bornée
sur chaque évaluation des foncteurs A et B (proposition ci-apres).

Pour le démontrer, nous allons utiliser 1'action du monoide Z, (ou plus
précisément du sous-monoide des entiers non nuls) sur tout foncteur de F(A; k)
(qui constitue 'un des principaux outils de [2]; nous n’utiliserons ici que des
considérations directes et élémentaires).

Notation 2.5.4. On désigne par Z* le monoide multiplicatif des entiers relatifs
non nuls et par ki, le k-module & muni de 'action triviale de Z*.

Notation 2.5.5. Soient V un groupe abélien et n € N*. On note V;o, le sous-
groupe de torsion de V et ,,V le sous-groupe des éléments annulés par n.

Lemme 2.5.6. Soient A: A — Ab et B : A°°® — Ab des foncteurs additifs.
Tout isomorphisme k[A] ~ kP induit des isomorphismes :

1. k[A/n] ~ kB pour tout n € N*;

2. k[ A] ~ kB/™ pour tout n € N* ;

3. k[Ator] =~ coelién EB/™ (la colimite étant relative a la divisibilité sur N*) ;
eN*
1 ~ L-Btor
4. nlgél*k[A/n] e fPtor,

Démonstration. Pour n € N*, notons ®,, (resp. ®") Pendofoncteur de F(A; k),
muni d’une transformation naturelle canonique Id — ®,, (resp. ™ — 1d), défini

par
F(1 n)-F(1 0)

(@, (F))(t) :== Coker(F(t & t)

F< i >_F< (1) ) F(tat) ).

Un calcul facile fournit des isomorphismes canoniques @, (k[A]) ~ k[A/n]
et ®"(k[A]) ~ k[,A] (et les morphismes naturels vers ou depuis k[A] sont
induits par la projection A — A/n et Uinjection ,A — A), et, dualement,
®,,(kB) =~ kB et @ (k) ~ kP/" (idem). Ainsi, lassertion [1] (resp. [2) s’obtient
en appliquant ®,, (resp. ®") & l'isomorphisme k[A] ~ kP, tandis que [3[ (resp.
4)) se déduit de[2] (resp. [1)) et de la commutation de k[—] : Ab — k-Mod (resp.
k™ : Ab°® — k-Mod) aux colimites (resp. limites) filtrantes. O

F(t)) (resp.

(®™(F))(t) := Ker(F(t)

Remarque 2.5.7. La démonstration précédente utilise dans un cas particulier
simple la notion de radical d’un foncteur introduite dans [2, §6.1].

Lemme 2.5.8. Soit V' un groupe abélien. L’inclusion Vio, — V induit un iso-
morphisme Homyz«) (Kir, k[Vior)) = Homyz-) (K¢, K[V]).

Démonstration. Soit Y ;_, A;[v;], ot les \; sont des éléments non nuls de k et les
v; des éléments deux a deux distincts de V', un élément de k[V] invariant par ’ac-
tion de Z* : pour tout n € Z*, on a y_;_; Ai[v;] = Yi_; Ai[nv;], ce qui entraine

que la multiplication par n induit une permutation de ensemble {vy,...,v,}.
En particulier, pour tout 4, ensemble Z*.v; est inclus dans {v1,...,v,}, donc
fini, ce qui implique que v; est de torsion et termine la démonstration. O
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Lemme 2.5.9. Soit U un groupe abélien. Si linclusion coliNm EU/m s kU (la co-
neN*

limite étant relative & la divisibilité sur N*) induit un isomorphisme
Homk[z*](ktr,colién KU/my = Homk[z*](ktr,kU), alors U est un groupe abélien
neN*

de torsion.

Démonstration. Considérons la fonction « : U — k associant 0 aux éléments de
torsion de U et 1 aux autres éléments. Pour n € Z* et w € U, on a : (n.u €
Usor) & (u € Uior), de sorte que a définit une application k[Z*]-linéaire ki, —
kY. Si cette application appartient a I’image du monomorphisme canonique
Homk[z*](kt,,c%iqu kU/my Homyz+) (Ker, EY), alors il existe n € N* tel que «

se factorise par la réduction modulo n. En particulier, a envoie tout élément de
n.U sur (0) =0, d’ou n.U C Uyer, ce qui n’est possible que si U est un groupe
de torsion. O

Lemme 2.5.10. Soient V un groupe abélien et (U )nen une suite décroissante
de sous-groupes de V. Si le morphisme canonique k[V] — lir% k[V/U,] est un
ne

isomorphisme, alors il existe n € N tel que U, = 0.

Démonstration. L’injectivité du morphisme canonique implique clairement la

nullité de () U,. Si tous les U,, sont non nuls, quitte & extraire une sous-suite,
neN
on peut supposer que chaque inclusion U, 1 C U, est stricte. Choisissons donc

Uy, € Up\Un1. Lasuite (30 ([ui mod Up]—[0]))nen de [T, oy k[V/Uy] définit
un élément de rllié% k[V/U,]. Pour montrer qu’il ne peut pas appartenir a I'image
du morphisme canonique, introduisons une notation : pour un groupe abélien
T et un élément ¢ de k[T, notons £(€) le plus petit n € N tel qu’il existe des
éléments ¢; de V et \; de k, pour 1 < i < n, vérifiant £ = > | A\;[t;]. Siles &,
(pour n € N) sont des éléments de k[V/U,] tels que (§,,) appartienne a I'image
du morphisme canonique k[V] — 71}&1\I E[V/Un] = [l,en k[V/Uy], alors la suite

(€(&1))nen est bornée.

Or Z(Z?;Ol([ui mod U,] — [0])) > n, car les classes dans V/U, de 0 et
des u;, pour 0 < ¢ < n — 1, sont deux a deux distinctes (si j < i < n, alors
u; —uj ¢ U; car u; € U; et u; ¢ U;, en particulier u; — u; ¢ U,). Cela termine
la démonstration. O

Proposition 2.5.11. Soient A : A — Ab et B : A°° — Ab des foncteurs
additifs tels que k[A] ~ kP dans F(A; k). Alors pour tout objet x de A, il existe
n € N* qui annule les groupes abéliens A(x) et B(z).

Démonstration. Les lemmes [2.5.8] [2.5.9] et [2.5.6][3] montrent tout d’abord que
B est a valeurs dans les groupes abéliens de torsion.
Le lemme [2.5.6][4 montre alors que le morphisme canonique

. o |
k[A] — nherélk[A/n] ~ ﬁ%k[A/m']

est un isomorphisme. Le lemme [2.5.10] permet d’en déduire que pour tout objet
x de A, il existe n € N* tel que n.A(z) = 0, d’ou également n.B(z) = 0 grace
au lemme 256101 O
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Remarque 2.5.12. La condition de torsion sur le foncteur additif B : A°? — Ab
de la proposition [2.5.11| n’est pas suffisante pour qu’il existe un foncteur additif
A: A— Ab tel que k[A] ~ kB, et ce quel que soit 'anneau (non nul) k.

Pour le voir, prenons par exemple pour A la catégorie opposée de la catégorie
des Z/p-espaces vectoriels au plus dénombrables et pour B le foncteur d’inclu-
sion. Supposons qu’existe un foncteur additif A : A — Ab tel que k[A] ~ kZ.
Considérons le foncteur N — A% n — (Z/p)™, ot N est vu comme la catégorie
associée a l’ordre usuel sur les nombres naturels, chaque fléche n — n + 1 étant
envoyée sur l'inclusion (Z/p)" — (Z/p)"*! des n premiers facteurs. Comme k2
commute aux limites filtrantes dénombrables, 'application linéaire canonique

k[A((2Z/p)*")] = lim k[A((Z/p)")]

est un isomorphisme.

Par ailleurs, du fait que les morphismes canoniques (Z/p)" — (Z/p)®" sont
des monomorphismes scindés de A°P, ils induisent des épimorphismes (scindés)
de groupes abéliens A((Z/p)™) — A((Z/p)"). Le lemme permet d’en
déduire que ces épimorphismes sont des isomorphismes pour n assez grand, i.e.
que k®/ P kZ/P)" est un isomorphisme pour n assez grand, absurdité qui
conclut notre exemple (qui est a mettre en regard de la proposition .
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