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Méthode de quadrature pour les PINNs
fondée théoriquement sur la hessienne des résiduels

Antoine CARADOT Rémi EMONET Amaury HABRARD Abdel-Rahim MEZIDI Marc SEBBAN

Laboratoire Hubert Curien, UMR CNRS 5516, Inria, Bâtiment F 18 Rue du Professeur Benoît Lauras, 42000 Saint-Étienne, France

Résumé – Les réseaux de neurones informés par la physique (PINNs) sont apparus comme un moyen efficace d’apprendre des
solveurs d’EDPs en incorporant le modèle physique dans la fonction de perte et en minimisant ses résiduels par différenciation
automatique à des points dits de collocation. Originellement sélectionnés de manière uniforme, le choix de ces derniers a fait l’objet
d’avancées récentes en échantillonnage adaptatif. Nous proposons ici une nouvelle méthode de quadrature pour l’approximation
d’intégrale basée sur la hessienne de la fonction considérée, pour laquelle nous dérivons une borne d’erreur d’approximation. Nous
exploitons cette information de second ordre pour guider la sélection des points de collocation durant l’apprentissage des PINNs.

Abstract – Physics-informed Neural Networks (PINNs) have emerged as an efficient way to learn surrogate neural solvers of
PDEs by embedding the physical model in the loss function and minimizing its residuals using automatic differentiation at so-called
collocation points. Originally uniformly sampled, the choice of the latter has been the subject of recent advances leading to adaptive
sampling refinements. In this paper, we propose a new quadrature method for approximating definite integrals based on the hessian
of the considered function that we leverage to guide the selection of the collocation points during the training process of PINNs.

1 Introduction
Malgré des avancées scientifiques importantes en simulation
numérique, résoudre efficacement des EDPs demeure un pro-
blème complexe et coûteux. En incorporant l’équation dans la
fonction de perte et en minimisant ses résiduels en des points
de collocation, les réseaux de neurones informés par la phy-
sique (PINNs) [6] sont apparus comme une solution séduisante
pour apprendre efficacement des solveurs neuronaux. Malgré
leur efficacité, les PINNs sont encore mal compris, et il est
crucial d’étudier leurs fondements théoriques ainsi que leurs
propriétés algorithmiques afin d’avoir une bonne compréhen-
sion de leurs capacités et limites. En effet, des études récentes
ont montré que les PINNs peuvent être sujets à des compor-
tements pathologiques, conduisant à des résiduels nuls, donc
plausibles du point de vue physique, mais correspondant à des
solutions incorrectes [1, 3]. La caractérisation de ces « modes
d’échec » a mené à une recherche active abordant la question
sous deux angles différents : un premier théorique visant à
établir dans un contexte d’échantillonnage uniforme des points
de collocation (e.g., grille uniforme équidistante ou tirage aléa-
toire uniforme), des garanties de consistance et de convergence
sous forme de bornes d’estimation, ou d’approximation (e.g.,
[3, 4]) ; un deuxième améliorant l’échantillonnage des points
de collocation. Plutôt que de les tirer de manière uniforme,
plusieurs stratégies ont émergé dans la littérature, suggérant
d’orienter la sélection des points au cours de l’apprentissage
en fonction de l’amplitude ou du gradient des résiduels de
l’EDP. Ceci a donné lieu à une nouvelle famille de méthodes
d’échantillonnage adaptatif pour les PINNs (e.g., [2, 7, 8, 9]).
Cependant, il convient de noter que, bien que ces méthodes
aient démontré des performances remarquables en pratique,
elles ont en commun l’absence de garanties théoriques quant à
leur avantage par rapport à un échantillonnage uniforme.
L’objectif de ce papier est de répondre à cette limitation. Par-
tant du fait que la minimisation d’une perte empirique en

apprentissage peut être abordée d’un point de vue mathéma-
tique à travers l’approximation de l’intégrale d’une fonction f ,
nous proposons une nouvelle règle de quadrature simple basée
sur la hessienne de f . Nous dérivons une borne supérieure
sur l’erreur d’approximation et montrons sa meilleure préci-
sion par rapport à celle issue d’une grille uniforme régulière.
Ce résultat théorique nous conduit à concevoir une méthode
d’échantillonnage adaptatif pour les PINNs, où f prend la
forme de la fonction de perte basée sur les résiduels. Cette
stratégie sélectionne les points de collocation dans le domaine
spatio-temporel aux endroits où la hessienne varie le plus. Les
expériences menées sur deux EDPs en 2D mettent en évidence
les propriétés intéressantes de notre méthode.

2 Notations
On considère les EDPs de la forme Bu

Bt ` N rus “ 0, où
N r¨s est un opérateur différentiel en temps et en espace, et où
upt,xq est la solution avec t P r0, T s et x P Ω. Cette équa-
tion est généralement accompagnée de conditions initiales et
limites : @x P Ω, Irusp0,xq “ 0, et @x P BΩ, t P r0, T s,
Bruspt,xq “ 0, où B est l’opérateur de frontière appliqué à
BΩ et I est l’opérateur initial à t “ 0. L’objectif d’un PINN
[6] est d’apprendre une approximation uθpt,xq de la solution
upt,xq en optimisant les paramètres θ d’un réseau de neu-
rones par la minimisation d’une fonction de perte Lpθq (voir
Problème 1) composée des termes non négatifs suivants :

LN pθq “

ż

r0,T sˆΩ

ˆ

Buθ

Bt
` N ruθs

˙2

dtdx

LIpθq “

ż

Ω

pIruθsp0,xqq2dx

LBpθq “

ż

r0,T sˆBΩ

pBruθspt,xqq
2
dtdx
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min
θ

Lpθq

“ min
θ

pLN pθq ` λ1LIpθq ` λ2LBpθq ` λ3Rpθqq, (1)

où λ1, λ2, λ3 sont des hyperparamètres et Rpθq est un terme
de régularisation. En pratique, les intégrales LN pθq, LIpθq, et
LBpθq sont approximées par des espérances calculées à partir
de NN points de collocation, NI points initiaux et NB points
aux bords, respectivement.
D’un point de vue mathématique, les intégrales de Eq. (1)
s’obtiennent en approximant l’intégrale d’une fonction
f : D Ñ R à partir de N mesures de l’intégrande par une qua-
drature numérique comme suit :

řN
i“1 wifpxiq «

ş

D fpxqdx,
où wi ě 0 sont des poids de quadrature.

Dans la section suivante, nous présentons une nouvelle mé-
thode de quadrature reposant sur la hessienne de f et dérivons
une borne supérieure sur l’erreur d’approximation, plus serrée
que celle d’une méthode sélectionnant de manière régulière
les N “ NN ` NI ` NB points de quadrature.

3 Bornes d’erreurs de quadrature
Soient a, b P R et une fonction f : ra, bs ÝÑ R. Pour résoudre
la quadrature de f , on choisit x0, . . . , xN P ra, bs et les poids
w0, . . . , wN peuvent être obtenus en approximant f par des
fonctions polynomiales (méthode dite de Newton-Cotes). Afin
d’éviter le phénomène de Runge, où l’interpolation polyno-
miale présente des piques aux bords de l’intervalle à cause de
la croissance de maxxPra,bs |f pnqpxq| comme une fonction de
n, on propose ici de contrôler l’expressivité de l’approximation
en utilisant une interpolation par de simples trapèzes.

3.1 Quadrature à partir d’une grille uniforme
Déterminons tout d’abord l’erreur qui serait obtenue par une
règle basée sur des trapèzes construits à partir d’une grille
uniforme de points de quadrature. On approxime tout d’abord
f sur rx1, x2s, avec x1, x2 P ra, bs, par la droite passant par
px1, fpx1qq et px2, fpx2qq. On pose h “ x2 ´ x1. L’interpo-
lation ppxq est donnée par :

ppxq “
x ´ x1

h
fpx2q ´

x ´ x2

h
fpx1q.

Comme il s’agit d’un polynôme de degré 1, la formule d’inter-
polation de Lagrange implique que Dξ P rx1, x2s tel que

fpxq ´ ppxq “
f2pξq

2
px ´ x1qpx ´ x2q.

Divisons désormais ra, bs en N sous-intervalles de longueur
h “ b´a

N . On pose x0 “ a et xi “ x0 ` hi pour 1 ď i ď N .
La fonction f est approximée sur chaque rxi, xi`1s par une
droite, et donc ppxq devient une fonction linéaire par morceaux.
L’intégrale de f peut alors être approximée par l’intégrale des
N trapèzes formés par ppxq. En exploitant [5, Th.20.5.1], on
peut prouver le résultat suivant :

Proposition 3.1. Soient a, b P R, N P N˚, et f : ra, bs ÝÑ R
une fonction de classe C2, i.e., avec une dérivée seconde conti-
nue. Alors l’erreur totale Etot,unif de la quadrature uniforme
de f par N trapèzes est bornée par :

Etot,unif ď Btot,unif “
1

12

pb ´ aq3

N2
max
xPra,bs

|f2pxq|. (2)

3.2 Quadrature basée sur la hessienne
Plutôt que de choisir les points de quadrature sur une grille
uniforme, nous proposons une méthode raffinée où la sélection
s’adapte aux variations de la dérivée seconde de f : ra, bs Ñ R
de classe C2. On divise ra, bs en k sous-intervalles Ij , 1 ď

j ď k, de longueur respective l “ b´a
k . Pour permettre une

comparaison avec la méthode uniforme, l’interpolation est
faite telle que le nombre total de trapèzes sur tous les Ij est N .
On divise chaque Ij en nj sous-intervalles où

nj “

R

N

a

Mj
řk

p“1

a

Mp

V

(3)

avec Mj “ max
xPIj

|f2pxq|. En raison de la fonction r.s,

řk
j“1 nj «

řk
j“1 N

?
Mj

řk
p“1

?
Mp

“ N avec un écart au

plus k, celui-ci devenant négligeable quand N " k. Pour
chaque Ij , on effectue une approximation de l’intégrale de
f

Ij
: Ij ÝÑ R par nj trapèzes puis on somme les résultats.

Nous pouvons désormais énoncer le résultat principal :

Théorème 3.1. Soient a, b, P R, k,N P N˚ avec k ď N , et
f : ra, bs ÝÑ R une fonction de classe C2. Alors le majorant
Btot,refined de l’erreur totale Etot,refined de notre méthode de
quadrature raffinée de l’intégrale de f est plus fine que celle
de Eq. (2) pour un même nombre de trapèzes :

Btot,refined “

k
ÿ

j“1

l3

12

1
ˆR

N

?
Mj

řk
p“1

?
Mp

V˙2 |f2pξjq| ď Btot,unif .

Pour chaque 1 ď j ď k, ξj est un élément bien choisi de Ij .
En particulier, plus f2 varie et plus l’inégalité précédente est
stricte, et donc en faveur de notre méthode raffinée.

Preuve (sketch). Pour tout 1 ď j ď k, on pose hj “ l
nj

et
on applique [5, Th.20.5.1] pour montrer qu’il existe ξj P Ij
tel que l’erreur totale de quadrature vérifie : Etot,refined “
řk

j“1 ´ 1
12 lh

2
jf

2pξjq. En posant M “ max
1ďjďk

Mj , alors

Etot,refined est majorée par :

Btot,refined “

k
ÿ

j“1

l3

12

1
ˆR

N

?
Mj

řk
p“1

?
Mp

V˙2 |f2pξjq|

ď
l3

12N2

k
ÿ

j“1

ˆ k
ÿ

p“1

a

Mp
a

Mj

˙2

|f2pξjq|

ď
l3

12N2

k
ÿ

j“1

k2
M

Mj
|f2pξjq|

ď
l3k3

12N2
M “ Btot,unif .

On note que la dernière inégalité est obtenue en utilisant
|f2pξjq| ď Mj , et donc plus f2 varie, plus cette inégalité
devient stricte en faveur de notre règle de quadrature.

3.3 Illustration de la borne du Théorème 3.1
Illustrons ici le comportement de notre méthode de quadrature
pour la fonction fpxq “ sinp 1?

x
q sur r0.1, 1s. Afin de détermi-

2



ner Mj pour chaque 1 ď j ď k, on prend S “ 100 points régu-
lièrement espacés xj,s P Ij , on calcule Mj “ max

1ďsďS
|f2pxj,sq|

et on déduit nj d’après Eq. (3). Notons ici que le coût de cal-
cul de Mj n’a pas d’importance. L’objectif est de montrer que
sélectionner N points à partir de f2 donne une plus petite
erreur de quadrature que d’utiliser N points régulièrement
espacés. En exploitant cette idée dans les PINNs, le même
budget de points de collocation sera bien sûr utilisé pour toutes
les méthodes dans le processus d’entraînement.

Pour la méthode uniforme, on sélectionne N ` 1 points
régulièrement espacés entre a et b inclus. Ces points forment
les extrémités de N trapèzes. On calcule alors leurs aires
respectives comme vu en Section 3.1 avant de les sommer.

FIGURE 1 : fpxq “ sinp 1?
x

q (en rouge) et ses approximations
(en bleu) avec N “ 25 ; (à gauche) : méthode uniforme ; (à
droite) : méthode raffinée avec k “ 10.

La Fig. 1 illustre le comportement des deux méthodes de
quadrature pour N “ 25 et k “ 10, et notamment celui
pathologique de la méthode uniforme qui ne peut capturer les
fortes variations de f (courbe rouge) sur de petits intervalles.
Au contraire, notre méthode utilise seulement une petite partie
du budget pour approximer la partie droite de la fonction, et
garde la majorité des points de collocation pour les zones où
les variations sont fortes, réduisant ainsi considérablement
l’erreur de quadrature de 16.4% à 1.89%.

4 Échantillonnage adaptatif et PINNs
Pour comparer les principales méthodes d’échantillonnage
adaptatif pour les PINNs, nous utilisons le cadre de la méthode
RAD [8], où les N points de collocation sont tirés selon une
distribution proportionnelle à un critère d’intérêt. Ce dernier
peut prendre la forme des résiduels de l’EDP comme dans
la version originelle RAD [8], être adapté au gradient des
résiduels [7], à la hessienne des résiduels pour notre méthode,
ou encore une distribution uniforme comme utilisé dans un
PINN standard [6]. Soit la distribution générique suivante :

dpxq 9
γpxqτ

Erγpxqτ s
` c, (4)

où τ et c sont des hyperparamètres permettant de contrôler la
concentration des points. Les méthodes d’échantillonnage de
l’état de l’art peuvent toutes êtres vues comme des cas spéciaux
de Eq. (4), i.e., comme des instanciations d’un algorithme
générique que nous appelons dans la suite ‹-RAD, où res-
RAD, grad-RAD, hessian-RAD, et unif-RAD, correspondent
respectivement à une méthode basée sur les résiduels (i.e., où
γpxq “ fpxq), leur gradient (γpxq “ f 1pxq), la hessienne
(γpxq “ f2pxq) et la distribution uniforme (PINN standard
obtenu avec τ “ 0 et c Ñ 8). Si les dérivées de f ne sont
pas à valeurs scalaires, on utilise la norme du vecteur ou de

Algorithme 1 : ‹-RAD
Fixer ‹ P t“res”, “grad”, “hessian”, “unif”u, τ , c, N

et #epochs ;
Sélectionner aléatoirement un ensemble de points S ;
Entraîner un PINN pour un nombre d’époques donné ;
while #epochs n’est pas atteint do

Construire une distribution dpxq de Eq. (4) pour ‹

à partir d’un ensemble de points aléatoires ;
S Ð nouvel ensemble de N points i.i.d. „ dpxq ;
Entraîner le PINN pour un nombre d’époques ;

end

la matrice correspondante. Le pseudo-code de ‹-RAD est
présenté dans l’Algorithme 1. Par ailleurs, dans ce qui suit, on
utilise λ3 “ 0 (cf. Eq. (1)).
Nous présentons dans ce qui suit les résultats obtenus avec les
quatre méthodes d’échantillonnage sur deux EDPs en 2D1.

4.1 Équation de Poisson 2D
L’équation de Poisson est une EDP elliptique du second
ordre utilisée en physique théorique et définie comme suit :
∆u “ F px, yq, où px, yq P r0, 1s2, et où F est prise telle que
upx, yq “ 24axap1´xqayap1´yqa avec a “ 10 est la solution
analytique (Fig. 2 en haut à gauche). Un PINN est appris en uti-
lisant la fonction d’activation tanh sur un réseau entièrement
connecté et composé de 3 couches cachées de 20 neurones.
Les paramètres suivants sont utilisés : #epochs “ 20000, le
taux d’apprentissage η “ 10´3, N “ 400 tirés selon dpxq

approximée à partir de 40000 candidats, τ “ 1{2 et c “ 0. Le
rééchantillonnage est réalisé toutes les 1000 itérations.

La remarque la plus frappante que l’on peut faire à partir
de la Fig. 2 (en haut à droite) est que notre méthode hessian-
RAD profite pleinement des variations abruptes des solutions
de Poisson pour converger beaucoup plus rapidement que les
autres. Environ 1000 itérations suffisent, tandis que les straté-
gies concurrentes nécessitent beaucoup plus d’itérations pour
se stabiliser. Fait intéressant, même après 20000 itérations,
lorsque les méthodes ont convergé vers une solution exacte,
l’écart en termes d’erreur de prédiction en faveur de notre
méthode est important, comme l’illustrent les quatre heatmaps
de la Fig. 2 (partie inférieure). Les erreurs L2 sont 6 ˆ 10´5,
5ˆ10´6, 2ˆ10´6 et 7ˆ10´7 respectivement pour unif-RAD,
res-RAD, grad-RAD et hessian-RAD. Bien que le calcul de la
hessienne soit plus coûteux, cette charge supplémentaire est
raisonnable et donc compensée par une meilleure prédiction.

4.2 Équation de diffusion-réaction 2D

L’équation de diffusion-réaction est définie par : Bu
Bt “ D B

2u
Bx2 `

F px, tq, x P r´π, πs, t P r0, 1s, upx, tq est la concentra-
tion de soluté, D “ 1 représente le coefficient de diffu-
sion, et F px, tq “ e´t

“

3
2 sinp2xq ` 8

3 sinp3xq ` 15
4 sinp4xq `

63
8 sinp8xq

‰

est la réaction chimique. Les conditions initiales et
aux bords sont upx, 0q “

ř4
i“1

sinpixq

i `
sinp8xq

8 et up´π, tq “

upπ, tq “ 0. La solution est décrite sur la Fig. 3 (haut gauche).
La même architecture de PINN qu’en 4.1 est utilisée avec les
paramètres #epochs “ 100000, η “ 10´4, N “ 50 „ dpxq

1Le code est disponible sur ce dépôt GitHub.
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FIGURE 2 : (Haut gauche) Solution analytique de l’équation
de Poisson ; (Haut droit) Erreur test L2 au cours des 20000
premières itérations, et temps de calcul (en s) ; (Milieu et bas)
Heatmaps des erreurs des 4 méthodes après 20000 itérations.

approximée à partir de 5000 candidats, τ “ 1{2 et c “ 0.
Étonnamment sur cette EDP, le niveau des résiduels n’est que
très peu informatif pour bien échantillonner les points de collo-
cation, probablement du fait d’un loss landscape très peu lisse
(contrairement à la Section 4.1) lié aux fortes variations de la
solution. La méthode res-RAD est ainsi bien moins efficace
que les autres avec une erreur 5 à 10 fois supérieure (3ˆ10´2),
alors que celles d’unif-RAD, grad-RAD et hessian-RAD sont
6 ˆ 10´3, 3 ˆ 10´3 et 3 ˆ 10´3 respectivement. Les deux
méthodes basées sur les dérivées d’ordre 1 et 2 (voir heatmaps
d’erreur sur Fig. 3 - bas) capturent bien mieux les variations
de la loss, tout comme la méthode uniforme (haut droite) qui
est un peu moins performante mais permet néanmoins de bien
couvrir le domaine. On notera que les 3 distributions d’er-
reurs sont très différentes, celle d’unif-RAD tendant à être
répartie sur l’ensemble du domaine, celles de grad-RAD et
hessian-RAD étant plus localisées autour de zones spécifiques.

5 Conclusion
Nous avons présenté une méthode de quadrature basée sur
les dérivées secondes. L’exploitation de la hessienne des ré-
siduels montre également des résultats prometteurs dans une
méthode d’échantillonnage adaptatif pour les PINNs. Mais
l’utilisation de f2 peut devenir coûteuse en haute dimension.
Une direction porte sur une approche stochastique, où à chaque
rééchantillonnage, les éléments de la hessienne à calculer se-
raient échantillonnés. Une autre direction consiste à s’appuyer
sur le fait que des méthodes comme gPINN [9] réalisent déjà
une grande partie des calculs nécessaires pour la hessienne, et
peuvent donc être combinées avec peu de coût supplémentaire.

FIGURE 3 : (Haut gauche) Solution analytique de l’équation
de diffusion-réaction ; (Autres) Heatmaps des erreurs des mé-
thodes basées sur les résiduels après 100000 itérations.
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