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Résumé :

Nous proposons une reformulation géométrique de I’hypoélasticité en terme de 1-formes (puissances)
sur la variété des métriques riemanniennes. A partir de cette reformulation, nous établissons une nou-
velle condition nécessaire d’intégrabilité d’une loi d’hypoélasticité, similaire a la condition de Saint-
Venant pour Uintégrabilité d’un champ de déformation mais ici en dimension infinie.

Abstract :

We propose a geometric reformulation of hypoelasticity in terms of 1-forms (powers) on the manifold
of the Riemannian metrics. From this reformulation, we establish a new necessary condition for the
integrability of an hypoelasticity law, similar to the Saint-Venant condition for the integrability of a
strain field but here in infinite dimension.

Mots clefs : Hypoelasticité, variété des métriques riemanniennes, condition
de compatibilité de Saint-Venant.

1 Introduction

Contrairement aux modeles purement élastiques, ou la contrainte est une fonction unique de la défor-
mation, I’hypoélasticité peut conduire a une évolution de la contrainte qui dépend du chemin de charge-
ment. La notion de dérivées objectives, permettant de formuler cette théorie d’une maniere générale,
compatibles avec les principes fondamentaux de la mécanique des matériaux continus en grandes tran-
sformations, est formalisée a la fin des années 1950 et lors des années 1960 [20, 24, 10]. Bernstein [1] est
le premier a établir une condition nécessaire pour qu'une loi d’hypoélasticité (de loi de comportement
formulée en vitesse) soit élastique (de loi de comportement formulée comme une relation contrainte-
déformation) . Notons que Dafalias [2] prend en compte I’ anisotropie du matériau (c.f. également [16]).
Xiao, Bruhns and Meyers [26] simplifient la condition de Bernstein pour des lois logarithmiques. Noels
et al. [17] modifient I’expression des forces internes, afin de garantir que le travail €lastique puisse
étre restitué par un schéma numérique. Leur approche tend a assurer que les algorithmes numériques
utilisés pour simuler le comportement des matériaux hypoélastiques non linéaires respectent la loi de
conservation de 1’énergie, améliorant ainsi la précision et la stabilité des simulations.

D’une maniere formelle, I’hypoélasticité est définie par une relation linéaire entre une dérivée objective
7 du tenseur des contraintes de Kirchhoff, et le taux de déformation d [27, 12, 20, 9, 11, 25]. Plus
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précisément cette relation est définie sur la configuration déformée par la loi d’hypoélasticité
o otJ ..
7=h:d (i.e., T = hikq,, ) ,

ou h est le tenseur constitutif d’hypoélasticité sur la configuration déformée. Elle permet d’écrire simple-
ment le couplage avec la plasticité des métaux, en remplacant d par sa partie élastique d® = d — dP,
différence entre le taux de déformation total d et le taux de déformation plastique dP. En plasticité
parfaite, ce dernier est gouverné par la contrainte, ce qui conduit certains auteurs [1] a expliciter une
dépendance supplémentaire du tenseur d’hypoélasticité a la contrainte.

Le cadre géométrique, dit Intrinséque Lagrangien [18, 19,21, 22], de la mécanique des milieux continus
a été développé plus récemment. Il met en avant le body B, variété tridimensionnelle & bord munie de la
forme volume mesure de masse, qui labélise les points matériels d’un milieu continu. Ce cadre géomé-
trique permet d’interpréter une loi d’élasticité (au sens de Cauchy) comme un champ de vecteurs sur la
variété Met(B) des métriques riemanniennes sur le body [22]. Rougée a réécrit la dérivée de Jaumann
comme une dérivée covariante sur cette variété. Dans ce méme cadre, Fiala en a proposé une nouvelle
de type Ebin [7]. Les formulations par ces auteurs allaient a contresens de 1’idée avancée par Marsden
et Hughes, qui conjecturaient que toutes les dérivées objectives étaient des dérivés de Lie [15], ou plus
précisément des combinaisons linéaires de dérivés de Lie du tenseur des contraintes (contravariant) et
de ses différentes formes covariantes et mixtes (obtenues grace a la métrique euclidienne). Cependant,
ces “dérivées de Lie” n’incluent pas la dérivée objective de Fiala [8], qui fournit un contre exemple a
leur conjecture. Il a depuis été démontré [14] que, sous des hypotheses naturelles (de localité notam-
ment), toutes les dérivées objectives correspondent a des dérivées covariantes sur le la variété Met ()
des métriques riemanniennes sur le body.

La question naturelle [1, 23] est : sous quelle condition 1’équation d’hypoélasticité s’integre en une
loi d’élasticité (au sens de Cauchy)? Nous proposons de formuler et d’étudier cette question dans le
cadre géométrique “Intrinséque Lagrangien” de la mécanique des milieux continus [22, 13, 14]. Pour
cela, nous nous appuyons de plus sur la réinterprétation de 1’élasticité linéaire en terme de complexes
différentiels généralisés [3, 4].

Nous modélisons la configuration d’un solide déformable par un plongement p de classe C'*° du body
BB vers la configuration déformée 2 de 1’espace euclidien €& = (R?, q), muni de la métrique q,

p:B—QCE, X — x = p(X).
L application linéaire tangente
Tp:=F:TB— TQQ, 0X — ox = FéX,

est le gradient de la transformation de la mécanique des milieux continus.

Certains auteurs choisissent de travailler avec une configuration de référence Qy C R3 définie par un
plongement de référence pg : B — €2y. Cela permet de définir la transformation ¢ : Qy — €,
Xo — ¢(x) et son application linéaire tangente T'¢ := F;, : TQo — T, 6xg — 6x = F40%q.
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2 Reformulation de I’hypoélasticité sur la variété des métriques

Cadre géométrique. On considére un body 3, muni d’une forme volume mesure de masse g. On
note Met(B) la variété des métriques riemanniennes sur 5. Reprenant la reformulation de 1’élasticité
sur la variété des métriques introduite dans [13, 14], la donnée d’une loi d’élasticité est équivalente a
la donnée d’un champ de vecteurs S € Vect(Met(B)) sur la variété des métriques riemanniennes du
body. L’introduction sur Met(13) de la métrique L2, dite métrique de Rougée

Gﬁ(élfy, 52) = /Btr(’ylélfy ~15%y) 5y, 0%y € TyMet(B), (2.1)

permet d’associer au champ de vecteurs S un champ de covecteurs sur Met(3) et donc une puissance

Py = [(0:5mm by € TMex(B)

avec
0=~""'S(y)v . 22)

Pour obtenir une loi d’hypoélasticité, il faut dériver cette loi d’élasticité par rapport au temps ¢, mais
comment dériver un champ de vecteurs ou de covecteurs? Cela nécessite la définition d’un dérivée
covariante. L’ensemble Met(5) des métriques riemanniennes sur 3 est un ouvert convexe de I’espace
vectoriel des tenseurs symétriques covariants d’ordre 2. Le fibré tangent 2 Met () est donc trivial et les
champs de vecteurs sur Met(53) peuvent étre assimilés a des fonctions vectorielles. Une conséquence
de cette propriété est qu’il existe une dérivée covariante canonique sur 7’Met(B) qui correspond a la
dérivée d’une fonction vectorielle au sens de Gateaux. Cette dérivée covariante canonique s’écrit pour
tout champ de vecteurs d-y(t), défini le long d’une courbe ~(t)

V0 = 9;67.
Par conséquent, toute autre dérivée covariante sur 7Met(B) s’écrit
Vidy = Vidy + Ty (9r7,07),

ou I’opérateur de Christoffel I" est de nature tensorielle. Par exemple (voir [22, 14]), la dérivée covariante
de Lévy-Civita associée a la métrique de Rougée s’écrit

1
Vidy = 00y — 5 (Byy 1oy + vy o) (2.3)

Par la régle de Leibniz, une dérivée covariante sur 7'Met (5) induit une dérivée covariante sur 7*Met (5)
(I’espace des puissances intérieures) définie par

(VP)(v) = - (P(v)) ~ (V2.

Cette formule, a priori trés abstraite ne ’est pas tant que cela, car comme établi dans [14], les dérivées
covariantes utiles en mécanique préservent les distributions régulieres, ce qui signifie que, si

P(oy) = /B 0 : 67\,
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alors
(V/P)(65y) = / (Vi0:67)p, o ViB = 0,6 — T (3p.6),

B
et I'S (9, 0) désigne I'opérateur dual de 1’opérateur linéaire
67 = Ty (0, 07).

On trouve, par exemple, pour la dérivée covariante (2.3)

1 _ _
V0 = V70 —T%(0y,0) = 9,6 + 3 (00yy '+~ 100) .
Réécriture d’une loi d’hypoélasticité. Une fois qu’on a présentés les outils géométriques, considérons
une loi d"hypoélasticité classique formulée sur la configuration déformée (2
r=d: h,

ol T désigne une dérivée objective de 7, d le taux de déformation et h est un tenseur d’ordre 4 possédant
les symétries du tenseur d’élasticité. En contractant cette loi avec une déformation virtuelle € et en
I’intégrant sur {2, on obtient

/(70' s €) pvolg = /(d :h:e)pvolg.
) Q

Puis, en effectuant un changement de variables, et en tirant en arriere les variables sur B3, on trouve

/(p*7o' ipfe)p = /(p*d :p*h:p*e) p.
B B

p'd= %0{7 ol y=p'q
et p*7o' est une dérivée covariante V;(p*7) comme il a été démontré dans [14].
Exemple 2.1 (dérivée d’Oldroyd). Par exemple prenons la dérivée d’Oldroyd (ou dérivée convective)
7= Ot + Lo,

1

z 5z

ot u = Oypop~ " estla vitesse eulerienne. L’équation d’hypoélasticité s’écrit
A
T=d:h,

ou d est le taux de déformation et h est un tenseur d’ordre 4 possédant les symétries du tenseur d’élas-
ticité. On la tire en arri¢re pour 1’écrire dur le body 5

A
pT =p (O + LuT) = 8(p*T) = Vi (p*T),
ott V¥ = 0, est la dérivée covariante canonique précédente. Finalement, en introduisant

1
0:=p'r, = 5]9*5, et H:=ph,
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on arrive a
1
ViP(6y) = /B (Vi0:07)p =3 /B Oy - H: 6) p:= H(Ory, 57),

ol H correspond a un champ de tenseurs covariants d’ordre 2 sur la variété Met (). Comme de plus H
possede, par hypothése, la symétrie majeure, on a aussi

H(Opy, 0v) = (67, 0ry),
et donc H est symétrique.

Ceci nous amene, plus généralement a la reformulation géométrique suivante de 1’hypoélasticité.

Définition 2.2. Etant donnée une dérivée covariante V sur Met(B) et H = (H**') un tenseur contrava-
riant d’ordre 4 sur BB possédant les symétries du tenseur d’élasticité, une loi d’hypoélaticité correspond
a I’équation sur Met(B)

ViP(6v) = H(9y,67), 2.4)

V/P(5v) = /B (V6 - 57)

et H est le champ de tenseurs symétrique sur la variété des métriques Met(B),

1
H(o'y,8%) = 5/8(517 tH: 6%) p.

La formulation d’une loi d’hypoélaticité nécessite donc le choix d’une dérivée covariante.

Loi d’hypoélasticité issue d’une loi d’élasticité. Dans cette section nous choisirons le cas le plus
simple qui est celui de la dérivée canonique VY0 := 0,6. Nous allons maintenant montrer, comment,
en partant d’une loi d’élasticité, on retrouve, par dérivation, une loi d’hypoélasticité comme définie
dans (2.2). Ceci nous aidera a préciser les arguments du tenseur H. Ainsi, en dérivant (2.2), on obtient

_1 [0S _ _ _ _ _ _ _
00 =~ (% : 815'7) Y=oy IS T = T ISy oy
qui est une relation linéaire entre 0,0 et 0;y. Cette relation peut se réécrire

040 : 0y = Oy : H : &,

g oS\ Y 1, . . . 1, . . o
ijkl . pk.ql - ik Jp ik ip ql - ip gl IpA il qk
HYR 1= 4Py <_9’7>m 2(77 + 7 7)7 Spq 2(77 + 7)7 Spqs

est un tenseur contravariant d’ordre 4 possédant les symétries mineures

ol ikl 1k
HUR — praitkl _ pri ,
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mais pas la symétrie majeure H7* = H*J sauf si S est un gradient (par le théoréme de Schwartz),
c’est a dire si
Sij = %'p%'qa—W-
Mpg
Le tenseur H dépend donc de la métrique ~y et seulement de celle-ci. On en conclut donc que H est bien
un champ de tenseurs sur Met(B).

3 Condition géométrique d’intégrabilité d’une loi d’hypoélaticité

Apres avoir reformulé géométriquement 1’hypoélasticité sur Met(B), il est légitime de se demander a
quelle condition une telle loi dérive d’une loi d’élasticité. Bernstein est le premier a donner une condi-
tion nécessaire d’intégrabilité [1]. Mé&me si cette condition est seulement nécessaire, Simo et Pister [23]
montrent que des matériaux qui ne vérifient pas cette condition peuvent avoir des propriétés incompa-
tibles avec la notion d’élasticité. Eastwood [5, 6] semble étre le premier a reformuler I’élasticité linéaire
en termes de complexes différentiels. Ici on utilise les complexes différentiels généralisés de [3, 4] pour
construire un autre complexe différentiel sur la variété des métriques riemanniennes Met () (donc en
dimension infinie). Cela nous permettra de formuler une condition nécessaire d’intégrabilité d’une loi
d’hypoélasticité analogue a la condition de compatibilité de Saint-Venant pour I’intégration d’un champ
de déformation en un déplacement.

On considere donc une loi d’hypoélaticité de type (2.4), et on cherche une loi d’élasticité (donnée par sa
puissance P) dont elle dériverait. Autrement dit, étant donné une 2-forme symétrique 4 sur la variété
des métriques Met (), existe-t-il une 1-forme P définie sur Met(B) et telle que

VIP(6y) = H(Oy,0v), Yoy € TyMet(B)?

ot VY est la dérivée canonique précédente. Pour définir le complexe différentiel, on introduit un premier
opérateur D;. Il est défini sur les champs de tenseurs P, covariants d’ordre 1 sur Met (). Pour cela on
utilise des familles a deux parametres de métriques (s, t) et on note leur variations respectives par 0~y
et Js7y. Alors on définit Dy par

1
DyP(0r7,047) = 5 [VEP(0s7y) + VIP(017)] -

Ensuite on introduit deux parameétres supplémentaires u, v donnant des familles a quatre parameétres
~(t, s,u,v) et on note 9,7y, O,y les nouvelles variations respectives. Alors on introduit un deuxieme
opérateur Dy, défini sur les champs de tenseurs H covariants d’ordre 2 symétriques sur Met(B), par

DoyH(0yy, 05, 0uy, 0uY) : = VOVOH(9¢y, 0s7) — VOV H (95, 0uy)
+ VOVIH(Duy, 0uy) — VIVIH Oy, 0uy).-

ou la dérivée du tenseur H covariant d’ordre 2 est définie par

1
VIH (6, 6%) = 3 /B (6 : 0H : %) p.

Cette derniere expression définit un tenseur ¥V covariant d’ordre 4 sur la variété des métriques Met (1)

Définition 3.1. On appelle tenseur d’incompatibilité ou tenseur de Saint-Venant le tenseur covariant
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d’ordre 4 sur la variété des métriques Met(B) par

W(at’)’a 88'77 au’)’a 81}'7) L= VSVSH(@% 88'7) - ng?H(aS’Y7 au’)’)

Ce champ de tenseurs est I’analogue au tenseur de Saint-Venant pour le probleme du déplacement. On
formulera donc le résultat suivant.

Théoréme 3.2. Si la loi d’hypoélasticité (2.4) dérive d’une loi d’élasticité on a VW = 0, soit
VoVuH (907, 05%) = VoViH(0sy,0u7) + VIVIH(007,0u) = VIV H (v, 0ry) = 0.

ou la dérivé du tenseur H covariant d’ordre 2 est définie par

1
VIH (0, 6%) = 5 /B (6" : 0 H : 6%5) p.

Finalement, on propose quelques exemples et applications.
Exemple 3.3. On considere la loi d’hypoélasticité classique sur €2
Tie= 2utr(q tdqle) + %tr(qfld) tr(qte),
qui se réécrit sur B
010 : 6y = 2utr(y Loy Loy) + Mr(y Loy tr(yLo),

ou A, i sont les coefficients de Lamé (le module de cisaillement y ne devra pas étre confondu avec la

z 3z

forme volume mesure de masse p). La reformulation géométrique de cette loi d’hypoélasticité s’écrit

_ _ A _ _
VIP(67) = /B (0,0 : 07) p = /5 [utr(v Loy 157)+§tr(7 10py) tr(vy 157)} p=H(0y,0v)

Pour calculer le tenseur d’incompatibilité VV définit par (3.1) on reprend les familles a quatre parametres
de métriques (¢, s,u,v) et on note 0yy, ds7y, A7y, Oy leurs variations respectives. Pour calculer le
tenseur de Saint-Venant (3.1) il faut donc calculer les variations de la formule

A
H(Ory, 0) = /B [utr(710t77157)+5tr(7lan) tr(vlév)] o,

ou v dépend de ¢, s, u, v. Afin de simplifier les calculs on prend des déformations qui sont paralleles de
sorte que les dérivées secondes s’annulent 9;0;v = 0. Le calcul de la combinaison linéaire des quatre
dérivées secondes de I’équation de (3.1) donne le tenseur de Saint-Venant

WOy, Dy, Duys Duy) = A /B (07 D)y (Buys DY)y — (DYs DY) (s Doy

ou <61'y, 527>7 =tr (7_15177_1627).

Maintenant on se pose la question de I’intégrabilité de cette loi. On suppose que la condition de Saint-
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Venant est vérifiée. Quelles que soient les déformations 0y, Os7y, Oy, Op7y ON a

/B)\ ((815'77 8v’7>’7 <8u'77 88'7>"/ - <8t'77 88'7>"/ <8u'77 8v’7>"/) M= 0.

Cela implique que I’intégrant est nul. Or le tenseur

<at'7= 8v’7>’7 <8u'77 85'7>‘7 - <at'77 88'7>"/ <8u'77 807>7 7é 0

n’est pas identiquement nul. On s’en appercoit par exemple en choisissant une déformation qui vérifie

8{7 = 81}'77 85")’ = au’)’, <at’)/7 887>'y = 0.

Ainsi I’annulation du tenseur d’incompatibilité implique A = 0. Par contraposée cela signifie que si A #
0, la loi ne s’integre pas en un loi d’élasticité. Par contre le terme en p ne s’oppose pas a I’intégrabilité
car il y a annulation de sa contribution dans le tenseur de Saint-Venant. On en conclut que seul le terme
contenant le module de cisaillement p s’integre.

Exemple 3.4. La loi d’hypoélasticité classique

010 : 6 = 2ptr(v Oy vy L 5) + Atr(g L Oey) tr(vg o),

est issue d’une loi d’élasticité, car le tenseur de Saint-Venant s’annule trivialement. En effet lorsqu’on
calcule le tenseur d’incompatibilité, la métrique de référence ~q reste constante et ne dépendra pas de

t,s,u,v.

4 Conclusion

Nous avons reformulé I’hypoélasticité dans le cadre géométrique de la géométrie différentielle sur la
variété des métriques riemaniennes sur le body Met(B3). La question de son intégrabilité en une loi
d’élasticité conduit a une condition nécessaire tout a fait similaire a la condition de compatibilité de
Saint-Venant (pour I’intégration d’un champ de déformation en un déplacement), mais en dimension

infinie. Ensuite nous avons donné quelques exemples.
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