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RÉGRESSION SUR DONNÉES CENSURÉES
AVEC INDICATEURS MANQUANTS

Feriel Bouhadjera

Laboratoire CEDRIC, équipe MSDMA, CNAM, France,
feriel.bouhadjera@lecnam.net

Résumé. Les données censurées représentent une réelle difficulté dans la modélisation d’un
problème de régression. Parmi les méthodes classiques permettant d’estimer la fonction de régression,
nous pouvons notamment citer les méthodes à noyaux, dites non-paramétriques. Toutefois, dans le
cas où l’indicateur de censure est manquant, il devient encore plus complexe d’estimer la fonction
de régression. Ce travail porte sur un estimateur à noyaux de la fonction de régression basé sur
la méthode locale linéaire lorsque la fonction de perte est l’erreur relative quadratique moyenne
dans un contexte de données censurées avec indicateurs de censure manquants. Il s’agit d’une ex-
tension de Bouhadjera and Ould Saı̈d (2022) au contexte de données manquantes aléatoirement.
L’approche proposée présente certains avantages notamment la stabilité en présence de données
censurées et aberrantes avec indicateurs de censure manquants. Elle présente également l’avantage
d’atténuer les effets de bords et de réduire le biais. Ainsi, sous des hypothèses appropriées, nous
présentons un résultat de convergence asymptotique.

Outre cette étude théorique, ce travail compare numériquement l’approche proposée avec des
compétiteurs de la littérature, adaptés au contexte des données manquantes au hasard, dites MAR
(Rubin, 1976). Parmi ces compétiteurs, nous retrouvons: la régression classique (Guessoum and
Ould Saı̈d, 2008), la régression locale linéaire (Bouhadjera et al., 2022), la régression relative
(Khardani and Slaoui, 2019) et la régression relative locale linéaire (Bouhadjera and Ould Saı̈d,
2022). Les simulations sont réalisées sur un jeu de données générées sous différents scénarios
dépendants du modèle considéré (linéaire ou non-linéaire), de la taille d’échantillon, du taux de
valeurs aberrantes, du taux de censure et du taux de valeurs manquantes. L’étude est complétée par
une simulation basée sur un jeu de données réels illustrant les bonnes propriétés de l’approche.

Mots-clés. Données censurées, données aberrantes, indicateurs manquants, lissage à noyaux,
mécanisme MAR, régression relative, régression locale linéaire.

Abstract. Censored data represent a real difficulty in modeling a regression problem. Classical
methods for estimating the regression function include kernel methods, known as nonparametric.
However, when the censoring indicator is missing, estimating the regression function becomes
even more complex. This work deals with a kernel estimator of the regression function based on
the local linear method when the loss function is the mean squared relative error in a context of
censored data with missing censoring indicators. It is an extension of Bouhadjera and Ould Saı̈d
(2022) in a context of randomly missing data. The proposed approach has advantages, notably
stability in the presence of outliers and censored values with missing indicators. It also has the
advantage of reducing edge effects and bias. In addition, under appropriate assumptions, we present
an asymptotic convergence result with rate.
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In addition to this theoretical study, this work numerically compares the proposed approach with
competitors adapted to the context of random missing data, known as MAR (Rubin, 1976). These
include: classical regression (Guessoum and Ould Saı̈d, 2008), local linear regression (Bouhadjera
et al., 2022), relative regression (Khardani and Slaoui, 2019) and local linear relative regression
(Bouhadjera and Ould Saı̈d, 2022). Simulations are carried out on a dataset generated under differ-
ent scenarios depending on the model considered (linear or non-linear), on sample size, on outlier
rate, on censoring rate and on missing value rate. The study is completed by a simulation based on
a real dataset that exhibits the good properties of the approach.

Keywords. Censored data, outliers, missing indicators, kernel smoothing, MAR mechanism,
relative regression, local linear regression.

Les modèles de régression non-paramétriques fournissent des outils statistiques performants
pour l’analyse des données. Ces modèles sont désormais populaires et largement utilisés dans
les applications. En particuliers, une variété d’approches s’intéressent à cette problématique de
régression. Sans être exhaustif, nous pouvons en citer : les spline, les k-plus proches voisins, les
polynômes locaux et les noyaux. Ce travail s’intéresse quand à lui à l’étude des estimateurs de type
noyaux. Cette méthode est simple, flexible et populaire grâce à son potentiel d’interprétabilité.

En analyse de survie, lorsqu’une variable est sujette à la censure, les méthodes statistiques clas-
siques ne peuvent plus s’appliquer directement. Ce type de données constitue alors une difficulté
pour la mise en oeuvre de modèles de régression. Nous nous intéressons dans ce travail à un type
de données censurées à droite. Sous ce modèle, différents estimateurs non-paramétriques de la
fonction de régression ont été développés dans la littérature. Par exemple, Guessoum and Ould
Saı̈d (2008) ont proposé un estimateur à noyau de la régression classique (RC) pour lequel ils ont
montré des résultats de convergence presque sûre et de normalité asymptotique. Kim and Truong
(1998), Cai (2003) et Bouhadjera et al (2022) ont proposé, quant a eux, un estimateur de la fonc-
tion de régression par une approche locale linéaire (RLL) qui possède les propriétés principales
d’atténuer les effets de bords et de réduire le terme du biais. Cependant, tous ces estimateurs sont
basés sur la minimisation du critère des moindres carrés demeurent peu performants en présence
de données aberrantes, souvent rencontrées en pratique. Certains auteurs se sont alors intéressées
à un nouveau critère qui minimise les erreurs relatives quadratiques moyennes, plus robuste en
présence de valeurs aberrantes (Park and Stefanski, 1998). En considérant ce nouveau critère,
Khardani and Slaoui (2019) ont proposé un estimateur de la fonction de régression relative (RR)
pour des données indépendantes et Bouhadjera et al. (2023) ont étendu l’approche dans un con-
texte de données dépendantes (α-mélangeantes). En combinant les deux approches locale linéaire
et régression relative, Bouhadjera and Ould Saı̈d (2022) ont montré que l’on combinait également
leurs avantages. Ces derniers ont proposé un estimateur de la fonction de régression relative par
une approche locale linéaire (RRLL) robuste aux valeurs aberrantes et censurées pour lequel ils ont
prouvé la convergence uniforme presque sûre.

Tous ces travaux antérieurs nécessitent que l’indicateur de censure soit complètement observé.
En pratique, ce dernier peut être manquant pour différentes raisons. Par exemple, dans une étude
médicale, certaines informations importantes concernant les patients peuvent venir à manquer,
comme le certificat de décès, les résultats d’autopsie ou les notes d’hospitalisation (e.g. dûe à
l’immigration de patients). De plus, dans le cas où nous nous intéressons à un type de décès
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spécifique (par exemple, dûe à une maladie X) en considérant tout autres types de décès comme
un mécanisme de censure, les indicateurs de censure des patients qui n’ont pas d’informations sur
la cause de décès sont manquants. Pour plus d’exemples sur ce type de données, nous renvoyons
le lecteur à Van Der Laan and McKeague (1998). Dans ce contexte de données censurées avec
indicateurs de censure manquants, Wang et al. (2009) ont proposé un estimateur de la fonction de
densité à noyau pour lequel ils ont établi des résultats asymptotiques de convergence presque sûre
et de normalité. Brunel et al. (2013) ont étudié, quant à eux, un estimateur non-paramétrique du
taux de hasard conditionnel. D’autre part, Bousselmi et al. (2021) ont élaboré plusieurs estimateurs
pour un modèle de régression Poisson. Qiu et al. (2021) ont proposé un estimateur de la fonction
de régression quantile basé sur des techniques de pondération. Wang et al. (2022) ont proposé un
estimateur de la fonction de régression par approche locale polynomiale pour lequel ils ont établi
un résultat de normalité asymptotique. Ainsi, la littérature sur les données censurées avec indica-
teurs de censure manquants proposent différentes approches pour estimer la fonction de régression.
Dans ce travail, nous nous intéressons à développer une méthode non-paramétrique pour estimer
la fonction de régression, robuste aux valeurs aberrantes pour des données censures à droite avec
indicateurs de censure manquants.

Le présent document est organisé comme suit. Dans la partie formalisme, nous présentons
les notations et hypothèses nécessaires à la construction du modèle. Ensuite, la partie données
synthétiques présente la modélisation des données observées dans un contexte de données cen-
surées à droite avec indicateurs manquants au hasard. De plus, les fonctions de perte considérées,
notamment les moindres carrées et les moindres carrés relatifs, ainsi que les estimateurs résultants
sont présentés dans la partie fonctions de perte et estimateurs associés. Enfin, dans la partie
propriétés, nous abordons les résultats asymptotiques théorique et numériques de l’approche pro-
posée en comparaison avec des compétiteurs de la littérature, adaptés au contexte des données
manquantes au hasard.

Formalisme. Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires (v.a.) où Y est une v.a. réelle positive
expliquée et X est une v.a. réelle explicative (de densité fX). On suppose que la densité du
couple (X, Y ) existe et est notée fXY . On cherche à modéliser le lien entre X et Y représenté
par Y = m(X) + ε, où m(X) = E[Y |X] est la fonction de régression (inconnue) qui apparaı̂t
comme une quantité contenant toute l’information sur la structure de dépendance et ε est une v.a.
représentant le terme d’erreur. On suppose que ε est centrée, de variance finie et indépendante de
X . Classiquement, la fonction de régression m(·) est obtenue en minimisant E[(Y −m(X))2|X].
Toutefois, cette fonction de perte est inefficace en présence de données aberrantes.

L’estimation de l’erreur relative a été récemment utilisée dans l’analyse de la régression comme
une alternative aux restrictions imposées par l’approche classique des moindres carrés. Cette
dernière consiste à considérer l’estimation de la fonction de régression m(·) minimisant l’erreur
relative quadratique moyenne E[Y −2(Y − m(X))2|X]. Ce critère a été largement étudié dans
un cadre paramétrique (Park and Stefanski, 1998; Chen et al., 2010) et a été récemment considéré
dans le cadre non-paramétrique dans différents contextes (Chahad et al., 2017; Attouch et al., 2017;
Thiam, 2018; Hu, 2019). Sous l’hypothèse que les deux premiers moments inverses conditionnels
de Y sachant X existent et soient finis, (Park and Stefanski, 1998) ont montré que la minimisation
de l’erreur relative quadratique moyenne s’exprime sous la forme m(X) = m1(X)/m2(X) où
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pour ν = 1, 2, mν(·) = E[Y −ν |X = ·] = rν(·)/fX(·) avec rν(·) =
∫
y−νfXY (·, y)dy.

Dans ce travail, nous nous intéressons à ce dernier modèle de régression relative non-paramétrique
en analyse de survie, et en particulier nous nous focalisons sur des situations où la réponse Y est
sujette à une censure aléatoire à droite. Plus formellement, soit C une v.a. non-négative et con-
tinue, de fonction de survie S. Dans un modèle de censure à droite, le triplet observé est (X, Ẏ , δ),
où Ẏ = min(Y,C) est la variable observée et δ = 1{Y≤C} est une v.a. indicatrice, qui vaut 1
si nous observons le temps d’intérêt Y (c’est-à-dire Ẏ = Y ), et 0 si nous observons le temps
de censure C. Nous supposons que le couple (X, Y ) et C sont indépendants (H0). Cette hy-
pothèse d’indépendance est classiquement utilisée pour les modèles de censure à droite et permet
l’identifiabilité du modèle.

À présent dans le cas où, l’indicatrice de censure δ est partiellement manquante, nous intro-
duisons une nouvelle v.a. ξ, qui vaut 1 si la v.a. δ est observée, et 0 si elle manquante. Nous
supposons que les variables ξ et δ sont indépendantes conditionnellement à Ẏ (H1). Cette hy-
pothèse est classique dans les analyses statistiques qui incluent des données manquantes (Little
and Rubin, 2002) et signifie que δ est manquante aléatoirement (Missing At Random ”MAR”) à la
différence du mécanisme de données manquantes complètement au hasard (Missing Completely At
Random ”MCAR”) qui nécessite une hypothèse d’indépendance complémentaire. Sous H1, nous
désignons par ω(·) ≡ P[δ|Ẏ = ·, ξ = 1] = P[δ|Ẏ = ·] la probabilité conditionnelle de l’indicatrice
de censure sachant la variable observée Ẏ .

Données synthétiques. Dans un modèle de censure à droite avec indicateur de censure sous
mécanisme MAR, les données nécessitent une modélisation spécifique. Nous présentons dans cette
partie, ce que l’on appelle les données synthétiques, qui remplacent les données d’intérêt qui ne
sont pas complètement observées en raison des phénomènes de censure et valeurs manquantes. Les
données observées consistent en n réalisations indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)
Oi ≡ (Xi, Ẏi, ξi = 1, δi) ou (Xi, Ẏi, ξi = 0), pour i = 1, . . . , n, de même loi que le quadruplet
(X, Ẏ , ξ, δ). Pour cet n-échantillon, les données synthétiques sont données par :

Ỹ −ν
i =

(
ξi

δi

S(Ẏi)
+ (1− ξi)

ω(Ẏi)

S(Ẏi)

)
Ẏ −ν
i , pour ν = 1, 2, (1)

où ω(·) et S(·) sont respectivement la probabilité de présence de l’indicatrice et la fonction de survie
de la variable de censure. Dans le cas où ξi = 1, l’équation (1) se résume aux données synthétiques
considérées dans Bouhadjera and Ould Saı̈d (2022). De plus, en nous basant sur les propriétés de
l’espérance conditionnelle et sous les hypothèses d’indépendance H0 et H1, nous avons :

E
[
Ỹ −ν
i |Oi

]
= E

[
Y −ν
i |Xi

]
= mν(Xi), (2)

pour ν = 1, 2 et i = 1, . . . , n. Toutefois, en pratique, les fonctions ω(·) et S(·) dans (1) sont
inconnues. Pour obtenir des données synthétiques parfaitement calculables, nous cherchons a rem-
placer ses deux fonctions dans (1) par leurs estimateurs respectifs. Concernant, la fonction ω(·), de
façon similaire à Wang et al. (2009) et Wang et al. (2022), nous proposons de l’approcher par un
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estimateur de type Nadaraya-Watson (Nadaraya (1964); Watson (1964)) donné par :

ω̂(y) =

n∑
j=1

ξjδjWb

(
Ẏj − y

)
n∑

j=1

ξjWb

(
Ẏj − y

) , (3)

où Wb(·) := W (·/b) est une densité de probabilité appelée noyau et 0 < b := bn −→
n→∞

0 est

une suite de nombre réels positifs appelée fenêtre. À présent, concernant la fonction de survie S,
certains auteurs comme Wang et al. (2022) proposent d’adapter le célèbre estimateur de Kaplan
and Meier (1958) en remplaçant directement l’indicatrice de censure manquante par (3), ce qui
donne :

Ŝ(y) =
∏

i: Ẏi≤y

(
n−Ri

n−Ri + 1

)1−ω̂(Ẏi)

, (4)

où Ri =
∑n

j=1 1{Yj≤Ẏi} pour i = 1, . . . , n. En remplaçant, (4) et (3) dans (1), nous obtenons des
données synthétiques calculables donnée par :

Ŷ −ν
i =

(
ξi

δi

Ŝ(Ẏi)
+ (1− ξi)

ω̂(Ẏi)

Ŝ(Ẏi)

)
Ẏ −ν
i , (5)

pour ν = 1, 2 et i = 1, . . . , n.

Fonctions de perte et estimateurs associés. Dans cette présentation, nous nous intéressons à
deux critères d’optimisation : les moindres carrés et les moindres carrés relatifs afin d’estimer la
fonction de régression m(·). Nous considérons pour ces deux fonctions de perte l’approche locale
linéaire dont l’idée principale est d’approximer m(X) par un développement de Taylor d’ordre 1.
Ainsi, nous supposons que la première dérivée de m(·) existe et est continue telle que, m(X) ≈
m(x) + m′(x)(X − x) ≡ β0 + β1(X − x) où x ∈ C avec C un ensemble compact de C0 =
{x ∈ R, fX(x) > 0}.

Critère des moindres carrés. Nous nous intéressons à β0 qui minimise l’erreur quadratique
moyenne pondérée et adaptée en considérant les données synthétiques de l’équation (5) avec Ŷi =
Ŷ −ν
i , pour ν = −1, donnée par :

arg min
β0∈R

{
n∑

i=1

(Ŷi − β0 − β1(Xi − x))2Kh (Xi − x)

}
, (6)

où Kh(·) := K(·/h) et 0 < h := hn −→
n→∞

0 sont respectivement le noyau et la fenêtre définis
précédemment. Par un calcul algébrique, la solution du problème de minimisation (6), nous donne
un estimateur de la fonction de RLL pour une variable d’intérêt censurée à droite avec un indicateur
de censure manquant aléatoirement dont l’expression est la suivante :

β̂RLL
0 :=

r̂−1,0(x)f̂2(x)− r̂−1,1(x)f̂1(x)

f̂2(x)f̂0(x)−
(
f̂1(x)

)2 ,
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avec

f̂η(x) =
1

nh

n∑
i=1

(Xi − x)ηKh (Xi − x) , (7)

et

r̂ν,η(x) =
1

nh

n∑
i=1

Ŷ −ν
i (Xi − x)ηKh (Xi − x) , (8)

pour ν = 1, 2 et η = 0, 1, 2. Dans le cas où, les δi sont complètement observés pour tout i (c’est-à-
dire pour ξi = 1), la solution du critère (6) a été étudiée par Bouhadjera et al. (2022). Considérons
maintenant β1 = 0, la minimisation de (6) nous donne un estimateur de la fonction de RC dont
l’expression est donnée par :

β̂RC
0 =

r̂−1,0(x)

f̂0(x)
.

avec r̂ν,η(x) et f̂η(x) pour ν = −1 et η = 0 sont définis dans (7) et (8) respectivement. Le cas sans
indicateurs manquants a été considéré dans (Guessoum and Ould Saı̈d, 2008).

Critères de moindres carrés relatifs. Nous nous intéressons ici à β0 qui minimise l’erreur
relative quadratique moyenne pondérée et adaptée en considérant les données synthétiques de
l’équation (5), donnée par :

arg min
β0∈R

{
n∑

i=1

Ŷ −2
i

(
Ẏi − β0 − β1(Xi − x)

)2
Kh (Xi − x)

}
. (9)

Comme pour le critère (6), la solution du problème de minimisation (9) nous donne un estimateur
de la fonction de RRLL adapté au contexte censuré avec indicateur manquant dont l’expression est
la suivante :

β̂RRLL
0 =

m̂1(x)

m̂2(x)
, avec m̂ν(x) = r̂2,2(x)r̂ν,0(x)− r̂2,1(x)r̂ν,1(x),

où r̂ν,η(x) pour ν = 1, 2 et η = 0, 1, 2 est défini dans (8). Si δ est complètement observé,
l’estimateur ci-dessous a été étudié dans Bouhadjera and Ould Saı̈d (2022). Le critère (9) peut
être réduit au cas où β1 = 0. Dans ce cas, la solution de ce problème de minimisation nous donne
un estimateur de la fonction RR :

β̂RR
0 =

r̂1,0(x)

r̂2,0(x)
,

où r̂ν,η(x) pour ν = 1, 2 et η = 0 est définie dans (8). Cet estimateur a été proposé et étudié par
Khardani and Slaoui (2019) dans le cadre de données censurées classiques, c’est-à-dire lorsque
ξi = 1 pour i = 1, . . . , n.

Propriétés. Cette présentation propose d’étudier le comportement asymptotique de β̂RRLL
0 dans

le contexte de données censurées à droite avec indicateurs de censure manquants sous un mécanisme
MAR. Un résultat de convergence uniforme presque sûre est proposé sous des hypothèses clas-
siques en estimation non-paramétrique telles que la régularité de fonctions, des hypothèses sur les
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fenêtres h et b et finalement sur les noyaux Wb et Kh. En particulier, celui-ci caractérise la vitesse
de convergence de l’estimateur en fonction des fenêtres h et b. De plus, une étude numérique
est effectuée pour comparer les différentes estimateurs de régression (β̂RC

0 , β̂RLL
0 , β̂RR

0 et β̂RRLL
0 ),

adaptés au contexte de données censurées avec indicateurs de censure manquants, variant par la
nature du mécanisme considéré (MAR ou MCAR). L’étude est réalisée sur des données simulées
selon trois modèles (linéaire, quadratique et exponentielle) dont on fait varier la taille d’échantillon,
le taux de censure et le taux de valeurs aberrantes. L’étude illustre que la qualité d’estimation est
meilleure par approche RRLL en comparaison aux approches RC, RLL, RR. Ainsi, ces premiers
résultats numériques tendent à montrer que la méthode proposée pour ce contexte de données cen-
surées avec indicateurs manquants est performante.
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