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La ruta cognitiva sobre la nocién de Isomorfismo de Espacios Vec-
toriales: El caso del profesor de algebra lineal
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El presente reporte de investigacion aborda la implementacion de un cuestionario
para caracterizar la ruta cognitiva sobre la nocién de Isomorfismos de Espacios Vec-
toriales (IEV). La investigacion fue realizada con profesores chilenos y mexicanos que
imparten la asignatura de &lgebra lineal en un programa de Ciencias. El disefio de la
investigacion se sustenta en el ciclo metodologico propio de la teoria APOE. Los re-
sultados evidencian la construccion conceptual de IEV de un profesor al resolver un
problema, mediante la coordinacidn de conceptos como matriz asociada, regién en el
plano R? y base generadora, que subyacen al modelo multinterpretativo de IEV.

Keywords: Learning of linear algebra, Learning of specific topics in university math-
ematics, Isomorphism vector space, APOS theory.

INTRODUCION

El desafio que tiene la ensefianza del algebra lineal, para aquellos que utilizan sus
objetos de saber, es poder comprenderlos en forma unificada. En este sentido, la no-
cion de IEV, es un objeto que puede ser interpretado desde tres perspectivas -funcio-
nal, matricial y geométrica-figural- con la cual, se puede evidenciar la interaccion de
las distintas nociones que marcan una ruta cognitiva a seguir para resolver situaciones
problema.

De acuerdo con el escenario anterior, el objetivo de esta investigacion es caracterizar
una ruta cognitiva de un profesor de la asignatura, bajo la perspectiva de la teoria APOE
(Accion, Proceso, Objeto y Esquema), a traves de la interaccion de tres esquemas,
representados por las interpretaciones —funcional, matricial y geométrica-figural—de la
nocion de IEV. De la coherencia de esos tres esquemas emerge el modelo cognitivo
multinterpretativo, que ayuda a caracterizar las interacciones entre los niveles de
Esquemas Intra, Inter y Trans de la nocion de IEV para describir la comprension
integral del concepto.

LA INVESTIGACION Y SU OBJETIVO

Este reporte de investigacion, es parte de un estudio doctoral cuyo el objetivo es indagar
las construcciones mentales que muestran profesores de la asignatura de algebra lineal
asociadas a un modelo multinterpretativo sobre la nocion de IEV. Para cumplir dicho
propésito utilizamos el ciclo metodoldgico propio de la teoria APOE. En él,
consideramos tres momentos importantes, el primero referido al estudio tedrico para el
levantamiento de las DG hipotética y determinar los niveles Intra, Inter y Trans. Luego,
se disefia e implementa un cuestionario que nos permitiera investigar sobre las



construcciones mentales y la interaccién de los Esquemas Yy, finalmente, analizar las
respuestas a la luz del constructo tedrico de APOE. En este sentido, la aplicacion de
las acciones investigativas es para responder al cuestionamiento:

;De qué manera interaccionan los diferentes esquemas relacionados con el modelo

multinterpretativo de IEV en el proceso de solucion de situaciones problema?

Los investigadores decidieron que, para responder a esta pregunta de investigacion se
deben responder dos sub-preguntas, ¢Cuéles son los mecanismos y construcciones
mentales que determinan el nivel de Esquema Intra, Inter y Trans del informante al
responder situaciones problema? Y ¢Cudles seran las construcciones mentales que
determinaran la interaccion de los Esquemas?

Responder la primera pregunta, nos permitira identificar los elementos matematicos
que constituyen a las interpretaciones relacionadas al modelo de multinterpretacion de
IEV. Mientras que, la segunda pregunta, permitird identificar los elementos
matematicos que permiten caracterizar a la ruta cognitiva del informante.

Con ello, podremos cumplir el objetivo de investigacion que caracterizar una ruta
cognitiva de un profesor de la asignatura, bajo la perspectiva de la teoria APOE
(Accion, Proceso, Objeto y Esquema), a traves de la interaccion de tres esquemas,
representados por las interpretaciones —funcional, matricial y geométrica-figural—de la
nocién de IEV.

ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

El Isomorfismo es una nocién importante para la construccion de la matematica. Los
conceptos y propiedades que subyacen a él, tales como: la funcion, el dominio y
recorrido, y propiedades como la inyectividad y sobreyectividad, entre otros,
determinan su naturaleza abstracta. En particular, para el algebra lineal, la comprension
del IEV requiere de la construccidn conceptual de las nociones de vector, dependencia
e independencia lineal, base, espacio vectorial y transformacion lineal, asi como de la
interaccion de diferentes esquemas (funcional, matricial y geométrica-figural).

A continuacion, se presentan aquellas investigaciones que han sido reportadas por la
Didéactica de la Matematica y que contribuyen a profundizar en la comprensién del
objeto matematico IEV.

Desde el punto de vista de los conceptos que subyacen al IEV, se ha podido identificar
investigaciones que, desde una perspectiva cognitiva, contribuyen a enfrentar las
problematicas ligadas al proceso de ensefianza y aprendizaje. Por ejemplo, el espacio
vectorial es una nocién importante para el algebra lineal, las investigaciones realizadas
desde una perspectiva funcional, reportan la importancia que tiene la estructura
algebraica de un espacio vectorial para la comprension axiomatica, que definen sus
operaciones. Ademas, el rol que tiene la combinacién lineal para la determinacion de
las bases que la constituyen, en pro de la comprension de las caracteristicas
estructurales de los espacios y subespacios vectoriales (KU et al, 2008; Parraguez,
2009, 2013).



Otra nocién importante es la de transformacion lineal (TL). En este sentido, se han
desarrollado modelos cognitivos llamados descomposiciones genéticas que, desde una
perspectiva funcional, se destaca como un concepto unificador para el algebra lineal.
Estos modelos han servido de base para distintas refinaciones que ha considerado la
Importancia de las bases y las operaciones internas y externas que la definen (Roa,
2008; Roa & Oktag, 2012).

Una investigacion importante y que es un antecedente para la presente investigacion,
es la realizada por Parraguez (2013) en torno a la construccién cognitiva del teorema
de cambio de base de vectores. En ella, realizan una descomposicion genética con base
en la interpretacion funcional y matricial del objeto de estudio. En este mismo sentido,
otras investigaciones que profundizan en la articulacion conceptual de las formas de
representar auna TL. Por ejemplo, a partir del teorema del cambio de base, se construye
una descomposicion genética que busca determinar la comprensién cognitiva de la
representacion matricial y funcional de una TL (Roa & Oktag, 2012). Por otro lado, a
través de figuras concretas en el plano R?, se vincula la forma, funcional y matricial
de la TL (Gonzélez, 2017).

Tal como se ha podido observar, las investigaciones descritas destacan los esfuerzos
realizados por investigadores en Didactica del algebra lineal para profundizar en las
problematicas detectadas desde una perspectiva funcional, dejado de lado la
construccion de un modelo que integre otras formas de interpretar los conceptos
relacionados con el IEV, como lo es, la interpretacion matricial y geométrico-figural.

Por lo tanto, esta investigacion se propone caracterizar la ruta cognitiva de un profesor
de asignatura sobre la nocion de IEV desde tres interpretaciones, para la determinacion
de un modelo de construccion cognitiva multinterpretativa, que considere una
interaccion entre los conceptos que subyacen a la interpretacion funcional (IEVy),
matricial (IEVr) y geométrico-figural (IEVy).

MARCO TEORICO

Una Accion, segun Arnon et al. (2014), es una transformacion sobre un objeto u objetos
que esta dirigida al individuo de forma externa, a través, de un estimulo externo, con
la cual, la transformacion estard guiada de forma explicita por las instrucciones
externas. Por ejemplo, Okta¢ (2019) menciona que una construccién accion de la TL,
significa que el individuo calcule la imagen de un vector, conocida la TL.

La estructura de accion, segun Arnon et al. (2014), es la mas basica y primitiva de
todas, puede evidenciarse en las actividades de la ensefianza inicial del algebra, cuando
por ejemplo a un individuo se les solicita calcular, sustituir o aplicar algoritmos.

Una estructura proceso, segun Arnon et al. (2014), se evidencia cuando un individuo a
medida que repite y reflexiona sobre las acciones, puede dejar de depender de las
instrucciones externas tomado el control interno sobre lo que realiza. Con ello, adquiere
la capacidad de imaginar la realizacion del procedimiento y pasos sin depender de
forma explicita de ellos, entonces, se dice que el individuo a interiorizado una accion



en un proceso. Por ejemplo, una construccion proceso del concepto de transformacion
lineal T permite imaginar el efecto de la determinacion del Ker(T) en el dominio de
laTL.

En Asiala et al. (1996), se menciona que en la construccion objeto un individuo
reflexiona sobre el dinamismo de un proceso, logrando entenderlo como un todo,
realiza transformaciones sobre él, ya sea a través de acciones u otros procesos,
pudiendo construir esas transformaciones. Dado lo anterior, se puede decir que el
individuo ha encapsulado el proceso en un objeto cognitivo. Por ejemplo, un estudiante
tiene una construccion objeto de la TL cuando es capaz de determinar si ella es un IEV
(Maturana, 2015; Oktag, 2019)

Segun Oktag (2019), un esquema es una coleccion coherente de estructuras asociadas
con un concepto en la mente de un individuo. Y, por ejemplo, para esta investigacion,
un estudiante muestra una estructura de esquema de IEV si puede establecer relaciones
entre los conceptos asociados al modelo multinterpretativo de IEV, es decir, puede
interaccionar los esquemas funcional, matricial y geométrico-figural del IEV,
coordinando las estructuras que subyacen a cada esquema.

Segun Piaget y Garcia (1989), los esquemas evolucionan conceptualmente, en
concordancia con la interaccion de otras estructuras. Con ello, se reconocen tres niveles
gue muestran la evolucion conceptual de un esquema. El primero, denominado Intra,
se relaciona con aquella construccion de acciones, procesos, objetos y esquemas
relacionados con un mismo concepto de manera aislada.

El nivel Inter, se caracteriza por la existencia de relaciones entre acciones, procesos,
objetos y esquemas entre diferentes conceptos. Ello conlleva a proponer que cuando
un estudiante muestra este nivel Inter del IEV, sera capaz de relacionar conceptos
asociados a los esquemas con diferentes del modelo multinterpretativo de IEV en esas
componentes.

Y finalmente, el nivel Trans, propone identificar alguna conservacion que le de
coherencia al esquema, en el sentido de que el individuo sea consciente de cuando es
pertinente su uso y cuando no en la solucion de situaciones problema.

Una parte conceptual importante que nos entrega la Teoria APOE para el analisis de
los datos en esta investigacion, es el significado de interaccion de Esquemas. En este
sentido, Arnon et al. (2014), menciona que un individuo puede construir esquemas que
cambian constantemente y que pueden estar en distintas fases del desarrollo. Con ello,
un individuo puede mostrar que para resolver problemas necesita coordinar diferentes
Esquemas.

MODELO MULTINTERPRETATIVO DE LA NOCION DE IEV.

En el contexto de la teoria APOE, segun Arnon et al. (2014), una DG es un modelo
hipotético que describe las estructuras y mecanismos mentales que un individuo
evidencia para construir un concepto matematico.



Para esta investigacion, se ha determinado generar un modelo multinterpretativo sobre
el IEV, que involucra la creacion de tres Esquemas que subyacen a la nocion:
interpretacion funcional de IEVs, matricial de IEV, y geométrico-figural de 1EV ;.

El Esquema IEV+ se describe por los niveles Intra, Inter y Trans. A raiz de ellas se
desprende la construccion conceptual basada en el analisis sobre las bases de espacios
vectoriales, la transformaciéon lineal y sus propiedades de inyectividad vy
sobreyectividad, desde la interpretacion de las expresiones algebraicas asociadas. Asi
mismo, el Esquema IEV, esta interpretacion se sustenta en la construccion conceptual
de la matriz asociada a la TL y las propiedades que de ella se desprenden (matriz
invertible, determinantes, entre otros). Por ultimo, en el Esquema IEVs;, las formas
graficas en plano R? y en el espacio R3 se construyen en coherencia con las
propiedades de la nocién de IEV.

Esquema IEV A4

Esquema IEV- Esquema IEV- Esquema |EV- Problema
funcional matricial geométrico
figural
o
J
o

@

Figura 1: Interaccion mental de subesquemas

En la Figura 1, un problema ejerce una accién externa que activa al Esquema general
de IEV. Con ello, un subesquemas se activa para comenzar a resolver y permite que
coordinaciones entre subesquemas interactuen para la caracterizacion de la ruta
cognitiva utilizada para resolver el problema.

METODOLOGIA

La presente investigacion se ha propuesto profundizar en la comprension conceptual
de un profesor de asignatura escogido por conveniencia (Monje, 2011), interpretada a
través de las estructuras y mecanismos mentales que muestra en la construccion
cognitiva del objeto matematico de IEV.

Se utiliza el ciclo metodoldgico de APOE que nos permite secuenciar y determinar los
procedimientos de investigacion. En este sentido, (1) el andlisis tedrico considera el
estudio sobre las estructuras y mecanismos que daran origen a la DG hipotética del
modelo multinterpretativo de IEV. Una vez desarrollada la primera etapa, sigue (2) el
disefio y aplicacion de un cuestionario y una entrevista semi estructurada que considere
profundizar en la interpretacion funcional, matricial y geométrico-figural de la nocion
de IEV. Por ultimo (3), el andlisis de los datos nos permitird validar el modelo de
construccién conceptual o refinarlo, de acuerdo con los elementos emergentes que se
presenten en las respuestas de los informantes.



RESULTADOS Y DISCUSION

La investigacion tiene por objetivo caracterizar la ruta cognitiva de un profesor que
imparte la asignatura de algebra lineal en programas de formacion cientifica. En este
sentido, analizamos la interaccion de los Esquemas Intra, Inter y Trans cuando
responde a una situacion problema. La intencion es evidenciar la ruta cognitiva para
caracterizar las estructuras y mecanismos mentales que la propician.

La situacién problema

Sobre la region delimitada por los puntos A(0,0), B(4,0),C(4,2) y D(0,2), actla una
transformacion T, tal que, T(0,0) = (0,0), T(4,0) =(2,0), T(42)=(2,6) VY
T(0,2) = (0,6). Con esta informacion, determina la transformacion lineal T
explicitamente y argumenta sobre si T es un isomorfismo de espacios vectoriales.
Ademas, determina la matriz asociada a la transformacion lineal T y describe los
movimientos que produce T en la figura inicial.

El objetivo de la pregunta es producir en el informante la activacion de los Esquemas
IEVs, IEVyy 0 IEV. Con ello, podremos evidenciar la ruta cognitiva que sigue y
podremos caracterizar las interacciones realizadas. Asi, las respuestas obtenidas son:

A partir del analisis del enunciado, el profesor Informante (PI) activa el Esquema IEV .
Evidencia de ello es cuando realiza un diagrama que es coherente con los datos del
enunciado. En este sentido, el Pl parte ubicando puntos en el plano cartesiano que al
coordinar con la estructura mental Proceso de vector, le permite construir el Proceso
de region (R). Con ello, la Accion de evaluar los puntos a través de la TL, permite
Encapsular en la nocién de Imagen de la region. Esto habla del conocimiento que tiene
sobre las formas en el plano R? y, con ello, la accién que produce la TL en un conjunto
de puntos de R? en si mismo.

'
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Figura 2: Representacion de la accion que genera TL

A partir del analisis de la Figura 2, durante la entrevista al informante los
Investigadores (1) realizaron las siguientes preguntas:

I: ¢Que significa R, T(R)?

Pl: R corresponde a la region generada por dos vectores linealmente
independientes (L.I), y T(R) es la region Imagen al aplicar la TL.



I: ¢Podrias explicar que te hace pensar que la TL esta bien definida?

Pl: Hay dos caracteristicas del dibujo que me hacen pensar que la TL esta bien
definida. La primera, es que el vector cero va Unicamente al cero T(0,0) =
(0,0) y que a cada vector le asigno un unico vector.

En los argumentos mostrados en este fragmento de entrevista, podemos deducir que su
explicacion esta basada en la coordinacion que existe entre los Procesos de base
generadora y de TL como una funcion.

A continuacion, el Pl reflexiona sobre el diagrama representado y atiende a la tarea de
mostrar que la TL es isomorfa. Para ello, la respuesta del Pl es a traves de la
construccién de la matriz asociada a la TL. En este sentido, la coordinacién se produce
desde el Proceso de region R, representada por la figura que forma los vectores L.l y

el Proceso asociado al determinante de la matriz [T]g para poder argumentar sobre que
esta es invertible y referirse a la biyeccion.

(s ITUH#O /m ,@A m{zév; Af?,

YoM O g,unw /k-

Figura 3: Coordinacion de la Nocion de Area y Determinante

A raiz de esta respuesta, los investigadores profundizaron a través de las siguientes
preguntas.

I: Explica el por qué desde la figura puedes concluir que el determinante es
distinto de cero y, por tanto, te hace concluir que es un isomorfismo.

PI: ...la figura se forma por dos vectores que parten del origen, entonces, lo que
yo pensé es que el area de esta figura antes de transformar es el determinante
de los vectores puestos en columna, entonces el area de la nueva figura va a
ser igual al determinante de la transformacién de estos dos determinantes.

I: ¢ Qué propiedades fundamentas para esta afirmacion?

Pl: Utilizo las propiedades de determinantes. Me refiero a lo siguiente:
Area (R) = |v,,U,| = (T(Area(R)) = |T(@), T(W,)])
= |A- (¥, V)|
= |A] - (¥, D,)
= |A| - Area R
Pl: Como el area de la region R es distinta de cero, entonces, la Gnica posibilidad

es que el determinante de A es distinto de cero.

A raiz de las respuestas entregadas en el fragmento de entrevista, podemos establecer
que para argumentar sobre si la TL es isomorfa, la matriz asociada a la TL representada
por la letra A, se construye a través de la coordinacion de los Procesos representacion



de la regién R y el determinante como un &rea, lo que permite argumentar sobre la
biyeccion de la TL, sin necesidad de construir ala TL.

A continuacion, la tarea solicitaba que pudiese construir la TL explicitamente. En este
sentido, el PI a raiz del dibujo inicial, puede reflexionar sobre las bases a isomorfizar,
con ello, los Procesos de base generadora y TL como una funcion puede construir al
proceso de TL representada por la expresion algebraica. Esta construccion se encapsula
cuando a cada vector de la base de partida, le asocia un unico vector en la base de
llegada.

T(Y,0) = IT[,O (,713)'—‘?.{—,& L”

Ly

(o =2 T3 ) =li )= vw
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Figura 4: Construccion mental Objeto de la TL

En este sentido, los investigadores realizaron las siguientes preguntas:
I: ¢La expresion encontrada es un isomorfismo?
Pl: Claramente es una TL isomorfa.
l: ¢Qué es lo claro? Puedes argumentar.

PI: Bueno, ya lo probé arriba... pero es una TL que cumple con que T(0,0) =
(0,0) y ademas, porque es una TL de R? en si mismo. Un endomorfismo.

Los argumentos del PI muestran que a partir de la construccion mental Objeto de la
TL, se desencapsula las propiedades de inyectividad y sobreyectividad que le ayudan
a argumentar sobre si la TL es isomorfa.

Finalmente, se le solicita encontrar la matriz asociada a la TL y, con ello, explicar los
movimientos que produce la TL en la grafica. A raiz de los argumentos utilizados en
la Figura 4, y en coherencia con la estructura mental Objeto sobre la nocion TL, el Pl
demuestra que al realizar la Accion de asignar a un vector v de la base « en otra base
B, puede coordinar los Procesos de base ordenada y vector, a través de la combinacion
lineal, para determinar las coordenadas de los vectores [#7] ;. Con ello, interactua con

el esquema Inter-1EV,, por medio al construir la matriz asociada a la TL, definida por
[T]g en la Figura 5.

[mi=1% 7

{

Figura 5: Construccion de la matriz asociada a la TL



Producto de la respuesta entregada, se realizaron las siguientes preguntas:
l: ¢Cual es el sentido geométrico que puedes establecer?

PI: ... de la matriz y del dibujo, puedo decir que existe una contraccion de un
factor de % con el eje 0X y una expansion de un factor de 3 con el eje OY.

l: ¢ Como puedes fundamentar esas afirmaciones?

Pl: lo fundamento en los realizado en la Figura 3. Puedo establecer las
coordenadas del vector de la base de partida, escrita como una combinacion
lineal de los vectores de la base de llegada.

El fragmento de entrevista, nos muestra que el Proceso matriz cambio de base, definida

por [T]g, existe una reversion en el Proceso vector coordenada para poder argumentar
sobre la accién que produce la TL isomorfa en la grafica de ella.

Tal como ha sido expuesto en las respuestas y fragmentos de entrevista, la pregunta
genera una ruta cognitiva que le permite argumentar sobre como resolver la situacion
problema, que se caracterizada en el apartado siguiente.

CONCLUSION

En coherencia con la pregunta de investigacion, podemos mencionar que la ruta
cognitiva del PI esta determinada por la triada de subesquemas que interactiian segun
el modelo multinterpretativo de IEV (Trans-1EVgs, Trans-1EVm, Inter-1EVs). En este
sentido, podemos mencionar que, a partir de la pregunta se activa el Esquema Trans-
IEVy. Evidencia de ello, es que el informante puede argumentar graficamente los
efectos que produce la TL en relacion con las estructuras.

La interaccion del Esquema Trans-1EVg con el Esquema Trans-1EVnm, se da en
coherencia con la estructura mental Objeto del plano R?. En este sentido, demuestra
que al realizar la Accion de calcular el area de la regidn que generan dos vectores L.I
le permite coordinar los Procesos de determinante de una matriz y del proceso de matriz

asociada a la TL, definida por [T]g. Ello le permite dar coherencia al discurso para
argumentar que la matriz asociada a la TL es invertible, a través, de que el determinante
es distinto de cero, debido a que el &rea de la regidn identificada no es nula.

La interaccion del Esquema Trans-1EVgs con el Esquema Inter-1EVs, ocurre cuando
a partir de la grafica existe una reflexién sobre las bases a Isomorfizar. En este sentido,
desde la coordinacion de los Procesos de base generadora y de TL como una funcion,
permite construir al Proceso de TL a través de su expresion algebraica.

La interaccion del Esquema Inter-1EV: con el Esquema Trans-1EVm, se produce
desde la estructura mental Proceso de la TL. En ella podemos evidenciar que la Accion
de asignar un vector v de la base de partida a en otra base 3, permite que los escalares

puedan ser ordenados para definir la matriz asociada a la TL [T]B

a*



Por altimo, la estructura mental Proceso de la matriz asociada a la TL, se Revierte para
dar coherencia sobre los movimientos que genera la TL en funcion de los vectores de
la base de partida. Asi, el informante puede reconocer que existe una contraccion
respecto al eje OX y una dilatacion con respecto al eje OY
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