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RÉSUMÉ

Les sons représentés par des spectrogrammes peuvent être
considérés comme des images dont la dimension horizon-
tale correspond au temps, et la verticale à la fréquence.
Dans cet article, nous proposons d’explorer quelques ou-
tils algébriques de la morphologie mathématique, théo-
rie largement développée en analyse et interprétation
d’images, pour estimer des paramètres de resynthèse d’un
son d’instrument de musique en le modélisant comme une
partie harmonique à laquelle est ajouté un bruit blanc fil-
tré. En particulier, nous montrons que des transformations
non linéaires visant à détecter des structures saillantes per-
mettent de déduire les paramètres des composantes har-
moniques d’un signal. Avec les mêmes outils, nous esti-
mons les paramètres de filtrage pour resynthétiser la partie
non-harmonique.

1. INTRODUCTION

La synthèse de sons d’instruments de musique est un
problème qui a surgi aux débuts du traitement numérique
du signal audio. Les reproducteurs de fichiers MIDI uti-
lisaient des modèles très simples formés par l’addition de
sinusoïdes harmoniques. Les amplitudes de ces sinusoïdes
étaient estimées au moyen de la transformée de Fourier,
mais ne pouvaient pas rendre compte d’une évolution tem-
porelle. Des modèles plus complexes ont ensuite été déve-
loppés, permettant l’évolution temporelle du son, et repo-
sant le plus souvent sur la transformée de Fourier à court
terme, plus connue par son sigle en anglais STFT 1 . C’est
le cas, par exemple, dans [7], [1] ou encore [17].

Dans cet article, nous proposons de resynthétiser un
signal d’un son d’instrument de musique à partir d’un
échantillon de celui-ci. Pour ce faire, nous utilisons le mo-
dèle proposé dans [18] en modélisant le signal comme
une partie générée par synthèse additive (la partie har-
monique) à laquelle s’ajoute une partie générée de ma-
nière stochastique (la partie non-harmonique). Dans notre
cas, la partie stochastique s’obtient par filtrage d’un bruit
blanc. Ce modèle est présenté dans la section 2.

1 . Short-Time Fourier Transform.

Il s’agit alors d’estimer des paramètres dans notre
échantillon qui nous permettent de synthétiser par ce mo-
dèle un son similaire. Pour retrouver ces paramètres, nous
utilisons une représentation du signal intermédiaire sous
forme de spectrogramme de STFT. Cette représentation,
présentée en section 3, peut être vue comme une image
du son en échelle de gris et fait apparaître les différents
partiels qui composent la partie harmonique, ainsi que les
distributions fréquentielles de la partie non-harmonique.

La nouveauté proposée dans cet article est l’estimation
des amplitudes des partiels et des filtres à l’aide d’outils
de morphologie mathématique. Cette théorie, développée
dans la deuxième partie du XXème siècle [12, 16], est très
utilisée pour traiter, analyser et interpréter des images.
Dans la section 4, nous présentons quelques outils que
nous utilisons pour trouver les paramètres de synthèse.

En particulier, nous exploitons la structure des spec-
trogrammes où la partie harmonique apparaît sous forme
de lignes horizontales ; grâce à des opérations morpho-
logiques, nous détectons les temps, fréquences et ampli-
tudes associés à chaque partiel que nous utilisons ensuite
pour la synthèse additive. D’autres opérations morpholo-
giques nous permettent de filtrer ces parties saillantes pour
pouvoir utiliser le résultat comme filtre d’un bruit blanc.
Ces processus sont expliqués dans la section 5.

Pour évaluer l’efficacité de notre méthode, nous choi-
sissons un cas favorable (un son de synthétique généré par
le modèle expliqué en section 2) et nous montrons que
nous pouvons estimer ses paramètres de resynthèse avec
une très bonne précision (section 5). Ensuite, dans la sec-
tion 6, nous appliquons le même procédé à des sons d’ins-
truments de musique issus d’une base de données.

2. MODÈLE DE SIGNAL

L’idée de cet article est de reconstruire un signal donné
en estimant des paramètres de synthèse à partir de son
spectrogramme. Pour ce faire, nous devons d’abord expli-
quer comment nous construisons le signal et quels sont les
paramètres à estimer. Dans cette section, nous exposons
un modèle de synthèse composé d’une partie additive, cor-
respondante à la partie harmonique, et d’une partie sous-
tractive, correspondante à la partie non-harmonique.
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Pour vérifier l’efficacité de notre méthode, nous allons
construire un signal selon ce modèle qui nous servira de
test ; nous attendons de notre méthode qu’elle puisse re-
trouver les paramètres de synthèse d’un tel signal.

2.1. Partie harmonique

La partie harmonique est créée par synthèse additive
de sinusoïdes dont les fréquences et les amplitudes varient
dans le temps : comme expliqué dans la première section
de [1], nous prenons 𝑁 ∈ N partiels sinusoïdaux de durée
𝑇 > 0 dont la fréquence 𝜔𝑛 (𝑡) et l’amplitude 𝑎𝑛 (𝑡) varient
en fonction du temps 𝑡 ∈ [0, 𝑇]. Chaque partiel 𝑠𝑛 est
donné par la formule

𝑠𝑛 (𝑡) = 𝑎𝑛 (𝑡) sin (𝜃𝑛 (𝑡)) , (1)

où 𝜃𝑛 (𝑡) = 2𝜋
∫ 𝑡

0
𝜔𝑛 (𝜏) 𝑑𝜏, 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑛 ∈ {0, ...𝑁 − 1}.

Dans le cas de notre signal de référence, nous prenons
des fréquences constantes et multiples d’une fréquence
fondamentale 𝑓0 :

∀𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝜔𝑛 (𝑡) = 𝑓𝑛 := (𝑛 + 1) 𝑓0 . (2)

La fonction de phase s’écrit alors :

𝜃𝑛 (𝑡) = 2𝜋

∫ 𝑡

0

(𝑛 + 1) 𝑓0 𝑑𝜏 = 2𝜋(𝑛 + 1) 𝑓0𝑡 . (3)

Les amplitudes de notre signal de référence 𝑎𝑛 (𝑡) sont
des exponentielles décroissantes :

∀𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑎𝑛 (𝑡) = 𝐴𝑛𝑒
−2𝜋 𝛿𝑛𝑡 (4)

où les 𝐴𝑛 sont les amplitudes initiales et 𝛿𝑛 les facteurs
de décroissance 2 . De plus, nous prenons 𝐴𝑛 = 𝐴0

1
(𝑛+1)2

comme amplitudes initiales, avec 𝐴0 > 0 et des facteurs
de décroissance linéaires en fréquence, i.e. 𝛿𝑛 = 𝛿 𝑓𝑛 =

𝛿(𝑛 + 1) 𝑓0, où 𝛿 > 0 est un facteur qui contrôle la décrois-
sance globale.

En combinant ces paramètres, nous obtenons un signal
de référence qui s’écrit :

𝑠(𝑡) =

𝑁−1
∑

𝑛=0

𝑠𝑛 (𝑡) (5)

=

𝑁−1
∑

𝑛=0

𝐴𝑛𝑒
−2𝜋 𝛿𝑛𝑡 sin (𝜃𝑛 (𝑡)) (6)

=

𝑁−1
∑

𝑛=0

𝐴0

(𝑛 + 1)2
𝑒−2𝜋 𝛿 (𝑛+1) 𝑓0𝑡 sin (2𝜋(𝑛 + 1) 𝑓0𝑡) .

(7)

2.2. Partie non-harmonique

La partie non-harmonique du signal est modélisée de
manière soustractive par filtrage d’un bruit blanc. Par la
suite, nous utilisons des procédés classiques tels que le

2 . On multiplie les facteurs de décroissance par 2𝜋 pour qu’ils soient
exprimés en Hz.

filtrage, le fenêtrage ou la recomposition d’un signal par la
méthode OLA 3 [6]. Pour une présentation de ces outils,
nous proposons comme références [13, 14].

Pour générer notre signal de référence, nous procédons
comme suit :

1. Génération d’un bruit blanc 𝑏 donné par une fonc-
tion 𝑡 ↦→ 𝑏(𝑡).

2. Décomposition du bruit en trames 𝑏𝑛 (𝑡) de lon-
gueur 𝐿 > 0 et d’espacement 𝐻 > 0, i.e. :

𝑏𝑛 (𝑡) = 𝑏(𝑡 + 𝑛𝐻), 𝑡 ∈ [0, 𝐿] . (8)

3. Fenêtrage de ces trames par une fenêtre de Hann
𝑤(𝑡) = sin2

(

𝜋𝑛
𝑁

)

.

4. Filtrage des trames par un filtre linéaire qui varie
dans le temps Θ.

5. Recomposition du signal par la méthode OLA.

Pour notre signal de référence, le filtre que nous uti-
lisons est un filtre passe-bande dont l’amplitude décroît
exponentiellement en temps. La réponse en fréquence du
filtre au temps 𝜏 ∈ [0, 𝑇] est donnée par :

Θ𝜏 (𝜔) = 𝜒[ 𝑓𝑐1
, 𝑓𝑐2

] (𝜔)𝑒
−2𝜋𝜏𝜂 , (9)

où 𝜒[ 𝑓𝑐1
, 𝑓𝑐2

] est la fonction indicatrice de l’intervalle
[ 𝑓𝑐1

, 𝑓𝑐2
], 𝑓𝑐1

et 𝑓𝑐2
sont les fréquences de coupure et

𝜂 > 0 est une constante qui détermine la rapidité de la
décroissance de l’amplitude du filtre en temps.

2.3. Génération de notre signal de référence

Pour construire notre signal de référence, nous géné-
rons d’une part la partie harmonique et d’autre part la
partie non-harmonique et nous les additionnons. Le bruit
blanc est généré en choisissant des nombres au hasard
entre -1 et 1 de manière uniforme. Les paramètres que
nous utilisons pour la partie additive et pour filtrer le bruit
sont exposés dans la table 1.

Partie harmonique
𝑁 16
𝑓0 220 Hz

𝐴0 0.1
𝛿 5 × 10−4

Partie non-harmonique
𝐿 0.1 s

𝐻 0.01 s

𝑓𝑐1
100 Hz

𝑓𝑐2
300 Hz

𝜂 1 Hz

Table 1. Paramètres utilisés pour la synthèse des parties
harmonique et non-harmonique de notre signal de réfé-
rence.

La figure 1 montre le signal de référence. Sa représen-
tation est temporelle et ne nous donne pas beaucoup d’in-
formations sur la composition du signal hormis le fait qu’il
a une amplitude décroissante. Dans la section suivante,
nous présentons la notion de spectrogramme de STFT qui
nous permettra d’avoir une représentation du signal sous
forme d’une image où sa composition sera plus évidente.

3 . Overlap-add method.
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Figure 1. Signal de référence généré par addition d’une
partie harmonique et une partie non-harmonique.

3. SPECTROGRAMMES

Dans cette section, nous présentons les spectro-
grammes, considérés comme « images » d’un son. Ce sont
sur ces représentations que nous appliquerons les outils
morphologiques. Le spectrogramme que nous utilisons est
celui de la STFT. Une description détaillée de ces trans-
formations et des fondements mathématiques sur lesquels
elles reposent peut être trouvée dans [8].

3.1. Cas continu

La STFT peut être défine dans le cas continu comme
suit.

Définition 1 Soit 𝑓 : R → R une fonction bornée de
classe 𝐶∞. Soit 𝑤 : R→ R+ une fonction de classe 𝐶∞ à
support compact. La STFT de 𝑓 avec fenêtre 𝑤 est définie
par

STFT𝑤 [ 𝑓 ] : R × R → C

(𝜏, 𝜔) ↦→
∫

R
𝑓 (𝑡)𝑤(𝑡 − 𝜏)𝑒− 𝚥2𝜋𝜔𝑡 𝑑𝑡 .

(10)

La définition de la STFT peut être établie dans plu-
sieurs contextes d’analyse fonctionnelle ; ici, nous utili-
sons des fonctions infiniment dérivables et une fenêtre à
support compact pour garantir l’existence de l’intégrale.
Néanmoins, il est fréquent de se placer dans le cadre des
fonctions de Schwartz et même de la théorie des distribu-
tions. Ces considérations sont explorées dans [8].

Une fois la STFT établie, son spectrogramme se définit
comme suit.

Définition 2 Soient 𝑓 et 𝑤 des fonctions comme dans la
définition 1. Le spectrogramme de STFT de 𝑓 avec fenêtre
𝑤 est défini par

SPEC𝑤 [ 𝑓 ] : R × R → R
+

(𝜏, 𝜔) ↦→ |STFT𝑤 [ 𝑓 ] (𝜏, 𝜔) |
2 .

(11)

Ainsi, un spectrogramme représente l’information
d’amplitude de la STFT au carré. On parle souvent de la
valeur d’un spectrogramme de 𝑓 au point (𝜏, 𝜔) comme
de la densité de puissance de 𝑓 au temps 𝜏 et à la fré-
quence 𝜔. Cette densité de puissance est souvent exprimée
en dB par la formule

SPECdB
= 10 log10 (SPEC) . (12)

Si l’on considère les spectrogrammes en échelle loga-
rithmique, notre ensemble d’arrivée n’est plus R+ mais
R ∪ {−∞} ; de plus, si l’on considère que | 𝑓 | est bor-
née par 1 (ce qui est le cas dans les signaux audio)
et que l’intégrale de 𝑤 est égale à 1, un résultat établi
dans [8] affirme que SPEC𝑤 [ 𝑓 ] est borné par 1 et donc
que SPECdB

𝑤 [ 𝑓 ] est borné par 0.
Des précisions sont à faire pour le domaine de la STFT

et des spectrogrammes : la première dimension, corres-
pondant au temps, est infinie en théorie mais finie en pra-
tique puisque les signaux d’entrée sont finis. Pour la di-
mension fréquentielle, même si elle est définie pour tout R
dans la pratique, lorsqu’il s’agit de signaux réels, on ne
garde que la partie positive, puisque la partie négative est
symétrique hermitienne. De plus, pour un signal échan-
tillonné à une fréquence 𝐹𝑒 ∈ N, nous ne gardons que les
fréquences jusqu’à 𝐹𝑒

2
, rendant la dimension fréquentielle

finie.
Ces considérations nous mènent à établir le cadre dis-

cret utilisé lors des calculs.

3.2. Cas discret

Pour pouvoir calculer des spectrogrammes dans la pra-
tique, l’entrée est, non pas une fonction continue et infi-
niment dérivable, mais plutôt un signal échantillonné. La
formule de la STFT discrète est donnée dans la définition
suivante.

Définition 3 Soit (f[𝑙])𝐿
𝑙=0

un signal de taille 𝐿+1 échan-
tillonné à une fréquence 𝐹𝑒. Soit (w[𝑛])𝑁

𝑛=0
une fenêtre de

taille 𝑁 +1. Soit 𝑁FFT ∈ N, 𝑁FFT ≥ 𝑁 et 𝐻 ∈ N. Pour tout
𝑚 = 0 : ⌊ 𝐿

𝐻
⌋, 𝑘 = 0 : ⌊ 𝑁FFT

2
⌋, on définit la STFT de f avec

fenêtre w par

STFT[f] [𝑚, 𝑘] =

𝑁
∑

𝑛=0

f
[

𝑚𝐻 + 𝑛 − ⌊
𝑁

2
⌋

]

w[𝑛]𝑒
− 𝚥2𝜋𝑛 𝑘

𝑁FFT

(13)
La coordonnée 𝑚 de la STFT correspond au temps 𝑚𝐻

𝐹𝑒
et

la coordonnée 𝑘 correspond à la fréquence 𝜔𝑘 = 𝐹𝑒
𝑘

𝑁FFT
.

On complète f par des zéros aux bords pour que la formule
soit bien définie.

La table 2 donne les paramètres choisis pour le calcul
des spectrogrammes. La fenêtre choisie est la fenêtre de
Hann et est normalisée pour que sa somme fasse 1.

Les figures 2 et 3 montrent les spectrogrammes des par-
ties harmonique et non-harmonique de notre signal de ré-
férence commençant après 1 s de silence et d’une durée
𝑇 = 4 s, synthétisées avec les paramètres donnés dans la
table 1.
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𝐹𝑒 44 100 Hz

𝑁 4410
𝑁FFT 8820
𝐻 441
w[𝑛] sin2

(

𝜋𝑛
𝑁

)

Table 2. Paramètres utilisés pour la STFT.
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Figure 2. Spectrogramme de la partie harmonique du si-
gnal de référence.
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Figure 3. Spectrogramme de la partie non-harmonique du
signal de référence.

4. MORPHOLOGIE MATHÉMATIQUE

Nous proposons maintenant d’utiliser quelques outils
de la morphologie mathématique pour analyser les spec-
trogrammes et déduire les paramètres de synthèse des par-
ties harmonique et non-harmonique.

Nous nous plaçons dans le cadre de la morphologie
mathématique déterministe définie sur des treillis com-
plets 4 . Nous utilisons ici les opérations de base (dilata-
tion et érosion), le résultat de leurs compositions (ouver-
ture et fermeture) et des opérateurs dérivés (résidus d’ou-
verture et squelette). Toutes les définitions que nous pré-
sentons peuvent être trouvées par exemple dans [3, 9, 15].

4.1. Dilatation et érosion

Définition 4 Soient (𝐿1, ≤1) et (𝐿2, ≤2) deux treillis
complets, et ∨𝑖 ,∧𝑖 (𝑖 = 1, 2) les supremum et infimum as-

4 . Un treillis est un ensemble partiellement ordonné où toutes les
paires d’éléments ont un supremum noté ∨ et un infimum noté ∧. Un
treillis complet est un treillis dont tous les sous-ensembles ont un supre-
mum et un infimum.

sociés. Un opérateur 𝛿 : 𝐿1 → 𝐿2 est une dilatation si

∀𝑋1 ⊆ 𝐿1 ,
∨

2
𝛿(𝑋1) = 𝛿

(
∨

1
𝑋1

)

. (14)

Un opérateur 𝜀 : 𝐿2 → 𝐿1 est une érosion si

∀𝑋2 ⊆ 𝐿2 ,
∧

1
𝜀(𝑋2) = 𝜀

(
∧

2
𝑋2

)

. (15)

Ces définitions implicites peuvent prendre des formes
particulières explicites, en particulier avec la notion
d’élément structurant. Nous nous plaçons ici dans le
treillis des fonctions dont l’ensemble d’arrivée est un
treillis complet.

Proposition 1 Soit 𝐸 un ensemble. Soit (𝑇, ≤) un treillis
complet. Alors, la paire (𝑇𝐸 , ⪯) où 𝑇𝐸 est l’ensemble des
fonctions 𝑓 : 𝐸 → 𝑇 et ⪯ est la relation d’ordre partiel
donnée par

∀ 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝑇𝐸 , 𝑓 ⪯ 𝑔 ⇔ ∀𝑝 ∈ 𝐸, 𝑓 (𝑝) ≤ 𝑔(𝑝) (16)

est un treillis complet.
Les opérations de supremum et infimum sont données

par : ∀{ 𝑓𝑖}𝑖∈𝐼 ⊆ 𝑇𝐸 (où 𝐼 est un ensemble d’indices quel-
conque),

∨

𝑖∈𝐼

𝑓𝑖 : 𝐸 → 𝑇, 𝑝 ↦→
∨

𝑖∈𝐼

𝑓𝑖 (𝑝) (17)

∧

𝑖∈𝐼

𝑓𝑖 : 𝐸 → 𝑇, 𝑝 ↦→
∧

𝑖∈𝐼

𝑓𝑖 (𝑝) (18)

Nous demandons en outre que (𝐸, +) soit un groupe
additif de sorte que l’on puisse parler de translation d’une
fonction ; la translation de 𝑓 ∈ 𝑇𝐸 par l’élément ℎ ∈ 𝐸 est
définie par

𝑇ℎ 𝑓 : 𝐸 → 𝑇, 𝑝 ↦→ 𝑓 (𝑝 + ℎ) . (19)

En ce qui concerne 𝑇 , deux choix sont privilégiés :
le premier est le treillis binaire ({0, 1}, ≤), ce qui donne
lieu à la morphologie binaire. Dans ce cas, les fonc-
tions {0, 1}𝐸 peuvent être identifiées aux sous-ensembles
de 𝐸 par la fonction indicatrice, la translation de fonc-
tions devient la translation de sous-ensembles et la rela-
tion ≤ entre fonctions devient l’inclusion ⊆ entre sous-
ensembles. Nous parlons alors du treillis (P(𝐸), ⊆). Le
deuxième choix est d’utiliser un ensemble numérique
comme R, ce qui donne lieu à la morphologie en échelle
de gris. Ce dernier choix pose le problème que (R, ≤)

n’est pas un treillis complet, car il n’y a pas d’élément
maximal ou minimal. Il est alors habituel de travailler avec
l’extension R = R ∪ {−∞,∞}.

Les propositions suivantes montrent des définitions
d’érosion et dilatation dans les cas binaire et en échelle
de gris.

Proposition 2 Soit (P(𝐸), ⊆) le treillis complet des sous-
ensembles d’un groupe additif (𝐸, +). Soit 𝐵 ∈ P(𝐸).
Alors, les opérateurs

𝛿𝐵 : P(𝐸) → P(𝐸)

𝐴 ↦→ {𝑎 + 𝑏 ∈ 𝐸 : 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}
(20)

𝜀𝐵 : P(𝐸) → P(𝐸)

𝐴 ↦→ {𝑝 ∈ 𝐸 : 𝑇𝑝𝐵 ⊆ 𝐴}
(21)
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sont respectivement une dilatation et une érosion. Le sous-
ensemble 𝐵 ⊆ 𝐸 est appelé élément structurant. On parle
alors de dilatation et d’érosion binaires avec élément
structurant 𝐵.

Proposition 3 Soit (R
𝐸
, ⪯) le treillis complet des fonc-

tions d’un groupe additif (𝐸, +) dans R. Soit 𝜎 ∈ R
𝐸

.
Alors, les opérateurs

𝛿𝜎 : R
𝐸
→ R

𝐸

𝑓 ↦→ 𝛿𝜎 [ 𝑓 ] : 𝐸 → R

𝑝 ↦→ sup
ℎ∈𝐸

( 𝑓 (ℎ) + 𝜎(𝑝 − ℎ))

(22)

𝜀𝜎 : R
𝐸
→ R

𝐸

𝑓 ↦→ 𝜀𝜎 [ 𝑓 ] : 𝐸 → R

𝑝 ↦→ inf
ℎ∈𝐸

( 𝑓 (ℎ) − 𝜎(ℎ − 𝑝))

(23)

sont respectivement une dilatation et une érosion. Par
convention, ∞ −∞ vaut ∞ pour la dilatation et −∞ pour
l’érosion. Ici, l’élément structurant est la fonction 𝜎 (ap-
pelée aussi fonction structurante). On parle alors de dila-
tation et d’érosion en échelle de gris avec élément struc-
turant 𝜎.

Un cas particulier très fréquent se présente lorsque
l’élément structurant est égal à zéro dans un sous-en-
semble 𝐴 de 𝐸 et −∞ ailleurs 5 ; dans ce cas, la dilatation
(resp. l’érosion) d’une fonction 𝑓 en un point 𝑝 ∈ 𝐸 re-
vient à prendre le supremum (resp. l’infimum) de 𝑓 dans
l’ensemble translaté de 𝐴 par 𝑝 : 𝑇𝑝𝐴 = {𝑎 + 𝑝 ∈ 𝐸 : 𝑎 ∈

𝐴}.
Ces deux opérateurs permettent d’en construire

d’autres, en particulier par composition.

4.2. Fermeture et ouverture

Nous rappelons que, si (𝐿, ≤) est un treillis, un opéra-
teur 𝜓 : 𝐿 → 𝐿 est dit

Ð croissant si ∀𝑋,𝑌 ∈ 𝐿, 𝑋 ≤ 𝑌 ⇒ 𝜓(𝑋) ≤ 𝜓(𝑌 ),
Ð extensif si ∀𝑋 ∈ 𝐿, 𝑋 ≤ 𝜓(𝑋),
Ð anti-extensif si ∀𝑋 ∈ 𝐿, 𝜓(𝑋) ≤ 𝑋 ,
Ð idempotent si 𝜓2

= 𝜓,

Définition 5 Soit (𝐿, ≤) un treillis. Soit 𝜓 : 𝐿 → 𝐿 un
opérateur. On dit que

1. 𝜓 est une fermeture si 𝜓 est croissante, extensive et
idempotente,

2. 𝜓 est une ouverture si 𝜓 est croissante, anti-exten-
sive et idempotente.

De par leurs propriétés de croissance et idempotence,
les fermetures et les ouvertures sont des filtres morpholo-
giques.

5 . Cela revient à prendre comme élément structurant la fonction in-
dicatrice de 𝐴, notée 𝜒𝐴, en échelle logarithmique.

Comme dans la section précédente, nous construisons
des cas particuliers de fermetures et d’ouvertures, par
composition d’érosions et de dilatations, définies en parti-
culier à partir d’éléments structurants.

Proposition 4 Soit (𝐿, ⪯) un des deux treillis complets
présentés dans la section précédente 6 . Soit 𝛽 ∈ 𝐿. Alors,

1. 𝜑𝛽 := 𝜀𝛽 ◦ 𝛿𝛽 es une fermeture et

2. 𝛾𝛽 := 𝛿𝛽 ◦ 𝜀𝛽 es une ouverture.

4.3. Résidus d’ouverture et squelette

Dans cette section, nous présentons deux opérateurs
qui nous seront particulièrement utiles : les résidus d’ou-
verture et le squelette morphologique.

Les résidus d’ouverture, présentés dans la définition
suivante, permettent d’extraire des informations sur la
saillance d’une image. Nous présentons cet opérateur pour
le cas en échelle de gris.

Définition 6 Soit (R
𝐸
, ⪯) le treillis complet présenté

dans les sections précédentes. Prendre les résidus de l’ou-

verture 𝛾 d’un élément 𝑓 ∈ R
𝐸

revient à lui appliquer
l’opérateur

𝟙 − 𝛾 (24)

où 𝟙 est l’opérateur identité.

Étant donné que les ouvertures sont anti-extensives, on

a ∀ 𝑓 ∈ R
𝐸

,
(𝟙 − 𝛾)( 𝑓 ) ⪰ 0 . (25)

Si nous pensons l’ouverture comme une sorte de régu-
larisation vers le bas, prendre les résidus d’ouverture nous
permet de récupérer les éléments saillants qui ont été fil-
trés.

L’autre opérateur que nous proposons, le squelette
morphologique, est présenté pour le cas binaire grâce à
une formule due à Lantuéjoul [11]. Nous demandons aussi
que l’espace de base 𝐸 soit Z2 pour avoir la notion de
boule centrée en 0 de rayon 𝑛 ∈ N ; dans Z2 nous appe-
lons boule centrée en 0 de rayon 𝑛 l’ensemble 𝐵𝑛 = {𝑥 ∈

Z
2 : | |𝑥 | | ≤ 𝑛}, où le choix de la norme détermine sa

forme.

Définition 7 Soit (P(𝐸), ⊆) le treillis complet des sous-
ensembles de 𝐸 ordonnés par l’inclusion. Soit 𝑋 ∈ P(𝐸).
Le squelette de 𝑋 s’obtient par la formule

𝑆(𝑋) =
∪

𝑛∈N

(𝜀𝐵𝑛
(𝑋) \ 𝛾𝐵 (𝜀𝐵𝑛

(𝑋))) (26)

où 𝜀𝐵𝑛
est l’érosion binaire avec comme élément structu-

rant une boule centrée en 0 de rayon 𝑛, et 𝛾 est l’ouver-
ture élémentaire, c’est-à-dire où l’élément structurant est
la boule centrée en 0 de rayon 1.

6 . (P (𝐸) , ⊆) pour le cas binaire et (R
𝐸
, ≤) dans le cas en échelle

de gris.
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5. ESTIMATION DES PARAMÈTRES DE
SYNTHÈSE

Dans cette section, nous montrons comment les opé-
rateurs morphologiques présentés auparavant peuvent être
utilisés pour détecter les amplitudes, temps et fréquences
des partiels harmoniques et la réponse en fréquence va-
riant dans le temps du filtre.

Pour illustrer l’efficacité de notre méthode, nous pre-
nons le signal de référence que nous avons construit dans
la section 2, dont nous recherchons les paramètres de syn-
thèse. Le spectrogramme du signal de référence est pré-
senté dans la figure 4.
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Figure 4. Spectrogramme du signal de référence présenté
dans la section 2 et illustré dans la figure 1.

5.1. Estimation des paramètres de la partie harmo-
nique

Pour estimer les paramètres de la partie harmonique,
il s’agit d’isoler les lignes horizontales que nous voyons
dans la figure 4 en les rétrécissant à des lignes de un pixel
d’épaisseur. Pour cela, nous utilisons l’opérateur des ré-
sidus d’ouverture ; étant donné que cet opérateur est très
sensible au bruit, nous pré-traitons l’image en la filtrant
avec une fermeture. Les résidus d’ouverture nous donnent
une information de contraste, et nous gardons donc les
pixels qui dépassent un certain seuil 𝜏, de sorte à avoir une
image binaire. Nous pouvons ensuite calculer le squelette
de cette image binaire, et nous obtenons des lignes hori-
zontales d’un pixel d’épaisseur. La donnée des abscisses,
ordonnées et intensités de chaque ligne sera considérée
comme le résultat de notre processus et nous permettra de
synthétiser (après interpolation) un signal qui sera simi-
laire à la partie harmonique du signal d’entrée.

Les éléments structurants présentés par la suite sont
définis dans R × R et prennent leurs valeurs dans R, par
souci de généralité. Pour les calculs, nous réalisons un
échantillonnage de ces fonctions en prenant les valeurs
aux points de la grille données par le spectrogramme. Sou-
vent, nous prenons des éléments structurants correspon-
dant à des fonctions indicatrices de sous-ensembles 𝐴 de
R × R exprimés en dB : si on appelle 𝜎 l’élément structu-
rant, il s’exprime alors comme

𝜎 = 10 log10 (𝜒𝐴) . (27)

5.1.1. Fermeture

La première étape consiste à appliquer une fermeture
𝜑𝜎1

au signal d’entrée, qui permet d’éliminer les varia-
tions dues au bruit et à l’étalement spectral. Pour cela,
nous prenons comme élément structurant 𝜎1 la fonction
indicatrice du sous-ensemble 𝐴1 = [0, 0, 05] s×[0, 50] Hz

exprimée en dB.
Le résultat de cette opération sur notre signal de réfé-

rence est montré dans la figure 5.
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Figure 5. Image d’entrée (à gauche) et le résultat de la
fermeture 𝜑𝜎1

(à droite).

5.1.2. Résidus d’ouverture seuillés

L’étape suivante consiste à prendre les résidus d’ou-
verture 𝟙 − 𝛾𝜎2

de la fermeture et à les seuiller à une
valeur 𝜏 pour obtenir une image binaire. Nous prenons
comme élément structurant 𝜎2 la fonction indicatrice du
sous-ensemble 𝐴2 = {0 s} × [0, 25] Hz exprimée en dB.
Nous utilisons comme seuil 𝜏 = 3 dB.

Le résultat de cette opération sur notre signal de réfé-
rence est montré dans la figure 6. Nous voyons comment
les lignes horizontales sont isolées du reste.
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Figure 6. Fermeture (à gauche) et le résultat des résidus
d’ouverture 𝟙 − 𝛾𝜎2

seuillés à 3 dB (à droite).

5.1.3. Squelette morphologique des résidus d’ouverture
seuillés

La dernière étape consiste à calculer le squelette mor-
phologique des résidus d’ouverture ; même si les lignes
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horizontales des résidus d’ouverture ont déjà isolé les par-
tiels harmoniques, elles ont encore une épaisseur de plu-
sieurs pixels. Nous voulons n’avoir qu’un pixel d’épais-
seur et qu’il soit le plus central possible. Pour calculer
le squelette, nous utilisons des boules 𝐵𝑛 de la pseudo-
norme 7 | | (𝑥1, 𝑥2) | | = |𝑥2 |, où (𝑥1, 𝑥2) ∈ Z

2 ; ce choix a la
particularité qu’elle ne fait rétrécir la forme que dans la di-
rection de la fréquence, propriété qui nous intéresse. Pour
la boule centrée en 0 de rayon 1, utilisée dans l’ouverture,
nous devons nous restreindre à l’ensemble {(0, 0), (0, 1)}

au lieu de l’ensemble {(0,−1), (0, 0), (0, 1)} car sinon
nous risquons de faire apparaître des lignes de deux pixels
d’épaisseur.

Le squelette morphologique des résidus d’ouverture
seuillés est montré dans la figure 7 ; les lignes correspon-
dant aux partiels ont bien été rétrécies jusqu’à une ligne
d’un pixel d’épaisseur.
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Figure 7. Résidus d’ouverture seuillés (à gauche) et son
squelette morphologique (à droite).

5.1.4. Calcul des temps, fréquences et amplitudes des
partiels

Finalement, nous nous servons du squelette obtenu
pour retrouver les informations des partiels ; pour cela,
nous parcourons l’image pixel par pixel et nous parcou-
rons les lignes obtenues en notant à quel temps et à quelle
fréquence elles apparaissent. Les amplitudes correspon-
dantes sont les valeurs de l’image fermée 8 .

La figure 8 montre les amplitudes originales correspon-
dant à chacune des fréquences ainsi que le résultat de nos
estimations. On constate une parfaite adéquation.

5.2. Estimation des paramètres de la partie non-har-
monique

L’estimation des paramètres de la partie non-harmo-
nique est obtenue aussi par des méthodes morpholo-
giques ; nous pré-traitons l’image au moyen d’un ferme-
ture pour limiter l’effet du bruit et de l’étalement spec-
tral (comme dans le cas de la partie harmonique), puis,

7 . Cette définition ne donne pas une norme car elle ne vérifie pas la
condition de séparation, mais elle nous sert quand même pour notre cas
particulier.

8 . On pourrait argumenter qu’il faudrait prendre celles de l’image
originale, mais ce choix est fait pour limiter l’effet du bruit.

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
Temps (s)

−100

−80

−60

−40

−20

0

Am
pl

itu
de

 (d
B)

Figure 8. Amplitudes originales (ligne) et nos estimations
(croix) ; chaque ligne correspond à une fréquence.

nous appliquons une ouverture pour éliminer les par-
ties saillantes (correspondant aux partiels harmoniques) et
garder seulement la partie du spectrogramme correspon-
dant à la partie non-harmonique. Finalement, nous appli-
quons une érosion pour réduire l’effet de l’étalement spec-
tral.

5.2.1. Fermeture

La fermeture utilisée est la même que dans la section
précédente, 𝜑𝜎1

, et le résultat de son application sur notre
image d’entrée est le même que dans la figure 5.

5.2.2. Ouverture

L’ouverture, que nous nommons 𝛾𝜎3
, a pour élément

structurant la fonction indicatrice du sous-ensemble 𝐴3 =

{0} s × [0, 100] Hz exprimée en dB. Le résultat sur la
fermeture est montré dans la figure 9.
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Figure 9. Fermeture (à gauche) et le résultat de l’ouver-
ture 𝛾𝜎3

(à droite).

5.2.3. Érosion

L’érosion 𝜀𝜎4
a pour élément structurant une fonction

dont la forme est celle de la fenêtre utilisée dans le spec-
trogramme pour la fréquence 0 et qui vaut zéro ailleurs,
en échelle logarithmique, i.e. : ∀(𝑡, 𝜔) ∈ R × R,

𝜎4 (𝑡, 𝜔) = 10 log10 (𝑤(𝑡)𝜒{0} (𝜔)) . (28)
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Elle sert à concentrer le bruit en temps puisqu’il s’était
étalé lors de sa transformation en spectrogramme. Le ré-
sultat de cette opération est montré dans la figure 10 ; nous
voyons comment l’intensité qui s’étalait autour de l’ins-
tant 1 s dans l’ouverture est concentrée après l’application
de l’érosion.
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Figure 10. Ouverture (à gauche) et le résultat de l’érosion
𝜀𝜎4

(à droite).

5.2.4. Filtrage du bruit avec le résultat des opérations

Si nous composons les opérations morphologiques,
nous obtenons un résultat Θ : R × R→ R qui s’écrit

Θ = 𝜀𝜎4

[

𝛾𝜎3

[

𝜑𝜎1

[

SPECdB [ 𝑓 ]
] ] ]

. (29)

Il s’agit alors de l’utiliser comme masque pour filtrer
notre bruit blanc, et nous procédons comme dans [10]
pour utiliser la STFT :

1. Nous générons un bruit blanc.

2. Nous le normalisons pour qu’il ait une puissance
maximale 9 de 0 dB.

3. Nous calculons sa STFT.

4. Nous multiplions point par point la STFT du bruit
blanc par Θ en échelle linéaire 10 .

5. Nous reconstruisons le signal par STFT inverse 11 .

Le résultat de ce processus nous donne un signal dont
le spectrogramme est montré dans la figure 11 en le com-
parant à la partie non-harmonique du signal de référence.
Nous retrouvons la partie non-harmonique dans notre syn-
thèse, mais aussi du bruit supplémentaire ; celui-ci est dû à
l’étalement spectral de la partie harmonique. En revanche,
il se situe à une puissance aux alentours de −90 dB, donc
sa contribution au signal est relativement petite.

9 . Dans la pratique, si nous normalisons pour que le maximum soit
0 dB, nous aurons une perte de puissance dans le bruit ; pour les applica-
tions, nous nous servons de la fermeture du bruit blanc pour normaliser
chaque région à son maximum local.

10 . Θ est en échelle logarithmique car les spectrogrammes sont en

dB ; Θ en échelle linéaire s’écrit alors Θlin
= 10

Θ

10 .
11 . La STFT inverse nous permet de reconstruire un signal à partir de

sa STFT. Pour sa définition, voir [8].
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Figure 11. Partie non harmonique du signal de référence
(à gauche) le bruit filtré synthétisé par notre méthode (à
droite).

6. RÉSULTATS

Jusqu’à présent, nous avons testé notre méthode sur un
signal de référence, obtenant un très bon résultat pour la
partie harmonique et un résultat correct pour la partie non-
harmonique. La méthode a ensuite été appliquée à des
sons d’instruments issus la base de données TinySOL [4]
qui a été récupérée grâce à la librairie mirdata [2].

Nous invitons le lecteur à consulter

https://github.com/Manza12/JIM-2022.

pour écouter les résultats. Dans le README.md, des ins-
tructions sont données pour l’écoute des sons et l’utilisa-
tion du code, disponible en libre accès 12 .

6.1. Bois

Nous avons testé la méthode sur des notes de flûte,
clarinette en si bémol, hautbois, basson et saxo alto.
Les résultats sont très convaincants ; la partie harmonique
est très bien resynthétisée (sauf, parfois, le transitoire
d’attaque) et la partie non-harmonique simule l’effet du
souffle. La figure 12 montre une comparaison des spectro-
grammes des sons d’entrée et de sortie d’un La 3 de flûte.
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Figure 12. Comparaison du spectrogramme du signal
d’entrée (à gauche) et de sortie (à droite) d’un La 3 de
flûte.

12 . Licence GNU General Public License v3.0.
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6.2. Cuivres

Pour les cuivres, nous avons testé la méthode sur la
trompette, le cor, le trombone et le tuba. Les résultats sont
moins bons, notamment en ce qui concerne le transitoire
d’attaque, très caractéristique des cuivres. La partie har-
monique oscille plus que dans le signal original, notam-
ment dans les graves, à cause de la résolution fréquentielle
limitée et du fait que le squelette donne des pixels qui ne
sont pas toujours alignés. La partie non-harmonique cor-
respondant au souffle est retrouvée comme dans le cas des
bois. La figure 13 montre un Do 2 de trombone et le résul-
tat de sortie.
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Figure 13. Comparaison du spectrogramme du signal
d’entrée (à gauche) et de sortie (à droite) d’un Do 2 de
trombone.

6.3. Cordes

Le cas des cordes est plus variable. Nous avons testé
la méthode sur des sons de contrebasse, violoncelle, alto
et violon. Les résultats dépendent de deux facteurs princi-
paux ; le premier est la tessiture : quand les sons sont trop
graves, comme dans le cas de la contrebasse, la résolution
fréquentielle limitée fait que les partiels se confondent
avec le bruit. Il faut alors augmenter la taille de la fe-
nêtre de la STFT et diminuer les largeurs des éléments
structurants de la fermeture et de l’ouverture pour qu’ils
s’adaptent à des fréquences plus serrées. Les résultats
s’améliorent mais restent moins bons que dans les tes-
situres plus hautes. L’autre facteur est le vibrato ; quand
l’instrumentiste vibre, les résidus d’ouverture ont du mal
à détecter cette modulation de fréquence rapide et rendent
le squelette non connexe 13 , surtout dans les aigus. La fi-
gure 14 montre cet effet. Cela provoque des artéfacts très
perceptibles. En revanche, quand le son est produit sur une
corde à vide, le son est très réussi et on retrouve bien le
son de l’archet dans la partie non-harmonique. Il faut no-
ter aussi que les attaques sont bien meilleures que dans le
cas des vents, puisque plus progressives.

13 . Notons qu’une squelettisation par amincissement homotopique
pourrait en partie résoudre ce problème.
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Figure 14. Comparaison du spectrogramme du signal
d’entrée (à gauche) et le résultat du squelette (à droite)
dans des partiels aigus d’un La bémol 2 de violon vibré.

7. CONCLUSION

Dans cet article, nous avons montré comment les opé-
rateurs morphologiques appliqués à des spectrogrammes
de sons d’instruments de musique peuvent nous aider à
estimer des paramètres permettant de reconstruire les sons
avec une qualité considérable, à la fois pour la partie har-
monique et pour la partie non-harmonique.

Parmi ces opérateurs, le squelette des résidus d’ouver-
ture s’avère particulièrement intéressant comme méthode
pour identifier les partiels harmoniques car il parvient à ré-
duire les lignes horizontales du spectrogramme à un pixel
d’épaisseur. L’ouverture a été aussi très utile pour filtrer
ces lignes et retrouver la réponse en fréquence d’un filtre
qui varie dans le temps avec laquelle nous filtrons un bruit
blanc.

Pour les travaux futurs, nous proposons de privilégier
deux voies d’amélioration. En premier lieu, l’attaque est
problématique à synthétiser par cette méthode ; une idée
serait d’ajouter une composante qui lui soit particulière
et voir comment estimer ses paramètres. Étant donné que
l’attaque est représentée comme une ligne verticale dans
un spectrogramme, nous pourrions utiliser des techniques
similaires à celles de la partie harmonique, mais adaptées
à la détection des lignes saillantes verticales au lieu des
lignes saillantes horizontales.

En second lieu, nous pourrions améliorer la détection
des partiels harmoniques en utilisant une autre technique
de morphologie mathématique appelée amincissement [5]
pour calculer un squelette homotope à l’ensemble de dé-
part ; elle pourrait ainsi résoudre le problème de connexité
des squelettes des notes vibrées. De plus, cette technique
appliquée directement à l’image en niveaux de gris évite-
rait la binarisation de l’image.
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