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ES MATHEMATIQUES pour la mécanique et les Sciences Pour I'Ingénieur : ce document

n’est pas un cours de mathématiques. Il ne contient quasiment aucune démonstration

de mathématiques. Il doit étre vu comme un formulaire qui reprend les outils mathématiques

indispensables pour traiter les problémes de mécanique en Sciences Pour I'Ingénieur : c’est une

boite a outils. Il est agrémenté d’exemples d’applications de ces outils a des cas particuliers

(souvent ceux qui posent probléeme aux étudiants) de la mécanique, mais ce n’est absolument pas
un formulaire d’équations de la mécanique.

La plus grande difficulté des sciences de 'ingénieur n’est pas de résoudre un probleme, mais
de le mettre en équations. Pour les résoudre, vous avez cette boite a outils.

A la fin de la licence 3, tous les outils mathématiques présentés ici doivent étre maitrisés,
c’est a dire que I’étudiant doit les comprendre et étre capable de les appliquer aux problémes de
mécanique : résistance des matériaux, mécanique des fluides, mécanique des milieux continus,
cinématique, dynamique...

Que les étudiants ne s’inquietent pas de la longueur du document : il est adressé au L1, L2
et L3. Une petite partie seulement concerne les L1!

Ce document est fait pour évoluer avec 'expérience et le retour des étudiants. Si vous avez des
questions, des points mal compris, des points que vous voudriez voir abordés dans ce document,
n’hésitez pas a nous en faire part :

Yann Gueguen, Dr,
Maitre de Conférence,
Département Mécanique et Verres
Institut de Physique de Rennes UMR CNRS-UR 6251
= : Bat. 10B, Campus de Beaulieu
35042 Rennes Cedex,
= : 02.23.23.58.06
%8 : yann.gueguen@univ-rennes.fr



Petite remarque sur les graphiques :

—

€z

O,

Représente un vecteur perpendiculaire a la feuille qui pointe vers vous.

—

€z

Y

Représente un vecteur perpendiculaire a la feuille qui s’éloigne de vous.

Pensez a une vraie fleche de tir a I’arc : si vous la voyez de derriére, vous voyez la plume- une
croix -; si vous la voyez de devant, vous voyez la pointe - un point -.
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1. Dérivées usuelles 9

Les dérivées et intégrales de fonction présentées dans ce chapitre sont supposées étre connues,
pour la grande majorité, depuis le lycée.

1 Dérivées usuelles
1.A Dérivée?

On considére la fonction f(z) tracée ci-dessous :

2 f(2)

(xo+h)

o h xo\:f’ h T

En g, cette fonction vaut f(zg). En xg+ h, cette fonction vaut f(zg+ h). Donc elle s’accroit
de f(zo+h) — f(xo) sur un intervalle de largeur h. Son accroissement relatif sur cet intervalle
est donc :

La dérivée de f(z) en xg se définit comme (notation de Leibniz) :

df (x) . fleo+h)— f(xo)
Az |pegy it h

(L.2)

C’est la variation relative de f(x) a proximité de z¢ pour une variation infime (dite "infinité-
simale") de cette valeur. On note la fonction g(x) :

ola) = (L3)

C’est la dérivée de f(z). Evaluer g(zo) nous donne donc la dérivée de f(z) en xg.

1.B Regles de base
1.B.1 Notation

Si une fonction n’a qu’une seule variable, alors on note (notation de Lagrange) :

df(x) o dfl(x) e
V&) pay - T _ i) (L

Lorsqu’une variable est le temps, on note alors de maniere usuelle, méme s’il y a plusieurs
variables (notation de Newton) :

d . d F
20— oy, oty LEL2D iy (1.5)

© 2025 Y.Gueguen
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Chapitre I. Intégrales et dérivées usuelles

1.B.2 Somme

(f(@)+9(2)) = f'(z) +4'(x)

1.B.3 Produit

(f(z) < g

1.C Composition

(2)) = f'(z) x g(x) + f(x) x ¢ ()

Composition de fonctions : "f rond g"

(fog(@)) =g'(z) x (f og(x))

flg(x)) < fog(x)

Exemple : soit #(t) une fonction quelconque du temps

sin(0(t)) — fog(t) avec f —sin & g(t) — 0(t)

Donc :

—sin

dt

1.D Puissance, racine, inverse.

d(f(x)"

dx

(0(1)) = 0(t) x cos (6(t))

=nx (f(x)" 1 x f(z) ¥neZ

(L7)

(L.10)

(L11)

(L12)

¥V = "quelque soit", Z= entier relatif (positif ou nul : —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3...). La relation est
vraie pour tout n € R si f(x) > 0 (traduction : vraie mais si n n’est pas entier quand f(z) > 0).
Notons donc qu’elle est vraie si n < 0.

1.D.1  Ezemples simples : f(x)=x

d—:nx:v” 1
T
2
%zZXm
x
dr 1 2 1
=—1lxz *=—
dz . x2

© 2025 Y.Gueguen
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1.H Exemple appliqué : Mouvement circulaire

1. Dérivées usuelles 11
1.D.2  Ezemple simple : f(z)=a x
d(c;;r;) =nx(az)" xa (I.16)
n=1
d(;zxx) =1x(az)’xa=a (I.17)
1.D.8  Ezemple simple : n=1/2
d(f(z)/2 d x 1 _1
VT _ VI _ 2 () ) (115)
1.E Exponentiel et logarithme
[exp (f ()] = f'(x) x exp (f(x)) (I.19)
r_ fl(x)
1.F Sinus, cosinus, tangente
(cosz) = —sinz (I.21)
(sinz)’ = cosx (1.22)
1
I _
(tanzx) = . (1.23)
1.G Puissance
(499) =m A x ¢/ () x 49@) (1.24)

Cet exemple permet de voir les dérivées de produits, de sommes, de compositions et la

notation de Newton.

© 2025 Y.Gueguen



12 Chapitre I. Intégrales et dérivées usuelles

Considérons le point M de la Figure ci-dessus (en noir la position actuelle de M, en gris,
sa position & un autre instant), tournant autour du point O a distance fixe R. Z le référentiel
galiléen (€;,€y). On a (en 2D, on ne pré-occupe pas de 'axe €,), en considérant un mouvement
circulaire o M reste & distance constante du point O (seul 6 varie) :

OM=Re, (1.25)

R est donc une constante.

On en déduit sa vitesse (on voit clairement sur la Figure que €, n’est pas fixe, il varie avec 6,
la position angulaire : il faut le dériver par rapport au temps) :

d -~ d dR d
Upije = —OM| = — (R ¢ =—e,+ R— (€ =R — (¢ 1.26
UM/J dt 2 dt ( 67‘) 2 dt Er + dt (67') 2 dt (67') P ( )
Si on note #' le référentiel (€,,€y), on remarquera que :
. dR d L d
,UM/% = Eer + R@ (er) P = UM/%/ + R@ (er) » (]:27)

Or (les systémes de coordonnées sont rappelés dans le Chapitre IV) si on exprime &, dans %,
pour le dériver dans ce référentiel (c’est le sens de la notation |,) :

ér = cost €, +sinf é, (1.28)
donc :

d

d ) ) )
Supa =R (&) =R - (cosd & +sin0 &) =R (~Osind &, +0cost &) = R0 & (1.29)

% d

Puis on en déduit son accélération :

. d., _dyiN o, (dd . d s d
anjz =R %U—R pn (0 69) =R (dt €p+0 dt(eg)‘%) =0 Reéy+ R 0%(69) . (1.30)
Or:

g = —sinf €, + cosl €, (I.31)

dnja=ROE+R é% (—sind &, +cos &) = R § &+ R 0 (~0cos0 & —Osind &) (132)

Donc :

dvyp=R0OE—ROé, (1.33)

Dans le cas particulier ou la vitesse angulaire est constante ( = cste : mouvement circulaire
uniforme), alors I’accélération est purement centripéte : @,r 12 =—R 62 .. On remarque donc
que, surtout si 6 = 0, ’accélération n’est pas nulle.

2 Intégrales

A partir du moment ou les dérivées sont connues, il est relativement facile de définir les
primitives, a des constantes pres.

© 2025 Y.Gueguen



2. Intégrales 13
2.A Puissance
$1+n
" dr = 1.34
[ da={— (134)
Cas particulier : si n = —1, alors la primitive n’est pas définie avec cette formule. Mais on a :
1 1
/a: da/::/f dr=Inzx (1.35)
x
FExemples simples :
2032 2
/x1/2 dr = /\/5 dr = $3 = gx\/i (1.36)
1
/37_1/2 do = /— de=22"% =2z (1.37)
N3
2.B Sinus, cosinus, tangente
/cos:c dr =sinx (1.38)
/sinac dx = —cosx (1.39)
/tanx dx = —In(cosz) (1.40)
2.C Exponentielle, logarithme
/expac dx =expx (I.41)
/ln:L“ dr=z(In(z)—1) (1.42)
2.D Quelques opérations
n+1
/ F(2) % f(z) do =2 ) +(1”3) (L43)
En particulier :
f'(@) f () 1
n=-2-— / dx = =— (1.44)
f2(z) -1 f(x)
Intégration par parties :
b / b b /
[ @) xg@) da =) x g@)ls = [ £'@) x g(a) da (L45)
a a
Exemple : on souhaite intégrer I’expression suivante :
b
/ sinf x cosf df (1.46)
a

On identifie f(0) =sinf et ¢'(8) = cosf, d’ou : g(0) =sinb et f'(0) = cosf. Alors :

© 2025 Y.Gueguen



14 Chapitre I. Intégrales et dérivées usuelles

b b
/ sinf x cosf df = [sinf x sinﬂ]g —/ cosf x sinf df (1.47)

On en déduit que :

b b
2/ sinf x cosf df = {sin2 9} (1.48)
a a
D’ou :
b b
/a sinf x cos6 df = % {sin2 9]a = % (sin2 b —sin? a) (1.49)

3 Applications : Périmetres, surfaces et volumes usuels

3.A Longueur de portion de cercle

p

D)

R

Soit I'arc de cercle représenté sur la Figure ci-dessus, nommé "p". La longueur de cet arc de
cercle est définie comme :

0.
p:/”Rda:Rep (1.50)
0

On en déduit que le périmetre d’un cercle complet est défini comme :
Op=2m
p= / R dO=27R (I.51)
0

3.B Surfaces

3.B.1 Intégration et surface

La surface sous une courbe peut étre définie par l'intégrale de la fonction décrivant cette
courbe. Considérons la courbe rouge sur la Figure ci-dessous. On cherche a définir ’aire sous
cette courbe, entre a et b.

Y Y

a b

L’aire sous la courbe peut étre découpée en rectangle de largeur dx et de hauteur f(z) sous
chaque point M d’abscisse x et d’ordonnée y. On notera en premier lieu que :

© 2025 Y.Gueguen



3. Applications : Périmeétres, surfaces et volumes usuels 15

f(z)
f(z) = /0 dy = [} ® = [f(z) - 0] = f(x) (1.52)

L’aire sous un rectangle de largeur dx est donc donné par :

f(=)
dA = f(z) x dx = / dy x dx (I.53)
0

On "somme" tous ces rectangles, entre a et b pour avoir l'aire sous la courbe :

b b i)
A:/ 5A:// dy da (L54)
a a JO

Qu’on peut ré-écrire sous une forme plus classique :
b
A= / f(z) dz (155)
a

3.B.2 Rectangle

Soit un rectangle de longueur L et de hauteur h, tel que représenté sur la Figure ci-dessous.

A

R

Yo -—{----

Il y a deux facon de calculer ’aire de ce rectangle :

Intégrer ’aire des courbes qui le délimitent La surface en dessous du rectangle est I'aire sous
la courbe définie par f(x) = yp. Elle vaut :

zo+L zo+L
Sinf:/ f(z) dﬂ«":/ yo dr = (vo+ L —x0) X yo = L X yo (1.56)
i x

0 0

La surface en dessous de la courbe définie par f(x) =y + h est :

zo+L zo+L
Swe= [ f@)do= [ o+ h) do=(@o+ L—wo) xyo=Lx (wo+h)  (L57)
xo xo

Sa surface du rectangle, en gris, est définie par :

S = Stot = Sing =L x (yo+h)—Lxyo=Lxh (1.58)

© 2025 Y.Gueguen



16 Chapitre I. Intégrales et dérivées usuelles

"Promener" ’élément de surface L’élément de surface dans ce plan, en coordonnées cartésiennes
est ds = dxdy. Pour balayer toute la surface il faut aller de x =ax¢p a x =29+ L et de y =y a
y=1yo+h. Alors :

yo+h rro+L Yyo+h I Yo+h L
S = /ds—/ / dwdy:/ (]2 dy = / Ldy =Ly =L xh (159)
xo Yl Y

0 0

8.B.8 Intégration entre deux courbes

Dans le cas ou on ne regarde pas ’aire sous une courbe jusqu’a y = 0, mais entre y =y, et
y = f(x), comme illustré ci-dessous (aire grisée) :

Il faut revenir a la définition vue plus haut de l'aire (équation 1.54, page 15) :

—/ /f(x dy dx (1.60)

Mais on voit tout de suite que cela revient a calculer 'aire :

, ze f(x)
A :/ / dy dx (I.61)
z, JO

Puis a lui retirer 'aire du rectangle d’aire (x. — xp) X yq :

A=A — (2 —xp) Xya—/ / dy dx — (x —xb)xyaf/ x)dx — (xe — xp) X Yo (1.62)

Car :

A:/::c/y:c(x)dy dx:/:c(f(a:)—ya) dx:/::cf(x) dx—/::cya dx (1.63)

Donc :

A= /:C f(z)dz — (e — 2p) X Yo (1.64)

Dans la situation illustrée ci-dessous, si je veux calculer 'aire comprise entre la courbe décrite
par f(z) et celle décrite par g(x), entre x, et z :

© 2025 Y.Gueguen



3. Applications : Périmeétres, surfaces et volumes usuels 17

L’aire peut se calculer directement comme :

zp [ f()
A= / / dy dx (1.65)
zqe Jg(x)

Ce qui correspond apres une premiere intégration a :

A= " f2) = g(x) do (1.66)

Za

On voit alors qu’il s’agit bien de la différence entre ’aire comprise entre y = 0 et la courbe
f(x) et celle comprise entre y =0 et la courbe g(x) :

A= / jb () do — /m " o(z) da (L67)

a

3.C Disque, portion de disque
Soit une portion de disque comme représentée sur la Figure ci-dessous :

A

La surface élémentaire en coordonnées polaires est ds = dr df. Il faut "balayer" la surface,
avec cet élément, entre ses bornes. La surface de cette portion de disque est donc donnée par :

0, rR. 0, .27 e 2_p2 40 2_ p2
S:/ds:/f/ rdrdﬁz/f Pl ag= BB [T g BBl gy (e
S 0; R; 0; 2 R; 2 0; 2

On en déduit la surface d’un disque :
2r rR
S:/ / rdrdd=r R (1.69)
0 0

© 2025 Y.Gueguen



18 Chapitre I. Intégrales et dérivées usuelles

3.D Sphere et portion de sphere

La surface d’une sphere se calcule en balayant cette surface par I’élément de surface de
normale (son vecteur "perpendiculaire") €. Cet élément de surface est dS =12 sinf df d¢. Le
systéeme de coordonnées sphérique est rappelé sur la Figure ci-dessous (coordonnées en ISO 31;
d’autres normes inversent 0 et ¢).

Si je veux calculer la surface d’une sphére de rayon R, je vais donc "balayer"' cette surface
avec 1’élément de surface dS = R? sinf df d¢. Soit :

S = /S ds (L70)

Pour une sphére complete, si je fais varier § de 0 a 7 je parcours un arc de cercle du "nord" au
"sud" de la sphére (demi-cercle). Puis, en faisant "tourner" cette arc de cercle d’un tour complet
autour de I'axe "pole nord-pole sud" (soit en faisant varier ¢ de 0 & 27), j’aurais balayé toute la
surface. En résumé : la surface d’une sphere correspond a un demi-cercle qui a fait une révolution
complete. Alors :

27 27
[—cosf]f dop=2 R2/ dp=47 R? (1.71)

$=0

2 s
S = R2sinf df d¢:R2/
$=0Jo=0

Si je voulais calculer la surface d’une portion de spheére, comme indiquée sur la Figure
ci-dessous :

© 2025 Y.Gueguen



3. Applications : Périmeétres, surfaces et volumes usuels 19

w/2—0;

Alors, sur cette exemple :

¢i (/2
s :/ R2sin0 df do (L72)
0 0;

3.E Surfaces usuelles

La Figure 1.1 donne les formules de quelques surfaces usuelles.

Carré Rectangle
Disque
h
—_—
c L
S=m R?
S=c S=Lxh "
Triangle Trapéze Parallélogramme
—
b [ ]
h h h
1 1
b B B
S=bxh S — W S=Bxh

Quelques surfaces usuelles.

© 2025 Y.Gueguen



20 Chapitre I. Intégrales et dérivées usuelles

3.F Intégration d’une pression sur une portion de sphere

Considérons une sphére creuse, de rayon interne R;, dans laquelle est appliquée une pression
interne p, pas nécessairement uniforme. En tout point M de la surface s’applique donc cette
pression p(6,¢) (Pascal), il en résulte qu’en un point M la force appliquée (Newton) vaut :

dE(0,6) = p(0,6) & ds = p(0,¢) & R2sinf di d¢ (1.73)

La force s’applique bien vers I'extérieur. Si je veux connaitre la résultante des forces sur une
portion de la sphere délimitée en 6 par 0; et 0 et en ¢ par ¢; et ¢, je dois faire la somme de
toutes les forces dF'(6,¢) s’appliquant en tout point de la surface, donc l'intégrale :

. - ¢r 05
F:/dF(9,¢):/ / p(0,¢) & R?sinf df do (1.74)
S i JO;
Néanmoins, €, s’exprime ainsi :

ér =sinflcos¢ €, +sinfsing €, + cosf € (1.75)

Donc :

~ o5 0
F= f/ fp(9,¢) (sinfcos ¢ &, +sinfsing &, +cosf &) Risind df dob (1.76)
i JO;

D’ot les projections :

4 o5 0
F,“x:/ f/ " 0(0,6) sinfcosd R2sind do do (1.77)
o; JO;
_ d’f ef 2
Fé, - / / p(0,6) sinfsing R?sind df do (L78)
oi JO;
_ ¢f Gf 2
F., :/ / p(6,¢) cosf Risinb df d¢ (I.79)
i J0;

4 Volumes

4.A Volumes usuels

La Figure 1.2 donne les formules de quelques volumes usuels.

Volume d’une sphére ou portion de sphére A I'image du calcul de surface, calculer un volume
revient a balayer un objet, entre ses bornes, avec le volume élémentaire. En coordonnées sphérique :

dV =7r? sinf dr df d¢ (1.80)

Soit le volume, délimité en r par R; et Re, en 6 par 6; et 07 et en ¢ par ¢; et ¢y, alors son
volume est :

¢r (05 [Re
V= / / r“ sinf dr df d¢ (1.81)
¢; JO; JR;

Si on balaye une sphére compléte, d vade 0 am, ¢ de0a2wretrde0a R:

2r rm R 2w pw
V:/ / / r? sinGdrded):/ /
0 0 JO 0 0

© 2025 Y.Gueguen
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Cube
ﬁ
V=c
Paxaliélépipede Prisme droit Cylindre
rectangle
3 !
h ,L ********* - - - :
L7 /l / m -
L e o
V=hxLxl V = Aire de base x h
Pyramide Sphere
i h
V:Airedebasexg V:Alredebasexgz V:%ﬂ' R3

2 h
7TR><§

Quelques volumes usuels.

On remarque alors que l'intégration restante est la surface d’une sphere a R? pres :

R3 4
V= xdr=m R3 (1.83)

4.B Intégration sur un volume

Considérons un objet dont la masse volumique au point M (z,y,z) vaut p(x,y,z). La masse
du volume élémentaire dV entourant M vaut :

dm(z,y,2) = p(z,y,2) dV (1.84)

La masse de l'objet, de volume V est la somme des masses des volumes élémentaires le
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22 Chapitre I. Intégrales et dérivées usuelles

constituant :

m:/vdm:/vp(x,y,z) av (1.85)

Prenons le cas d’une sphere, dont la masse volumique ne serait pas uniforme (p(r,60,¢)). Le
volume élémentaire en coordonnées sphériques est :

dV =r? sinf dr df d¢ (1.86)

Si on cherche la masse d’'un portion de la sphere, délimitée en r par R; et R, en 6 par 6; et
Of et en ¢ par ¢; et ¢y, alors sa masse est :

o5 05 rRe 9
V= / / p(r,0,¢) r= sind dr do d¢ (1.87)
¢ JO; JR;

5 Applications : RdAM

5.A Moment quadratique

Soit une section droite de poutre de normale €, (la fibre neutre est coaxiale a €;). On peut
définir 2 moments quadratiques pour cette section, I'un selon €, (flexion dans le plan (€;,€.)),
'un selon €, (flexion dans le plan (€,€y)).

Le moment quadratique se définit par rapport & un axe (la fibre neutre), donc les bornes
d’intégration doivent étre correctement définies!

5.A.1 Moment quadratique selon €

Notons I, le moment quadratique selon €, (pour une flexion autour de 'axe €, : les sections
droites tournent autour de cet axe).

IGy:/z2ds (1.88)
S

. b

Moment quadratique d’une poutre en flexion : section rectangulaire. A gauche, vue 3D, d
droite, vue en coupe.

Prenons ’exemple d’une section rectangulaire : Figure 1.3. On a :
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IGy:/ZQdde
S

(1.89)

L’élément de surface est dydz car on travaille dans le plan (€y,€.). Les bornes d’intégration

sont :
b/2  rh)2
y—/ / 2dydz:
b/2.J—n/2
b/2 h/2 b/2 b/2
I, = 2/ dd:/ Qh/de/ 2 d
Y /b/QZ <h/2 y) Tt W)z 42 o
b/2 37b/2 3 33 3
5/2 3 4 24 24) " 12

5.A.2 Moment quadratique selon €,

Notons I, le moment quadratique selon €, (pour une flexion autour de 1'axe €, :

droites tournent autour de cet axe).

IGz:/des
S

Prenons I'exemple d’une section rectangulaire : Figure 1.3. On a :

IGZ:/deydz
S

(1.90)

(L.91)

(1.92)

les sections

(1.93)

(1.94)

L’élément de surface est dydz car on travaille dans le plan (€y,€.). Les bornes d’intégration

sont :
b/2  h)2
/ / y2dydz
b/2J—h/2
b/2 hf2 b2 (13 p3
| H o L)
b/2 _h2 b/2

b/2 p3 h3 rb/2 h3 b h3
IGz:/ —dz = dz = — 11/52 —_
b2 12 12/ _y/2 12 /27 12

5.A.8 Erreurs types sur les bornes

Reprenons ’exemple d’une section rectangulaire : Figure 1.3. On a :

b/2  rh/2 3
/ / z2dydz = h o7
b2/ —h/2 12

On voit tout de suite 'importance des bornes. Si par erreur on calcule :

b rh b , - ;
IGyi/ / ZQdydz:/ 22[3/]8 dz:hx/ 2 de— I x 22 :ﬂ
0 JO 0 A 3 . 3

© 2025 Y.Gueguen

(1.95)

(1.96)

(1.97)

(1.98)

(1.99)



24 Chapitre I. Intégrales et dérivées usuelles

5.A.4 Moment quadratique d’une poutre IPN

On considere la poutre IPN dont la section est présentée ci-dessus, en grisé. On peut calculer
le moment quadratique, par rapport a GG du rectangle de largeur h et de hauteur H :

h/2  rH/2 h H3
I = / yidydz = (1.100)
—h/2J—H/2 12

On peut calculer le moment quadratique, toujours par rapport a O des deux rectangles blancs
entourant la section. Celui de gauche :

I /—h/2+e /15/2 2d J e t3 (I 101)
= Z = .
Gz2 2 —4/2 y-ay 12
Et celui de droite :
h/2 t/2 e t3
Icns = / 2dydz = —— 1.102
G3= f )y VW 5 (1.102)

Et on les soustrait au moment quadratique du rectangle pour obtenir le moment quadratique
de la zone grisée :

hH3 2et> hH3—2et?
12 12 12
On comprend bien ici 'intérét de bien définir les bornes d’intégration.

IGz = IGzl - IGzQ - IGzS = (1'103)

5.B Chargement réparti

—

On considére la poutre ci-dessous avec un chargement réparti quelconque f(x) (force linéique,
en Newton par metre) :
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—

En tout point M de la poutre s’applique une force dF résultat de lapplication de f(x) sur la
longueur dx qui entoure M :

dF = f(x) dz en Newton (I.104)

La force totale résultante du chargement réparti est donnée par la somme des forces s’appli-
quant en tout point de la poutre :

F:i/ dF:i/ flz) de (1.105)
0 0
Si la force ne s’appliquait pas de x =0 a x = L, mais x = z; a x = xy, alors :
_ Ty o
F:/ f(z) dx (1.106)
@
La force dF qui s’applique en M géneére un moment au point O qui s’exprime :
dM ;o =OMANdF =z & A f(z) dz (1.107)
Dans le cas ou :
fla)=f(2) & (1.108)
alors :
e Nflz) =z f(x) x @ NEy == f(x) x &, (1.109)
Et donc :
dM,z_,=OMNdF =z f(z) dz €. (1.110)

Le moment total généré en O par ce chargement réparti est la somme des moment des forces
s’appliquant en tout point de la poutre :

5 L L
Mo :/ dM,z_ :/ z f(x) dz €, (I.111)
0 0

Si la force ne s’appliquait pas de x =0 a x = L, mais z = x; a x = x¢, alors :

MO:/fxf@Mm@ (1.112)

6 Applications : Moment et matrice d’inertie

Le moment d’inertie d’un solide s’exprime par rapport a un axe, il est donc tres important
de définir correctement les bornes d’intégration !
Considérons la masse élémentaire dm ci-dessous, en noir :

. ey dam
// T \\

/
! o 6
I’ €y \
|
| . i
\ O em 1
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Son moment d’inertie par rapport a I'axe €, passant par O est défini comme :

dlp, = dm r* = dm (2> +y?) (1.113)

La moment d’inertie de I'objet rectangulaire en gris clair sur la Figure ci-dessus, par rapport
a l'axe €, passant par O, se calcule en "sommant" les moments d’inertie dlp, de toutes les masses
dm (symbolisées en gris plus foncé) qui le composent, donc en intégrant dlp, sur le domaine
défini par ce solide.

Pour un solide quelconque dont les frontieres s’étendraient de x = x; a x = xy puis de y = y;
ay=uyy et enfin de z = 2; & 2 = 2y, son moment d’inertie est la somme de toutes les masses
élémentaires qui le composent :

zf Yr Tf zf Yr Tf
T, = / / / . = / / / (2% +¢?) dm (L114)
zi Jyi Jai zi Jyi Jai

Pour un objet, comme celui ci-dessous, qui s’étendrait selon €, de z = 2; & 2 = 2, on peut
calculer & partir des coordonnées cylindriques le moment d’inertie par rapport a ’axe €, passant
par O :

7 zy pRe pOp 9
Io, = r“ dm (I.115)
Zi R; 0;

Pour intégrer sur le volume (plutét que sur dm), il suffit, avec la masse volumique p, définie
en tout point du solide, d’écrire : dm = p(r,0,2)dV = p(r,0,z) r drdfdz. Alors :

zf Gf Re
Io, :/ / / 2 p(r,0,2) r dr df dz (I.116)
On notera alors immédiatement I'importance des bornes :
RE RE_R'L'
/ 7 dri/ 3 dr (L.117)
R; 0

Dans la matrice d’inertie définie par rapport a un point, apparaissent tous les moments
d’inertie définis par rapport aux axes passant par ce point : chacun des moments (et des produits
d’inertie) doit donc étre défini avec les bornes adéquates !
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1 Fonction continue et continuellement dérivable

Une fonction est dite continue sur un intervalle donné si elle n’a pas de discontinuité (cqfd...)
sur cet intervalle. f(x) est continue sur un intervalle si pour tout x dans cet intervalle, f(x) est
finie et réelle. Par exemple, la fonction :

fla)=1 (IL1)

n’est pas continue sur l'intervalle —oo,+o00, car f(0) n’est pas défini ("1/0" n’est pas un
nombre fini).

Une fonction est dite continuellement dérivable sur un intervalle si sa dérivée est réelle et
finie sur cette intervalle. Par exemple la fonction valeur absolue :

fz) =z | (IL.2)

et continue sur l'intervalle —oo, +00. Pour rappel, elle est définie en = =0 ou elle vaut 0. Mais
elle n’est pas continuellement dérivable :

flz)=—-1Vz <0 (I1.3)

flz)=1Yz>0 (IL4)

On remarque donc que f’(z) passe de —1 & 1 quand z passe de valeur négative a positive. Il
y a donc un "saut" de f’(z), la dérivé de f(x), en x =0. La dérivé n’est donc pas continue sur
Iintervalle —oo,+00, la fonction valeur absolue n’y est donc pas continuellement dérivable, bien
qu’étant continue.

2 Fonction affine ("droite")

2.A Définition

Une fonction f est dite "fonction affine de z" si f(x) est telle que :

flx)=azx+b (IL.5)

2.B Dérivée

La dérivée d’une fonction affine f(x) =a x4 b est :

fl(z)=a (I1.6)
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2.C Détermination des parametres

y=f()

A

Y2
Point 2

b= £(0)
g /

Y1

To Z

e}
=
=}
-+
—
~

Soit une fonction affine f(z) = a z+b. a est la pente de cette fonction, et b 'ordonnée a I'origine.

Soit deux points connus d’abscisses x; et z2 et d’ordonnées y; = f(x1) et ya = f(z2). On
peut déterminer le parameétre a de la fonction affine passant par ces points (de la droite passant
par ces points) via I’équation :

Y=Y Y2y
r1—Ty X — T

a

(IL.7)

Une fois la pente a connue, on choisit un des deux points, par exemple le point 1. Comme on
cherche la droite telle que :

f(x1) =y =az1+b (IL.8)

tous les parametres de cette équation étant connus, sauf b, on l’isole, et :

b=y1—a x1, oub=1yo —a xo si on a choisit le point 2 (1I1.9)

On peut aussi directement écrire :

b=y — YL b2 96'1:,7J2—7y1_y2 T2 (I1.10)
xr1 — X9 Tl — T2
Soit finalement :
flay=202 gy, 702 (IL.11)
T1 — T2 T1 — T2

3 Fonction /7 et ” : erreur classique

Soit la fonction "racine" de x définie comme :

fla)=Va (IL12)

Par exemple f(4) =2, f(9) =3... La fonction /z est définie pour tout z nul ou positif.
Soit la fonction "carré" de x définie comme :
f(z) =2? (I1.13)
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Par exemple f(2) =4, f(3) =9, f(=3)=9... donc f(—z) = f(z). La fonction x? est définie
pour tout x réel.

La solution de I’équation f(z)=x? =4 est donc x = —2 ou 2.
On peut combiner ces deux fonctions pour écrire la fonction f telle que :

flz)= Va2 (I1.14)

Cette fonction est strictement équivalente & :

fx)=|z| (I1.15)

| x| est la valeur absolue de z. En effet :

F2)=vV2=va=2e¢t f(-2)=/(-2)2=V2=2— f(2)=|2|=2et f(—2)=| -2 |=2
(11.16)
Donc I’équation :

flx)=Va2=2 (I1.17)
a deux solutions : x = —2 ou 2.
En résumé :
V=2 (I1.18)

N’a qu’une solution : x = 4.

Va2 =2 (11.19)

a deux solutions : x = —2 et 2.

4 Exponentielle

4.A Définition

La fonction exponentielle, souvent notée exp (z) équivaut a :

exp (z) = e avec e ~ 2.718281828459045... (I1.20)

Elle est définie pour tout x réel, elle est strictement croissante et positive, et :

Ill)rilooexp (x) =400 (I1.21)
lim exp(z)=0 (I1.22)
T—r—00
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4.B Dérivée
La fonction exponentielle a la particularité d’étre sa propre dérivée :

d

e (exp(x)) = exp(z) (11.23)
En revanche :
d !/
7 (exp (f(2))) = fi(2) x exp(f(2)) (T1.24)
4.C Propriétés
On rappelle la regle générale :
AB 5 AC = AB+C (I1.25)
D’ou découle :
AB
o = AT xATC=APC (IL.26)
Il en résulte que :
exp (f(2)) x exp(g(a)) = /%) x 90 = SO —oxp (f(a) +g(a))  (1L27)

5 Logarithme népérien

5.A Définition

Le logarithme népérien d’un nombre, noté In (les anglophones la note log, attention donc a la
confusion : dans un document en anglais, s’il est écrit log c’est In et non log;), est la puissance
(réelle, positive) a laquelle il faut élever e (e = exp (1)) pour obtenir ce nombre. Par exemple :

Ine=1carel=e (I1.28)
In2 ~ 0.693147 car e?093147 2 (I1.29)

Donc, en résumé :
In(exp(z)) == (I1.30)

5.B Domaine

On remarque que si z <0, il n’existe pas de nombre réel positif y tel qu’en élevant e a la
puissance de ce nombre, on retrouve e¥ = z. Cela parait évident pour x = 0. Il n’existe aucun
nombre tel que e¥ =0 (pour rappel 20 = 1). On voit bien qu’on ne peut pas trouver y réel tel
que :

e’ <0 (11.31)

Il en résulte que la fonction In n’est définie que pour = > 0, avec :

lim In (x) = —o0 (I1.32)

z—0
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mll}gr_loo In(z) =400 (11.33)
5.C Dérivée
La dérivé du logarithme népérien est donnée par :

1
% (Inz) = p (I1.34)

Comme In n’est définie que pour x > 0, la fonction In est strictement croissante sur son
domaine.

Pour une fonction quelconque dérivable :

d f'(@)
g | = II.
4z F) =70 (11.35)
5.D Propriétés
Quelques propriétés du logarithme népérien :
In(AxB)=InA+InB (11.36)
A
In () =InA—InB (I1.37)
B
In(AP)=B InA (I1.38)

6 Logarithme a base 10

6.A Définition

Le logarithme népérien est un logarithme a base e. Le logarithme a base 10 est donc défini
par le fait que le logarithme base 10 d’un nombre, noté log;, est la puissance (réelle, positive) a
laquelle il faut élever 10 pour obtenir ce nombre. Par exemple :

logy(10) =1 car 101 =10 (I1.39)
logyo (100) = 2 car 10% = 100 (I1.40)
Donc, en résumé :

6.B Domaine

Comme In, la fonction log;y n’est définie que pour = > 0, avec :

ili%loglo () =—o0 (1I1.42)
xEToo logg (z) = +00 (I1.43)
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6.C Dérivée

La dérivé du logarithme base 10 est donnée par :

d
I (logyg (2)) = a:lnl(l()) (I1.44)
Pour une fonction quelconque :
d _ (@)
I (logyg (f(2))) = 7(@) In(10) (I1.45)

6.D Propriétés

Le logarithme base 10 a les mémes propriétés que le logarithme népérien :

A
10g10 <B) = logm (A) — logm (B) — IOglo (100) = loglo (1000) — loglo (10) =2=3-1 (1147)

6.E Relation entre log;, et exp
On a la relation suivante :

logy(exp (f(2))) = ﬁ % f(2) ~ 0.4342944819 x f(x) (I.49)

7 Courbe en logarithme

7.A Lire une échelle logarithmique

Les graphiques ci-dessous représentent des points placés sur un graphique dont 1’échelle des
ordonnées est en échelle logy.

L2 100
= 100 10 |
100 .
0 0.5 1 1.5 2
X
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Sur la Figure ci-dessus, les coordonnées des points sont : (z =0,y = 10°), (z =1,y = 10!) et
(x=2,y= 10%). En bleu au-dessus des points, ce sont les valeurs des ordonnées.

§ 400
4-10%F )
10° | ]
i 30 i
310!
101 - g
2 1
2 - 100
0 0.5 1 1.5 2
X

Sur la Figure ci-dessus, les coordonnées des points sont : (z =0,y = 2x10°), (z = 1,y = 3x 10!)
et (x=2,y=4x 102). En bleu au-dessus des points, ce sont les valeurs des ordonnées.

Pour mieux comprendre le principe, les figures ci-dessous montrent des points avec au-dessus
d’eux leurs ordonnées "brutes" et a droite, sur ’axe des ordonnées, les ordonnées correspondantes
écrites en puissance de 10.

[ Jo.o]
<D
[
0o
O

o

ot

[ Jep

[ JI=N

[ 1\]

100
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Y
—_
(]

0¢)
=

=~
[am:

Entre le trait de 10" et celui de 10"+, il y a 8 traits correspondant & :
2x 10", 3x 10", 4x 10", 5x10™, 6 x 10", 7x 10", 8 x 10", 9 x 10"
c’est a dire a :
10703 1gnt048 1nt0.6 1gnHt0T A0 qgnt0.85 0.9 1 gn+0.95
respectivement.

7.B Fonction puissance de 10

La courbe ci-dessous représente la fonction f(z) = 10" tracée avec des axes "standards" en
échelle linéaire :

100

La courbe ci-dessous représente la méme fonction f(z)= 10" tracée avec I'axe des ordonnées
en échelle logarithmique :
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102

O
= 10

100¢ .

Avec cette échelle logarithmique, cette fonction apparait comme une droite car :

logo(f(2)) = @ (IL50)

On voit que la droite passe par le point de coordonné (0,10%) et le point (2,10%). Si on passe
les ordonnées en logi, ce sont les points : (0,0) et (2,2). La droite a donc pour pente :

a="—=1 (IL51)

7.C Fonction exponentielle

La courbe ci-dessous représente la fonction f(z) = exp(x) tracée avec des axes "standards"
en échelle linéaire (le 10 en haut indique que toutes les valeurs indiquées en ordonnées sont
multiplier par 10%) :

- 104

La courbe ci-dessous représente la méme fonction f(x) = exp(z) tracée avec 'axe des
ordonnées en échelle logarithmique :
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10% £

A

N

101 £
10° g E
0 9 A 6 8 10
X

Elle apparait a nouveau comme une droite, bien que I’échelle des ordonnées soit en log; et
non en logarithme népérien. Car :

logyo(f(x)) = logyg(exp (7)) (IL.52)

T "

On la voit donc apparaitre comme une droite de pente : 1/In10 (In10 ~ 2.302585).

En effet, on voit que la "droite" passe par les points (0,10°) et (10,2 x 10*), donc en logarithme
base 10, par les points (0,0) et (10,4.3) car log;o(2 x 10%) ~ 4.3. Elle a donc une pente de :

— 0 043 11.53
“=H0-0 (IL.53)
Or :
L o3 (IL.54)
In10 ' '

7.D Exemple : mesure d’une énergie d’activation

On considere une fonction f(7") fonction de la température (par exemple une viscosité)
exprimée comme (loi d’Arrhénius) :

f(T) = foexp (.l?T) (IL.55)

R la constante des gaz parfaits (R = 8.3144621 J.molfl.Kfl), Q@ Vénergie d’activation, fy
un préfacteur.

Tracée en échelle linéaire, cette fonction ressemble a ceci :
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. 109

|
760 780 800 820 840 860 880 900

T(K)

Mais tracée en échelle log;, en ordonnée, et en échelle réciproque en abscisse (1/RT'), on
obtient une droite :

1010
10° e
g /'/
S~ 108 /

o

.,

—_
[aw)
<]

-\\ T TTTTT T T TTTIT T TTTT T

=
w

1.4 1.5 1.6
1/RT(mol.J 1)

—
ja)

L

BN

On cherche a identifier @) et fo. Comme :

1
logy (f(T')) =1logyo (fo) +1logg <6XP <}§2T)> = % X o Hlogi (fo) (I1.56)

Si on a pour variable x = 1/RT, la droite tracée en échelle log;, a pour pente : % et pour

ordonnée a l'origine : logq (fo)-

g(x)=axz+b(x=1/RT, a= %, b=1log; (fo)) (I1.57)

La droite passe par les points (1.3 x 107%,3 x 10%) et (1.7 x 1074,2 x 10'°), soit en logy :
(1.3 x 1074,6.48) et (1.7 x 1074,10.30). La pente vaut donc :

Q 10.30 — 6.48
In10  1.7x10~4—-1.3x 10

— = 95500 — @ = 95500 x In 10 ~ 220000 Jmol ™! (I1.58)

Enfin, en remplagant dans % X ﬁ—kloglo (fo) Q par sa valeur, 1/RT par 1.3 x10~* (premier
point : (1.3 x 1074,6.48)), on a 'ordonnée & P'origine :
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220000

o < L8 1074 +logyo (fo) = 6.48 (IL.59)
22
logyg (fo) = 6.48 — 0000 1 3% 1074 = —5.04 (IL.60)
In10
Donc :
fo=10759%~1.146 x 1076 (I1.61)
22
F(T)=1.146 x 107 exp ( }(;0;)0) (I1.62)
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1 Conversion d’angles

Un angle de 180 ° équivaut a 7 radian. On en déduit que : 1 équivant a 7 /180 radian et que
1 radian équivaut a 180/7 ° .

La valeur approchée de 7 a 49 décimales est :

T~ 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751 (I1L.1)

Mais ~ 3.14, c’est pas mal non plus.
Donc 1 radian équivaut a :

57.295779513082320876798154814105170332405472466564° (I11.2)
Et 1° a:

0.017453292519943295769236907684886127134428718885417 radian (I1L.3)

2 Cosinus, Sinus, Tangente

Soit un angle 6 d’un triangle rectangle, tel que présenté ci-dessous :

On définit :
cosf = % le ratio entre le coté adjacent et I’hypoténuse (I11.4)
sinf = % le ratio entre le coté opposé et I'hypoténuse (I11.5)
tanf = Z le ratio entre le c6té opposé et le coté adjacent (I11.6)
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d’ou :

o) sin 6
tanf = — = & =

(I11.7)

|0

cosf

S

On pourra se rappeler de cela par le pense-béte : cah-soh-toa.

Si le triangle rectangle est inscrit dans un cercle de rayon unitaire (R = 1), c’est-a-dire si
h =1 alors :

cosf est I'abscisse du point M (IIL.8)

Pense béte : cosinus : Abscisse, coté Adjacent

sinf est 'ordonnée du point M (I11.9)

Pense béte : sinus : Ordonnée, coté Opposé

tand est la pente de la droite passant par le centre du cercle et M (IT1.10)

3 Valeurs particulieres

La Figure ci-dessous donne les angles en radian et degrés et les cosinus et sinus correspondant
sous la forme (cosf,sinf), c’est & dire I’abscisse et ’ordonnée. Par exemple, 60 ° correspond & un
angle en radian de /3, un cosinus de 1/2 et un sinus de /3/2.
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4 Angle complémentaire et opposé

Sur la base du cercle trigonométrique présenté ci-dessus on a (angle complémentaire) :

cos (9 + g) = —sinf et cos (0 - g) =sinf (IT1.11)
Par exemple : cos (§ +5) = —sin(§) = 2 =cos (%ﬂ)
sin <9 + ;T) = cosf et sin (0 - ;r) = —cosf (IT1.12)
Et (angle opposé) :
cosf = cos(—0) et sinf = —sin(—0) (II1.13)

Enfin (V = "quelque soit") :
cos (0 + 2nm) = cosf et sin (0 + 2n7) =sinfé Vn entier (IT1.14)
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cos (04 (2n+1)w) = —cosf et sin(0+ (2n+ 1)7) = —sinf Vn entier (ITI.15)
5 Identité remarquable
cosla+sina=1 (I11.16)
6 Sommes d’angles
cos(a+b) = cosacosb—sinasinb (IT1.17)
sin(a+b) = sinacosb+ cosasinb (II1.18)
tan(a+b) = % (IIL.19)
7 Produits d’angles
cos(2a) = cos®a —sin®a = 2cos’a — 1 =1 — 2sin’a (II1.20)
sin(2a) = 2sinacosa (IT1.21)
tan(2a) = % (I1.22)
sin(3a) = 3sina — 4sin’a (I11.23)
cos(3a) = —3cosa +4cos’a (I11.24)
tan(3a) = m (I11.25)
8 Formules de Simpson
cosacosb = cos(a+b) —;COS(G_ ) (IT1.26)
sinasinb = cos(a —b) ; cos(a+)) (IT1.27)
sinacosb = sinfa+9) ;rsin(a ) (IT1.28)
cosasin = Sn(@+b) —sin(a—b) (II1.29)

2

© 2025 Y.Gueguen



46 Chapitre ITI. Quelques éléments de trigonométrie

cosa + cosb = 2cos (a—;b) COS<a;b) (IT1.30)
cosa — cosb = —2sin (a;—b) sin(agb) (IT1.31)
sina + sinb = 2sin (a;—b) Ccos (a ; b) (I11.32)
sina — sinb = 2cos (T) sin <a2b) (IT1.33)
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1 Coordonnées cartésiennes

1.A Coordonnées d’un point et vecteur élémentaire

Base : €,€y,€>, voir Figure IV.1
dOM = dx éx+dy ey +dz €,

Référentiel en coordonnées cartésiennes

Car en toute rigueur :

dOW: 8OW dx+8m dy+@ dz
ox oy 0z

(IV.1)
or:
OOM Oz &) Oy €y) O0(zeé,) Ox_, Oy, 0z,
Oz = Oz + Oz + Oz = %ex + %ey + %ez = €r (IV2)
et 008 g 00N _ g
Donc :
dOM =dx &, +dy €y +dz €, (IV.3)

1.B Volume et surfaces élémentaires

Le volume élémentaire est le volume balayé par M quand les coordonnées de M varient de
maniere infinitésimale.

Volume élémentaire : dV =dz x dy x dz

1.B.1 Surfaces élémentaires

De normale €, : dS =dy x dz.
De normale €y : dS = dx x dz.

De normale €, : dS = dx x dy.
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2 Coordonnées cylindriques (polaires en 2D)

2.A Coordonnées d’un point et vecteur élémentaire

Base : é;,€p, €., voir Figure IV.2
OM =reé,.+zé,

dOM =dr &.+r db €p+dz e,

Référentiel en coordonnées cylindriques

On retrouve dOM selon le méme principe qu’en coordonnées cartésiennes :

dOM = a? dr+80—M> a0+ 2OM

Avec :

90M o
o =, T Gtz E) =6 (IV.5)

90M

20 00

oey L
59 — " (IV.6)

(re.+zé,)=r
La démonstration de cette dérivation se trouve juste apres (section 2.D). Et :

d0M 9
5 %(r ér+ze,)=¢; (IV.7)

2.B  Volume et surfaces élémentaires

Le volume élémentaire est le volume balayé par M quand les coordonnées de M varient de
maniere infinitésimale. Mais quand la coordonnées 6 varie de df, M parcours un "arc de cercle"
de longueur r df (voir Figure ci-dessous).
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Volume élémentaire : dV =1 dr df dz

2.B.1 Surfaces élémentaires

De normale €, : dS =1 dO d=z.
De normale €y : dS =dr dz.

De normale €, : dS =r dr df.

La Figure ci-dessous peut servir d’aide pour visualiser ces éléments de surface, et 1’élément
de volume :

2.C Changement de base

2.C.1

Coordonnées

—

€x

r=1/22+y>?
0 = arctan <y>
T

z=2z
=1 cosf
y=r sinf

© 2025 Y.Gueguen
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3. Coordonnées sphériques

o1

2.C.2 Vecteurs

€y = cosf €; +sinf ¢,

9 = —sind é; 4 cosb €,
€y =€,

€y = cosf €. —sinf &y

€y = sinf €, + cost &y

2.D Dérivations

2, d
Cilee = @(COSQ &y +sinf &,) = —sinf & + cosb &, = ép
dgg d . . B ) ‘ ) .
% = @ (_Sln0 61: +COS€ ey) = —COSH ex _Slne ey — —e,,,

3 Coordonnées sphériques

3.A Coordonnées d’un point et vecteur élémentaire

(IV.13)

(IV.14)

(IV.15)

(IV.16)

(IV.17)

(IV.18)

(IV.19)

Le systéme de coordonnées est le systéme ISO 31 (d’autres normes inversent par exemple 6

et @).

Base : €, €y, €y, voir Figure V.3
OM =reé,

dOM =dr & .+r df & +r sinf do €

Référentiel en coordonnées sphériques. Remarque : OM' =1 sinf.
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On retrouve dOM selon le méme principe qu’en coordonnées cartésiennes et cylindriques :

dOM = 6?} dr+627 a0+ 200

A
+ =5 o
On a
90M o(ré) .
or  Or -
90M o(ré,)  0e,
a0 o6 | o0

et (page 53) :

a;; = %(sirwcosgb €z +sinfsing €, +cosb €,) = ép
d’ou :
dOM _0(r é) .z
T
enfin :
dOM _O(r ér) . 0€y
dop 99  0¢
8;(; = %(sin@cosqf) €z +sinfsing €, + cosb €)
oey e o - A
oy = —sinfsing €, +sinfcos¢ €, =sinf &,
Donc :
90 _3(7“ ) =7 sinf €
a9 ¢
Alors :

dOM =dr & +r df €y +1 sinf do ey

3.B  Volume et surfaces élémentaires

(IV.20)

(Iv.21)

(IV.22)

(IV.23)

(IV.24)

(IV.25)

(IV.26)

(IV.27)

(IV.28)

(IV.29)

Le volume élémentaire est le volume balayé par M quand les coordonnées de M varient de

maniére infinitésimale.
Volume élémentaire : dV =12 sinf dr df d¢

3.B.1 Surfaces élémentaires

De normale €, : dS =r? sinf df do.
De normale €y : dS =r sinf do dr.

De normale é’¢ :dS =rdr df.
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Volume élémentaire en coordonnées sphériques : en vert : dr, en rouge : r df et en bleu :
r sinf do.

3.C Changement de base

3.C.1 Coordonnées

r=/z2+y?+ 22 (IV.30)

) (IV.31)

S|l

— arccos (

= arctan (i) (IV.32)

Et en considérant que 6 € [0,7] et ¢ € [0,27] :

x=r sinf cos¢ (IV.33)
y=r7 sinf sing (IV.34)
z=r cosf (IV.35)
3.C.2  Vecteurs
ér =sinflcos¢ €, +sinfsing €, + cosf € (IV.36)
€p = cosbcos ¢ €, + cosfsing €, —sinb e, (IV.37)
€p = —sing €, +cos¢ €y (IV.38)
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1. Introduction 57

1 Introduction

Dans ce chapitre, on va utiliser a la fois la notation standard de vecteurs et matrices et la
notation indicielle. La notation indicielle est & maitriser en fin de licence 3.

1.A Base orthonormée

En mécanique, on travaille avec des bases orthonormées directes dans des espaces de dimensions
3 (U'espace au sens usuel). Une base orthonormée comme (€,€y,€,) est formée de vecteurs
orthogonaux ("ortho") ayant tous une norme de 1 ("normée"), et ce quelle que soit I'unité de
mesure (mm, m, km...). Nous verrons le sens de "direct" via les produits vectoriels.

2 Norme d’un vecteur
Considérons un vecteur A tel que :

A=A, &+ Ay @+ A, &, (V.1)

On peut aussi écrire sous la forme standard de matrice colonne :
Ay
A= A, (V.2)

A, .

€x,€y,€z

On note || A || la norme du vecteur A telle que :

HA’||:,/A;+A5+A§ (V.3)

Pour une force ou un moment d’une force, en mécanique, la norme de la force ou du moment
est son intensité (valeur absolue) en Newton (pour la force) ou en Newton.meétre (pour le moment
d’une force en un point).

3 Produit scalaire de deux vecteurs et projection

3.A Définition

Le produit scalaire de deux vecteurs est un scalaire. C’est pour ¢a qu’on 'appelle produit
"scalaire”. Soit une base orthonormée directe (€,€y,€-). Considérons deux vecteurs A et B tels
que :

A=A, é+Ayé+A, & et B=By &+ By &+B, & (V.4)

On peut aussi les écrire sous la forme standard de matrices colonnes :

Am B.Z‘
A=| 4, et B=| B, (V.5)
A ). B, ). . .
€x,Ey,Ex €x,Ey,E2

© 2025 Y.Gueguen



58 Chapitre V. Produits scalaires, produits vectoriels et algebre linéaire de base

On note A.B le produit scalaire de ces deux vecteurs, et il se calcule ainsi :

AB=A; xBy+Ayx By+ A, x B, (V.6)

On remarque alors que : B=B.A.

3.B Projection

Considérons un vecteur A = A, &, + Ay €y + A, €.. Par définition, e, =1 €, +0 €, +0 é..
Donc :

Ay =Apx1+ Ay x04+ A, x0=A, (V.7)

Le produit scalaire de A par € est la projection de A sur éz (et réciproquement). Et de la
méme maniere :

Aéy=A, et Aé,=A, (V.8)

Comme illustré sur la Figure ci-dessous.

3.C Angle

Supposons que deux vecteurs A et B forme un angle 6 (Figure ci-dessous), alors :

cosf = i (V.9)
A< I B ]
B
s A
|| A || est la norme du vecteur A, c’est & dire :
|A||=VAA (V.10)

Il en résulte que si le vecteur A forme un angle 6 avec le vecteur €,, comme illustré si dessous :
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Alors :

(V.11)

De la méme maniere (voir Figure ci-dessus), A et €, formant un angle a complémentaire de

0 (a=m/2—0):
Aé,= A, =|| A|| xcosa=|| A|| xcos(n/2—0) =|| A|| xsinf (V.12)

3.D Exemples en mécanique : projection d’une force dans une base

Considérons une force F' d’intensité F' (la force, en Newtons), comme illustrée ci-dessous.

F,

On cherche a déterminer ses composantes F}, et I, connaissant I’ et 0, I’angle entre F et &,.
Par définition du produit scalaire, on sait que :

F.&,=||F|| x| &/ xcosf (V.13)

Par définition : || &, ||=1 (base orthonormée) et || F' ||= F (> 0!).
F.&, = F x cosf (V.14)
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La projection de F sur &, est donc F, = F x cosf.
On peut trouver Fy par Pythagore :

F}+F2=F? (V.15)
Fy=F?—F;=F?—F?xcos’0 = F? x (1 - cos®0) (V.16)

Comme cos?6 +sin?0 =1 :
F} =F? xsin*0 (V.17)

La projection de F sur €y est donc Fy, = £ F x sinf. Le sens de F (qui va dans le sens de &)
nous dit que Fy = F x sinf (car I’équation V.17 ne nous donne pas le signe de Fy).

On peut reprendre la définition stricte du produit scalaire :

F=F,é+F,é+F, ¢ (V.18)
€z=1xée+0xe,+0xe; (V.19)
F.&y=Fyx14F,;x0+F, x0=F x cosf (V.20)
€y =0xeé;+1xe+0xe, (V.21)
F.éy=F,x0+F,x1+F,x0=F xsinf (V.22)
€;=0xée+0xe,+1xeé, (V.23)
F.&,=Fyx0+F,x0+F,x1=0 (V.24)

3.D.1 M¢éthode rapide

Dans la Figure ci-dessous :

Le cosinus de I'angle 0 est défini par le co6té adjacent a 'angle (F;) et I'hypoténuse (F'), donc :

F
cosf = % — Fp =F cosf (V.25)

Si F va globalement dans le sens de €, alors F}, > 0.
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Le sinus de I'angle 6 est défini par le c6té opposé a 'angle (Fy) et I'hypoténuse (F'), donc :

Fy
F

sinf = — Fy = F sinf (V.26)

Si F va globalement dans le sens de €, alors Fy, > 0.

Cette méthode pour déterminer le signe fonctionne toujours du moment que 0 < 6 < 7/2
(0 <0 <90 en degrés). En effet, si 0 < 6 < w/2, alors cosf > 0 et sinf > 0, donc on ne se pose
pas de question de signe sur eux.

Un moyen simple de controle : cos0 = 1, sin0 = 0. Imaginez donc que # = 0. Dans ce cas,
seule la composante F, demeure (F' = F' €). Ce qui n’est possible que si c’est cette composante
qui "porte" le cosinus.

3.D.2 FErreur classique

Une erreur classique est d’écrire :

F
F,= V.27
cosf ( )

Les fonctions sinus et cosinus, en valeurs absolues, sont comprises entre 0 et 1. Si on fait cette
erreur, on se rend compte que | Fy |>| F'|. C’est impossible : la projection d’une force sur un axe
donne une composante de valeur absolue inférieure a la force totale.

3.D.3 FExemple d’application en mécanique 1 :

Soit une force F de norme F =10 N , par exemple, appliquée de la maniére illustré ici (donc
en 2D) :

Fy
Alors (cet exemple est déja traité juste a la page précédente) :
F=F cosf & +F sinf €y+0xe, (V.28)

3.D.4 FExemple d’application en mécanique 2 :

Soit le probleme suivant :
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La maniére la plus simple de traiter ce probléme est la suivante :

Le cosinus de I'angle 0 est défini par le coté adjacent a angle (F;) et I'hypoténuse (F'), donc :

F
cosf = ?x — Fy, =F cosf (V.29)

Mais F va globalement dans le sens opposé de €., alors F,, < 0.

F,=—F cosf (V.30)

Le sinus de I'angle 6 est défini par le c6té opposé a 'angle (F}) et I'hypoténuse (F), donc :

F
sinf = ?y — F,=F sin0 (V.31)

Mais F va globalement dans le sens opposé de €y, alors Fy < 0.

F,=—F sinf (V.32)

Donc :

F=—F cosf & — F sinf €y (V.33)

3.D.5 Ezxemple d’application en mécanique 3 :

On considere le probléme suivant :

Le probléme ici est que la méthode rapide ne fonctionnera pas pour déterminer le signe, car

0 > /2. 11 faut donc ré-exprimer le probléme avec un angle inférieur a 90 °. On peut proposer
ceci :

© 2025 Y.Gueguen



3. Produit scalaire de deux vecteurs et projection 63

Il faut alors déduire ¢'. Ici 0/ =0 — /2.

Le cosinus de Pangle 6’ est défini par le coté adjacent a langle (Fy) et Phypoténuse (F),
donc :

F
cos) = ?y — F,=F cost/ (V.34)

Et F va globalement dans le sens de €, alors Fy, > 0.
F,=F cos6 (V.35)
Le sinus de I'angle ¢ est défini par le coté opposé a I'angle (F) et I’hypoténuse (F'), donc :
F
sinf = 79” — Fy,=F sinf' (V.36)

F va globalement dans le sens opposé de €., alors F,, < 0.

F,=—F sin¢/ (V.37)

On a donc :

F=—F sinb & +F cost’ €y (V.38)

Un moyen simple de controle : cos0 =1, sin0 = 0. Imaginez donc que ¢’ = 0. Dans ce cas,
seule la composante F}, demeure (ﬁ = F éy). Ce qui n’est possible que si c’est cette composante
qui "porte" le cosinus.

Et si on veut 'exprimer en fonction de 0 :

F=—Fsin(@—n/2) &+F cos(0—n/2) & (V.39)

On aurait pu aussi proposer :
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Auquel cas : @/ =7 — 0. On a alors :

F=—F cost & +F sinf’ €y (V.40)

Et exprimé en fonction de 6 :

F=—F sin(r—0) &+ F cos(m—0) &, (V.41)

Les formules de trigonométrie nous montrent que les 2 solutions proposées sont strictement
équivalentes :

sin (m —6) =sin (6 —7/2), cos(m —0) =cos(0 —m/2) (V.42)

3.D.6 Ezxemple d’application en mécanique 4 :

On considere le probléme suivant :

0'=3r/2—0.

Alors ce probléme est strictement identique a :
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Le cosinus de P'angle 0’ est défini par le coté adjacent & langle (Fy) et Phypoténuse (F),
donc :

F
cost) = fy — F,=F cost/ (V.43)

Mais F va globalement dans le sens opposé de €, alors I, < 0.

F,=—F cost (V.44)

Le sinus de I'angle 0’ est défini par le coté opposé a I'angle (F,) et 'hypoténuse (F'), donc :
sinf = % — F, =F sind’ (V.45)

Mais F va globalement dans le sens opposé de e, alors F, <0.

Et on a alors :

F=—F sinb & — F cost’ €y (V.46)

Si on veut lexprimer en fonction de 6, comme 6’ =37/2 -6 :
F=—F cos(31/2—0) & — F sin(31/2 —0) €, (V.47)

3.D.7 Ezxemple d’application en mécanique 5 :

On consideére le probléme suivant :

Le cosinus de 'angle 0 est défini par le coté adjacent a 'angle (Fy) et 'hypoténuse (F'), donc :

F
cosf = ?x — Fp =F cosf (V.48)

Et F va globalement dans le sens de €, alors F}, > 0.
Le sinus de I'angle 6 est défini par le c6té opposé a 'angle (Fy) et I'hypoténuse (F'), donc :
F
sinf = ?y — F,=F sinf (V.49)

Mais F va globalement dans le sens opposé dee €, alors Fy, <O0.

Fy=—F sin® (V.50)
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F=F cosf & —F sinf €y (V.51)

On peut noter que ce probléme est strictement équivalent a :

3.E Résumé des cas précédents

Pour toutes les forces représentées ci-dessous :

| Fy |= F cosf (V.52)

| Fy |=F sin® (V.53)

F, <0 pour les force de gauche, F; > 0 pour celle de droite, F, <0 pour les forces du bas,
F, > 0 pour celle du haut.

Pour toutes les forces représentées ci-dessous :
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| Fy |= F sinf (V.54)

| Fy |=F cos® (V.55)

F; <0 pour les force de gauche, F; > 0 pour celle de droite, Fy, <0 pour les forces du bas,
FE, > 0 pour celle du haut.

3.F Double projection

Considérons la base en coordonnées sphériques illustrée ci-dessous :

Soit une force F telle que F=Fé, :
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On a reporté sur la Figure ci-dessous une base intermédiaire (€,€g,€,). On peut alors
regarder en 2D :

Et on voit que :

F=F.é +F, & =F sinf ¢.+F cosb €, (V.56)
Reste a exprimer €, en coordonnées cartésiennes, a ’aide de la Figure ci-dessous :

—

€o
52 er’y €y
|
|
|
|
|
|
|
& |
|
|
! —
| eT‘/
Cplyg t---=---------12 :7
€z
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€ = €y €z + €pry €y = Cos¢ € +5ing €, (V.57)

On peut vérifier en se disant que si ¢ =0, alors €,» = é. Il en résulte que :

F=F sinf &+ F cosf & = F sinf (cos¢ &, +sine €y)+ F cosf e, (V.58)

F =F sinfcos¢ &, + F sinfsing éy+F cosf e, (V.59)

On peut aussi directement aller dans ce document, a la section 3.C.2 (page 53) du chapitre
IV, pour y voir que :

ér =sinflcos¢ €, +sinfsing €y + cosf €, (V.60)

Comme F = F ér, alors :
F=F sinfcos¢ &, + F sinfsin¢ €y + I cost e, (V.61)

3.G Vecteurs orthogonaux, colinéaires
Puisque :
AB
A< | B ]
Si A et B sont orthogonaux, comme cos (m/2) = 0 alors :

AB=0 (V.63)

Si A et B sont colinéaires, comme cos0 =1 alors :

A.B=||A||l x| B (V.64)

On remarque donc que :
€r.Cp = €y.Cy = €,.6; = 1 (V.65)
€p.Cy = €y.€, = €.6; =0 (V.66)

4 Produit vectoriel

4.A Définition

Le produit vectoriel de deux vecteurs est un vecteur. C’est pour ¢a qu’on 'appelle produit
"vectoriel". Soit une base orthonormée directe (€y,€y,€,). Considérons deux vecteurs A et B tels
que :

A=Ay & +Ayé,+A, é et B=B, & +B, & +B, & (V.67)

On peut aussi les écrire sous la forme standard de matrices colonnes :
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A, B,
A=| 4 et B=| B V.68
Y Yy
Az ) oe e B: )z .z

On note AA B le produit vectoriel de ces deux vecteurs, et il se calcule ainsi :

A,B. — A.B,
ANB=| A.B,— A,B. (V.69)
AuBy—AyB, | . .

€x,€y,€2

On remarque alors que : ANB#BAAcar ANB=—BAA.

Le vecteur C résultat de C = AA B et un vecteur orthogonal au plan contenant les deux
vecteurs A et B. Par exemple, si A et B sont dans le plan (€;,€y), alors C' est porté uniquement
par €.

4.B Astuce mnémotechnique

Le résultat d’un produit vectoriel est un vecteur. On veut calculer le produit vectoriel
ci-dessous :

AZL’ BZE
4, [~]| By (V.70)
A, B,

Pour calculer le terme de ce vecteur selon €, on procede ainsi : on supprime les termes A, et
B, :

Ay B, | = (AyB.—A.B.) & (V.71)

Pour calculer le terme de ce vecteur selon €, on procede ainsi : on supprime les termes A, et
By, puis on réorganise :

- — =] A B. | =(A.B.—A.B.) ¢, (V.72)

A, B, Ay B,

Pour calculer le terme de ce vecteur selon €, on procede ainsi : on supprime les termes A, et
B, :
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A, By
A, B, | = (A.B,—A,B,) &, (V.73)
Et on a bien :
A,B, — A.B,
ANB=| A.B,— A,B, (V.74)

AB,—AyB, | .

o
€x,Ey,€2

4.C Base orthonormée directe

Une base orthonormée directe est une base orthonormée telle que chaque vecteur de base se
définit comme le produit vectoriel des deux autres :

€. =Ex NEy, €y =€, NEy et € =€y NE, (V.75)
Attention aux signes! Par exemple : €, = —€, A\ €,

C’est la base usuelle en mécanique, c’est celle "de la main droite' : €, est le pouce, €, I'index
et €, le majeur de la main droite.

Pour moyen mnémotechnique, il suffit d’écrire :

é'xagyagZaétraé;J (V76)
Dans cette liste, chaque vecteur en rouge est le résultat du produit vectoriel des deux qui le

précedent.

On remarquera que les bases en coordonnées cylindriques et sphériques sont aussi des bases
orthonormées directes. Par exemple, en coordonnées cylindriques :

ér = cost ez +sind €, (V.77)
€p = —sinf €, + cosb €y (V.78)
e, =€, (V.79)
Donc :
cosf —sinf sinf x 0 — 0 x cosf
érNég=| sind Al cosf = 0 X (—sinf) — cosf x 0

0 Lo 0 Lo cosf x cosf —sinf x (—sinf) | . .

€x,€y,€2 €z,€y,€2 €z,€y,E2
(V.80)
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0 0

érNeép = 0 =| 0
cos’0 +sin’0 | . . 1 /. . .
ezveyﬁz €x,Cy,E2

Donc :
er N\ ey =€,

4.D Distributivité ou comment bien calculer un produit vectoriel

On notera les propriétés suivantes :

A%(§+5+ ):Z B+ANC+ AN
(§+5+5)AE:§AE+6AZ+5AZ

Il en résulte que si :

A=Ay & +Ayé,+A, é et B=B, & +B, & +B, &
Alors :

) (B 6x+B €y+B 62;)
y) N\ (By €x+ By €,+ B, €.)
2) N\ (Bg €z + By €y + B €-)

Avec par exemple :

ou € A éy est nul (le produit vectoriel d’un vecteur par lui-méme est nul).

On obtient :
ANB =
(Az €2) N (By €y + B €-)
+ (Ay €)) N (B €+ B, €,)
+ (A, €.) N (By €+ By €y)
Soit :
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ANB=

AuBy €y NEy + A B, Eu NE,
+ AyBy A&y + AyB, €, \E,
+ A.B, € A&y + AB, & NG,

Qu’on pourra finalement écrire :

ANB=

AeBy € Néy— AgB; € Néy

— AyBy éx Néy+ AyB, &, Ne;
+A:By €; Néy — A By €y NE,

(V.90)

(V.91)

En résumé, on peut développer un produit vectoriel comme on développerait (a +b) X ¢ =
a X ¢+ b x ¢, mais en veillant & ne pas intervertir les termes des produits (AA B =—BA A), et

en se souvenant que €, = €, A\ €y, €y =€, N€y et €, =€y Ae..
Et on retrouve bien :

A,B, — A.B,

ANB=| A,B,— A,B,

4.E Exemple simple
Si:

A=A, E+AyE+0¢& et B=B, &+ By &, +0¢,
Alors :

ANB =

(Ay @) A(By €+ By &+ B. &)

y &) A (By &+ By &+ B. &)
A, )N (By €+ By €, + B, €,)

ANB =

(Ay €x) N (By €, + By €y)
(Ay €y) N\ (Bg €z + By €y)

ANB =
AuBy & AE,
+ AyBy &, NG,
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ANB =
ABy & N\E, (V.97)
— AyBy €, NG,

ANB=(AyB, — AyB,) &, (V.98)

4.F Colinéarité et orthogonalité

Supposons que deux vecteurs A et B forment un angle 6 (Figure ci-dessous), alors si :

C=ANB (V.99)
1=l Al x || Bl % |sing | (V.100)
B
, A

|| A|| est la norme du vecteur A, cest a dire :

| All=VAA (V.101)

Si deux vecteurs sont colinéaires (forment un angle nul ou de 180 ° ) alors leur produit vectoriel
est nul, car sinf = 0.

Si deux vecteurs sont orthogonaux (forment un angle +£90 ° ) alors la norme de leur produit
vectoriel est le produit de leurs normes respectives, car sinf = 1.

4.G Application en mécanique : moment d’une force en un point, calcul et méthode
graphique
4.G.1 Moment

Le moment d’une force indique "I'aptitude d’une force a faire tourner un objet autour d’un
axe" (d’un point en 2D). Il donne donc l'axe de rotation (une direction), le sens, et une intensité.
C’est un vecteur.

Si une force F' s’exerce au point P, le moment qu’elle génére au point O est défini comme :

— —

7 o=0OPNF (V.102)

4.G.2  Application 1

Considérons le probleme ci-dessous :
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Calcul brut La force F s’exerce au point P, le moment qu’elle génere au point O est défini

comme :
fo=0PN\F (V.103)
Il en résulte que :
L cosf
oP=| 0 et F=F x| sinf (V.104)
0 /. .. 0 Lo
€x,Ey,€2 €z,€y,€2

F, 'intensité de la force F. Donc :

OPNF =

(OP; €x) N (Fy €z + Fy €,+ F; €.)
+ (OPy €y) N(Fy €+ Fy ey + F; €.)
+(OP, &)\ (Fy €+ Fy ey, + F. €)

(V.105)

OPANF =1 & N(F cos & +F sind &)=L xFxsinf é&ANé,=LxFxsing & (V.106)

Et donc :

—

7o=LxFxsinée, (V.107)

avec sinf > 0.

Méthode graphique On peut commencer par décomposer le vecteur F ainsi :

€y F
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F=F, & +F, & (V.108)

On regarde le moment de F}, é; en O : OP et F, €, sont colinéaires ("alignés"), le moment
de F, €, en O est nul. Pour calculer le moment de £’ en O il ne faut garder que la ou les
composantes de F' orthogonales a OP.

On regarde le moment de F, €, en O : OP et F, €, sont orthogonaux l'intensité du moment
est donnée par le bras de levier (la longueur de OP), L et 'intensité de la composante F), €, soit
| Fy |. Donc :

| Mg, &,—0 ||I=| Fy | XL (V.109)

On calcule toujours ce terme en valeur absolue, on détermine le signe aprés. Comme les deux

vecteurs OP et F, €, sont dans le plan (€,€,), leur moment est porté par €. Il nous reste a
connaltre le signe.

v
/
A
05
A
105
A
05
0l
A
7
€z’
'i >
. E —
K0 P €
0l
s €T
0l
A
10l
A
2
2
2
2
7

L

On remarque qu’en fixant le point O, la force a "tendance" a faire tourner la poutre dans le
sens trigonométrique (indiqué par la fleche en noire). Et comme "¢a tourne" dans le sens de €,
(sens trigo) :

MFy &—0 = +Lx ’ Fy | gz (VllO)

Or | Fy |=| F'sin6 |, donc :

—

io=DLx|sin0 F| &, (V.111)

4.G.8 Application 2

Considérons le probleme ci-dessous :
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Calcul brut La force F s'exerce au point P, le moment qu’elle génere au point O est défini
comme :

fo=O0OPNMNF (V.112)
Il en résulte que :
L —cosf
orP=1| 0 et F=Fx | —sin# (V.113)
0 /. . . 0 L.
€z,6y,E2 €z,6y,E2

F, lintensité de la force F'. Donc :

OPAF =

(OP, &) A (Fy &+ F, &+ F, &)
+(OP, &) N (Fy &+ Fy &+ F. &)
+(OP. &) A (Fy &+ Fy &)+ F. )

(V.114)

OPAF =L é&,A(—F cos & —F sinf &,) = —Lx Fxsinf &, A&, = —Lx Fxsinf & (V.115)

Et donc :

—

Fo=—LxF xsinf €, (V.116)

avec sinf > 0.

Méthode graphique On peut commencer par décomposer le vecteur F ainsi :

€y F

L

On regarde le moment de F), €, en O : OP et F, €, sont orthogonaux l'intensité du moment
est donné par le bras de levier (la longueur de OP), L et U'intensité de la composante Fy, €, soit
| Fy |- Donc || ME, ¢,—0 ||=] Fy | xL. Comme les deux vecteurs OP et Fy €, sont dans le plan
(€z,€y), leur moment est porté par €.. Il nous reste a connaitre le signe.
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€y
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On remarque qu’en fixant le point O, la force a "tendance" a faire tourner la poutre dans le
sens horaire -antitrigonométrique- (indiqué par la fleche en noire). Le moment de cette force a
donc pour intensité le bras de levier :

| F, | xL (V.117)

Et comme "ga tourne" dans le sens opposé de €, (sens anti-trigo) :

Mp, ¢,—0=—Lx|F,| & (V.118)
Or | Fy |=| F sin@ |, donc :

—

4 o =—Lx|Fxsinf| & (V.119)

4.H Transport d’un moment

—

Si Mp_ , est le moment au point A de la force R s’appliquant en P, alors :
Mg ,=APAF (V.120)
Si M 7_p est le moment au point B de la force R s’appliquant en P, alors :
sp=BPAR (V.121)
Comme :
BP = BA+ AP (V.122)
Alors :
ip=(BA+AP)NR=BANR+APAR (V.123)
Donc :
sy =BAANR+Mp_ , (V.124)
Qu’on peut écrire :
MR'_B:MR_A-FBA/\R (V.125)

et se souvenir de cette relation par le moyen mnémotechnique "BABAR" (comme 1’éléphant).
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5 Algebre linéaire

5.A Remarque

En mécanique, on manipule, en licence, essentiellement des matrices 3 x 3 (matrice d’inertie,
tenseur des contraintes et de déformation...), parfois 2 x 2 (réduction aux contraintes planes du
tenseur des contraintes en RAM) et des "matrices colonnes', c’est-a-dire des vecteurs. Le seul cas
de matrice "plus grande" est le tenseur des rigidités (MMC : Licence 3 SPI), sur lequel on fait
peu de calculs. On limitera donc les exemples ici aux matrices 3 X 3 au "maximum".

5.B Matrice et tenseur

Le tenseur est un objet mathématique qui permet de définir une grandeur dans un espace
vectoriel. C’est une sorte de généralisation des vecteurs & des objets de plus ou moins que
n composantes dans un espace a n dimensions, donc pour nous d’un objet de plus ou moins
que 3 composantes dans un espace a 3 dimensions. Cette grandeur peut étre scalaire : on parle
de tenseur d’ordre zéro, vectorielle : on parle de tenseur d’ordre 1, ou "plus" : tenseur d’ordre n > 1.

Au sens stricte, une matrice n’est pas un tenseur, ce n’est qu'une fagon de le représenter. Par
exemple, la matrice colonne n’est qu’une fagon de représenter un vecteur. Soit par exemple le
vecteur ¥ :

U=10g €z +vy €+, €, (V.126)

Il peut se représenter en matrice colonne :

Vg
U= Uy (V.127)

Uz

mais certains le représenteront sous forme de matrice ligne :

U= (vz vy v2) (V.128)

Les matrices ne sont donc qu’un outil de visualisation ou de représentation d’un tenseur en
algebre linaire. Ceci paraitra plus trivial aux étudiants qui en licence 3 verrons le tenseur de
rigidité, tenseur d’ordre 4 et sa représentation "arbitraire' en matrice de rigidité.

La différence entre "tenseur" et "matrice" est donc subtile, et pour ce document, nous ne
ferons pas de réelle distinction.

5.C Notations et convention de I’indice répété

Nous allons utiliser ici & la fois la représentation matricielle et la notation indicielle. Afin de
faire facilement le lien entre les deux, nous n’utiliserons pas la notation de base orthonormée
directe "classique' €,€y,€, et les variables associées x,y,z, mais la notation €1,é,€e3 et les
variables x1,x2, 3.
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Tr — I
Yy — T2
Z— I3
o (V.129)
Er — €]
gy — 52

é}—)é&;

5.C.1 Tenseur d’ordre 1 : vecteur

Considérons un vecteur ¥ tel que :

U =01 €1 + vy €+ v €3 (V.130)
).

Il a trois composantes (v1,v2,v3). On peut aussi le noter sous forme de matrice colonne :
U1

vy (V.131)

<y
I

v3 €1,€2,€3

On se doit de préciser la base ici (€1,€2,€3), en 'indiquant a cété de la matrice. Néanmoins,
comme nous travaillerons toujours dans cette méme base, nous ne 'indiquerons pas systémati-
quement. En notation indicielle, ce vecteur se note simplement v;, ¢ pouvant prendre les valeurs

1,2 ou 3. C’est un tenseur d’ordre 1, car il n’a qu’un seul indice.

5.C.2 Tenseur d’ordre 2 et matrice

Dans un espace de dimensions 3, un tenseur d’ordre 2 est un objet a 9 composantes. On
pourra le noter M ou M. On peut le représenter sous forme d’une matrice 3 x 3 ainsi :

My Mis M3
M=| My Mo Mo (V.132)

M3y M3y Ms33

€1,62,€3

En notation indicielle, on se contentera de la noter M;; : c’est un tenseur d’ordre 2 car il
a deux indices (i et j), pouvant chacun prendre les valeurs 1,2 ou 3. Dans la représentation
matricielle, on remarquera donc que %, le premier indice est I'indice indiquant la ligne de la
matrice, et j, le second, celui indiquant la colonne.

5.C.8 Illustration de calcul en notation indicielle : produit scalaire

Considérons deux vecteurs A et B tels que :

A1 Bl
A3 51,52,53 B3 51,52753
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Le produit scalaire de ces deux vecteurs, A.B, pourrait s’écrire ainsi :

3
A.B=A1B1+ A3By + A3B3 = ZAl X B; (V.134)
i=1
Néanmoins, il existe une convention dite "convention d’Einstein" ou "convention de l'indice
répété", selon laquelle si un indice est répété deux fois dans un calcul, cela induit qu’il s’agit

d’une somme sur toutes les valeurs possibles de cet indice. En termes clairs, écrire A;B; revient a
écrire Zle A; x B;. Donc :

A.B ¢ AiB; (V.135)

L’indice répété est alors appelé : "indice muet'.

5.D Tenseur/matrice identité

Un tenseur d’ordre 2 particulier, fort utile en mécanique, est le tenseur identité, noté I, 1 ou
encore II. On le représente par la matrice identité :

100
I=l o1 0 (V.136)
00 1

Il n’est pas utile de préciser la base ici : la matrice identité est indépendante du référentiel.

En notation indicielle, on peut utiliser le symbole de Kronecker, noté d;;. On a :

5ij:{ Losti=] (V.137)

0 sinon.

On a donc Iij = 513

5.E Diagonale d’une matrice

Dans une matrice 3 x 3, "la" diagonale correspond aux termes de en haut a gauche a en bas a
droite. Par exemple dans :

Myy Mo Mg
M=| My My Mo (V.138)
Msz1 Mszo Mss T

Les termes dit "diagonaux" sont Mi1, Moo et Mss.

5F Trace d’un tenseur d’ordre 2

La trace d'un tenseur d’ordre 2 est la somme des termes diagonaux de la matrice qui le
représente. La trace du tenseur M se note tr(M) ou Tr(M). Par exemple, si :
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M=| My My Mo (V.139)
Mz Msz Msz ) . o &
Alors :
tr(]\?) = M1 + Moo + M33 (V.140)

En notation indicielle, on note la trace de M;; : M. L’indice k£ (on pourrait mettre 4, mais
la tradition est d’écrire k) est doublé pour indiquer qu’il s’agit d’'une somme (convention de
I'indice répété).

5.G Transposé d’un tenseur d’ordre 2

La transposée d'une matrice 3 x 3 est une matrice de méme dimension dont les termes hors
diagonale ont été inversés par rapport & la diagonale. La transposée de M se note M. Donc si :

My Mo Mg

M=| My My My (V.141)
M3y Mszo M3 —_—
alors :
My Moy Mz
MT =| My My Msy (V.142)

Mz Mz Mz /. -

1,€2,€3

En notation indicielle, il suffit d’inverser les indices pour trouver le transposé : ”(M; ‘)T” — M.

5H Symétrique ou antisymétrique

Un tenseur est dit symétrique si MT = M. Tl est dit antisymétrique si MT = .

5.1 Déterminant d’un tenseur d’ordre 2 (d’une matrice 3x3)

det(B) est le déterminant du tenseur B (de la matrice 3x3, représentation de ce tenseur). On
peut le calculer, pour une matrice 3x3, par la régle de Sarrus. La formule générale présentée ici
est indépendante du fait que le tenseur soit symétrique ou non. On a d’abord les termes sommés :

B= By B (V.143)

61552,53
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Bi11B22 B33 + B12Ba3Bs1 + (V.144)

Puis les termes "soustraits" :

Bi1 B2 DBig
B=| By B B (V.145)
B31 B3z Bs3 &6 s
—B31B22B13 — By B12 B33 — B11B32Ba3 (V.146)
det (B) = B11B22B33+B12 823831+ — B3y Boo B13—Bo1 B12 B33 —B11B32Ba3 (V.147)

Il existe une notation indicielle du calcul de déterminant, via le symbole d’antisymétrie, mais
il ne rend pas le calcul plus facile et n’apporte rien pédagogiquement ici.

5.J Opérations de calcul matriciel courantes en mécanique
5.J.1 Somme

Les sommes de tenseurs se font assez facilement :

by c1 by +c1
b+c= bo + Cc2 = bo + co (V.148)
b3 €1,62,€3 €3 €1,€2,E3 b3 +c3 €1,82,63
Si les matrices sont écrites dans la méme base :
Bi1 Bia Bz Ci1 Ci2 Ci3
é + é = Bo1 Bos Bag + Co1 Coo (Cog (V.149)
B3y B3z Bss C31 C32 Cs3
B11+C11 Bia+Ci2 Bis+Cis
é + é = | Bo1+C91 Bos+Coo Baog+ Cog (V.150)
B31+C31 B3a+Csz Bz +Css
5.J.2  Produit d’un scalaire par un vecteur
bl a X Cy
b=a.c=| bo =| axe (V.151)
b3 ) &) ey X3/ & e85
On écrit de fagon plus rapide, en notation indicielle :
bi =a.c; Vi €{1,2,3} (V.152)
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5.J.8  Produit d’un scalaire par un tenseur d’ordre 2

B=a.C (V.153)
Bi11 Bi2 Bz axCi1 axCi2 axCiz
B= By1 Boy Boas =] axCOy axCyp axCs (V.154)
B3y B3z Bss e axC31 axC3 axCs3 &80,
En notation indicielle, on peut directement écrire que :
Bij=a.Ci; Vie{1,2,3} & ¥j € {1,2,3} (V.155)

5.J.4  Produit d’un tenseur d’ordre 2 par un tenseur d’ordre 1 (d’une matrice 3 X 3 par un
vecteur)

A Az Asgg b1
F=Ab=| Ay Ay Ass |.| b (V.156)
Az1 Aszx Asg b3

A11.01 + A19.00 + Aq3.03

o
I

Agq.b1 + Ago.bo + Ass.b3 (V157)

Asg1.b1 + Ago.bg + A33.b3

En notation indicielle, on écrit, de fagon plus rapide :

C; = Aijbj (V.158)

d’ou (d’apres la convention d’indice répété) :

cl1 = Aljbj = Aq1b1 + A12bo + Aq3b3 (V.159)
Ccy = Agjbj = Ag1b1 + Aooby + Asgsbs (V.IGO)
c3 = A3jbj = A31b1 + A3oby + A33bs (V.lﬁl)

5.J.5 Produit contracté de deux tenseurs d’ordre 2

On parle de produit contracté (ou simplement contracté) lorsque qu'un des indices des
tenseurs est mis "muet" (répété pour étre sommé). Par exemple, le produit scalaire de deux
vecteurs est un produit contracté : A;B;. L'indice i est répété pour chacun (c’est certes le seul).

Si on considere le produit contracté suivant :

pdll
AN

C= (V.162)
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Alors, en notation indicielle :

Cz'j = Bik-Akj = Bil-Alj + BZ'Q.AQJ' + Big.Ag,j (V.163)

On a pris un indice de chaque tenseur pour le répéter.
Par exemple :

Ci3 = Bi1.A13+ B12.A23 + B13.A33 (V.164)

5.J.6 Produit doublement contracté de deux tenseurs d’ordre 2

Ayant compris le produit -simplement- contracté, on comprend que le produit doublement
contracté implique que deux indices sont répétés. On note le produit doublement contracté de
deux tenseurs d’ordre 2 :

a=A:B (V.165)

Le résultat est un scalaire et en notation indicielle :

a= AijBij (V166)
Soit :

a= AijBij = AUBU + AQjBQj + Anggj (V.167)

a=A11B11+ A12B12 + A13B13 + A1 B21 + A29Bog + A3 Ba3 + Az1 B31 + A32 B39 + A3z B33

(V.168)
5.J.7 Produit contracté de 3 tenseurs d’ordre 2
Le produit :
E=AB.C (V.169)
s’écrit, en notation indicielle :
Dij = Aip-Bpj — Eij = Diq-qu = Aip~qu-qu (V.170)

Exemple : Si un tenseur A est écrit dans une certaine base, et qu’on souhaite 1’écrire dans
une autre base. Notons a la matrice de changement de base (voir la section suivante) et A’ la
matrice dans la nouvelle base. Alors :

A =aAa" (V.171)
Donc :
Al = qip. Apg.ajq (V.172)
Notez la permutation des indices du derniers termes pour signifier la transposé. On note plus
souvent :
Al = aip.ajg.Apg (V.173)
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6 Changement de base en calcul matriciel

6.A Opération

Soit M un tenseur défini dans une base €7, ¢e2,€3. Notons M’ ce méme tenseur dans la base
€1/,€o,€3. La matrice de changement de base est définie par :

ayyp Q. Qs
Qorp Qarp Qi3 (V.174)

Qi
Il

Qgr]p Qigry (egrg
Telle que : €/ = a;rp €.

Exemple : €' = ay/1 €1 + ayg €3+ i3 €3

M’, dans la base e7/, €5/, €3/, est défini par :

Mi/’j’ = Oéi/pOZj/quq (V175)

6.B Sommation indicielle

Par exemple :

M{/Ql = a1/1a2/1M11 + a1/2a2/1M21 + 041/30(2/1M31 —(somme sur p a q:l)
+ a1/1a2/2M12 + 041/2042/2M22 + a1/3a2/2M32 f(somme sur p a q:2) (V176)

+ aypagis M3 + aqrgagig Mas + aprgaier3 Mss —(somme sur p a q=3)

Ou, si on ne souhaite pas travailler en notation indicielle :

M =

Qi

M.&T (V.177)

6.C Exemple concret

Concretement, si je veux passer d’un tenseur en coordonnées cylindriques a cartésiennes :

e € €
€x Ogr Qgg Ogz (V 178)
€y Qyr Qup Oy
€z Oz Oz Oz

Qi
I
{

Qui se lit :
€r = Qur G+ Qzp G+ Qg €, (V.179)
€y = Quyr Er + Qyp €9 + Oy €, (V.180)
€, =0y €+ €9ty €, (V.181)
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Comme :
€y = cost é.—sinf ep+0 X €, (V.182)
€y =sinf e, 4 cosf ey +0x €, (V.183)
& =0xé +0xé+1 ¢ (V.184)
Alors :
cos) —sinf
a=| sinf cosf O (V.185)
0 0 1
On voit donc que :
cosf —sind 1 cosf
sinf cosf 0 |.| O | =] —sinf (V.186)
0 0 1 0
a.(€, exprimé dans sa propre base) = (€, exprimé en coordonnées cylindriques) (V.187)

On a alors par exemple :

M, = rpOtrgMpq
= Oy Oy Myy + gty Mgy 4 0oty M, —(somme sur p a q=r) (V.188)
+ Qg Mrg + oo Moy + 1o g Mg —(somme sur p & q=0) '

+ Qv My + Qiggr, - My, + M, —(somme sur p & q=z)

M, = cosfcos My —sinfcos O My, + 0 x cos O M.,
cosf(—sinf) Mg + (—sinf)(—sinf) Mgy + 0 x (—sinf) M,y (V.189)
4 cosf X 0 X Myy—sinf x 0 x Mg, +0x 0 x M,,

6.D Exemple simple : changement de base de la matrice identité

La matrice identité I est indépendante du référentiel. En la changeant de base, on devrait la
retrouver. Soit donc en coordonnées cylindriques :

~ii

1
-1 o (V.190)
0

o = O
= o O

[

€r,€0,€2

On veut 'exprimer en coordonnées cartésiennes. La matrice de changement de base est :

Qpr Qpg Oy cosf —sinf 0
a=| oy oy oy |=]| sinf cosd 0 (V.191)
Qzr  Qpp Oy 0 0 1

Donc :
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I = aypoglpg (V192)

On remarque que seul I, Igg et I, sont non nuls, donc :

L., = cppp L + g glogg + 0z 1, (V-193)
Mais ay, =0, donc :
Iz = cos 0 +sin? 6 + 0 (V.194)
Ly = cupryqlpg (V.195)
I;r;z/ = a.z:rayrlrr + 041’0@;/6[06’ + a,z,‘zaj/zjzz (V196)
Iy = cosBsin® —sinf cosf +0 (V.197)
Et ainsi de suite...
~ cos? 0 +sin? 0 cosfsinf —sinfcosf 0
I=] sinfcosf — cosfsiné sin?@ 4 cos? 0 0 (V.198)
0 0 1/, ..
z,€y,€2
Et donc :
~ 100
I=|l 010 (V.199)
001/). ..
€x,Ey,€2

7 Diagonalisation

On consideére un tenseur d’ordre 2 symétrique, exprimé dans une base orthonormée directe,
dont tous les termes sont réels : il est donc diagonalisable, selon le théoréme spectral (ou théoréme
de Karl Weierstrass). Soit un tenseur symétrique A d’ordre 2, exprimé dans la base orthonormée
(€1,62,€3) :

A Ap Agg
14:1 = A21 A22 A23 avec Az’j = Aji (V.QOO)
A3z1 Aszz Asg

€1,€2,€3

Il existe nécessairement, par le théoréme spectral, une base orthonormée (€7,€7y,€r77) ou ce
tenseur peut s’écrire :

A 0 0
A=| 0 A4; o (V.201)
0 0 Ay

€1,€11,€111
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Ayp, Arr et Appr sont appelés termes principaux, et €7, €77 et €777 sont les directions principales
(ils forment la base principale).

A n’ayant que des termes sur sa diagonale dans la base principale, 'opération consistant a
trouver ces termes est la "diagonalisation".

On diagonalise ce tenseur d’ordre 2, A, en résolvant :

det(A—XI)=0 (V.202)

X sont les solutions de cette équation, au nombre de trois : X = {A1, A1, A111}
Cette équation det(A — XT) =0 se développe ainsi :

(A11 — X) (A — X)(A33 — X)

+2 A12A23A13

—A3(Ag — X) — A3y(Ag3 — X) — A33(A11 — X)
=0

(V.203)

On en cherche les solutions X = Ay, Arr, Arrr-
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1 Notation générale

a : tenseur d’ordre 0 (scalaire)
a : tenseur d’ordre 1 (vecteur), a; en notation indicielle

A : tenseur d’ordre 2 ("matrice"), 4;; en notation indicielle

En notation indicielle : % s’écrit u; j. C'est la dérivée de la composante 7 du vecteur @ par
,] 9.

rapport a la variable z;.

On peut aussi écrire A;; : c’est la dérivée de la composante A;; du tenseur A par rapport a
la variable zj. Par exemple :

0A12(x1,22,23)

Ao 3= VI.1
12,3 023 (VL1)
En combinant avec la convention de l'indice répété, u;; correspond a :
oui(xr1,x2,x Oug(r1,22,% ous(x1,x2,T
Wis = 11+ s+ ugs = 1(21,72,73) n 2(1,72,73) n 3(z1,72,73) (VI.2)
o0x1 Oxa Oxs
2 Coordonnées cartésiennes
2.A Systeme de coordonnées
base : €;,€y,¢€;
OM =z éy+y €y +z e,
dOM = dx €x+dy e, +dz e,
2.B Opérateurs
2.B.1 Gradient d’un champ scalaire
of
ox
- 0
gradf = 85 (VL.3)
of
0z
2.B.2 Laplacien d’un champ scalaire
0? 0? 0?
Af = / / / (VL.4)

02 Oy? o 022
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2.B.3 Gradient d’un champ vectoriel

Ouy Oug Ouy
Uy ox Oy 0z
= = | Ouy Ouy  Ouy N

grad(d) = grad | uy | = or oy 0 & Ui (VL5)

Uz ou, Ou, Ouy,

or Oy 0z

2.B.4 Divergence d’un champ vectoriel
., Ougy Ouy Ou

div (1) = 3 = 8—; + 6; & Ui (VI.6)

2.B.5 Laplacien d’un champ vectoriel

D’un auteur & un autre, la notation d’un laplacien d’un champ vectoriel varie de Ad = a Ad.

A= Al = (Aug) & + (Auy) &, + (Aus) &, (VL7)
2.B.6 Opérateur Nabla
- 0 0 0
g _’Ii e — _'Zi I
V=e 8ac+ey8y+e 9 (VL.8)

2.B.7 Rotationnel d’un champ vectoriel

Ous _ Ouy
y 0z
rot(@) =V nii—= | Qe U (VL9)
0z ox
Ouy _ g
Ox oy
2.B.8 Divergence d’un tenseur d’ordre 2
Uzz Uwy Uz
U=| Up Uy Uy (VI10)
U Uzy U..
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ox + oy + 0z
- =\ | OUyy  OUy,  0Uy,
div (U) = et ol o | ¢V (VL11)
Oz + y + 0z
3 Coordonnées cylindriques
3.A Systéme de coordonnées
base : €€y, €
OM =r er+2z €,
dOM =dr &.+r db €p+dz e,
3.B  Opérateurs
3.B.1 Gradient d’un champ scalaire
of
or
- 19f
df =1 === VI.12
gradf = | 1Y (VL12)
of
0z
3.B.2 Laplacien d’un champ scalaire
Af = div(gradf) (VL.13)
3.B.8 Gradient d’un champ vectoriel
Oou, lﬁur _ug Ouy
Up or r 00 T 0z
=, = Oug 10up u, Ouyg
d — d = | ==« =, =70 VI.14
grad (i) =gra 1o or r 00 r 0z ( )
or r 00 0z
3.B.4 Divergence d’un champ vectoriel
div (if) = Tr (grad (@) (VL.15)
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3.B.5 Laplacien d’un champ vectoriel

Pu, 1 %u, O%u, 10u, 2 Oup  uy

or? +ﬁ 062 + 022 + ror 1200 r2

O'ug 1 0%y  Oug  10ug 2 ur ug
or?2  r2 962 0z2 rOr 1200 r2

>
Sy
Il

A%u, n l@Quz N 9%, n 1%
0z2  r2 962 or2 " r Or

3.B.6 Opérateur Nabla

o516t 0 50
T or 07’80 20z
3.B.7 Rotationnel d’un champ vectoriel
IR
r\ 90 9z>
rot (@) =V A= Qur _ Ou,
0z or

8.B.8 Divergence d’un tenseur d’ordre 2

Urr Ur0 Urz
U=| Up Up Uy

Uzr Uz& Uzz

aUrr + laUre + aUrz + Urr - UGB

or r 00 0z T
e 8U9r 1 8U99 8ng 2 U@r
d U) = -
ZU( ) or + r 00 + 0z * r

8Uzr 1 8U29 8Uzz Uzr
or +r 00 0z + r

4 Coordonnées sphériques

4.A Systéme de coordonnées

Le systeme de coordonnées est le systeme ISO.

© 2025 Y.Gueguen
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base : €, €p, €y
OM=reé,
dOM =dr & +r df €y +1 sinf do ey

4.B Opérateurs

4.B.1  Gradient d’un champ scalaire

af
or

o 18f
gradf = ~ 90

1 of
r sin(0) 8¢

4.B.2  Laplacien d’un champ scalaire

Af = div(gradf)

4.B.3  Gradient d’un champ vectoriel

duy  10u, _ug 1 Ou, Uy
" or radd r r sin(d) 09 T
= o = . % 1 8u9 1 % o uﬁ(t)
grad(@) =grad | uy | = 5 700 —|— rsm(@) 96 r cot(0)
u
¢ Oug 1 Quy 1 Oug + Ur + ug COt(@)

or r 00 r sin(6) d¢

cot(z) = 1/tan(x)
4.B.4  Divergence d’un champ vectoriel
div(u) =Tr (QTZLd (ﬁ))

4.B.5 Laplacien d’un champ vectoriel

1 8%(rur) + 1 9%u, + 1 Q%u, + cot@ Qu, 2 0ug 2 Oug  2u,.  2coth
T Or2 r2 002 r2sin? 6 O¢>? r2 00 r2 00 r2sinf O0¢ r2

N 1 0%(rug) 1 82%ug 1 % uy cot0 (9ua 2 coth aucb 2 Our  ug

AU - r or2 + 7‘72 002 + r2 Sin20 8(252 + 72 00 1”72 sin 0 8(15 + 7’2 00 r2 511120
19%(rug) | 1 9%ug 1 0%ug | cotf 8u¢ 2 Our | 2 cotfOup _ Up
r  or? + r2 902 + r2sin?0 0¢? + r2 + r2sinf O¢ + r2 sinf 9¢ r2sin2 0
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4.B.6  Opérateur Nabla

0

- 0
V=é—+ée&—

"or

4.B.7 Rotationnel d’un champ vectoriel

rot (@) =V A= (%IZ

4.B.8 Divergence d’un tenseur d’ordre 2

Uyr

oUy» 10U, 1 90U,
+ = 0 + 15}

—

+e

d¢

(r ugp sm(H)))

UT9 UrqS
Usos Upy

Ugo Uge

or r 00  rsin(d) 0¢
> —\ 8UT9 1 8U99 1 8U9¢
div <U) B or * r 90 ' r sin(f) 8(]5
8UT¢ n 18U¢9 1 8U¢¢ 41
or r 00  rsin(f) 0¢

rof " Pr sin ()04

(35007 5m) = 550 ) i

1

r sin(0)

9
or
(52t w) - 57 ) 5
ar. e o0 ) r

1
+o (2 Upr — Ugg — Upg + Upg cot(6))
1

((Ugg — U¢,¢) COt(@) +3 Urg)

. (3 Urg =2 Uggcot(6))

5 Remarque sur le rotationnel et opérateur nabla (V)

5.A Erreur classique

En coordonnées cylindriques :

Qu’on pourrait étre tenté d’écrire :

<l
Il

r o0
9
0z
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Mais ca ne veut en effet en aucun cas dire que :

- 0, 1o _, 0
V= ar er—i-;% eg—i—a €, (VI1.32)

Tout simplement parce que 9é,/dr = 0...

C’est subtile, mais c’est important.§ est un opérateur différentiel : il différencie avant toute
chose.

5.B Calcul du rotationnel en coordonnées cylindriques

Ci-dessous, nous donnons le détail du calcul du rotationnel, en coordonnées cylindriques, qui
permet de comprendre la méthodologie pour faire le calcul en coordonnées sphériques.

De maniere stricte, le rotationnel, en coordonnées cylindriques, s’écrit :

- - ov 107 ov
rot(v):V/\i_)’:é}/\a—v—}—é’g/\;a—;;—i—é'z/\av (VI1.33)
5.B.1 Premiére étape
Siv=v, € +vg €g+v, €, :
ov ov. , Ovg , Ov,
oY -=v -z VI1.34
or  Or ert or ¢+ ar ( )
Jusqu’ici, pas de piege. Mais :
ov ov. , Ovyg , Ov, oe, Oéy
ov_ Yo et = - - VI1.35
96 99 a0 T ag <" e T oy (V1.35)
Il ne faut pas oublier de que le référentiel change avec #! Comme :
€r = cosf €, +sinb €, (VL.36)
€p = —sinb e + cosf &, (VL.37)
o6
;QT = —sinf €, +cosf €, =€y (VL.38)
o
0 _ _cosh €y —sinb €, = —é, (VI.39)
00
Donc :
ov ov . ov L Ovy,
89:<86’T_U0> er—i—((%(’?%—vr) eg—l—a—; €, (VI1.40)
Pour le dernier, pas de piege :
ov  Ov, , Ovg ,  Ov,
— = — - 1.41
92 9z " + 9. + 92 (V141)
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5.B.2 Deuzieme étape

On a donc :
é 8”‘7—5A<8”’"5+a“95+%5)
"or " or " or 0T or F
On développe cette équation : €. A& =0, €. A€y =€, € NEy = —Ep :
2 A0 _ 0w, Ovs
er or  Or = or 0
Puis :
en L0 _ 1 [(8vr—v>€+< 9+v)€+avzé}
% roe " [\oe %) " \ag ) T e
5/\186—1{—(8%—@)6—%&}25}
0000 r o6 °) o8
Et enfin :
5A%—5A<8U’“*+M*+awa)
0z 7 9z "9z VT 9y F
e @'781)71_,_%6
0y 92 P T
5.B.3 Résultat final
En sommant ces réponses :
- S Ov L, Ov, , 1 ov, L Ovy, ov. _  Ouvy
rot(v) = VAT= 5" &~ 55 &% r[ (aa ”9) =T 59 €T]+az Ay
Mis dans le bon ordre :
Lov. 9y
r 00 0z
rot (5) = VAT = —?;f 88“;
10,
or r\og "’
et on retrouve l’expression donnée plus tot :
(5w
r\ 06 0z °
rot (5) =V A G = dvr _ Ovs
0z or
(8(740)_61’7“)
or o 00
Car :
0 vy
a(rvg)—vg-i—rﬁ

© 2025 Y.Gueguen
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0 Ovg
— =r—— VI.52
0z (rvg) =r 0z ( )

Ce principe peut bien siir étre reproduit en coordonnées sphériques.
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1 Equation polynomiale du second degré (Trinome)

Avant de passer aux équations différentielles, il convient sans doute de rappeler comment
résoudre une équation polynomiale du second degré. Soit :

ax’+bxr4c=0 (VIL1)

On nomme "discriminant" du trinéme, souvent noté A le nombre :

A=b—4dac (VIL2)

Si A >0, alors cette équation a deux solutions (1 si A =0) réelles :

~ —bEtVA

VIIL.3
. 2a ( )
Ce qui revient a dire que :
—b+ VA —b—VA
ar’+br+ec=ax x—; x—i\/» (VIL4)
2a 2a
Si A <0, alors cette équation a deux solutions complexes :
b i |A|
=——+x —— VIL5
* 2a 2a ( )
On rappelle que i est le nombre défini comme 2 = —1.

Remarque : On peut noter qu’on se simplifie la vie en mettant ’équation sous la forme :

224V z4+d =0 (VILG6)

b =b/a, d =c/a, car alors :

AN=b?-4/¢ (VILT)

Si A’ >0, alors cette équation a deux solutions (1 si A’ =0) réelles :

W VAN

VII.8
e= 2 (VILS)
Si A’ <0, alors cette équation a deux solutions complexes :
bi A
=t VIIL.9
r=-7 5 (VIL9)

2 Equations différentielles

2.A Equation différentielle du premier ordre a coefficient constant, sans second membre

La solution générale de 1’équation différentielle :

z(t)+axz(t)=0 (VIL.10)

est :
x(t) = Cp x exp(—a x t) (VIL.11)
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2.B Equation différentielle du premier ordre a coefficient non-constant, sans second
membre

La solution générale de 1’équation différentielle :

z(t)+a(t) xz(t)=0 (VIL.12)
est :
z(t) = Co x exp (—A(t)) (VIIL.13)
Avec A(t) une primitive de a(t).
Par exemple :
@(t) +t2 x 2(t) =0 (VIL14)
a pour solution :
t3
x(t) = Cp X exp <—3> (VIL.15)

2.C Equation différentielle du second ordre a coefficient constant sans second membre,
a coefficients réels

Soit ’équation différentielle :

aZ(t) +bx &(t) +exx(t)=0 (VIL.16)

Notons A = b? — 4ac. Alors, soit :

A>0 (VIL.17)
et la solution est de la forme :
—b— VA —b A
x(t) = C1 X exp J xt|+Cy xexp ;\/» Xt (VIL.18)
2a 2a
soit :
A=0 (VIL.19)
et la solution est de la forme :
b
(1) = (C t+Ch)exp <_2a X t) (VIL.20)
soit :
A<O0 (VIL.21)
et la solution est de la forme :
x(t) = (C1 cos(w t)+ Ca sin(w t)) x exp(r x t) (VIL.22)

telle que r1 et 7o sont les solutions complexes X de a X24bX+¢=0,avec r; =r+1i w et
ro =1 —i w : on cherche donc les solutions r; et 7o de a X2+b X +¢ =0 et on identifie r et w.
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2.D Equation différentielle du premier ordre a coefficient constant, avec second membre
constant

Soit I'équation différentielle :

z(t)+axx(t)=> (VIIL.23)

La solution de cette équation est la somme de la solution "homogene", c¢’est-a-dire la solution
de :

i) +axa(t)=0 (VIL.24)

qui est :

x(t) = Co x exp(—a x t) (VIIL.25)

et d’une solution particuliére. Il existe des méthodes, comme la méthode de la variation
des constantes, pour trouver des solutions particulieres a des équations différentielles & second
membre. Néanmoins, il y a ici une solution triviale :

() = g Sa) taxat) =ax g —b (VIL26)

Donc la solution générale est :

b
x(t) =Cp x exp(—axt)+ o (VIL.27)

2.E Equation différentielle du second ordre a coefficient constant, avec second membre
constant

Soit I’équation différentielle :

aZ(t)+bxz(t)+exz(t)=d (VII.28)

A nouveau, la solution sera la somme de la solution homogene et d’une solution particuliére
(triviale). Nous avons déja discuté de la solution homogene, qu’on notera x(t). Cest la solution
de :

aZ(t) +bx &(t) +exx(t) =0 (VIIL.29)
Une solution triviale est :
d
x(t) = p (VIL.30)

La solution générale est donc :
d
x(t)=zg(t)+ - (VIL.31)
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3 Quelques équations différentielles classiques en mécanique

3.A Chute libre

Soit une masse m en chute libre, dans le vide (ou sans frottement de l'air). Elle n’est soumise
qu’a son poids :

P=—-mygé, (VIL32)

z son altitude. Le PFD, projeté sur €, donne :

—-m g =ma=m 2(t) (VIL.33)
Donc :
—g=2%(t) — 2(t) = —g t+ cste (VIL.34)
Soit vg la vitesse initiale :
2(t)=—gt+uw (VIL.35)
Donc :
_ 9 2
z(t) = ) t“ 4w t+ 20 (VIL.36)
Avec zg Daltitude initiale.
3.B Systéme masse-ressort
3.B.1 Probleme
-

/A)J);//////// 7777777777777

////////////////////////

Soit une masse m attachée a un ressort, sur un plan horizontal, sans frottement. Le ressort
est de raideur k. L’action du ressort est

Fr=—kxuz & (VIL.37)

€, dans le plan horizontal. Le PFD, projeté sur é, donne :

—kxx(t)=m &(t) (VIL.38)
Qu’on peut mettre sous la forme :
. k
Z(t) + Em(t) =0 (VIL.39)
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3.B.2  Résolution
Il s’agit d’'une équation différentielle du second ordre a coefficient constant, sans second
membre, de la forme :
ai(t)+bxa(t)+exz(t)=0 (VIIL.40)

Aveca=1,b=0et c= % Comme ¢ > 0, A = b% — 4ac < 0. La solution est de la forme :

z(t) = (C1 cos(w t)+Co sin(w t))exp(r xt) (VIL41)

telle que 71 et ro sont les solutions complexes X de a X24+b X +c¢=0, avec 1y =7 +1i w et
r9 =1 —1 w. r] et ro sont les solutions de :

x2e F_oLx2o K (VILA42)
m m

On cherche donc bien un nombre complexe (puisque de carré négatif), qui est :

k | k
ri=rog=1 \/>d0ncr:()&w: — (VIL43)
m m

La solution de cette équation différentielle est donc :

x(t) = Ci cos (\/E X t) + Casin (\/g X t) (VIL.44)

C1 se déduit de la position initiale :

2(0) =z = C) (VIL45)

(5 de la vitesse initiale :

v(t) =x(t) = 02\/5 cos (ﬂ t) — Cl\/g sin ( % t) (VIL.46)
v(0) =vp = CQ\/E (VILA47)

3.C Systeme masse suspendue-ressort

3.C.1 Probleme

///////////////////////

T “1= e
- § IE;
() >0 - -
oL-Gb-------— Fr Fr 5
z(t) <0 ---4-- FOEREE
P
P
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Soit une masse m suspendue a un ressort. Le ressort est de raideur k. L’action du ressort est :

Fr=—kxzé, (VIL.48)

€, est I'axe vertical. Si z =0 est la position d’équilibre du ressort, cette force de rappel est
orientée vers le haut si z < 0. Le poids de la masse s’exprime :

P=—-mygé. (VIL.49)
Le PFD, projeté sur €, donne :
—kxz(t)—m g=m 2(t) (VIL.50)
Qu’on peut mettre sous la forme :
Z(t) + %z(t) =—g (VIL51)

3.C.2 Résolution

Il s’agit d’une équation différentielle du second ordre a coefficient constant, avec second
membre constant, de la forme :

aZ(t)+bx 2(t) +ex z(t) =d (VIL.52)

aveca=1,b=0, c= % et d = —g. Il s’agit donc d’abord de trouver la solution homogene,
c’est a dire la solution de :

aZ(t)+bx 2(t)+ex z(t) =0 (VIL.53)

Nous avons déja traité ce probleme dans la section précédente (3.B.2). La solution homogeéne

zp (t) = C1 cos (\/TI:L X t) + Casin (U:L Xt (VIL.54)

La solution particuliere est triviale, c’est z(t) = d/c. Donc la solution de cette équation

z(t) = Cy cos (\/E X t) + Casin (\/g X t) - % (VIL.55)

C1 et Cg se déduisent a nouveau des vitesses et positions initiales.

est :

différentielle est :

3.D Systéme masse-ressort amorti

3.D.1 Probléeme

////////////////////////
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Soit une masse m attachée a un ressort et un amortisseur, sur un plan horizontal, sans
frottement. Le ressort est de raideur k. L’action du ressort est

Fr=—kxa & (VIL56)
é; dans le plan horizontal. L’action de ’amortisseur est donnée par :

—

Fy=—-nxiéy (VIL57)
Le PDF, projeté sur €, donne :
—nx&(t) —kxz(t) =m &(t) (VIL.58)
Qu’on peut mettre sous la forme :
50+ L x i)+ xa(t) =0 (VIL59)
m m
3.D.2  Résolution
L’équation :
56+ L a(8) + - x 2(t) =0 (VIL60)
m m

est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants sans second membre
c’est a dire du type :

aZ(t)+bxa(t)+exz(t)=0 (VIL61)
aveca=1,b=L et c= % Ona:A=b>—4dac= % —4% = ”27:;#, et on rappelle qu’on

a alors 3 possibilités :

L’amortissement est grand donc n? >4 k m et A > 0. La solution est de la forme :

x(t)zClxexp<_bQ_a\/Z><t> _b;_a\/gxt>

_1 _JA _n A
z(t) = C1 X exp (mz\r X t) + Cy x exp (m—;\ﬁ X t) (VIL.63)

+ Co x exp < (VIL.62)

C1 et (5 se déterminent par la position et la vitesse initiales. Le systéme n’oscille pas, il
revient progressivement vers sa position d’équilibre s’il en a été éloigné.

L’amortissement est critique donc n? =4 k m et A = 0. La solution est de la forme :

x(t) = (C1 t+C2)exp <_2ba X t) (VIL.64)

x(t) = (C1 t+ C2)exp <_2777n X t) (VIL.65)

C1 et (9 se déterminent par la position et la vitesse initiale. Le systéme n’oscille pas, si
la vitesse initiale est nulle : il revient progressivement vers sa position d’équilibre s’il en a été
éloigné, mais il peut produire une oscillation si la vitesse initiale est non-nulle.
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L’amortissement est faible donc 72 <4 k m et A < 0. La solution est de la forme :

z(t) = (C1 cos(w t)+ Co sin(w t)) x exp(r x t) (VIL.66)

telle que r1 et 7o sont les solutions complexes X de a X24bX+¢=0,avec r; =r+1i w et
rg =1r —1 w. Ces solutions sont :

b i+|A| b i+|A|
__7 - _ 1I.
71 % + %0 et ro %4 9 (V 67)
Soit :
_on VAL n iV]A]
r = o + 2 et ro = o 9 (VII68)
Et donc :

x(t) = [C’l Ccos <‘|2A| t) + (5 sin (‘;” t)} X exp <_2177n X t) (VIL.69)

C1 et (5 se déterminent par la position et la vitesse initiales. Le systéme oscille, avec une

VIAl

pulsation 45—, mais I'oscillation est amortie progressivement.

4 Equation différentielle aux dérivés partielles : exemple en mécanique
des fluides

Cette section illustre comment résoudre une équation différentielle aux dérivés partielles,
typique de la MMC ou de la mécanique des fluides en niveau L3.
4.A Exemple d’équation a résoudre

En mécanique des fluides, ’équation de la dynamique des fluides parfaits s’écrit :

—grad(p)+p G=pT (VIL.70)

p la pression, p la masse volumique, g I'accélération de la pesanteur, T P’accélération du point
de vue d’Euler. Prenons § = —g €. Choisissons parfaitement arbitrairement (pour l’exemple) :

—

=axxzé,+beéey,+cé, (VIL.71)

a, b et ¢ supposés connus.

4.B Projection

Cette équation revient a écrire, en projetant sur les axes du reperes :

Projection sur €, :

g]; —axua (VIL72)
Projection sur €, :
Jp
L -y VIL.73
o (VILT3)

Projection sur €, :
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Op B
5, —9=c (VIL.74)

Ce sont des équations différentielles aux dérivées partielles, car elles sous-entendent, par le
simple fait d’étre posées, que p n’est pas qu'une fonction de x ou y ou z, mais des trois, peut-étre.

Donc :
W —axz (VILT5)
8p(agy Y:2) _y (VIL76)
8p(:gz y.z) g—c (VIL77)

4.C Résolution sur €,

Ces équations sont indépendantes, donc peuvent se résoudre dans n’importe quel ordre.
Commencgons par celle-ci :

op(z,y,2)

3 =axz (VIL.78)
x
Je cherche donc une primitive de p(z,y, z) telle que %f’z) =a X z. Cest-a-dire :

p(z,y,2) = % X a2 (VIL79)

Néanmoins, il peut y avoir une constante d’intégration :

p(z,y,2) = g x 24+ A (VII.80)

Sauf que mon équation différentielle % =a X x me prouve que A n’est pas une fonction

de z, mais elle peut tres bien étre fonction de y et/ou z :

p(z,y,2) = g x 2?4+ Ay, 2) (VIL81)

4.D Résolution sur ¢,

On passe a la seconde équation :

Ip(z,y,2)
=b VII.82
5 (VIL82)
Je peux y injecter la solution de % =axXT:
8(% 24 A( ))—b (VIL83)
ay \2 x y,2) | = .
Soit :
9A(y, 2)
=b VIIL.84
o (VIL84)
Donc :
Ay, z) =bxy+ B(z) (VIL.85)
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B est a nouveau une constante d’intégration : elle ne dépend pas de y (car I’équation est
posée sur y), ni de z (car A ne dépend pas de x).
On en est donc a :

p(z,y,2) = % x 2> +bx y+ B(z) (VIL.86)

4.E Résolution sur €,

On termine avec la derniere équation :

Ip(z,y,2)
—t —g= II.
o g=c (VIL.87)
Qu’on mettra sous la forme :
Ip(z,y,2)
—_— = II.
P c+g (VIL.88)
On substitue p par la solution trouvée précédemment :
8(axx2+bx +B(z))—c+ (VIL89)
0z \ 2 y . '
Qui donne :
0B(z)
= VIIL.90
0z €ty ( )
Soit :
B(z)=(c+g) z+C (VIL.91)

cette fois-ci, on sait que C' ne dépend ni de x ni de y car B n’en dépend pas.

4.F En définitive

La solution de notre probléme est donc :

p(x,y,z):%xx2+bxy+(c+g)z+C (VIL.92)

Il nous faudrait une condition aux limites pour trouver C' notre seule inconnue. Par exemple,
si je sais quen =0, y=0et z=0 on a p(0,0,0) = pg, alors :

p(0,0,0) =po=C (VIL93)

donc :

p(ar,y7Z)=g><x2+b><y+(c+g) Z+po (VIL.94)
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un formulaire d’équations de la mécanique.
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mécanique : résistance des matériaux, mécanique des fluides, mécanique des milieux continus,
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Que les étudiants ne s’inquietent pas de la longueur du document : il est adressé au L1, L2
et L3. Une petite partie seulement concerne les L1!

Ce document est fait pour évoluer avec 'expérience et le retour des étudiants. Si vous avez des
questions, des points mal compris, des points que vous voudriez voir abordés dans ce document,
n’hésitez pas a nous en faire part :
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Maitre de Conférence,
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Institut de Physique de Rennes UMR CNRS-UR 6251
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