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Résumé Une approche de propagation d’incertitudes, basée sur la construction surfaces de 

réponses stochastiques par projection sur une base de chaos polynômial, est proposée pour 

étudier l’effet de la variabilité spatiale des propriétés mécaniques du bois, induite par la 

présence d’hétérogénéités, sur la résistance à propagation de fissures en mode mixte. Des 

formules de quadrature, adaptées aux problèmes à grand nombre de paramètres incertains, sont 

utilisées pour gagner en efficacité dans l’évaluation des intégrales multidimensionnelles induites 

par les analyses probabilistes. Des analyses de tendance centrale et de sensibilité ont montré que 

cette approche est largement plus efficace que les méthodes classiques de propagation 

d’incertitudes. La variabilité spatiale du module d’élasticité longitudinal du matériau bois n’a 

pas un effet significatif sur les paramètres de rupture. L’incertitude sur localisation des 

hétérogénéités par rapport au front de la fissure a un effet plus prononcé sur la rupture en mode 

d’ouverture que sur la rupture en mode de cisaillement dans le plan.     

Mots-clés variabilité spatiale, propagation d’incertitudes, chaos polynômial, quadrature, rupture 
en mode mixte, bois 

I. INTRODUCTION 

Le bois est l’un des plus anciens matériaux de construction. Depuis l’antiquité, il est très présent 

dans les structures de génie civil principalement grâce à son esthétique et ses propriétés 

physiques et mécaniques intéressantes (Li et al., 2021). Outre sa bonne résistance mécanique, en 

particulier vis-à-vis des chargements extrêmes comme les actions sismiques, il possède une 

conductivité thermique faible faisant de lui un bon matériau d’isolation. Ces dernières années, 

avec l’émergence des problématiques du changement climatique et de la raréfaction des 

ressources, le bois connaît un regain d’attractivité comme matériau de construction, dans le 

monde et en particulier en France. En effet, le bois est une ressource renouvelable, à condition que 

toute la chaine de sa production soit proprement gérée. De plus, grâce à la photosynthèse le bois 

permet d’emmagasiner le dioxyde de carbone, ce qui fait de lui un bon candidat pour remplacer 

les matériaux de construction à fort impact environnemental négatif comme le béton ou l’acier. 

Malgré tous ces avantages, la principale faiblesse du bois réside dans la forte variabilité qui 
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entache ses propriétés mécaniques, qui est la conséquence de son origine naturelle et de la 

présence de défauts (nœuds, orientation des cernes annuels de croissance, …) qui constituent le 

plus souvent des points d’amorçage de fissures qui se propagent sous l’effet du chargement 

jusqu’à la défaillance de la structure (Vida et al., 2022). Cette variabilité est particulière puisqu’elle 

est dépendante de l’espace, contrairement à celle qui entache les propriétés mécaniques de 

matériaux plus homogènes comme l’acier. Sa modélisation est plus complexe et nécessite 

l’utilisation de modèles probabilistes avancés appelés champs aléatoires (Ghanem and Spanos., 

1991). L’emploi de ces modèles induit le plus souvent une dimension stochastique élevée ce qui 

rend le calcul probabiliste inabordable par les approches classiques de propagation d’incertitudes 

(Füssl et al., 2016), surtout dans le cas où le modèle mécanique n’est disponible que sous une 

forme implicite coûteuse en temps de calcul. Afin de Pallier ce problème, un modèle probabiliste 

analytique (Balduzzi et al., 2023), est proposé dans la première partie de cet article, pour modéliser 

la variabilité spatiale des propriétés mécaniques du bois induite par la présence d’hétérogénéités 

comme les nœuds. Contrairement aux champs aléatoires, ce modèle simple utilise un nombre 

limité de variables aléatoires pour représenter convenablement la source d’incertitude ciblée. La 

deuxième partie présente une approche combinant la construction de Surfaces de Réponses 

Stochastiques (SRS) par projection sur une base de Chaos Polynômial (CP) (Xiu and Karniadakis, 

2002) et le calcul d’intégrales multidimensionnelles par des schémas de quadrature efficaces 

(Victoir, 2004), permettant de réduire le temps de calcul nécessaire aux analyses probabilistes. 

Enfin, dans la troisième partie, la précision et l’efficacité de cette approche sont évaluées sur une 

application qui porte sur la propagation de fissures en mode mixte dans un élément en bois. 

II. MODÉLISATION DE LA PRÉSENCE D’HÉTÉROGÉNÉITÉS DANS LE BOIS 

Dans la présente étude, et pour des raisons de simplicité seul le module d’élasticité longitudinal 

   d’un élément de structure en bois est considéré comme incertain. Cette incertitude dépendante 

de l’espace, est supposée induite par la présence de défauts de type nœud. En se basant sur le 

modèle proposé par (Balduzzi et al., 2023) la variabilité spatiale du module d’élasticité 

longitudinal    est obtenue par la pondération de sa valeur nominale   
  par une fonction de 

forme probabiliste        dépendante de l’espace         et dans laquelle          
  désigne 

un ensemble de variables aléatoires utilisées pour modéliser l’effet des incertitudes. Un modèle 

basé sur cinq variables aléatoires          
  est utilisé pour modéliser la présence d’un nœud au 

sein d’un élément en bois. Ce modèle est modifié pour que l’on puisse représenter la variation 

aléatoire de l’étendue du nœud dans les deux directions horizontale et verticale de l’espace. Dans 

ce cas les réalisations du module d’élasticité longitudinal    peuvent être obtenues par le modèle 

suivant : 

          
           

            
      

 

    
       

      
 

    
                                                      

Dans l’équation (1) le terme   
    permet de modéliser la variabilité de la valeur nominale   

  de 

module l’élasticité loin de la zone de localisation du nœud,    et    représentent la variabilité de 

la localisation du centre du nœud respectivement le long de la direction horizontale et de la 

direction verticale,    et    représentent la variabilité de la largeur du nœud respectivement le 
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long de la direction horizontale et de la direction verticale, et   est un paramètre déterministe. La 

figure 1 montre 5 réalisations          

 
 du module l’élasticité longitudinal dans un élément en bois 

de forme rectangulaire. 

 

Figure  1. Exemple de 5 réalisations du module d’élasticité longitudinal    

Il est à noter que ce modèle peut être amélioré pour modéliser la présence dans la structure de 

plusieurs nœuds à la fois. Les caractéristiques statistiques des variables aléatoires          
  

peuvent être obtenues à partir d’analyses statistiques réalisées sur données expérimentales, si 

elles sont disponibles, ou préalablement fixées à des valeurs caractéristiques. 

III. PROPAGATION D’INCERTITUDES PAR COMBINAISON DE CP ET QUADRATURE 

EFFICACE 

Soit   un modèle décrivant un problème mécanique quelconque, ayant   paramètres incertains 

regroupés dans le vecteur               . Mathématiquement parlant ce modèle peut être 

représenté par une fonction générique       , où   est la réponse du modèle considérée ici 

comme une quantité scalaire sans que cela pose de limitations particulières dans le 

développement qui suit. Puisque les paramètres d’entrée   du modèle   sont entachés 

d’incertitudes, il est évident que sa réponse   soit elle aussi une quantité incertaine qu’il est 

essentiel de caractériser.  En utilisant un développement sur une base de CP, l’approximation    

d’ordre   de la réponse   écrite dans l’espace standard où la variable aléatoire  -dimensionnelle 

              
 , représentant la variabilité des   paramètres incertains, est substituée par une 

variable aléatoire normale standard  -dimensionnelle               
  en utilisant une 

transformation iso-probabiliste       , est donnée par (Xiu and Karniadakis, 2002) : 

                         

     

                                                                                                                     

où   est le modèle probabiliste permettant de représenter la variabilité de la réponse  ,   

             sont des multi-indices, avec            ,    sont des coefficients inconnus, et 

   sont des polynômes d’Hermite  -dimensionnels qui peuvent être obtenus par le produit 

tensoriel de   polynômes d’Hermite unidimensionnel    
,           

    
   
   . 

En exploitant l’orthogonalité de la base polynômiale           , les coefficients inconnus    de 

l’approximation    peuvent être évalués par projection : 
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où    est la densité de probabilité d’une variable aléatoire normale standard  -dimensionnelle et 

     désigne l’espérance mathématique. 

L’intégrale  -dimensionnelle   
  dans l’équation (3) peut être évaluée par une technique 

d’intégration numérique dans le cas où l’intégrande est sous forme implicite. En se référant à la 

méthode de quadrature de Gauss-Hermite elle peut être approximée par : 

  
       

     
         

       
         

       
   

 

    

 

    

                                                                  

L’approximation (4) est exacte si l’ordre de quadrature est égal à      , ce qui implique 

       évaluations du modèle mécanique. En conséquence, le calcul probabiliste devient 

inabordable lorsque le nombre de paramètres incertains est élevé, et si de plus le modèle 

mécanique lui-même est coûteux en temps de calcul.  

Afin de pallier ce problème des schémas de quadrature plus efficaces et plus adaptés aux 

problèmes d’intégration à dimension élevée peuvent être utilisés. Bien que plusieurs auteurs aient 

développé et étudié ces schémas de quadrature ils sont souvent désignés dans la littérature par 

schémas de quadrature de Stroud au nom de l’auteur qui les a rassemblées dans une encyclopédie 

(Stroud, 1971). Dans ce travail cinq formules de quadrature        
  distinctes seront utilisées pour 

calculer des intégrales multidimensionnelles, afin d’en évaluer la précision et l’efficacité. En se 

référant à ces formules de quadrature, l’intégrale  -dimensionnelle   
  présentée précédemment 

peut être approximée comme suit : 

  
        

   

   

          
          

                                                                                                                           

Le nombre    
 d’évaluations du modèle mécanique, nécessaire à la formule de quadrature   , 

       , pour assurer une bonne précision sur l’estimation de l’intégrale   
 , augmente d’une 

façon quadratique en fonction de la dimension  , contrairement à la formule de quadrature de 

Gauss-Hermite pour laquelle le nombre d’évaluations du modèle mécanique augmente d’une 

façon exponentielle, ce qui permet de réduire considérablement le temps de calcul demandé par 

les analyses probabilistes   

Une fois les coefficients inconnus    obtenus, les trois typologies possibles d’analyses 

probabilistes, à savoir l’analyse de tendance centrale, l’analyse de sensibilité et l’analyse de 

fiabilité, peuvent être effectuées sans efforts de calcul supplémentaires, soit par un post-traitement 

adéquat sur les coefficients   , soit en effectuant des Simulations de Monte-Carlo (SMC) sur la 

SRS obtenue par l’équation (2). 

IV. APPLICATION À LA RUPTURE DANS LE BOIS 

L’objet de cette section est d’étudier l’effet de la variabilité spatiale du module d’élasticité 

longitudinal    sur la propagation de fissures en mode mixte dans le bois. Soit un élément de 

structure en bois de forme rectangulaire de hauteur             et de largeur           

comme il est montré sur la figure 2. Il est sollicité par une charge de traction           appliquée 

sur ses bords inférieur et supérieur, et contient une fissure initiale inclinée de dimensions 
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              . En raison de l’orientation de la fissure par rapport à la direction du 

chargement appliqué à la structure, cette dernière aura tendance à se propager en mode mixte. 

Par conséquent, un Modèle Eléments Finis (MEF) est implémenté sur le logiciel (cast3m, 2021) 

pour calculer les paramètres de rupture, à savoir les Facteurs d’Intensité de Contraintes (FIC)    et 

    décrivant respectivement la rupture en mode d’ouverture et la rupture en mode de 

cisaillement dans le plan, et l’angle de bifurcation   permettant de déterminer la trajectoire 

empruntée par la fissure au cours de sa propagation. Le maillage est composé d’éléments 

quadratiques à 6 nœuds comme il est montré sur la figure 2. Des éléments finis concentriques de 

taille fine sont utilisés autour de la pointe de la fissure pour assurer une bonne précision dans le 

calcul des paramètres de rupture évoqués précédemment. On note que les FIC,    et     sont 

calculés par la méthode cinématique (Guinea et al., 2000) utilisant les déplacements relatifs des 

lèvres de la fissure, et l’hypothèse de contraintes planes est adoptée.    

 

Figure  2. Structure en bois : géométrie et chargement (gauche), maillage éléments finis (droite) 

Le module d’élasticité longitudinal    du matériau constitutif est considéré comme le seul 

paramètre incertain dans cette étude, et dont la valeur nominale   
  est fixée à         . Cette 

incertitude dépendante de l’espace est induite par la présence d’un nœud au voisinage de la 

fissure. Elle est modélisée par un champ aléatoire construit à l’aide du modèle présenté dans la 

section II. Ce modèle est probabilisé à l’aide de cinq variables uniformes 

                         
  dont les caractéristiques sont données dans le tableau 1, où    et    

sont respectivement les bornes inférieure et supérieure du support de la loi uniforme et CdV 

désigne son Coefficient de Variation. Il est à noter que dans notre étude ces caractéristiques ont 

été choisies de telle manière que le nœud soit contenu dans l’élément en bois. Elles peuvent être 

aussi déduites à partir d’analyses statistiques réalisées sur des données expérimentales.  

Tableau 1. Caractéristiques des paramètres du modèle probabiliste 

Paramètre Distribution       CdV 

            0,75 1,25 14,43% 

            0,25 0,75 28,86% 

            0,1 0,2 19,24% 

            0,25 0,75 28,86% 

            0,1 0,2 19,24% 
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Dans un premier temps, une analyse de tendance centrale est conduite pour évaluer l’effet de 

l’incertitude dépendante de l’espace qui entache le module d’élasticité longitudinal    de 

l’élément en bois sur la variabilité de la réponse mécanique représentée par le FIC équivalent noté 

     . Du point de vue de la mécanique de la rupture ce paramètre représente la rupture en mode 

d’ouverture suivant la direction définie par l’angle de bifurcation  . Il est obtenu par l’expression 

suivante, fonction des paramètres de rupture   ,     et   (Erdogan et al., 1963), préalablement 

calculés par le MEF : 

          
 

 
                                                                                                                                    

Les deux premiers moments statistiques de la réponse mécanique        , à savoir la moyenne  

   et l’écart-type   , sont calculés par la méthode de propagation d’incertitudes présentée dans la 

section III. Comme il a été déjà mentionné plus haut, les intégrales multidimensionnelles   
  

résultat du calcul par la méthode de projection des coefficients inconnus    de la SRS construite 

par une projection sur une base de CP, sont évaluées par cinq formules de quadrature        
  

différentes. Une fois les coefficients    sont déterminés, un post-traitement est effectué sur ces 

derniers pour obtenir les estimations de la moyenne           et de l’écart-type            
    

    de 

la réponse mécanique (i.e.   est le nombre de coefficients dans la SRS, calculé en fonction en du 

nombre de paramètres incertains   et l’ordre de la base de CP  ). Les résultats obtenus en utilisant 

une base de CP d’ordre    , sont présentés dans le tableau 2. Comme nous pouvons le 

constater, la méthode de propagation d’incertitudes proposée, désignée par SRS-CP, donne des 

estimations précises des deux premiers moments statistiques de la réponse mécanique, quelle que 

soit la formule de quadrature   ,         utilisée pour le calculé des coefficients   . En effet, 

l’erreur relative calculée par rapport aux estimations de références obtenues par intégration 

directe avec une formule de quadrature de Gauss-Hermite d’ordre 3 QGH-3, ne dépasse pas les 

5%. Le cas le plus défavorable est enregistré sur l’estimation de l’écart-type lorsqu’on utilise la 

formule de quadrature    , puisque l’erreur dépasse à peine les 4,36%. On note aussi que la 

méthode proposée est largement plus économique, en termes du nombre N-MEF d’évaluations 

du MEF, par rapport à la méthode de référence QGH-3. La formule de quadrature    offre le 

meilleur compromis entre précision et efficacité, et la formule de quadrature    donne les 

meilleures estimations en termes de précision. L’effet de l’incertitude du module d’élasticité 

longitudinal sur la variabilité de la réponse mécanique n’est pas très significatif puisque son 

coefficient de variation est autour de 1,67%.        

Tableau 2. Estimations des moments statistiques de la réponse mécanique 

Moment 
statistique 

SRS-CP 
QGH-3 

FI FII FIII FIV FV 

      
7,0610 7,0620 7,0638 7,0628 7,0659 

7,0640 
(0,041%) (0,027%) (0,002%) (0,016%) (0,027%) 

      
0,1198 0,1236 0,1143 0,1148 0,1180 

0,1184 
(1,198%) (4,362%) (3,459%) (3,053%) (0,313%) 

N-MEF 32 43 51 51 42 243 
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Dans la suite nous souhaitons quantifier la contribution de chaque paramètre incertain          
  

sur la variabilité de la réponse mécanique. Dans ce contexte, les indices de Sobol de premier ordre 

         

 
 qui mesurent les effets principaux des paramètres incertains et les indices de Sobol totaux 

         

 
 qui mesurent les effets principaux et les effets de possibles interactions entre les 

paramètres incertains (Sobol, 1998), sont calculés. Comme pour le cas des moments statistiques, 

évoqué précédemment, ces quantités sont obtenues elles aussi par un post-traitement des 

coefficients    de la SRS construite par une projection sur une base de CP d’ordre     (Sudret, 

2008). Les résultats obtenus sont donnés dans le tableau 3. 

Tableau 3. Estimations des indices de Sobol de premier ordre et totaux 

                

   0,0586 0,7448 0,0751 0,0354 0,0416 

   0,0802 0,7792 0,0876 0,0411 0,0558 

En se référant aux estimations des indices de Sobol de premier ordre          

 
, nous pouvons 

conclure que l’incertitude, représentée par le paramètre   , sur localisation suivant la direction 

horizontale du nœud par rapport au front de la fissure, possède la plus forte contribution sur la 

variabilité de la réponse mécanique. Ce constat demeure le même si nous nous référons aux 

estimations des indices de Sobol totaux          

 
. Ce résultat montre aussi que la rupture en mode 

d’ouverture, représentée par le FIC   , est la plus impactée par la variabilité spatiale du module 

d’élasticité du bois, que la rupture en mode de cisaillement dans le plan, représentée par le FIC 

   . Nous observons aussi, que l’effet des interactions possibles entre les paramètres incertains 

n’est très significatif puisque l’écart entre les estimations des indices de Sobol de premier ordre et 

totaux est faible. Il est important à noter que les résultats présentés dans le tableau 3 n’ont pas 

nécessité des évaluations supplémentaires du MEF autres que celles utilisées précédemment dans 

l’analyse de tendance centrale. Afin de simplifier la présentation des résultats, les indices de Sobol 

exposés dans le tableau 3 ont été obtenus par un post-traitement sur les coefficients    calculés 

par formule de quadrature   . 

V. CONCLUSION 

Dans ce travail nous avons proposé une méthode de propagation d’incertitudes combinant la 

construction d’une SRS par projection sur une base de CP et l’évaluation des intégrales 

multidimensionnelles, nécessaires à l’identification des coefficients inconnus de la SRS, par des 

formules de quadrature efficaces. Un modèle probabiliste permettant de modéliser d’une manière 

simple la variabilité spatiale des propriétés mécaniques du bois induite par la présence de nœuds, 

a été aussi proposé. En se basant sur une application traitant un problème de propagation de 

fissures en mode mixte dans un élément de structure en bois, nous avons montré que l’approche 

de propagation d’incertitudes est capable de conduire, avec une grande efficacité, différents types 

d’analyses probabilistes en même temps et sans avoir besoin de calculs mécaniques 

supplémentaires en passant d’un type d’analyse probabiliste à un autre. Une analyse de tendance 

centrale a montré que quel que soit la formule de quadrature utilisée pour le calcul des 
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coefficients inconnus de SRS, les estimations des deux premiers moments statistiques de la 

réponse mécanique sont assez précises. Ce niveau de précision est assuré sans un effort de calcul 

conséquent puisque dans le plus défavorable des cas, le nombre d’appels au MEF ne dépasse pas 

51. La formule de quadrature    offre le meilleur compromis entre précision et efficacité 

puisqu’avec seulement 32 appels au MEF, l’erreur relative sur l’estimation des moments 

statistiques ne dépasse pas les 1,2%. L’analyse de tendance centrale a montré que l’effet de 

l’incertitude dépendante de l’espace du module d’élasticité longitudinal du bois sur la variabilité 

des paramètres de rupture, n’est pas très significative, puisque le coefficient de variation sur le 

FIC       est inférieur à 2%. Une analyse de sensibilité basée sur le calcul des indices de Sobol a 

montré que cette faible variabilité est due principalement à l’incertitude sur la localisation du 

nœud par rapport au front de fissure suivant la direction horizontale de l’espace. Cela nous a 

permis de conclure que la rupture en mode d’ouverture est plus impactée par la présence de 

défauts au voisinage de la fissure que la rupture en mode de cisaillement plan. 

Les travaux futurs seront consacrés à l’amélioration du modèle probabiliste utilisé dans la 

représentation de la variabilité spatiale des propriétés mécaniques du matériau bois en intégrant 

dans la construction du modèle des informations provenant d’essais expérimentaux. L’accent sera 

mis aussi sur l’intégration dans le calcul mécanique des effets environnementaux comme les 

variations de température et d’humidité qui ont un impact significatif sur le comportement du 

bois.           
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