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| - Détection des angles d’arrivée :
genéralites

La plupart des systéemes de télécommunications mobiles établissent le lien entre
émetteur et récepteur sans que chacun des deux ne connaisse rien de la position de 1’autre.

Dans ces conditions chaque systéme, lorsqu’il est en position d’émetteur, doit engendrer

un rayonnement électromagnétique omnidirectionnel pour avoir I’assurance d’une transmission
correcte des données vers le récepteur (Figure 1-1)

Récepteur

Figure I-1 : Rayonnement omnidirectionnel de |’émetteur

Il apparait qu'une telle maniére de procéder génere une dépense d’énergie inutile
considérable puisque dans toutes les directions autres que celle du récepteur cette énergie est
rayonnée en pure perte.

Une idée simple consiste a imaginer un dispositif qui localise la direction du récepteur,
apres quoi une technique classique de pointage électronique permettra de canaliser I’essentiel
de I’énergie rayonnée dans sa direction (Figure 1-2).



Patrick Vaudon — Introduction aux méthodes haute résolution de détection des angles d’arrivée

Emetteur

Figure I-2 : concentration de [’énergie rayonnée en direction du récepteur.

On désigne par antenne intelligente une antenne qui est associé a un dispositif complet
permettant la détection de 1’angle d’arrivée et la formation du diagramme de rayonnement en
direction du récepteur.

Une antenne intelligente permet une économie d’énergie trés importante puisqu’elle
focalise I’énergie électromagnétique dans la direction du récepteur. Elle contribue de cette
maniere au développement durable et limite la pollution électromagnétique omniprésente dans
notre environnement.

Le premier maillon de la chaine de traitement du signal sera un dispositif de détection
de la position du récepteur. Cette détection peut s’effectuer au moment de la demande de
communication, phase pendant laquelle le correspondant n’est pas encore localisé.

Nous allons nous intéresser essentiellement dans ces éléments de cours a quelques
méthodes qui permettent de localiser I’émetteur. Le lecteur intéressé par une mise en ceuvre
compléte du dispositif pourra utilement consulter la these de Moctar MOUHAMADOU qui
décrit dans le détail la réalisation et le test d’un démonstrateur d’antenne intelligente.

Afin de cerner a la fois les insuffisances et les difficultés inhérentes a chaque méthode,
nous examinerons successivement des situations de complexité croissante, en commencant,
dans un objectif pédagogique par des exemples basiques

Toutes les méthodes traiteront des problémes a une dimension ou la détection est
effectuée a I’aide d’un réseau plan lin€aire. Le lecteur intéressé par une détection en deux
dimensions pourra utilement consulter le rapport de stage de Master Recherche de Fatna
BENAHMED

I) Détection de I’angle d’arrivée d’une porteuse sinusoidale a 1’aide d’un
réseau a 2 éléments
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Un réseau (linéaire !) de 2 éléments regoit une onde plane d’amplitude unité, dont la
direction d’incidence fait un angle 6 avec la normale au réseau (Figure 1-3)

d

Figure I-3 : Représentation d’un réseau a 2 éléements illuminé par une onde plane en incidence
oblique

Les éléments du réseau sont espacés d’une distance d et sont numérotés 0 et 1.
Chaque élément est supposé avoir un diagramme de rayonnement omnidirectionnel et
le signal collecté par le réseau est égal a la somme des signaux incidents sur chacun des

éléments.

Dans ces conditions, si on choisit I’origine des phases sur 1’élément N°0, les signaux
Si(t) recus sur chacune des antennes sont les suivants :

S,(0) = & (1-0)
Sl (t) — ejkdsineejm’[ — ej¢1ejmt (|_2)

L’information sur la phase relative des signaux ¢1 peut étre obtenue simplement en
effectuant le produit des signaux, ou, en grandeurs complexes, le produit d’un signal par le
conjugué¢ de 1’autre :

SoD).S(t) = e eteletrt) — gits (1-3)

d’ou on déduit I’angle d’arrivée 6 suivant la relation :

¢, = kdsin© (1-4)
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Sous ces hypothéses trés simplificatrices, la détection de 1’angle d’arrivée de 1’onde
constituée par une porteuse non modulée est donc particuliérement simple.

Dans la realité, les signaux recus sont de faible amplitude et peuvent donc étre
accompagnes de bruit. Dans ces conditions, le produit (1-3) que I’on effectue a chaque instant
t peut varier, et conduit a une fluctuation de 1’angle détecté en fonction du temps.

Le souci majeur de la méthode simpliste qui est proposé est son incapacité a déterminer
la direction d’arrivée lorsque deux signaux Xo(t) et X1(t) (ou plus) arrivent simultanément sur
les antennes.

II) Détection de I’angle d’arrivée de deux porteuses sinusoidales a I’aide d’un
réseau a 2 éléments

Si on suppose que deux porteuses de fréquences Iégérement différentes fo et f; arrivent
sur chacun des capteurs avec un angle d’incidence 6o et 01, les signaux recus sur chaque antenne
sont de la forme suivante :

S, (t) =A™ +A el (1-5)
Sl(t) — 'A\OejkodsmeoeJ-‘Dot +Alejk1d5in91ejm1t — Aoej%ej@ot +Alej¢1ejﬂht (|_6)
Le signal X1(t) qui arrive simultanément avec Xo(t) perturbe la phase strictement relative
a Xo(t) sur chacun des capteurs, et empéche ainsi de remonter a 1’information sur la direction
p p

de provenance de Xo(t) par la méthode simple décrite précédemment.

On est alors obligé de développer des techniques plus sophistiquées, dont les plus
performantes a I’heure actuelle sont les méthodes dites « haute résolution ».

C’est le principe de quelques-unes de ces méthodes qui est développé dans les chapitres
suivants.
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1l - Propriétés des matrices hermitiennes

Les techniques de détection des angles d’arrivée a haute résolution font largement appel
aux propriétés de la matrice de covariance des signaux qui est une matrice hermitienne. Méme
sans voir une culture mathématique trés ¢toffée dans ce domaine, il est important d’avoir a
I’esprit quelques propriétés fondamentales de ces matrices.

D’un point de vue pédagogique, ces propriétés sont présentées sur des espaces vectoriels
classiques, car il est plus simple de s’en faire une représentation imagée, par exemple dans un
espace a trois dimensions. L’extension a la matrice d’autocorrélation sera effectuée en étendant
ces propriétés aux espaces de fonctions munis des opérations et des propriétés convenablement
définies par les mathématiciens.

Ces rappels sont constitués essentiellement par I’énoncé des propriétés utiles,
appliquées a un exemple particulier qui est repris tout au long de ce chapitre.

| - Définition

Soit un espace vectoriel E, de dimension fini N sur I’ensemble des nombres complexes
C, et [A] = (ajj) une matrice associée a I’application linéaire f sur une base B de E.

La matrice [A] est hermitienne si la matrice conjuguée de [A] est égale a la matrice
transposée de [A], ce qu’on écrit en notation abrégée :

Al =[A] (I1-1)

L’application linéaire f associée a la matrice prend le nom de forme hermitienne.

On en déduit la propriété suivante pour chacun des termes de la matrice :

a. = a; (1-2)

a; = a, (1-3)

ce qui implique que les termes de la diagonale principale sont réels.

exemple :
1 2 0

Soit [A]l=]-H2 1 -j2 avec j2=-1 (11-4)
0 2 1
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La matrice transposée '[A] s’écrit en échangeant les lignes et les colonnes :

1 —-p2 0
Al=|§2 1 2 (11-5)
0 -j2 1

La matrice conjuguée [ A ] s’obtient en prenant le conjugué de chacun des termes de la
matrice A, soit donc en changeant le signe de la partie imaginaire :

1 -2 o0
[Al=| N2 1 2 (11-6)
0 -p2 1

Puisque [A] = [A], la matrice [A] est hermitienne.

Il - Vecteurs propres — valeurs propres

V est un vecteur propre si on peut trouver un nombre complexe A tel que :
f(V)=av (11-7)
soit en écriture matricielle :

[Al [VI=2[V] (11-8)
([A]=2[1]Iv] = [0] (11-9)
ou [I] représente la matrice identité.

[V] étant non nul, la matrice ([A] - A[1]) doit étre singuliére. Pour que 1’équation (11-9)
ait une solution non nulle, il faut nécessairement :

det([A]-A[1])=0 (11-10)
Ce determinant est un polyndme de degré N, qui a donc N racines complexes. On montre
que lorsque la matrice [A] est hermitienne, ces racines sont réelles. Si de plus, la forme

hermitienne est définie positive, comme ce sera le cas pour la matrice d’autocorrélation, alors
toutes les racines sont réelles et positives.

exemple :

Recherchons les valeurs propres de la matrice proposée au I). Il nous faut résoudre :
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1-2 w2 0
det[A]-A[1)=|- V2 1-2 -—-p2|=(1-2f-41-2)=(@1Q-A)1+1)r-3)=0
0 W2 o 1-a

(1-11)
On obtient ainsi les trois valeurs propres qui sont réeelles :
A=1, Ao =-1, A3=3 (1-12)

A chaque valeur propre i , on associe le vecteur propre correspondant \7I dont les
composantes forment une matrice colonne [Vi].

V1=, (11-13)

Pour déterminer les vecteurs propres, on est amené a résoudre :
([A]=2[1]Iv] = o] (11-14)

Détermination du vecteur propre [V1] associé a iy =1:

0 2 0 |[x] [0
-N2 0 -N2|ly|=]0 (11-15)
0 2 0 ||z
}\/Eyl =0
— W2x, - N2z, =0 (11-16)
}\/Eyl =0

d’ou un vecteur propre possible :

o

1
[V]=]| 0 (11-17)
1

Détermination du vecteur propre [V2] associé a2 =-1:
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2 2 0 |[x, 0
N2 2 —j2]|y,|=]|0 (11-18)
0 2 2 ||z, | |o
2X, + }\/Eyz =0
- sz +2y, - j\/§z2 =0 (1-19)
}\/Eyz +22, =0
d’ou un vecteur propre possible :
J2
[V,]=] 2 (11-20)
V2
Détermination du vecteur propre [Vs] associé a A3 = 3:
-2 2 0 |[x,] [o
-N2 -2 -2y, |=]0 (11-21)
0 N2 -2z |o
— 2%y + }\/Eyz =0
— W2x, — 2y, - N2z, = 0 (11-22)
}\/Eys —-22,=0
d’ou un vecteur propre possible :
V2
[V]=1]-2i (11-23)
V2

11 - Propriétés des vecteurs propres

On définit le produit scalaire hermitien de deux vecteurs de la maniere suivante :

%Y, = v (W] = ) (120

ou I’indice M désigne la matrice conjuguée de la matrice transposée.

10
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111-1 Propriété 1

Les vecteurs propres sont linéairement indépendants.

Sur I’exemple proposé, on peut Vverifier que le déterminant de la matrice des vecteurs
propre est différent de zéro, ce qui permet d’affirmer qu’il n’y a pas deux vecteurs colinéaires
entre eux. :

1 2 2
0 j2 -—j2=j82 (11-25)
“1 2 2

111-2 Propriété 2

Les vecteurs propres forment une famille de vecteurs orthogonaux : ils sont orthogonaux
deux a deux.

Vérification :
5
VIV]=[1 o -1]j2|=0 (11-26)
\/E_
2
VIv]=[2 -2 2] -i2|=0 (11-27)
_\/5
1
VvIvI=[z2 2 2] o |=0 (11-28)
1

111-3 Propriété 3

Des propriétés 1 et 2, on déduit qu’on peut toujours trouver une base orthonormée
construite uniquement a partir des vecteurs propres.

Cette base est obtenue de manieére triviale en normant les vecteurs propres :

\/25
1yl ]
[Ul]—ﬁ[\/l]— (\)/E (11-29)
2

11
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1
2

[U,]= ﬁ[Vz] = f (11-30)
1

(11-31)

On peut Vérifier que la norme de [U2] est bien unitaire, en n’oubliant pas de considérer
le vecteur conjugué dans la définition de la norme :

”UZHZZ[Uz]H[Uz]:[% —% %} =1 (11-32)

111-4 Propriété 4

La matrice constituée par les vecteurs propres est unitaire : sa matrice inverse est égale
a sa matrice transposée conjuguée, ce que 1’on peut écrire sous I’'une des formes suivantes :

[UT* = [U]" (11-33)
[U]. [Vl =11 (11-34)
Poursuite de la vérification sur I’exemple proposé :
1 1 1
V2o 2 2
ul=] o L __L (11-35)
2 2
_1 1 1
2 2 2
1 0 1
V2 _ V2
H_| 1 1 1 -
ul'=| 3 5 5 (11-36)
1 J 1
2 2 2

12
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1 1 1 1 0 1
22 2 || 2 | B~ (1 0 o0
ul[uf= o L - L1 _L 1 i_lo 1 o|W37
[u][u] 5 FEllz B 2 (11-37)
_% % % 1 BE 1 0 0 1
2 2 > 2

111-5 Propriété 5

Toute matrice hermitienne [A] peut étre diagonalisée au moyen de la matrice des
vecteurs propres normalisés de la maniére suivante :

[UI" [A] [U] = [D] (11-38)
ou [D] est la matrice diagonale constituée des valeurs propres.
Une écriture équivalente a la relation (11-38) est la suivante :
[U] [D] [U]" = [A] (11-39)
Vérification :
1 1 1 1 _1 3
J2 2 2 1 0 0 V2 2 2
i J J 3
Uj|Df=]| O - —-—1l0 -1 0|=| O ——= ——=|(l-40
[u][D] 5 % 5~ |40
_1 1 1 0 0 3 _1 _1 3
2 2 2 2 2 2
1 _1 3 1 0 _1 .
2 A 1 W2 0
ulpjiuf=| o -1 =&AL _J 1 | 3 1 -2
[u][p][u] i I
~41 1 31 4 1 0 K2 1
V2 2 2 2 2 2
(11-41)
Une autre écriture équivalente a la relation (11-39) est la suivante :
N=3 "
[A] = zxi [Ui] [Ui] (11-42)
i=1
Vérification :
1 1 o -1
AU J[u ] =1 \{)E L ¢ 1 g 02 11-43
1L~ 1l = . [E - E:l - . . ( )
) 2 2

13
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1 1 _ 1
2 4 22 4
AU UH__1L{1 _J l}:_1 . 1 N Ty
U ][V, ] 52 "5 2 25 2 a2m| O
1 T _1 1
2 4 o2 4
1 1 e 1
2, _ 4 22 4
Muluf =3 -L 11 L l}:s T T (1
ol -s-L4 L if-al-35 5 -] o
1 A 1
2 4 2 4
et on doit vérifier que :
[A]= 2 [U (U] + 20, J[U, ] + 2 fus U] (11-46)
1 T R | 1 1
5 -5 4 22 4 4 22 4
0 0o [-|-L 1 S0 I D D I A I
1 1 22 2. 22 22 2 22
~3 5 1 _d 1 T i1
4 22 4 4 22 4
1 2 0
-2 1 -j2|=][A] (II-
0 2 1

47)

L’ensemble des propriétés qui ont été illustrée ci-dessus, vont étre appliquée a une
matrice d’autocorrélation au chapitre suivant.

1V - Décomposition d’un vecteur sur la base des vecteurs propres

L’ensemble des vecteurs propres [Uij] forme une base orthonormée de 1’espace vectoriel
E. Il s’ensuit que tout vecteur [ V] admet une décomposition sur cette base. Les coordonnées sur
la base des vecteurs propres sont obtenues en effectuant le produit scalaire hermitien de chacun
des vecteurs de la base par le vecteur [V] :

V1= ([u VIO + ([0 VI, T+ ([us VI, ] (11-48)
exemple :

soit le vecteur : V = 38 + (2, + (1 j &,. (11-49)

14
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On recherche les coordonnées o de ce vecteur dans la base [Ui], soit donc I’écriture :

V = oU, +a,U, + a,U, (11-50)
avec .
3 -
a1=[U1]“[V]=% 0 —ﬂ 2 =% (11-51)
1- ]
- 3 -
a2=[U2]“[V]={% - %} 2j =2fj§2—% (11-52)
1-]
- 3 -
a3=[U3]“[V]=B = %} 2j =2f2f2‘2—% (11-53)
1-]

La relation de décomposition sur la base des vecteurs propres (11-48) se vérifie de la
maniére suivante :

AL : :

o |=2+] \{)E +[2‘/§+2—i J +(2‘/§‘2—i _ (11-54)
N2 V222 V2 2) 2
1-j —T 1 1
2 2 2

\V Décomposition en sous-espaces

L’ensemble des vecteurs propres [Ui] forme une base orthonormée de I’espace vectoriel
E. Il s’ensuit que toute partition de cette base définit des sous espaces vectoriels de E.

Exemple :
Considérons le sous espace vectoriel E1 défini sur la base [U1] et [U2], et le sous espace

vectoriel E2, défini sur la base [Us].

Tout vecteur de E s’écrit comme combinaison linéaire de vecteurs appartenant a chacun
des sous espaces E: et Eo.

Ces sous espaces sont orthogonaux : tout vecteur de E1 est orthogonal a tout vecteur de
E2

Considérons alors le probleme suivant :

15
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Soit une famille [V(0)] de vecteurs de E définie a 1’aide d’un paramétre 6, dont la norme
reste constante lorsque 0 varie . Pour fixer les idées, on peut choisir cette famille avec pour
composantes :

sin 6
[V(0)] =| - jy1-2sin*6 | 6 variant entre 0 et 2 (11-55)
sin 6

On se pose alors la question de savoir quels sont, dans cette famille, le ou les vecteurs
qui sont « au mieux » inclus dans I’un des sous espaces, par exemple Eo.

On peut donner une représentation des sous-espaces E1 et E», de deux vecteurs [V1] et
[V2] de cette famille, et de leur projection sur chacun des sous espaces (Figure 11-1 et 11-2)

On peut a priori procéder de deux manieres différentes :
- par projection de chaque vecteur de cette famille sur le sous espace E; et
recherche de celui ou ceux qui ont la norme projetée maximum (Figure 11-1).
- par projection de chaque vecteur de cette famille sur le sous espace orthogonal
E1 et recherche de celui ou ceux qui ont la norme projetée minimum.

Ei1 4

[Vi]

[V2

» B>

Figure 11-1 : Représentation de la projection maximum de deux vecteurs sur le sous espace E»

16
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» E2

Figure 11-2 : Représentation de la projection minimum de deux vecteurs sur le sous espace E1
orthogonal a E»

Il est important que la norme des vecteurs soit conservée lorsque 0 varie. Dans le cas
contraire, on peut obtenir la situation suivante (Figure 11-3) dans laquelle la norme projetée
maximum ne correspond pas au vecteur le « mieux inclus » dans E :

Ei1 4

» E>

Figure 11-3 : Représentation de la projection de deux vecteurs de normes différentes sur le sous
espace E»

Il apparait que la norme de la projection du vecteur [V1] est supérieure a la norme de la
projection du vecteur [V2], alors que le vecteur [V2] semble manifestement « mieux inclus »
dans E; que le vecteur [V1].

Pour résoudre notre probleme, si nous adoptons la deuxieme meéthode, nous devons
projeter la famille [V(0)] sur le sous espace Ei. Il suffit pour cela de ne retenir dans la
décomposition sur la base de vecteurs propres (11-48), que les composantes sur la base de Ej, a
savoir :

YOI FARYO) CARCARYC) CA (11-56)

17
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VO], = ou[U,]+a,[U, ] (11-57)

La norme au carrée du vecteur [V(0)]e2 est donnée par la relation :

VO, =as, + oz, = [U, P VE@][U, I V@) [0, Fve)u, T ve)) «-ss)

Cette relation peut étre réécrite en notant que :

[UTv@)] = [G]Tve] - Ve lu] - [ve u,] (11-59)

On obtient alors :
VO, = [VOTTU U, TTV®) ]+ [VO) TTU, ][u,FTv©)] (11-60)

exemple :

L’objectif est de trouver dans la famille de vecteur paramétrée par O :

sin©
[V(0)] =| - jV1-2sin*® (11-61)

sin 6
le vecteur qui est le « mieux inclus » dans le sous espace vectoriel E> définit par [Us].

On adopte la recherche d’une projection minimum sur le sous espace orthogonal Ei1
définit par la base ( [U1], [U2] ) : c’est souvent la méthode qui est proposée dans I’un des
algorithme haute résolution de détection des angles d’arrivée intitulé MUSIC.

La norme au carré du vecteur projeté est donnée par (I11-60). Nous devons calculer
séparément chacun des termes :

1
YOI [sin 0 jyl—2sin’0  sin e] %E =0 (11-62)
_1
2
%
YORMAE [sin 0 j1-2sin?0  sin e] ﬁ =sin0 - %25"‘29 (11-63)
1
2

La norme au carré du vecteur projeté sur le sous espace orthogonal Eiest donc :

18
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VO)R, = (sin 0 —Vl—jg'”ze j (11-64)

En faisant varier 0, on peut représenter 1’évolution de cette norme, et trouver la valeur
de 6 pour laquelle elle est minimum (Figure 11-4)

0.6

0.5

0.4

0.2

0.1

0 (degré)
0 T T T T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figure 11-4 : Représentation de la norme au carré du vecteur projeté sur E; en fonction de 8

Il est difficile de déterminer avec précision la valeur de 6 qui rend cette fonction
minimum, aussi lui préfére-t-on souvent la représentation de I’inverse (Figure 1I-5) :

3.5E+32

3E+32 ’A\
2.5E+32 I \

2E+32 I \
1.5E+32 [ ‘

1E+32 I ‘

5E+31

, ‘ 0 (degré)
0 T T T T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figure 11-5 : Représentation de l'inverse de la norme au carré du vecteur projeté sur E1 en
fonction de &
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Sur cet exemple, la valeur de 6 = 30° annule la projection du vecteur [V(0)] sur le sous
espace Ei. Le vecteur obtenu est alors totalement inclus dans Ez, ce que 1’on peut vérifier :

[V(6 = 30°)] = (11-65)

|
NII—‘QJ N
N N v

On reconnait le vecteur [Us] qui constitue la base du sous espace Eo.

I1 est intéressant d’examiner un exemple pour lequel aucun des vecteur de la famille ne
sera totalement inclus dans le sous espace E», ce qui peut étre réalisé avec la famille de vecteurs:
sin 0
[V(©)] =| - WL (1+a?)sin’6 (11-66)
asin 0

ou a est un nombre complexe qui permet de paramétrer ce vecteur, dont la norme est constante
lorsque a est fixé.

Pour déterminer la norme au carré projetée sur le sous espace E1, nous calculons
séparément chacun des termes :

1

VO, ] = [sine j1—(1+a%)sin6  asin 9] Joz = Te(l a) (11-67)
2
1
2

VO [U,] = [sme ji—(1+a?)sin?6  asin 9] f (11-68)
i

VOI{U,] =S8 (1+ ) _-t i/gz)smze (11-69)

La norme au carré du vecteur projeté sur le sous espace orthogonal Eiest donc :

VO, = M(l af + (% (1+a) \/1 (1 J:/gZ)sinZ 9] (11-70)
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L’évolution de cette norme au carré et de son inverse est présentée pour a = 0.8 sur les
figures 11-6 et 11-7.

0.6

05

0.4
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0.1
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0 : : : : : ‘ : : : )
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Figure 11-6 : Représentation de la norme au carré du vecteur projeté sur E1 en fonction de 6,
pour a =0.8
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Figure 11-7 : Représentation de [/’'inverse de la norme au carré du vecteur projeté sur E1 en
fonction de 6, pour a =0.8

Sur cet exemple, ¢’est la valeur de 6 = 33° qui maximise la projection du vecteur [V(0)]
sur le sous espace Ei.
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0.54
[V(6 =33°)]=| - j0.72 (11-80)
0.44

D’une maniére générale, plus le vecteur [V(0)] sera proche de I’inclusion dans le sous
espace vectoriel, plus la courbe d’évolution de I’inverse de la norme au carré¢ en fonction de 0
présentera un pic de grande amplitude, et donc indiquant avec précision la valeur de 6.
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1] - Propriétés de la matrice
d’autocorrélation

On considére un réseau de N capteurs et on se propose de déterminer la direction
d’arrivée de K signaux a 1’aide de ce réseau.

On se place dans I’hypothése simplificatrice ou toutes les directions d’arrivées
appartiennent a un méme plan qui inclut également le réseau de capteurs.

On suppose que ce réseau est linéaire. On fera de plus I’hypothese que les éléments sont
réguliérement espacés, bien qu’elle ne soit pas nécessaire dans cette premiére partie.

On suppose que le signal délivré au niveau de chaque capteur correspond a I’amplitude
complexe du signal incident sur le capteur et on désigne par Si(t) I’amplitude complexe du
signal délivré n° i.

La figure 111-1 schématise la position des capteurs, et I’incidence plane de deux ondes
porteuses de deux amplitudes complexes :

‘ \ % e -
/ d 6 21
IS~ SIn 7y AN L L i
/ ’ U N ’ / ’ / s
H ’ ‘\\ . ’ N . ’ . ’ i
. . .
Sln ’ S 7 ’ N¢ / . / .
’S ’ ’ 7 ’ 7 4
AV PSRN , , / .
’ ’, NN ., N ’, .
7 , NSO ’ N/ ’ 1 L7
V2RES JRe N ~o i o e / .
’ ~_ - AN ~ RN . ’ .
’ S« ’N AN / A / e
’ AN ’ N, Se ’ N, ’ .
/7 RS ~ 7 ,v\ S ,/\\ /7 /’
9/ ~{ . N ~o P N ’ .
7 1°~_ 7 N U Se N 1 //
’ VS o N ’ o~ N 7 PN N o,
7 /’ SO AN 7 ’, SO . 7 ’ SS
R3 s~ R4 ~ N ARs SN 3Ra
. SN ., SN e A
/, \\I// \\\I . \\\.’

Figure IlI-1 : Représentation d’'un réseau illuminé par deux ondes planes en incidence oblique

On désigne par ni(t) le bruit blanc qui est capté par I’antenne N° i et par xi(t) le signal
complexe délivré par I’antenne N° 1.

1) Construction de la matrice des signaux délivrés

Dans un cadre trés général, la position des capteurs peut étre quelcongue.
Pour exprimer la forme des signaux détectes en sortie de chaque élément du réseau,
nous devons affecter chaque capteur d’un état de phase qui lui est propre.
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Dans ces conditions, le signal délivré en sortie de chaque capteur peut étre représenté

de la maniére suivante :

x,(t) = s()e™ + s,(t)e™2 + s,(t)e!* + ........ +5,(t)e’™ + ny(t)
X,(t) = s,()e’= + s,(t)e= + s (t)e’= +........ + 5, (e + ny(t)
X,(t) = s,(t)e'* + s ()2 + s(t)e +........ +5,(De'* + ny(t)
X\ (1) = s, (e’ + s ()= + s ()™ + ... +5,(D)e™™ + ny (1)

Cette écriture peut étre condensée sous forme sommative :

X = 3506 +n()

(11-1)
(11-2)
(11-3)
(111-4)
(111-5)

Elle peut également étre condensée sous forme matricielle en introduisant les matrices

suivantes :

- la matrice X (N, 1) des N signaux détectés en sortie de chaque élément :

xy(t)
X,(t)
[X] =1 Xy(t)

X (0)

(111-6)

- lamatrice S (K, 1) des K enveloppes complexes des signaux incidents :

si(t)
S,()
[S] =1 S,(t)

sk(t)

- la matrice A (N, K) de mélange convolutif du réseau :

(-7
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ej¢11 ej¢12 ej¢13 .. eN’lK
ej¢21 ej¢zz ej¢23 B ej¢2|<

[A]=] eits it gits it (111-8)
ej¢N1 ej¢N2 ej¢N3 . ejNK

C’est dans cette matrice que sont contenues, a travers les différents déphasages, les
informations relatives a I’angle d’arrivée de chacun des signaux incidents.

- la matrice 1 (N, 1) de bruit :

ny(t)
n,(t)
[n]=| n® (111-9)

n(®)

La matrice des signaux délivrés est liée a la matrice des signaux incidents par la relation
suivante :

Xl(t) ej¢11 ej¢1z ej¢13 y ej¢1|< Sl(t) nl(t)
Xz(t) ej¢21 ei¢zz ej¢23 iy ej¢2K Sz(t) n Z(t)
XS(t) = ej¢31 ej¢3z ei¢33 y ej¢'3K 33(t) + n3(t) (I | I'lO)
XN(t) pltn pltn pltne y ik SK(t) nN(t)
soit encore :
[X]=[A][S] + [n] (11-11)

1) Construction de la matrice d’autocorrélation

Les signaux a traiter étant complexes, et n’étant pas a énergie finie, on muni 1’espace
des fonctions du produit scalaire hermitien suivant, que I’on nomme espérance E :

Elxx;) = lim,q ., L Txi(t)%dt (11-12)

Cette définition est homogene a une énergie par unité de temps, c’est a dire a une
puissance. Elle représente de la puissance moyenne de chaque signal détectée (pour i = j), et
chacune des puissances moyennes d’interaction entre les signaux i et j (pour i différent de j).
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La matrice qui rassemble 1’ensemble des informations de puissance se nomme matrice
de covariance ou matrice d’autocorrélation. Elle est construite uniquement a partir des signaux
délivrés et de la définition de puissance moyenne d’interaction (III-12). Les étapes de sa
construction sont les suivantes :

- On définit le vecteur transposé des signaux délivrés [X]" :

XTI = () %0 x0) X)) (111-13)

- On définit le vecteur conjugué du vecteur transposé précédent [X]" :

XF=(XT]=(® x® x0 xu(®) (111-14)
- On construit la matrice produit de [X] et [X]™ qui contient toutes les interactions

entre les différents signaux :

X,(t)
X(t)
XX =| %0 (%O %0 x0 Xu(®) (111-15)
Xy (t)
X2(t) X(OX,0  X,(OX(t) X, (DX (1)
OO X)X O, X, (DX (0)
XTIXT = xx®  x,0%,0 x40 XXy (111-16)
XX () X OX,0) Xy (OXs() X3()

Enfin, on applique a chaque terme de la matrice la définition énergétique (111-12) pour
obtenir la matrice de corrélation ou matrice de covariance des signaux [Rxx] (N, N) :

e ExG®]  Exx®] EX,(OXn(D |

Eltx®]  EXO]  EkOx®] ¢ EXox®]

[Ro]= E[XIIXI'}=| Exx®] Ex®!  EXo) Efx(Ox 0 |
ExOx0]  Exux0]  Exux®] )

(11-17)

La matrice obtenue a sa diagonale principale réelle, et chague terme de cette diagonale
est égal a son conjugué. Si on transpose cette matrice en échangeant les lignes et les colonnes,
puis si on prend le conjugué de chaque terme, on retrouve la matrice initiale : ¢’est précisément
la définition d’une matrice hermitienne.
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On va donc pouvoir utiliser sur cette matrice dans un espace de fonctions, toutes les
propriétés qui ont été énoncées au chapitre précédent.

III) Relation entre la matrice d’autocorrélation et la matrice de mélange
convolutif du réseau.

Dans le probléme de la détection des angles d’arrivées, nous connaissons les signaux
regus par chaque capteur, et nous pouvons donner une estimation de la matrice d’autocorrélation
[Rxx] qui est une donnée du probleme. Cette estimation est obtenue en échantillonnant le signal
recu autant de fois que nécessaire.

Nous souhaitons déterminer la direction d’arrivée des différents signaux, et nous savons
que cette information est contenue dans la matrice [A] de mélange convolutif du réseau.

Il peut donc étre utile d’établir, lorsque les conditions le permettent, une relation entre
ces deux matrices.

On peut montrer que pour des signaux stochastiques, stationnaires, a moyenne nulle, et
décorellés, il est possible d’établir une telle relation. Cette dernieére n’est rigoureuse qu’a la
limite d’un temps d’observation infini, mais elle se révele suffisante, en pratique, pour fournir
des résultats corrects au bout d’une durée finie pendant laquelle on préléve des échantillons sur
I’information regue. On dit alors qu’on a fait une estimation de la matrice d’autocorrélation.

Nous donnons cette relation sans démonstration (I111-18). Nous Vérifierons sa validité en
invoquant les propriétés des signaux que Nous avons enoncees.

[Ra = [A] [Rss] [A]" + 62 [I] (11-18)

Dans cette expression, [Rss] (K, K) désigne la matrice de covariance des signaux
incidents, et i la variance du bruit détecté sur le capteur N° i, soit explicitement :

E{sf(t) } E{sl(t)@ } E{sl(t)seﬁ } : E{sl(t)m }
Ebs®]  ElM)  Esos0) - Els0s®)
[R.]=E[slsI'|=| Elss®] Ess®] ES0)  : Elsts)]
Els(050] Elss®) Ebs®) : Els0)
(111-19)
o’ 0 . 0
n)=| 0 ° (111-20)
o 0

0 0 0 &

exemples de calcul des coefficients de la matrice [Rxx]
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R, J1.1) = E{xlx_l} =lim, . A_lT T[sle”’“ s 4 [s_le‘”’11 Y n_l}it
0

(111-22)
[R.J1.0) = Efs?}+ ...+ E{s2 |+ E{nZ}
K& ok  — K (11-22)
+>> E{sie”’“sj(t)e s }+ E{nlsie‘”’1i }+ > E{nlsie”’li }
i=1 j=1,j=i i=1 i=1

Les trois derniers termes de (111-22) sont nuls car les signaux incidents s; sont supposés
décorrélés et le bruit blanc n’est par nature corrélé a aucune des grandeurs. Il reste donc :

[R,I11) = E{s? }+ ...+ E{$? |+ E{n} (111-23)

De méme :

R, J1,2) = E{xlx_z}: lim,, . A—%?[sp”“ s ] [s_le‘j¢21 T n_z}jt
0

(111-24)
[R., [1,2) = Efs2 plenta) 4+ Efs? plow—ta)
k. ok — )] _— K, (— (111-25)
+>>] E{sisje it }+ > E{nlsie oz }+ E{nzsie”’“}
o1 j=Tj=i F i1

Les trois derniers termes de (111-25) sont nuls pour les mémes raisons que
précédemment. 1l reste donc :

[R, J1.2) = E{s? pleuoa) 1+ E{s% plowoa) (-
26)

En considérant la deuxiéme partie de 1’égalité (I11-18) rappelée ci-dessous en (111-27),
le développement explicite des termes de la matrice d’autocorrélation peut €tre obtenu d’une
autre maniere.

[Rx] = [A] [Rss] [A]" + o2 [1] (111-27)
Il nous faut pour cela donner la forme de la matrice d’autocorrélation des signaux
incidents [Rss] de dimension (K, K). Tous les signaux étant supposes décorrélés, cette matrice

représente les puissances contenues dans les enveloppes complexes de chacun des signaux
incidents.
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Elsi(t) |
Efs, (050 |
E{ss(t)@ }

Efs, (05,00

E{si(t) |

Efs (05,00 |

Efs, (0,00 |
Els,(0s,(0) |
Efsi0)}

E{sK(t)le } E{sK(tm } E{SK(t)@ }

Efs. (5@ |
Efs, (050 |
Efs (%D |

E{s2(t) |
(111-28)

et si on suppose toutes les enveloppes complexes de tous les signaux décorrélées :

On peut alors effectuer le calcul matriciel : [A] [Rss] [A]™ + ci2 [1]

Calcul de [A] [Rss]

ej¢11 ej¢12 ej¢13
ej¢z1 ei¢2z ej¢23

ei¢31 ej¢32 ei¢33

ej¢N1 ej¢N2 ej¢N3

E{sf }e”’“
el
[Al[R.] = | Els? p#=

E{Sf }ejm

E{s(t)} 0 0
0 Els2t)] 0
0 0 ElSM)
0 0 0

Calcul de [A] [Rs] [A]F

B0}
0
0

0

Efs30)}
0

0

Efs2(t) )

0
0

E{s3(0) |

0

(11-29)

0 |(11-30)

E{sZ() )

(11-31)
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cip
E{Slz kjd)Zl
E{sf }e”’“

E{sf }e”’“l

e*J'¢11
e—i¢12

e—j¢13

e_ j(I)lK

cic
E{S; }314)22
E{Sg ki%z

E{s§ .}ejdmz

e’j‘bzl e_j¢31
e—i¢2z e*i¢32

e—J¢zs e—j¢33

e—i¢2|< e*j¢3K

cfspn
E{s§ ki%s
el

E{s§ }ems

e_j¢N1
e7 j¢N2

e—j¢N3

e*JNK

i
E{Si kjd)ZK
E{Si }eicbsK

E{Si ijK

(11-32)

On obtient ainsi chacun des termes de la matrice [A] [Rss] [A]", ce qui permet de vérifier
I’égalité de ces termes avec ceux de la matrice [Rxx] :

[A Rss AH](1,1) + 622 =E{s2(t) } + E{s2(t) | + E{s2(t) |+ .. + E{s2() | + 512= [Red(1,1) (111-32)

[A Rss AH](1,2) = E{s?(t) o) + E{sZ(t) p1% ) + E{s(t) pX% %) + .. + E{s2(t) plow o)

soit donc :

[ARss A"](1,2) = [Rx (1,2)

(111-33)

(111-34)
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1V - Décomposition en sous espaces

I- Aspects théorigues

La matrice d’autocorrélation ou de covariance Rxx est une matrice hermitienne : tous les
termes de sa diagonale sont réels, et elle est égale a la conjuguée de sa matrice transposée. Ses
valeurs propres sont réelles et positives.

Elle possede donc toutes les propriétés qui ont été rappelées au chapitre |1, et qui vont
maintenant étre développées sur un espace de fonctions.

Cet espace est constitué par un ensemble de fonctions qui, en électronique, sont
essentiellement construites a partir de fonctions sinusoidales.

On n’aura a considérer ici qu’un espace dont la base comporte un nombre limité de
fonctions par opposition aux espaces munis de bases infinies comme cela est nécessaire par
exemple lors de la décomposition en séries de FOURIER.

Les fonctions sinusoidales sont des fonctions dont 1’énergie est infinie sur une durée
infinie. On doit donc prendre quelques précautions pour définir leur produit scalaire hermitien,
et la définition généralement adoptée est la suivante :

Elxx;) = lim,q ., L Txi(t)%dt (IV-1)

On notera que le produit scalaire n’est plus représentatif d’une énergie, mais d’une
énergie par unité de temps, c’est a dire d’une puissance.

Si on considere un réseau de N antennes sur lesquelles ont fait tomber K signaux
incidents (K < N), on a montré au chapitre précédent que la matrice de covariance des signaux
délivrés est une matrice carrée comportant N lignes et N colonnes rappelée en (1V-2).

On suppose que cette matrice est non singuliére : cela implique en particulier que les
signaux incidents sont décorrélés entre eux.

Cette hypothese peut étre mise en défaut, notamment lors de trajets multiples ou une
onde issue d’une méme source peut parvenir a un méme point d’observation par des chemins
différents en subissant diverse réflexions ou diffractions. Des techniques existent pour
décorréler artificiellement les signaux et utiliser malgre tout la méthode exposée.
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0] ExOG®]  Exx®] - Ex@x®]

Ebx®]  EXM] Ekx®] : Etx0]
[R.]=EXIIXT'|=| Elx®] Ex®]  EXO}  : Exox0)
Ex®)  Ex0] Exox®)] : ERGO]

(IV-2)

Cette matrice étant supposee non singuliére, elle possede N valeurs propres notées
A1..AN réelles et positives, et N vecteurs propres unitaires notés [V1]..[Vn]. Ces vecteurs propres
forment une base orthonormée de 1’espace de fonctions sur lequel est définie la matrice.

La matrice Rxx peut étre décomposée sur la base de vecteurs propres, et une des écritures
possibles donnée au chapitre 11 est la suivante :
N
[Rxx] = le[\/l][\/l ]H (IV_
i=1
3)

Dans cette décomposition en vecteurs propres, il existe K signaux incidents, avec K <

En I’absence de bruit et pour des signaux sinusoidaux, on peut montrer que la relation
(1V-3) possede K valeurs propres non nulles, et N-K valeurs propres nulles.

Si les valeurs propres sont rangées dans un ordre décroissant, les K premiéres valeurs
sont associées a K vecteurs propres Ces K vecteurs propres définissent la base d’un sous-espace
considéré comme I’espace « signal ».

On peut donc réécrire (IV-3) en le restreignant a 1’espace signal et en tronquant le
développement :

Rud= 2 AT (1v-)

D’autre part, si on considére que le niveau de bruit incident sur chaque antenne est
identique, on peut exprimer la matrice d’autocorrélation du bruit sous la forme :

Ru] =)= X [VIVT (V-5
i=1

On en déduit que la matrice d’autocorrélation du signal bruité s’écrit :
[Rud = SANIMT + 3 [V T (V-6
i=1 i=1
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N

[Ru]= (1 + VIV + & S IMIIVT (IV-7)

i=1 i=K+1

Cette derniére relation fait clairement apparaitre deux sous espaces :
- le premier constitué sur la base des K vecteurs propres associés aux K plus
grandes valeurs propres constitue le sous espace signal
- le second constitué sur la base des N-K vecteurs associés aux N-K plus faibles
valeurs propres constitue le sous espace bruit.

Les valeurs propres et les espaces associés sont représentes figure 1V-1,

A
Afro?

Aoto?

Ak+o?

AK+1 AN=0C?2

Sous espace signal Sous espace bruit
Figure VI-1 : Représentation des valeurs propres classées dans [’ordre décroissant

v

Plusieurs méthodes utilisent cette décomposition, et en particulier la méthode MUSIC
standard (Multiple Signal Classification) qui sera développée dans le prochain chapitre.

Il — Exemple de décomposition

En pratique, la matrice d’autocorrélation est estimée en prélevant des échantillons de
mesure sur chacun des capteurs.

En théorie, on peut construire cette matrice suivant la démarche donnée au chapitre
précédent.

On considere un réseau de 3 antennes régulierement espacées d’une distance égale a d
et deux signaux incidents sinusoidaux : le premier de pulsation o1 et d’amplitude 1, le second
de pulsation @, et d’amplitude 2.

Si on adopte pour chacun des signaux une origine des phases sur la premiére antenne,
les signaux recus en 1’absence de bruit par chaque antenne sont les suivants :

x,(t) = 1.8/ + 2. (1V-8)

Xz(t) — :Lefjkld Sin91ejm1t + 2.e7jk2d sin 92ejw2t (Iv_g)
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X3(t) — l.e—ijldsinGlejo)lt + 2.e—2jk2dsin62eju)2t (IV'lO)

Soit encore sous forme matricielle :

L . . .6
x,(t) | = | ekesine o 2kadsinG, I: . t} (Iv-11)
X ('[) - Akidsin6, @ Akadsin; 2.6™
3
[X] = [A] [S] (IV-12)

La matrice d’autocorrélation du signal délivré Rxx est construite a partir des matrices ci-
dessus par la relation :

[Rxd = [A] [Rss] [A]" (IV-13)

oU Rss désigne la matrice d’autocorrélation des signaux incidents :

R.]= Lo IV-14
ss_|:0 4:| ( - )

On obtient successivement :

1 1 L0 1 4
[A][Rss] _ e—jk1dsin61 e—jkzdsine2 |: 4:| _ e—jkldsinel 4.e—jk2dsin62 (lV-lS)
o Akidsing, @ 2kadsing, @ 2kdsinG; 4 @ AkadsinG,
1 4 jkqd sin 6. 2jkqd sin 6
H —jk,d sin @ —jk,dsin® 1 eJ e eJ o
[A]RG][A]' =] e g eiacnts R (IV-16)
e—2jk1dsin91 4 e—2jk2dsir1e2 . R
r 5 plkidsing 4 jkdsin, Zikdsing, | 4 o2ikodsinG,
[A][R ][A]H — | g lkdsin® | g o-ikedsind, 5 glkudsind, | 4 qikdsine,
ss . .
e—2jk1dsin61 + 4.e—2jk2dsine2 e—jkld'sine1 + 4.e—jkzdsin62 5
(1v-17)

Afin d’obtenir une matrice simple, nous faisons la choix suivants :

- La distance entre antenne d est choisie telle que kid = 27, et I’angle d’incidence
01 = 30°. Dans ces conditions, on a kid sin 01 = .

- L’angle d’incidence du deuxiéme signal est choisi tel que 62 = 0. Dans ces
conditions, on a kzd sin 62 = 0.
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La matrice d’autocorrélation en 1’absence de bruit prend alors la forme suivante :

5 3 5
[R,]=13 5 3 (IV-18)
5 3 5

Nous devons décomposer cette matrice en deux sous espaces : un sous espace signal et
un sous espace bruit.

Bien que la recherche des valeurs propres soit ici possible sans technique numérique (

15 +2\/§1 2, =15 —2\@ s=0),

on trouve A, = il est recommandé¢ d’utilisé un logiciel de

calcul (citons parmi les logiciels libres du moment SCILAB). On obtient immédiatement les
valeurs propres et les vecteurs propres correspondants :

M = 12,4244 A2 = 2,5756 A3=0 (1V-19)
0,6139 0,3508 %

[V,] = 0,4961 [V,]=| 08682 [V,]=| © (IV-20)
0,6139 0,3508 _ %

Les vecteurs [V1] et [V2] constituent une base du sous espace signal, tandis que le
vecteur [V3] est une base du sous espace bruit. On verra au chapitre suivant comment déterminer
I’angle d’arrivée a partir de la connaissance de ces vecteurs.

On note gque pour ces signaux non bruités, la valeur propre correspondant au sous espace
bruit est égale a 0.

Si on souhaite obtenir une matrice d’autocorrélation bruitée, de variance de bruit égale
a 1, il suffit d’ajouter 1 a chacun des termes de la diagonale de la matrice non bruitée (IV-18).

On obtient :
0] [6
[R,]=/3 5 3|+/0 1 0|=(3 6 3 (IV-21)
1| |5

La recherche des valeurs propres et vecteurs propres donne les résultats suivants :

A = 13,4244 A2 = 3,5756 Aa=1 (IV-22)
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0,6139 0,3508 L
2
[V,] =1 04961 [V,]=10,8682 [V,]=] © (IV-23)
0,6139 0,3508 -1
2

On note que I’introduction du bruit a une incidence sur chaque valeur propre qui a été
augmentée de 1 (voir figure 1V-1 avec o2 = 1), mais que cela n’a changé en rien les vecteurs
propres, ce qui était un résultat attendu puisque 1’angle d’incidence des signaux n’a pas varié¢
entre les deux simulations.
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V - La méthode MUSIC standard

MUSIC est un acronyme formé a partir des mots anglais : Multiple Signal Classification.
11 s’agit d’une méthode dite haute résolution de recherche des directions d’arrivée des ondes
électromagnétiques.

Cette méthode s’appuie sur la décomposition de I’espace des signaux délivrés en un
sous espace signal et un sous espace bruit.

En projetant une famille de vecteurs paramétrés par leur direction d’arrivée 0, pour 0
variant de — 90° a + 90°, sur le sous espace bruit, on ne retient que ceux dont la norme projetée
constitue un minimum relatif.

Cette famille de vecteurs est construite en supposant connue la structure du réseau
d’antennes qui est utilisé pour la détection des angles d’arrivée, et donc 1’état de phase relatif
des différents signaux sur chaque capteur.

Lorsque la matrice d’autocorrélation est connue, les différentes étapes qui conduisent a
la détection des angles d’arrivée sont les suivantes :

1 — Recherche des vecteurs propres et des valeurs propres de la matrice
d’autocorrélation.

2 — Classement de ces valeurs propres suivant les valeurs décroissantes et
identification des vecteurs propres associés aux valeurs propres les plus importantes : ces
vecteurs constituent une base du sous espace signal. Les vecteurs propres restant constituent
une base du sous espace bruit.

3 — Construction d’une famille de vecteurs paramétrée par I’angle d’arrivée
possédant un état de phase relatif théorique imposeé par la géometrie du réseau.

4 — projection de cette famille de vecteurs sur le sous espace bruit et
détermination des valeurs de la direction d’arrivée pour lesquelles on a un minimum relatif

Cette méthode s’adapte a priori a n’importe quelle structure de réseau. Des
simplifications peuvent étre apportees dans le cas de réseaux linéaires et régulierement espaces.

Exemple 1 :

On considére un réseau de trois antennes régulierement espacées d’une distance
égale a d et deux signaux sinusoidaux incidents dans les directions 01 et 02. Ces signaux ont
pour fréquences respectives fi et f.

La matrice d’autocorrélation obtenue est la suivante :
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6 3 5
[Ro]=]3 6 3 (V-1)
5 3 6

La recherche des valeurs propres et vecteurs propres donne les résultats suivants :

A = 13,4244 A2 = 3,5756 A3=1 (V-2)
0,6139 0,3508 %
[V,] = 0,4961 [V,]=0,8682 [V,]=] © (V-3)
0,6139 0,3508 _ 1L
2

Les vecteurs [V1] et [V2] constituent une base du sous espace signal, tandis que le
vecteur [V3] est une base du sous espace bruit.

Pour un réseau linéaire et régulierement espace, le signal détecté attendu sur chaque
élément du réseau est de la forme :

1
V(@)= e* (V-4)

e 2jo

Les vecteurs [V(a)] forment une famille de vecteurs dont les coordonnées dépendent de
la direction d’arrivée par I’intermédiaire du paramétre .. La norme de ce vecteur est constante

et ne dépend pas de a.: V(o) = [V(a) ] [V(@)] = 3

On projette ces vecteurs sur le sous espace bruit en utilisant la relation établie au chapitre
Il qui permet d’obtenir la norme projetée au carré (I’indice ses indique que la norme est calculée
sur la projection dans le sous espace bruit) :

2

|V(OL) |SEB = [V(OL) ]H[VS ] [Vs ]H[V(a) ] (V-5)

On obtient successivement :

1
| A2 |
V)Vv,]=ft e ] 0 |=-L(1-e* (V-6)
o & (1-e)
V2
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1
IVl | & o _ﬂ S v

]ll

V@)f, = V@ TV V(e)]= %( —e % J1-e¥)=1- cos2a) V-8)

Les valeurs de o qui minimisent cette norme au carré s’obtiennent sans représentation
graphique : on a immédiatement sur I’intervalle [0..27] :

o1 =0 et o02=T (V-9)
On en déduit les directions d’arrivée par les relations :

o, = kdsin(6,) =0 d’ou0; =0 (V-10)

a, = k,dsin(6,) =n (V-11)
Si la distance d entre éléments du réseau est telle que ka2 d = 2x, on obtient :

Sin(62) = %2 et donc 62 = 30° (V-12)

Exemple 2 :

On considere un réseau de cing antennes régulierement espacées d’une distance égale a
d et trois signaux sinusoidaux incidents dans les directions 61 , 62 et 6s. Ces sighaux sont
supposeés décorrélés.

On obtient la matrice d’autocorrélation bruitée ci-dessous :

6,2 -3643-057] -0467+14] 2178-021j -1,8-3527j
— 3,643+ 0,57j 6,5 -3643-057] -0467+14j  2178-0.21j
[R,]=| —0467-1,4] —3,643+0,57] 6,3 ~3,643-0,57] - 0,467 +1,4j
2,178 +0,21j  —0467-14j —3,643+0,57] 6,4 —3,643-0,57j
| -18+3527j  2178+021j  -0467-14j —3,643+057] 6,5
(V-13)

On détermine par logiciel les 5 valeurs propres :

A = 15,52 A2 = 10,34 A3 = 5,285 (V-14)
s =0,363 As = 0,395

Les 3 premiéres (A1, A2, A3 ) sont associées au sous espace signal, tandis que les 2
derniéres (A4, As ) sont associées au sous espace bruit.

Les vecteurs propres associés sont les suivants :
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[~ 0,393 - 0,282] ] (0,223 - 0,235 | [ 0,484 - 0,133] |
0,43 — 0,088 — 0,46 + 0,151 — 0,145 — 0,399]
[V,]=]-0114+0355)| [V,]= 0,565 [V,]=| - 0,358 + 0,047]
— 0,297 - 0,318] — 0,456 — 0,15 — 0,05 + 0,418]
049 | | 0,229 + 0,244j | | 0512
0,555 —0,188j | [—0,19+0,173j |
0,606 0,062 — 0,148]
[V,]=| 0421+0,059] | [V,]=]| 0454-0,158] (V-15)
0,065 — 0,009 0,634
| 0,104 - 0,306 | 0,465+ 0,244j |

Les vecteurs [V1], [V2] et [V3] constituent une base du sous espace signal, tandis que
les vecteurs [V4] et [Vs] constituent une base du sous espace bruit.

Pour un réseau linéaire et régulierement espacé, le signal détecté attendu sur chaque
élément du réseau est de la forme :

[V(o)] = | e (V-16)

Les vecteurs [V(a)] forment une famille de vecteurs dont les coordonnées dépendent de
la direction d’arrivée par I’intermédiaire du paramétre o et dont la norme ne dépend pas de a.

On peut trouver les directions d’arrivée en projetant ces vecteurs sur le sous espace
signal et en recherchant valeurs de o qui maximisent la norme de la projection, ou en projetant
ces vecteurs sur le sous espace bruit et en recherchant valeurs de o qui minimisent la norme de
la projection.

La solution la plus rapide est donnée par la base de projection qui contient le plus petit
nombre de vecteurs, en 1’occurrence sur cet exemple, il s’agit du sous espace bruit.

On projette donc ces vecteurs sur le sous espace bruit en utilisant la relation établie au
chapitre 1l qui permet d’obtenir la norme projetée au carré :

V@), = [V ]IV ITV)]+ V@ TV ]V T V)] (V-17)

SEB
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On obtient successivement :

[ 0,555 -0,188j |
0,606
V@T[V,]=f1 e e e e*] 0421+0059 (V-18)
0,065 — 0,009]
|- 0,104 — 0,306]

[V(o) ][V, ]= 0,555 — 0,188] + 0,606 cos o. + 0,606jsin o

+ 0,421 cos 2a. — 0,059 sin 2o + 0,421jsin 2o + 0,059j cos 2a

+ 0,065 cos 3a + 0,009 sin 3a + 0,065j sin 3. — 0,009j cos 3o

— 0,104 cos 4a. + 0,306 sin 4o, — 0,104jsin 4o, — 0,306j cos 4a (V-19)

[—0,19 + 0,173j |
0,062 — 0,148]
VTVv]=[t e e* " ] 0454-0158 (V-20)
0,634
| 0,465 + 0,244j |

[V(o) [V, ]= 0,19 + 0,173]

+ 0,062 cos a + 0,148sin o + 0,062jsin o — 0,148j cos a

+ 0,454 cos 2a. + 0,158 sin 2a + 0,454 sin 2o — 0,158 cos 2a.
+ 0,634 cos 3a + 0,634jsin 3a

(V-21)
+ 0,465 cos 4a. — 0,244 sin 4o + 0,465j sin 4a. + 0,244j cos 4a.

La norme au carre de la projection est obtenue en sommant la norme au carré du nombre
complexe obtenu en (V-18) et la norme au carré du nombre complexe obtenu en (V-20).

En tragant I’inverse de cette norme, soit la quantité qu’on trouve sous 1’appellation de
pseudo-spectre MUSIC P(a) :

V@ TV ][Ve ]“[V(oc)]+1 V@ VIV V()] (V-22)

P(a)

= 1 5
|V(a) |SEB

on repére tres simplement les valeurs de o qui correspondent a des maxima relatifs : voir figure
(V-1)
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2000 - 233°
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0 50 100 150 200 250 300 350

Figure V-1 : Inverse de la norme au carré de la projection sur le sous espace bruit de la famille
de vecteur [V(a)] en fonction de a.

Les maxima sont obtenus pour :
o1 = 90° oz = 156° o3 =233° ou a3 = -127° (V-23)
Si on suppose les signaux incidents décorrélés, mais de fréquences suffisamment

proches pour pouvoir considérer qu’on sensiblement a chaque fréquence (la distance entre
éléments du réseau est prise égale a d = A/2) :

_2n
kd_k

N>

=7 (V-24)

on obtient les directions d’arrivée par la relation :

o; = msin(B) (V-25)

soit donc :

sin(e) = % 01 = 30° (V-26)

sin(@,) = % = 0.866 0, = 60° (V-27)
i — _12_7 — = -45K° -

sin(9;) = — 35 = 0705 63=-45 (V-28)
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V1 - La méthode Root MUSIC

Cette méthode utilise, comme la précédente, la décomposition de 1’espace vectoriel
décrit par la matrice d’autocorrélation en deux sous espaces vectoriels : le sous espace bruit et
le sous espace signal.

La méthode précédente permet la recherche d’une direction d’arrivée dans un plan, mais
elle ne fait a priori aucune hypotheése sur les capteurs qui sont situés dans ce plan : ils peuvent
étre ou non équidistants, et pourraient méme ne pas étre alignés (pour cette derniére hypothese,
il faut les voir décalés « en hauteur »).

Pour un réseau de N antennes, et avec K signaux incidents, 1’espace signal est de
dimension K, et I’espace bruit de dimension N-K.

La projection de la famille de vecteurs de norme constante et dépendant de la direction
o sur le sous espace bruit s’exprime d’une manicre générale sous la forme :

V@) = > Ve VIMT V)] Vi)

i=K+1
ou les [Vi] sont les (N-K) vecteurs propres qui constituent une base du sous espace bruit.

Lorsque les antennes constituent un réseau linéaire dont tous les éléments sont
équidistants, on peut montrer que 1’expression (VI-1) se réduit a une expression polynomiale
fonction d’un variable complexe.

Dans cette hypothese, le vecteur [V(a)] attendu comme signal re¢u d’une direction o
prend une forme simplifi¢ (C’est celle que nous avons utilisée implicitement jusqu’a présent)
en prenant I’origine ou se situe le premier élément comme origine des phases :

1
e
[V(a)]=| e [V =1 e° e . eNtie]

(VI-2)

(N~

On peut utiliser 1’associativité du produit des matrices pour calculer séparément et
progressivement 1’expression (VI-1).

Le produit [Vi] [Vi]™ se présente sous la forme :
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\A (VA VAVERRRVAVA AN
V, VAV S VAVA V,,Vy
VIVE =V v v, Y VA E RVAVARR VARV VAVA
[ Vi | Ve Ve Ve - VA

(VI-3)

On calcule ensuite :

VA VAVERRRVAVA V,\Vy
VAV A VAVA V, Vi
NI\ - LU o) AVAVARRRVAVARRY: ViV
YAV VAV VALV Vi

(VI-4)

Les expressions de la matrice uniligne résultat étant trop longues, elles sont présentées
de la maniére suivante :

VTV =[vi v, v, . v] (VI-5)
avec :
V= Vi VRV 4 eIV e e NIV (VI-6)
vy, = V|1\Z + ejavg + erOLVi3V|2 + .+ e l)mquviz (VI-7)
Vs = V|1: + elavuzvus + €3V g™ l)mquva (VI-8)
Vy = ViV + VoV + 1Vl + eV (VI-9)
Il reste un dernier produit a effectuer par [V(a)] :
1
e
V@ITVIVITV@]=lv, v, v, . y] e™
e—(N—l)Joc

L J (VI-10)

VTV IV V(@] = v, + ve ™ +ve™ + o+ vye (e (VI-11)
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Cette somme peut étre exprimée en fonction des coordonnées des vecteurs propres [Vi]
et réorganisée de maniére a la faire apparaitre comme une somme d’exponentielles complexes
coefficientées que 1’on peut présenter sous la forme :

V2 + €V, + €3V, + ..+ e V)

+V, VL7 + V2 4+ eV 4, I A YAVA
+V, Ve =4 467NNV + V2 e + e(N-8llays \/
R
+V Ve M s + V2
(VI-12)

En effectuant la somme des termes colonne par colonne, on peut donner une écriture
condensée :

" y p=(N-1) p=(N-1)
V@IV V@] = > Ce™ = o2
o o (VI-13)
avec z = e et C,= > ViV, (VI-14)
p=m-n

Nous devons donc chercher a minimiser I’expression :

Vo, = 3 V@]V V)] - 2( Nlczpj z[;))( Z\/.m\/.n}zp]

i=K+1 i=K+1\ p=—(N-1) K+1 p=m-n

(VI-15)

Avec la méthode MUSIC standard, cette recherche de minimum est effectuée en
calculant explicitement 1I’expression (VI-15) ci-dessus pour chaque valeur de a.

Avec la méthode Root MUSIC, on va rechercher les zéros de 1’expression polynomiale
complexe (VI-15). Les zéros correspondants aux directions d’arrivée seront des racines doubles
dans le cas ideal, des racines « appariées » dans le cas de matrices d’autocorrélation bruitées de
maniere aléatoire.

Exemple 1

On considére un réseau de 3 capteurs avec 2 signaux incidents. La matrice de corrélation
est bruitée uniquement sur sa diagonale et avec une variance de bruit identique (o2 = 1).

6 — 0,606 +3,204]  — 4,266 + 0,964]
[R,.]=1| - 0,606 — 3,204 6 — 0,606 + 3,204 (VI-16)
— 4,266 —0,964] — 0,606 — 3,204j 6
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La recherche des valeurs propres et vecteurs propres donne les résultats suivants :

M = 13,15 A2 = 3,48 Aa=1 (VI-17)
— 0,597 + 0.044j 0,057 + 0,472 - 0,513 + 0,39
[V,]=] 0,02+0,532j [V,]=|- 0,553 - 0,491] [V,]=]-0,39 + 0,132]
0,599 0,476 — 0,644
(VI-18)

Les vecteurs [V1] et [V2] constituent une base du sous espace signal, tandis que le
vecteur [V3] est une base du sous espace bruit.

Pour un réseau linéaire et régulierement espacé, le signal détecté attendu sur chaque
élément du réseau est de la forme :

1
V()] =| e (VI-19)

e 2ja

Les vecteurs [V(a)] forment une famille de vecteurs dont les coordonnées dépendent de
la direction d’arrivée par I’intermédiaire du parameétre a.. La norme de ce vecteur est constante

et ne dépend pas de a.: V(o) = [V(e) ]'[V(@)] = 3

On projette ces vecteurs sur le sous espace bruit en utilisant la relation établie au chapitre
Il qui permet d’obtenir la norme projetée au carré (I’indice seg indique que la norme au carré
est calculée sur la projection dans le sous espace bruit) :

2

V(@) = [V TV ]V V()] (VI-20)

On calcule successivement :

Vig
[V(a) ]H[Vs]: [1 e era] Vo | = Vis + steja + Vssera (VI-21)
V33
[V3 ]H[V(a)]: [V(a) ]H[Va] = Vi + steja + V3362ja = \713 + V_zae_ja + V_:«sse_zm (VI-22)
V) TV IV FIVA) |= (Vs + Vg + Vg [V, + Vg + Vg2 (VI-23)

soit encore en posant : z = e/* :

2
SEB

V@) = V@ TV IV HIV(@) ]= (Vs + Vioz + Vi Vi + Vo2 + V2 2)
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(VI-24)

2
SEB

|V(a)| = \/13\7332_2 + (Vls\z. + V23V_33 )Z_l + (\/13\713 + Vza\Tza + \/33\733)+

— — —, (VI-25)
(V23\/13 + V33V23> + V33\/13Z
On obtient le polyndme en z recherché en multipliant cette derniere expression par z2 :

I EAVAVARE (VAVAFRVAVAS SN (VAVAFRVAVANR VAV RN (VAVANRRVAVA SRR VAVIFS
(VI1-26)

P(z) = (0,33 -0,251j) + (- 0,4 + 0,135j z + z* + (— 0,4 — 0,135j )* + (0,33 + 0,251 k*
(VI-27)

Les racines doubles de 1’équation P(z) = 0 sont données par logiciel, et on obtient :

71 5 et 2, = -0,605-0,796] (VI1-28)
Les arguments de ces racines sont respectivement :

o = 7/2 et 0p=232,7°=-127,3° (VI-29)
On en déduit les angles 01 et 02 d’arrivée par les relations :

ou = kd sin(01) et o2 = kd sin(62) (VI1-30)
Si les éléments sont distants de A/2, ona kd == :

01 = 30° et 0y=-45° (VI-31)

Exemple 2

Nous reprenons I’exemple du chapitre précédent, en n’indiquant plus que les grandes
lignes du calcul. Cet exemple concerne une structure de 5 capteurs, avec 3 signaux incidents.
La matrice d’autocorrélation obtenue est la suivante :

6,2 ~3643-057j] -0467+14j  2178-021j  -1,8-3,527j ]
— 3,643 + 0,57] 6.5 ~3643-057j —0467+14j  2178-0,21j
[R.]=| -0467-14j -3643+057j 6.3 ~3643-057] - 0,467 +1,4j
2178+021j  —0467-14] - 3,643+ 0,57] 6,4 — 3,643 - 0,57
| -18+3527)  2178+021j  —0467-14] —3,643+057 65 |
(VI-32)

On détermine par logiciel les 5 valeurs propres :

A1 =15,52 A2 =10,34 A3 =5,285 (VI-33)
A4 =0,363 As = 0,395
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Les 3 premiéres (A1, A2, A3 ) sont associées au sous espace signal, tandis que les 2
derniéres (A4, As ) sont associées au sous espace bruit.

Les vecteurs propres associés sont les suivants :

[~ 0,393 - 0,282] ] (0,223 - 0,235 | [ 0,484 - 0,133] |
0,43 — 0,088 — 0,46 + 0,151 — 0,145 — 0,399]
[V,]=]-0114+0355)| [V,]= 0,565 [V,]=| - 0,358 + 0,047
— 0,297 - 0,318] — 0,456 — 0,15 — 0,05 + 0,418]
0496 | | 0,229 + 0,244j | | 0512
0,555 —0,188j | [—0,19+0,173j |
0,606 0,062 — 0,148j
[V,]=| 0421+0,059] | [V,]=]| 0454-0,158] (VI-34)
0,065 — 0,009 0,634
| 0,104 - 0,306 | 0,465+ 0,244j |

Les vecteurs [V1], [V2] et [V3] constituent une base du sous espace signal, tandis que
les vecteurs [V4] et [Vs] constituent une base du sous espace bruit.

Pour un réseau linéaire et régulierement espacé, le signal détecté attendu sur chaque
élément du réseau est de la forme :

[V(a)] = | e (V1-35)

On projette cette famille de vecteurs sur le sous espace bruit en utilisant la relation
établie au chapitre 11 qui permet d’obtenir la norme projetée au carré :

2

V(@) = [V TV VL V() ]+ [V TV ][V T V()] (VI-36)

et nous formons le polyndme P(z) associé, en décomposant suivant chaque vecteur de la base
du sous espace bruit :
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PA(Z) = \/14\21 + (\/14% + V24\Zt)z + (\/14\E + V24V_44 + V34V_54 )ZZ +

V14V24 + V24V34 + V34V44 + V44V54 )Z3 + (V14V14 + V24V24 + V34V34 + V44V44 + V54V54 )Z4 +

(\/14\2 + V24\Zt + V34\Zt + V44\E )15 + (\/14\/_34 + V24\Z1 + V34\E)Z6 +
(

ViV + Voo, T+ VLV 2
(VI1-37)

P(z) = Pa(z) + Ps(2) (VI1-38)
Le polynéme (V1-38) obtenu par logiciel est le suivant :

P(z) = (- 0,046 + 0,316j) + (— 0,153 + 0,204j lz + (0,298 — 0,213] }¢* + (1,211 — 0,451 )¢°

+2,001z* + (1,211 + 0,451j ¢° + (0,298 + 0,213j )z° + (— 0,153 — 0,204j " + (— 0,046 + 0,316 }z*
(V1-39)

Les 12 racines complexes de (V1-39) sont données ci-dessous :

Z1 = 0,005 + 1,018]

Z5 = 0,005 + 0,982]

Z3=-0,927 + 0,416]

Z4=- 0,897 + 0,403] (VI1-40)
Zs = - 0,608 — 0,801]

Zs = - 0,601 — 0,792j

Z7=0,479 - 0,174

Zs=1,843 0,67

On remarque que pour une matrice d’autocorrélation bruitée, les racines doubles ne sont
pas rigoureusement identiques. On peut penser qu’on minimise 1’incertitude en prenant la
moyenne de ces deux racines, ce qui conduit a la prise en compte des racines suivantes :

R, = # ~ 0,005 + | (VI-41)
R, =& “; Zs _ 0,912 + 0,409] (VI-42)
R, = % ; Zs _ _0,604 — 0,796 (V1-43)

dont les arguments respectifs sont :
o1 = 90° o2 = 156° o3 = 233° (VI-44)

Ce sont les résultats obtenus au chapitre précédent.
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V11 - La méthode ESPRIT

ESPRIT est un acronyme formé a partir des initiales de I’expression anglaise :
Estimation of Signal Parameters via Rotationnal Invariance Techniques.

Cette méthode de détection des angles d’arrivée ne s’applique qu’a des réseaux qui sont
invariants par translation. En dimension 1, il s’agit essentiellement de réseaux linéaires et
réguliérement espacés.

D’un point de vue mathématique, on montre que cette propriété induit une invariance
rotationnelle de la structure du sous espace signal que nous allons détailler plus avant.

Soit un réseau linéaire de N éléments réguliérement espacés. L ’invariance de translation
peut s’appliquer a priori a un sous réseau de n’importe quelle dimension dont les éléments sont
adjacents. La solution optimum consiste a considérer un sous réseau R1 de (N-1) éléments

construit a partir du premier élément, et un sous réseau R2 construit a partir de R1 par translation
d’une longueur égale a la distance entre éléments (Figure VII-1).

Sous réseau R2

7YY 7

Sous réseau R1

Figure VII-1 : représentation du réseau complet de N éléments, et des deux sous réseaux dont
le second est obtenu par translation du premier.

Si on considére K signaux incidents, et en reprenant les notations des chapitres
précédents, les signaux délivrés par le sous réseau R1 composé des (N-1) premiers éléments
s’expriment sous la forme :

x,(t) = s,(t)e™ + s,(t)e'™2 + s,(t)e!® + ........ + 5, (1)’ + ny(t) (VII-1)
X,(t) = s ()’ +s,(t)e'2 + sy(t)e= +........ + 5, (e + nyt) (V1I-2)
X,(t) = s ()&’ + s ()2 + s () +........ + 5, (e’ + ny(t) (VII-3)
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Xy o(f) = s, + s ()™ + s ()™ 4+ ... +5, (e’ 1 n (1) (V11-4)

Cette écriture peut étre condensée sous forme sommative, pour i variantde 1 a N-1 :
k=K .

X(t) = D s(t)e™ +ny(t) (VII-5)
k=1

On peut également adopter une écriture matricielle et la matrice des signaux delivrés est
liee a la matrice des signaux incidents par la relation suivante :

Xl(t) ei¢11 ej¢12 ej¢13 . ei¢1|< Sl(t) nl(t)
Xz(t) it gltz pltzs . pltac Sz(t) nz(t)
X(t) |=| el AL altx it s,(t) |+] nyt) (V11-6)
Xy 71(t) ej¢(N Y ej¢(N _1pe ej¢(N 13 . ej(N _K SK(t) n, —1(t)
soit encore :
[Xd =[A] [S] + [M1] (VII-7)

Cette écriture matricielle peut étre reproduite pour le réseau R2, en ne considérant que
les (N-1) derniers signaux :

Xz(t) ei¢z1 ei¢zz ej¢23 3 ei¢2K Sl(t) nz(t)
X3(t) ej¢31 ej¢32 ej¢33 N ej‘bsK Sz(t) ns(t)
X4(t) — ej¢41 ej¢42 ej¢43 iy ej¢4K Ss(t) + n4(t) (V| |_8)
XN(t) ej¢N1 ei‘sz ej¢N3 N ejNK SK(t) nN(t)
soit encore :
[X2] = [A2] [S] + [n2] (V1-9)

Dans I’hypothese d’un réseau linéaire, avec des €léments régulierement espacés, et en
prenant pour origine des phases le premier élément, les matrices de réseau [A1] et [A2] ont la
forme particuliére suivante :

51



Patrick Vaudon — Introduction aux méthodes haute résolution de détection des angles d’arrivée

1 1 1 1
ejal ejaz eja:i ejuK
[A]=] e e e e (VI1-10)
eMN-2ias  GN-2jo;  o(N-2)jog o(N-ja
ejal ej[xz ejo‘3 ejaK
eral ertxz era3 er(xK
[ Az] = | gdm 3% dica 3ok (V11-11)
eMN-Dies  gN-Diy  o(N-Djog (N -Dioxe
et ces deux matrices sont liées par la relation :
e 0 0 0
0 el 0
[A]=[All o 0 e 0 |=[A]l] (VII-12)
0 0 0 glx
En résumé, on peut écrire pour le réseau global, la relation établie dans les chapitres
précédents :
[X]=[A] [S] + [n] (VII-13)
et pour chacun des sous réseaux R1 et Rz :
[Xa] = [Aa] [S] + [n1] [X2] = [A2] [S] + [n2] (V1I-14)
avec [A2] = [Ad] [D] (V1I-15)

et ou les matrices indicées par 1 sont déduites des matrices globales par suppression de la
derniére ligne, et les matrices indicées 2 sont déduites des matrices globales par suppression de
la premiere ligne.

Il est naturel de penser que les sous espaces signaux [E1] et [E2] déduits de [X1] et [X2]

ne sont pas indépendants. A partir des relations (V11-14,15), on peut montrer qu’il existe une
matrice [T] qui établit leur relation de la maniere suivante :

[E2] [T] = [Ea] [T] [@] (VI1I-16)
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On déduit qu’il existe entre les matrices des deux sous espaces signaux E1 et E> la
relation ci-dessous :

[E2] = [Ed] [T] [®] [T]"= [Ed] [¥] (VII-17)
avec .
[¥]=[T] [®] [T]* (VI1-18)

ou de maniere équivalente :
[@]= [T]* [¥][T] (V11-19)

Un théoréme classique de ’algebre linéaire sur la diagonalisation des matrices indique
alors que les valeurs propres de [¥] sont les éléments diagonaux de [®], et que les colonnes de
[T] sont les vecteurs propres de [V].

L’objectif d’une méthode de détection des angles d’arrivée est la connaissance de la
matrice [®], car elle contient & travers sa diagonale les informations sur la direction de
provenance de chacun des K signaux incidents.

La donnée du probléme est la matrice d’autocorrélation du réseau complet, de laquelle
on peut déduire les sous espaces signaux, et donc les matrices [E1] et [E2].

Des deux matrices [E1] et [E2], on construit la matrice [W] suivant la relation (V11-17).

Les valeurs propres de la matrice [\¥] constituent les éléments diagonaux de la matrice
[@], c’est a dire I’information recherchée.

Dans cette démarche, 1’étape délicate est I’obtention de la matrice [\V] qui doit vérifier
la relation :

[Ez] = [Ed] [¥] (VI11-20)

Les matrices [E1] et [E2] sont de dimensions (N-1,K) et la matrice [\V'] est de dimension
(K,K). Cette matrice comporte K2 termes a déterminer, et on dispose pour cela de (N-1).K
équations. D¢s I’instant ou (N-1) > K, il y a plus d’équations que d’inconnues, et le systéme est
le plus souvent sans solution.

On recherche alors la matrice [\W] qui satisfait au mieux le systéme a 1’aide d’un critére
qui est en général celui des moindres carrés, mais il faut garder a I’esprit qu’il ne s’agit que
d’une solution approchée qui dépend de la méthode d’optimisation utilisée.

Exemple 1 :
Nous revenons sur un exemple donné au chapitre précedent :

On consideére un réseau de 3 capteurs avec 2 signaux incidents. La matrice de corrélation
est bruitée uniquement sur sa diagonale et avec une variance de bruit identique (o2 = 1).
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6 — 0,606 +3,204]  — 4,266 + 0,964]
[R,, ] =1 - 0,606 — 3,204 6 — 0,606 + 3,204 (VII-21)
— 4,266 —0,964] — 0,606 — 3,204] 6

La recherche des valeurs propres et vecteurs propres donne les résultats suivants :

A = 13,15 A2 = 3,48 As=1 (V11-22)
— 0,597 + 0.044j 0,057 + 0,472 - 0,513 + 0,39
[V,]=] 0,02+ 0,532 [V,]=|- 0,553 - 0,491] [V,]=]-0,39 + 0,132]
0,599 0,476 — 0,644
(V11-23)

Les vecteurs [V1] et [V2] constituent une base du sous espace signal, tandis que le
vecteur [V3] est une base du sous espace bruit.

Nous formons les sous espaces signaux Ei et E sur les bases [E1] et [E2] obtenues en

amputant les vecteurs [V1] et [V2] respectivement de leur premiére ligne et de leur derniere
ligne :

~ 05597 +0,044] 0,057 + 0,472j
[E,]= . _ (VI1-24)
0,02+0532j  —0,553— 0,49]
0,02+0,532j — 0,553 - 0,491]
[E,]= (V11-25)
0,599 0,476

Nous recherchons la matrice [\V] telle que [E2] = [E1] [W]. Le logiciel Scilab permet la
recherche générale d’une telle matrice en utilisant I’approximation par les moindres carrés. Il
fournit le résultat suivant :

—-0,011-0,97j 0,231+ 0,44j
[¥]= . _ (VI1-26)
—0,106 + 0,049] —0,596 + 0,766j
dont les valeurs propres sont :
M =-] A2 =-0,606 + 0,795j (VN-27)
et les vecteurs propres :
0,998 0,178 — 0,186j
[u.]= . [U.]= (VI1-28)
— 0,043 — 0,045j 0,966

Les arguments des valeurs propres A1 et A sont respectivement :
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¢1=-m/2 et d2 =-232,7°=127,3° (V1-29)
On en déduit les angles 01 et 0, d’arrivée par les relations :
¢1 = - kd sin(61) et d2 = - kd sin(62) (V1-30)

Si les éléments sont distants de A/2, on a kd = =& et les directions d’arrivée sont les
suivantes :

01 =30° et 02 = - 45° (V1-31)

Nous disposons de tous les éléments pour construire les différentes matrices présentées
dans la démonstration de la méthode ESPRIT.

Les matrices [A1] et [A2] sont données par :

Holeit el || —j —0,606 + 0,795

el el -j —0,606 +0,795j
(A ]=], = _ (VI1-33)
eh A% -1 -0,266 — 0,964
La matrice de passage [T] est constituée par les vecteurs propres [U1] et [U2] :
0,998 0,178 — 0,186j
[T]= . (VI1-34)
— 0,043 - 0,045j 0,966
et permet la veérification des relations :
T = S |- le] (Vii-35)
0 — 0,606 + 0,795j

Exemple 2 :

Nous revenons a nouveau sur un exemple examiné dans les deux chapitres précédents :

Cet exemple concerne une structure de 5 capteurs, avec 3 signaux incidents. La matrice
d’autocorrélation obtenue est la suivante :

6,2 ~3643-057j -0467+14j  2178-021j  -1,8—3527j ]
— 3,643 + 0,57 6,5 —-3643-057] —0467+14j  2178-0,21j
[R,]=| -0467-14j —3,643+ 0,57 6,3 —-3643-0,57j —0,467 +14j
2178+021j  -0467-14j —3,643+ 0,57 6,4 — 3,643 — 0,57
| -18+3527j  2178+021j  —-0467-14j —3,643+0,57] 6,5 |
(VI1-36)
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On détermine par logiciel les 5 valeurs propres :

A1 =15,52 A2 =10,34 A3 =5,285 (VI1-37)
A4 =0,363 As =0,395

Les 3 premiéres (A1, A2, A3 ) sont associées au sous espace signal, tandis que les 2
derniéres (A4, As ) sont associées au sous espace bruit.

Les vecteurs propres associés sont les suivants :

[~ 0,393 - 0,282] ] (0,223 - 0,235 | [ 0,484 - 0,133] |
0,43 — 0,088 — 0,46 + 0,151 — 0,145 — 0,399]
[V,]=]-0114+0355)| [V,]= 0,565 [V,]=| - 0,358 + 0,047
— 0,297 - 0,318] — 0,456 — 0,15 — 0,05 + 0,418]
0496 | | 0,229 + 0,244j | | 0512
0,555 —0,188j | [— 0,19+ 0,173j |
0,606 0,062 — 0,148j
[V,]=| 0421+0,059] | [V,]=]| 0454-0,158] (V11-38)
0,065 — 0,009 0,634
| 0,104 - 0,306 | 0,465+ 0,244j |

Nous formons les sous espaces signaux E; et Ez sur les bases [Ei] et [E2] obtenues en
amputant les vecteurs [V1] [V2] et [V3] respectivement de leur premiere ligne et de leur derniére
ligne :

[-0,393-0282] 0223-0235]  0,484—0133j |
043-0,088f —-046+0151j —0,145— 0,39]
[E,]= . _ (VI11-39)

— 0,114 + 0,355] 0,565 _ 0,358 + 0,047
|-0,297-0318f -0456-0,15 —0,05+0,418j |

[ 0,43-0,088j - 0,46 + 0,151 —0,145-0,399j |
- 0,114 + 0,355j 0,565 — 0,358 + 0,047]
[E,]= : _ _ (VI1-40)
-0,297 -0,318) -0,456—-0,15) - 0,05 + 0,418;
i 0,496 0,229 + 0,244j 0,512 |

Nous recherchons la matrice [\V] telle que [E2] = [E1] [\]. Le logiciel Scilab permet la
recherche générale d’une telle matrice en utilisant 1’approximation par les moindres carrés. Il
fournit le résultat suivant :
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~0617+0,77j  0,208-0,141j  — 0,017 — 0,005
[¥]=|-0163-0,008] -0,895-0,392j - 0,167 + 0,146] (VI1-41)
0,012 +0,016j - 0,095+ 0,033j — 0,013 — 0,987]

dont les valeurs propres sont :

A1 =- 0,607 + 0,801j A2 =-0,923 - 0,413j A3=0,005-0,997] (VII-42)

et les vecteurs propres :

0,991 0,068 + 0,188 — 0,024 - 0,022]
[U,]=| - 0,037 + 0,126 [U,]= 0,975 [U,] =] -0,198 + 0,03
— 0,001 - 0,006j 0,092 + 0,019 0,979
(V11-43)

Les arguments des valeurs propres A1, A2 et A3 sont respectivement :

¢1 = - 232,85° ¢2 = 204,11° ¢3 =-90° (VI1I-44)
On en déduit les angles 01, 62 et 63 d’arrivée par les relations :

¢1 = - kd sin(0y) d2 = - kd sin(62) ¢3 = - kd sin(63) (VI11-45)

Si les éléments sont distants de A/2, on a kd = = et les directions d’arrivées sont les
suivantes :

01 = - 45° 62 = 60° 03 = 30° (V11-46)

La matrice de passage [T] est constituée par les vecteurs propres [U1] [U2].et [U3] :

0.991 0,068 + 0,188)  — 0,024 — 0,022
[T]=1|-0,037 + 0,126 0,975 — 0,198 + 0,03 (VI11-47)
—0,001-0,006j 0,092 + 0,019 0,979

et permet la verification de la relation :

— 0,607 + 0,801j 0 0
j
[TI[¥][T]= 0 — 0,923 - 0,413j 0 = [@](V11-48)
0 0 0,005 — 0,997j
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