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New analytical results on the lateral shift due
to atmospheric refraction

Nouveaux resultats analytiques sur le décalage latéral di a la
réfraction atmosphérique

Luc Dettwiller @

& Université Jean Monnet Saint-Etienne, CNRS, Institut d Optique Graduate School,
Laboratoire Hubert Curien UMR 5516, F-42023, SAINT-ETIENNE, France

E-mail: dettwiller.luc@gmail.com

Abstract. Our two analytical methods of studying the total lateral shift A_ related to

astronomical refraction, described in our article [1], are carrying new and unprecedented
results, which we presented at the seminar that we gave at ONERA (Palaiseau), 12-16-
2024. On the one hand, the detailed exploitation of the Bouguer invariant allows us to

show, with numerical values in support, how to give a development of A_, within the
astronomical horizon, at order 2 (relative to the apparent height) in relation to the

asymmetry of the image of the setting sun — and diagnose non-standard cases of it that go
visually unnoticed. On the other hand, the exploitation of the quadrature governing the

light rays in a continuous medium with spherical symmetry allows us to develop A_
according to the air refractivity, not only at order 1 as in [1], but at order 2 (which allows
to better highlight the questions of mathematical methodology), and thus obtain a new
approximate expression of A_, more efficient. We show that it accounts very well

numerically (up to and including the zenith distance of 75° ) for non-linearity of A asa
function of pressure, as shown by [2] but left unexplained; we take advantage of this to

predict the effects, on previous results, of the violation of the Gladstone-Dale rule
(paradoxically more important than those of the violation of the ideal gases law); we also

analyze the small variation (null, according to Rayleigh) of A with temperature, and
show that there is an unexplained residue which remains mysterious because it is

probably not due to order 3. We also obtain an original integral formula, and its series
expansion, for the lateral shift due to the propagation through a supposedly stratified

atmosphere. Finally, we study quantitatively the effect, on A_, of the presence of an

inversion layer above the observer, and recall (through a historical model) that it can
cause critical phenomena to appear which may exalt chromatic dispersion for A_,

compared to its standard dispersion on the astronomical horizon.

Key words. Astronomical refraction, ray curvature, lateral shift, Biot’s theorem, local
vertical angular magnification, image flattening, distortion coefficient, asymmetry, non-
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linear variation of the lateral shift as a function of pressure / temperature, shift in a
stratified atmosphere, effect of an inversion layer, optical duct, exaltation of chromatic
dispersion.

Résume. Nos deux méthodes d’étude analytique du décalage latéral total A lié a la

réfraction astronomique, exposées dans notre article [1], sont porteuses de nouveaux
résultats inédits, que nous avons présentés a I’occasion du séminaire que nous avons
donné a ’ONERA (Palaiseau) le 16 / 12 / 2024. D’une part, I’exploitation approfondie
de I’invariant de BOUGUER nous permet de montrer, valeurs numériques a 1’appui,

comment donner un développement de A_ au voisinage de 1’horizon astronomique a
I’ordre 2 (par rapport a la hauteur apparente) en lien avec I’asymétrie de I’image du Soleil

couchant — et diagnostiquer des cas non-standard de celle-ci qui passent visuellement
inapercus. D’autre part, I’exploitation de la quadrature régissant les rayons lumineux dans

un milieu continu & symétrie sphérique nous permet de développer A_ en fonction de la
réfractivité, non seulement a 1’ordre 1 comme dans [1], mais a I’ordre 2 (ce qui permet
de mieux mettre en évidence les questions de méthodologie mathématique), et d’obtenir
ainsi une nouvelle expression approchée de A_, plus performante. Nous montrons

qu’elle rend trés bien compte numériquement (jusqu’a la distance zénithale 75° inclus)
de lanon-linéarité de A_ en fonction de la pression, mise en évidence par [2] mais laissée
inexpliquée ; nous en profitons pour prédire les effets, sur les résultats précédents, de la

violation de la loi de GLADSTONE-DALE (paradoxalement plus importants que ceux de la
violation de la loi des gaz parfaits) ; nous analysons aussi la petite variation (nulle selon

RAYLEIGH) de A avec la température, et montrons qu’il subsiste un résidu inexpliqué
qui reste mystérieux car il n’est vraisemblablement pas da a ’ordre 3. Nous obtenons

aussi une formule intégrale inédite, et son développement en série, pour le décalage latéral
a la traversée d’une atmosphére supposée stratifiée. Enfin, nous étudions

quantitativement I’effet, sur A_, de la présence d’une couche d’inversion au-dessus de
I’observateur, et rappelons (grace a un modele historique) qu’elle peut faire apparaitre
des phénomenes critiques susceptibles d’exalter la dispersion chromatique pour A_ , par

rapport a sa dispersion standard sur 1’horizon astronomique.

Mots clés. Réfraction astronomique, courbure des rayons, décalage latéral, théoréme de
Biot, grandissement angulaire vertical local, accourcissement, coefficient de distorsion,
asymétrie, variation non-linéaire du décalage en fonction de la pression / de la
température, décalage latéral dans une atmosphére stratifiée, effet d’une couche
d’inversion, chenal optique, exaltation de la dispersion chromatique.



Nouveaux resultats analytiques sur le décalage
latéral da a la réfraction atmosphérique

« The purpose of calculus is insight, not numbers » Richard W. HAMMING (1915-1998, Prix Turing 1968)
Insight allows diagnoses and makes it possible to perceive mysteries...
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Atmospheric refraction modifies the apparent position of objects in the sky, and also produces a progressive lateral
shift of the light rays received from these objects; in the case of a spherically symmetric atmosphere, for the first
time, this shift has been numerically studied in 2022, and different analytical esti have been compared (by
Labriji ez 2l.) for the total shift. This topic is important for the reconstruction of meteor trajectories, for the analysis
of wavefront sensing in adaptative optics, etc. Always in the case of a spherically symmetric atmosphere, we show

two other analytical methods to study this lateral shift, and to be able to estimate it analytically in the difficult
case when the celestial object is seen near the astronomical horizon. One of these methods allows us to deduce an
estimator, not only of the total shift, but also of the shift of any point of the ray. We compare properties of the total
lateral shift and of the refraction angle, and also the chromatism of the total lateral shift to the chromatism of the air
refractivity, for rays coming from an object seen either high enough above the astronomical horizon, or on it. In this
latter case, our first method shows departures from proportionality between the chromatisms of the air refractivity,
of theastronomical refraction angle, and, even more, of the total lateral shift. © 2024 Optica Publishing Group

https://doi.org/10.1364/JOSAA.522962

Réimpression d’un extrait de [1, p. 1310] — avec la permission de © Optical Society of America

Motivations de l'article [1]

e Explorer deux méthodes, jusqu’ici inexploitées pour étudier ce qui fait 1’objet de
Iarticle [2] : le décalage latéral A(r,Z’, /), dans une atmosphére a symétrie sphérique’
de centre C avec un « profil » de masse volumique r — p(r) et un observateur S, recevant
un rayon lumineux issu de I’infini — 4, désignant la longueur d’onde dans le vide, et
Z' la distance zénithale apparente.

e Chercher des résultats supplémentaires auxquels ces méthodes donnent acces.

But du séminaire donné a ’ONERA le 16/ 12/ 2024
En ajoutant d’autres discussions ou résultats (par ex., une meilleure formule d’approximation
du décalage « total ») a ceux déja publiés [1,2], s’entrainer sur ces deux méthodes alternatives :
1. la premiére, fondee sur I’interprétation geomeétrique de I’invariant de BOUGUER en terme
de paramétre d’impact D(4,) =ng(4,) r;SinZ’ —ou ng (4,) désigne I’indice de réfraction
de I’airau niveau de S, et r, :=SC (le symbole := indique une définition ou une notation —
une table des autres notations est mise dans les pages finales) ;
2. laseconde, fondée sur I’utilisation d’une quadrature, développée a 1’ordre 1 (voire 2) par
rapport au « profil » de réfractivité r — #(r, 4,) de I’air.

! (et non plus seulement une atmosphére stratifiée, a laquelle on se restreignait de 1893 [3] a 2006 [4] pour cette
étude, excepté en 1968 [5])
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Pour ce séminaire, on se limite a I’étude détaillée du décalage total® (i.e. pour I’intégralité
du rayon lumineux venant de I’infini jusqu’a S), donc a A(w,Z’,4))=A_(Z', 4,) — lareférence

pour ce décalage étant la demi-droite qui serait le trajet du rayon arrivant sur S en I’absence
d’atmosphere [1].

Une bonne partie de la démarche suivie par les articles [1-5] repose sur cinq hypotheses
classiques, dont :

a) la loi empirique de GLADSTONE-DALE qui dit que, & (M, 4, ) fixé (o0 M désigne un point
quelconque de I’atmosphére), #/u = C n’est fonction que de 4, et de la composition

du gaz (ici, ’air) qui peut varier® avec M dans le cas d’une atmosphére pas bien
mélangee (voir la note 11, p. 11) et la date (que nous omettrons dans les notations dés
maintenant), donc

n(T(M), POM), M, g ) = C(M, Jo) u(T(M), P(M), M )
ou T(M) et P(M) désignent respectivement la température absolue et la pression
dans I’atmosphére au point M avec lequel la composition de 1’air varie ;

b) I’équilibre hydrostatique (au moins vertical), qui donne
W(T(z),P(z),2') 9(z)=—(dP/dz’)(z') V¥ z':=r—r, donc la hauteur réduite

1 % 1 © CdP
Hys ) = 4" s'éerit Hy () = ——— [~ 9P
o=, o e seerit Hus o) = v )=

ou 7, et C, sont les valeurs de net C en S, alors que les 3 grandeurs qui interviennent
s s n

sous I’intégrale varient avec z'), et, de plus, I’altitude relative du barycentre B de 1’air
au-dessus de S et pondéré par 7 s’écrit

CzdP CdP
Bs(zo)—zndz/jndz— /Jgd,

Ao ) o /Lsgs 155 P‘“'];

c) le caractéere uniformément parfait du gaz, qui donne

(i)

vz P(Z)/u(z)=RT(z)/M,(z") - ol R désigne la constante* des gaz parfaits,

et M, lamasse molaire — donc Hls(zo):—l cd (HRT)d .
CS(jO)/uS 0 g dZ

d) le caractére bien mélangé de I’atmosphére, qui donne

2, C(2\4g) = Cs () ot M, (2) =M,

a

2 (et algébrique : positif si le rayon lumineux tourne sa concavité partout vers le bas, négatif dans le cas opposé)

3 C est donc une constante de type A — selon J.-M. LEVY-LEBLOND, « The Importance of Being (a) Constant »,
Problems in the Foundation of Physics, Proceedings of the International School of Physics Enrico Fermi 72,
North-Holland (Amsterdam, 1979) — car elle est spécifique, i.e. elle ne décrit les propriétés que d’un systéme
particulier.

4 depuis 2019, de type D car R est devenu une constante de référence — i.e., dont la valeur numérique est fixée par
une convention de coordination entre les définitions de diverses unités.



e) le caractére uniforme de g, qui donne g(z') = g, pour |z'|<<r; (sachant qu’il en est de
méme pour la hauteur effective de I’atmosphére) ; des hypothéses (a)-(e) on déduit

P RT 2 ,
H, = P _ R etHBs:jpdz'/ps (i)
0

hsOs M, 0

qui ne dépendent pas de /,, et cette derniere expression de H,, présente I’avantage

de ne comporter qu’une seule intégrale ; on voit aussi que le facteur principal
neH,s =Cs P /gs de A estproportionnel a Py et ne dépend pas de T;.

Cependant, ces cing hypotheses ne sont pas requises a chaque stade de notre étude ; quand cela
est intéressant, nous signalerons les endroits ou certaines d’entre elles sont inutiles.

1. Utilisation de l'invariant de BOUGUER (1729)

Réimpression a partir de [1, p. 1311] — avec la permission de © Optical Society of America —
concernant A_(Z', 4,)

I # Direction of the
asymptote of (R)

Fig. 1. Geometric interpretation (D) of the Bouguer invariant of
the light ray (R)—arriving on the observer S from the point at infinity
A (of true zenith distance Z)—and its use to express Ay, the total
lateral shift of (R) from the rectilinear path (SA4) that it would have
in the vacuum. This shift, very exaggerated here for the clarity of the
figure, is due to the inhomogeneity of the atmosphere, assumed to have
spherical symmetry of center C. The asymptote of (R) is represented by
afine dotted line, and is pointed to the right.

as a function of parameters ng, 75, and of the only variable /7,
thanks to [5]

Apo = [715 sin Z' — sin (Z’ + XS)] rs. (3)

Because of this relationship, some of the properties of x5 also
apply to Ags (for example, see our Subsection 3.C), with some
nuances eventually (see Subsections 2.B, 2.C, and 3.B).

Illustrons des maintenant, de facon générale, la derniere phrase de 1’extrait ci-dessus de [1,
p. 1311] — mais sans oublier que 1’expression (3) suppose #7(0)=0 — ce qui équivaut a

limn(r)=1.



1.1. Discussions génerales sur le décalage total A (z',/,)

1.1.1. Estimation numérique de I’erreur due a l’idéalisation du modéle RGO
utilisé par [2]

Adaptation a partir de [1, p. 1316] — avec la permission de © Optical Society of America

[On the astronomical horizon, i.e. for Z'= 7[/2 rad , Relation 3)]
gives, with the horizontal refraction ) (already mentioned in
Section 2), asimple approximate relation:

X2
AOO = (?75 =+ ?Qh) rs. (39)

The difficulty here comes from x , which (although its vari-
ations come mainly from the nearby troposphere) depends on
the entire atmosphere [25], and which has no rigorous or sim-
ple expression, but is numerically tabulated ([20], Section 8).
In standard conditions, and for the & line, xs; = 0.010 rad
(therefore X§ ,/2 is 5.6 times smaller than 75), and we found
Ao =2.1 km. In the 19th century, some observers were
troubled to note that at 7 fixed and close to 90° there are, with-
out variation of (Pg, 75)—hence of ng—variations of xg (this
being mainly due to variations in the structure of the atmosphere
just above the observer [25]); the same can be said for A, since
Xf ,/2 is not negligible in Expression (39). Furthermore, as here
Z=90°+ x5, > 90° at ng fixed Ay and ¥, vary together
in the same direction, contrary to cases where Z remains in
[0°, 90°]—cf. Subsection 2.C.

Notons bien que la démonstration des relations (3) et (39) ci-dessus ne requiert aucune des
hypotheses (a)-(e).

Pour I’intégration numérique, I’article [2] utilise un modéle d’atmosphére de type RGO, i.e.
comme ceux adoptés par le Royal Greenwich Observatory, constitués d’une troposphére
polytropique d’épaisseur H, =11 km, puis d’une « stratosphére isotherme » non seulement de
11 a 20 km d’altitude, mais jusqu’a I’infini. En ce qui concerne la valeur de A_, a quelle erreur
doit-on s’attendre, compte tenu du gradient thermique stratosphérique standard 1.0 K /km de
20 & 32 km (puis 2.8K/km de 32 & 47 km), et de ’existence des couches supérieures —
mésosphere puis thermosphere ?

Dans I’approximation ou Z’ est assez éloigné de 90° pour que le « théoréme » d’ORIANI soit
applicable, D’erreur cherchée est nulle, puisque parmi les paramétres de structure

thermodynamique de 1’atmosphére, la température absolue Ts en S ainsi que la pression Ps
suffisent®.

5 Car le « théoréme approximatif » d’ORIANI, publié pour la premiére fois en 1787, et dont la démonstration recéle
malheureusement un glissement entre les variables du développement, stipule que les coefficients du

développement de yen série, jusqu’a l'ordre 3 en tanZ' pas trop grand, dépendent — moyennant les

hypothéses (a)-(e) — de la structure atmosphérique seulement par le biais de (TS Py ) . Si ce développement



Il n’en est plus de méme auprés de I’horizon astronomique, ou sur lui — i.e. quand
Z'=90° (et pour distinguer les grandeurs associées a ce cas particulier, nous ajoutons a leur
notation la lettre h en indice). Dans ce cas, on sait [6, p. 3629] que si le gradient thermique
vertical® était —o =—6.5 K /km sur toute I’atmosphére (qui s’arréterait a 44.33 km d’altitude

par rapport au niveau de la mer a 15 °C, et serait donc enticrement polytropique
M.s 9
aS IS

o

d’indice = —1=4.26 si g=g, =9.81m-s?, et correspondrait & une atmosphere

stable’), puisque le théoréme d’ORIANI s’applique dans la stratosphére pour un rayon arrivant
horizontal en S au niveau de la mer (i.e. quand I’altitude absolue H¢ de Sestnulle), ., (appelé

la « réfraction horizontale » pour S) ne changerait que de &y, =2.3"=1.1-10” rad, alors que

Xsn =35=0.010rad est di pour 1/ 8 a la stratosphere ! En effet, pour un point P sur la

tropopause a la distance (de C) I, =T +(Ht —Hy), les conditions sont — 56.5 °C et 226.32 hPa

dans I’atmospheére standard, et I’indice a 550 nm vaut n, =1.000 078 — d’apres les hypothéses

(@) et (c)-(d) ; toujours dans le cas de la réfraction horizontale, sur un rayon arrivant de I’infini
dans un milieu a symétrie sphérique, 1’angle du rayon par rapport a la direction radiale en P

. . . N T, .
vaut p, et avec ’invariant de Bouguer on trouve ¢, =arcsin—== =86.8° [7, p. 70]. Ceci est
nr,
suffisamment inférieur a 90° pour que la réfraction®, partielle car observée en P et non en S, soit
nettement moins sensible (en vertu de la loi de SIMPSON®) a la facon dont I’indice tend vers 1
au-dessus de P, a partir de sa valeur imposée par les conditions de pression et de température
en P. Cette quasi-indépendance de la réfraction par rapport a la structure de la haute atmosphere,

d’ordre 3 suffit aux observateurs, ce résultat leur est précieux, car les seuls instruments météorologiques dont
ils ont alors besoin pour chiffrer y. dans cette approximation se résument a un thermometre et un barometre

au niveau de la pupille d’entrée de leur télescope ou leur lunette.
® Sa valeur minimale pour une atmosphere stable est le gradient thermique adiabatique —o, tel que, dans le cadre

des hypothéses (b)-(c), 5 = M.gy-1 =9.8 K /km ol y=1.4 estlerapport des capacités thermiques de
a R y
I’air a pression et a volume respectivement constants.

" Le critére de stabilitt équivaut, dans le cadre des hypotheéses (b)-(c), a je]—oo,o[u]]/(y—l),oo[
indépendamment de g et de M ; pour P’air, Y(y-1)=25.

& Dans notre contexte, « la réfraction » (en un point) désigne I’angle y de la tangente au rayon lumineux (en ce
point) vers son asymptote — et orienté de fagon que y >0 quand la concavité du rayon est tournée partout

vers le bas. Ce n’est donc pas « le phénoméne de réfraction », qui désigne le fait que, le long d’un rayon dans
un milieu quasi transparent inhomogene, sa direction change dans le cadre de « I’approximation de I’optique
géométrique » — par rapport auquel les écarts constituent précisément (et par définition) les phénoménes de
diffraction.

® Déja entrevue par FLAMSTEED et NEWTON puis redite par EULER en 1754, cette loi — qui a trouvé ensuite dans
le développement de LAPLACE, annoncé par le théoréme d’ORIANI, une justification meilleure que dans la

formule de SimPSON (1743) — stipule qua 4, fixé (ainsi que la distance zénithale apparente, mais

suffisamment inférieure a 90° — ce qui est vague), y ne dépend de I’atmosphére que par la réfractivité de

I’air en S. On a la méme propriété, mais rigoureuse, dans le cas d’une atmosphére stratifiée ; en ce sens, la
loi et la formule de SIMPSON reviennent a négliger la rotondité de la Terre. La formule de SIMPSON, moins
précise que le développement dii a LAPLACE, est en contrepartie moins exigeante : celui-ci requiert toutes les
hypothéses (a)-(e), celle-1a ne nécessite aucune d’elles.
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méme pour la réfraction horizontale, avait déja été soulignée par Jean-Baptiste BIOT (1774-
1862) [8, p. 112], Azeglio BEMPORAD (1875-1945) [9], etc.

On en déduit que, en partant de I’atmosphére standard, le remplacement des couches au-
dessus de la troposphére par le prolongement polytropique de celle-ci (i.e. le maintien du
gradient thermique troposphérique dans le reste de 1’atmosphere) ne change, pour Z'=90°, le

décalage total que de A, /A, =(0.010x1.1-10° x 6 378 km) /Aw ~0.72 mm/2.2 km =3.3-10”

en valeur relative. La relation (3) fait que la loi de SIMPSON pour y, s’applique aussi a A
[1, p. 1312] ; et ’on peut s’attendre a une valeur de oA notablement plus petite si, au lieu de
faire passer les gradients thermiques standard des 3 sous-couches stratosphériques (0 K / km,

1.0 K/ km, 2.8 K/ km) tous a — 6.5 K / km, on les fait passer a 0 K / km (qui correspond a
I’indice polytropique infini).

1.1.2. Violation des hypotheses (a) et (d)
e En ondes radio avec ’humidité de I’air

Dans la pratique, des violations des hypothéses (a) et (d) peuvent étre dues notamment a la
vapeur d’eau atmosphérique, responsable d’une variation de M, avec ’altitude absolue. Dans

le domaine visible, les conséquences optiques de cette variation sont négligeables, car la vapeur
d’eau influe tres peu sur la réfractivité de I’air humide — comme 1’ont montré Jean-Baptiste
BIOT et Francois ARAGO (1786-1853) les premiers, en 1806. En effet, la réfractivité de la vapeur
d’eau dans le visible est 0,9 fois celle de I’air sec sous les mémes conditions de T et P (mais 1,4
fois avec le méme ) ; donc a T et & une pression totale fixées, 1’augmentation du titre en vapeur
d’eau diminue 1égérement la réfractivité de 1’air.

En ondes décimétriques le coefficient de réfraction «(4,) est plus fortement variable que

dans le visible!®. Cela vient, pour commencer, de la violation de I’hypothése (d), qui se
manifeste entre autres par la faible échelle de hauteur Hy de la vapeur d’eau atmosphérique (elle
ne suit pas la loi de BOLTZMANN, et ce n’est pas un gaz bien mélangé a I’air) : Hy est
typiquement de I’ordre du huitiéme de la hauteur d’échelle de 1’atmosphére ; ainsi,
I’augmentation de la polarisabilité de la vapeur d’eau du domaine visible au domaine radio —
dont nous préciserons ci-dessous la raison — accroit le gradient de n huit fois plus que ne le
ferait la méme augmentation pour 1’air sec (a concentration identique). Corrélativement, en
ondes radio, la vapeur d’eau a une réfractivité bien plus grande que dans le visible a T et P
fixés, donc ’influence de la vapeur d’eau est beaucoup plus forte sur I’accroissement de A
pour Z'=90° par le biais de 7, dans la relation (39). Ceci vient en partie de I’'importance de la
polarisabilité d’orientation de I’eau, bien augmentée dans le domaine micro-onde (alors qu’elle
est imperceptible dans le visible) a cause de sa raie de rotation pure et de résonance R(0) a
4 =1.35¢cm, qui joue donc un rdle important dans 1’absorption des micro-ondes par
I’atmosphere ; en plus, dans ce domaine spectral, la difféerence de population des états

correspondants a R(0) varie facilement avec la température au voisinage de I’ambiante, ce qui
rend la réfractivité de 1’air humide plus sensible a la température en micro-ondes que dans le

10 dans I’ Appendice A nous rappelons la définition de g (/10) , ainsi qu’une expression commode numériquement
dans le visible, et des valeurs numériques utiles dans ce domaine.
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visible — mais cet effet est secondaire. La polarisabilité d’orientation de 1’eau détruit, pour sa
vapeur, I’indépendance de C (i.e. 5/u) par rapport a (T, P) , d’ou une violation de I’hypothése

(a)'! qui se manifeste par la présence du terme 57:_& dans la formule d’ESSEN et FROOME

[10] ci-dessous, valable pour I’air humide & 24 GHz :

6 103,49 K PR, 177,4 K P, 86,26 K 5748K)\ PR,
10°n = + + 1+
T 1 torr T 1 torr T T 1torr

(ou B, P, et P, désignent respectivement les pressions partielles de 1’air pur, du dioxyde de

carbone et de la vapeur d’eau) — en conséquence, I’hypothése (a) est intenable dans le domaine
des ondes radio avec I’air humide, dont la masse volumique p (& composition donnée) est,

contrairement & 7, quasi proportionnelle & (P, +P,+P,)/T .

Pour z' proche de 90°, I’effet ci-dessus d’accroissement de A se trouve amplifié lors des

trés fortes inversions de température au-dessus de 1’océan, quand une couche d’air froid et
humide au-dessus de 1’eau est surmontée d’une couche d’air chaud et sec (comme celui du
désert apporté par les vents Santa Ana, ainsi nommés d’aprés une montagne et un canyon
californiens, pouvant produire un gradient thermique vertical de 300 K-km™ sur 50 m
d’épaisseur). Les effets de courbure des rais en ondes centimétriques sont alors trés forts. En
ondes radar xg(4,) est aussi plus variable avec la météo, d’ou de fréquentes anomalies de
réfraction ; celles-ci doivent avoir — a cause de la relation (3) — leurs contreparties en termes de
décalage latéral. Dans ce domaine spectral, des valeurs de x(4,) approchant 1 sont plus

fréquentes, donc des angles y., plus importants aussi, ainsi que — d’apres la relation (39) — de
forts décalages A_ pour Z'=90°.

e En ondes radio avec I’ionisation de I’air

Bien sdr, en radioastronomie aussi les valeurs de y, sont prises en compte et finement
étudiées [11] ; la relation (3) permet d’en déduire celles de A . En ce qui concerne I’influence
de I’ionospheére, le tracé des rais pour les ondes radio a été tres étudié, d’abord dans le mode¢le
d’une couche ionosphérique a symétrie sphérique. A cause de I’importance de 1’effet des
électrons libres (de population Ne) sur I’indice de réfraction a des fréquences juste superieures
a celle de coupure ionosphérique (de I’ordre de 20 MHz), 77 < 0 varie en sens inverse de Ne (qui
caractérise 1’ionisation), car dans ce domaine »=-K N, 2 ol K est une constante positive

indépendante du plasma (donc de type B) ; dans les années 1950 on savait déja qu’en
conséquence, dans une couche ionosphérique, les rais obliques des ondes radio ont leur

1 On ne peut résumer la loi de GLADSTONE-DALE en disant que la valeur de 7 est proportionnelle a celle de p du
gaz considéré en M pour une longueur d’onde et & une date données : en effet, cette assertion est équivoque,
et pour y remédier on précise qu’elle est vraie a T fixé — un gaz est un systéme thermodynamique a deux
variables, par ex. (T, 1) ! Mais la loi de Gladstone donne une seconde information : la valeur de 7 est encore
proportionnelle a celle de p a P fixé. Donc, pour un gaz qui suit cette loi a une date donnée et a (M, /)

fixé, la fonction (T, P) > # est proportionnelle a la fonction (T,P) > .
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concavité tournée vers le haut (resp. bas) en dessus (resp. en dessous) de la surface de Ne
maximal — alors que les rayons lumineux obliques du domaine optique ont toujours leur
concavité tournée vers le bas sur toute 1’étendue de I’atmosphére normale. Des rais critiques
peuvent présenter un cercle asymptote [11, chap. 9 8 3] ; celui-ci est forcément d’altitude plus
faible que celle de la surface de Ne maximal.

En ne tenant compte que de 1’effet des €lectrons libres, la traversée oblique d’une couche
ionosphérique donnerait, au niveau de 1’observateur S sous celle-ci (ou la valeur de Ne est
N, =0) et dans le cadre d’un mode¢le de Terre plate avec une ionosphére stratifiée traitée par

la méthode de RAYLEIGH ([3], [12, p. 359-361]), la déviation totale (i.e. la réfraction
astronomique vue par S)

sinZ' sinZ'

~ - KAZN
%= o5 ! %J cosiz’ o Nes
mais un décalage total
A, =- S'”ZZZ, K2 7y < 0 OU 7= [N,dz est le zenithal TEC (Total Electronic
cos

Content) de la couche ionosphérique ; ici 1” hypothése (a) est violée (car N, ne varie pas avec
(T, P) proportionnellement a ) ainsi que I’hypothése (d), car les profils'? de N, et de p ne sont
pas proportionnels — donc, méme avec les hypotheses (b) et (), A, n’est a priori pas
proportionnel a P, , et 7., n’est pas non plus proportionnel a p, =0 —nia N, =0.
L’approximation de la Terre plate serait, en premiére intention, acceptable quand la distance
zénithale apparente z’ est suffisamment inférieure a 90°, donc on aurait y, quasi nul en vertu

de la formule'® de SIMPSON pour , o la réfractivité en S est 5, =0 vers 20 MHz. Ce n’est

plus vrai dans un modele a symétrie sphérique, la courbure des couches ionosphériques
produisant pour z' assez grand des valeurs de y, trés notables vers 20 MHz ; ceci est possible

parce que I’altitude de 1’ionosphére n’est plus trés petite devant le rayon terrestre, et surtout car
les variations de n avec I’altitude ne sont plus vraiment petites devant 1. Dans cette étude
schématique ou I’on considere 5, =0, la relation (30) donne

A, =[SINZ'=sin(Z"+ y,) ] ts = =21, sin( 15 /2)cos(Z'+ (15 /2))

—ou, compte tenu de la petitesse de y; , la seconde forme est plus efficace pour des applications
numeriques tres précises a 1’échelle de ry. On en déduit que, a 4, donné (en plus du profil
z' 5 fixé et a support borné), quand ry tend vers I’infini y, tend (pour Z'=0 donne) vers
zéro quasiment aussi vite que 1/r; .

De plus, des effets de réfraction dus a de forts gradients horizontaux de Ne sont bien connus
des radioastronomes depuis les années 1950 ; ils correspondent a une brisure de symétrie
sphérique de I’ionosphére, et sortent donc du cadre de notre étude présente, ou nous allons
maintenant illustrer des utilisations du théoréme de BIOT.

12 Nous appelons ainsi toutes les fonctions qui expriment la variation d’une grandeur locale (faisant intervenir
I’atmosphere) avec r ou bien z':=r —r,.

B ys=nstanZ’
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1.2. Discussion de [‘ZAZ";J (%,/10) en utilisant le théoréme de BioT (1836)

)

. . . A
avec lequel on voit le lien entre [accourcissement solaire et (sz j (% o) e
A

‘0

Adaptation a partir de [1, p. 1312] —avec la permission de © Optical Society of America —concernant

OA
[ GZCX’]J (g,ﬂo) obtenu moyennant le théoreme de B1OT
P

Via Relartion (3), we can also deduce, from properties of x g in
a given spherically symmetric atmosphere [20], some properties
of A —for example, at a fixed wavelength, its derivative with
respect to 2 at Z' = 1 /2 (where the effect of the Earth rotun-
dity is fundamental, and where xg is denoted by xg,): from
Relations (1) and (2) we deduce

(57), 6= (i2),, G resse @

Moreover, Biot’s theorem gives a compact expression of
(%)AO(%, *q), which depends on local properties of # at §
only (see our Subsection 4.B), and which, in standard con-
ditions and for the & line (alias D3) of helium (588 nm),
is near 5.9/(5.9—1) ([20], Subsection 7.1), while xs;
(approximately 34" for the standard atmosphere) depends
on the structure of the entire atmosphere. Then, with
rs = 6371 km, we get numerical results consistent with Fig. 5
of [4]: Aso(m /2,588 nm) = 2.1 km, thanks to Relation (3),
and finally,

0Aq T -
( 07 )AO (E 588 nm) =76 km/rad 9)

—this slope (in other units, 1.3 km/° =22 m/’) is steep (like

at the right end of the curve on Fig. 5 of [4]), and allows deduc-

inga numerical approximation of Ay, (Z’, 588 nm) for Z’ near

90°.
Le théoreme de BIOT [7, § 7.1] utilise le coefficient de réfraction de 1’atmosphére x(4;), pris
ici égal & 1/5.9 pour I’observateur S — voir I’Appendice A. Mais dans le domaine spectral des

opérateurs radar, il est bien connu que x4 (4,) vaut 1/4 en moyenne, au lieu d’environ 1/6 dans

le domaine visible. Pour les ondes radar ce coefficient est aussi plus variable avec la météo,
d’ou de fréquentes anomalies. Ceci vient de deux effets deja mentionnés au début du sous-
paragraphe 1.1.2 : d’une part, I’'importance de la polarisabilité d’orientation de 1’eau ; d’autre
part, la petitesse et la bien plus grande variabilité temporelle de la hauteur d’échelle de la vapeur
d’eau, par rapport a celles de 1’atmosphere.

Quoi qu’il en soit, en conséquence du théoreme de BIOT, on a

oA, L3 - s _ 1 _
(8Z'JA—0(2’%)/(SS'”XS“) 1-xs ()

ce rapport est en moyenne proche de 4/(4—1) =1.33 pour 4, dans le domaine des ondes radar,

au lieu d’environ 6/(6—1)=1.2 pour 2, dans le domaine visible.
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O°A,
oz

1.3. Calcul de ( J (g,io) moyennant un nouveau théoreme (2023)
2z

2
avec lequel on voit le lien entre Casymétrie du soleil couchant et [aaZA,;’ J (g ) e
o

La dérivée seconde, par rapporta Z' eta 4, fixé, de A exprimé par la relation (3), est donnée
par I’expression

1(o°A . azy . 0%
- 2| =-n.SinZ'—|—-| — | sin(Z'+ +| — | cos(Z'+ X
rs(az’z lo S { (azlﬂ () (GZ'ZL ( XS)} ¥

(dont la numérotation est choisie pour faire suite a la relation (9) de la page précédente), d’ou

oz 2 T 0’z T ] )
az,j% %) cosx%(zo){ i J Casings, () ()

1 (GZAOO

| 8z”

j (g,%)z—nsuo){

%0

— soit, en notations allégeées,

1(62A°"] =-n +(8Z jz cos +(622j sin x (xii)
o ' — ks ' Sh A2 Sh*
r,\ 02" e L")y, 07" e

Notons que chacune des dérivées ci-dessus n’est définie que si, depuis S, on peut voir sur
I’horizon astronomique la pseudo-image d’un point objet a I’infini, donc si x4 (4,) est inferieur

a 1. Dans ce cas, d’apres le théoreme de BloT ([7, 8 7.1], [13, p. 43], [14, § 3.2]),

oL T 1 1
(az,lﬂ (E’%) ) 1-xs(4) ) Vsn(4o) b

— cette dérivée est l’inverse du grandissement angulaire vertical local sur I’horizon
astronomique (pour 1’observateur S) — positif aussi d’aprés le théoréme de BIOT-SANG-MEYER-
FRASER-WHITE [7, 8 7.2] ; de plus, d’aprés le théoréme publié en 2023 par [7, p. 97] et mis
dans I’Appendice B,

az_w T — s O X - — 0°Z T .
(aw” L (2’%)_1—@(20)( or lﬂ Us:) (az*lo %) (xiv)

ou wet y' désignent les hauteurs (angulaires) vraie et apparente, respectivement, pour S . Cette

dérivée seconde (821/// 61//'2)% s’exprime donc facilement a 1’aide d’un nouveau facteur,

(8 h /8r)S , »pourun observateur S au niveau de la mer, ce facteur est la pente de la tangente
a I’origine de la courbe de la Figure 1.
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Réfraction horizontale (pour S) / minutes
d'arc
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Altitude absolue de S/ km

Figure 1 — Réfraction horizontale pour un observateur en fonction de son altitude absolue H
(i.e. par rapport au niveau de la mer) — la réfraction est calculée pour le modele
d’atmosphere de type RGO ayant 0 °C et 1 000 hPa comme conditions en H = 0.

La réfraction horizontale étant trés sensible a la structure thermique de l’atmosphére juste
au-dessus de [’observateur, a 11 km d’altitude sa valeur RGO (quasiment le tiers de sa valeur
en H = 0) doit étre trés voisine de la valeur réelle puisque la base de la stratosphere est

quasiment isotherme.
[Données numériques fournies par H. LABRIJI, O. HERSCOVICI-SCHILLER, F. CASSAING]

Notons que cette dérivée seconde est reliée au coefficient de distorsion angulaire verticale
locale sur I’horizon astronomique, (621//’/ Gwz)h W car il s’écrit [7, p. 97]

2 2 3
] A8 () o
oy h 2 a7 h 2 oy h % or S A

—et il peut lui-méme étre relié au coefficient d’asymétrie introduit en ([15, § 2.2.2], [7, p. 97]).
Il dépend de tout le profil d’indice de 1’atmosphére, contrairement & yg,, qui ne dépend que de

on oxn \ : . A
Ng et 5 (rs,4). La grandeur e a laquelle il est relié joue un grand rdle dans la
S 7

photométrie des éclipses de Lune [16, p. 92], [17-18] et des occultations par les planétes [19] ;
1 dow

1dw
c’est celle que LINK noterait 2 dh [18, § 3], et SICARDY E@ [19, Eq. (20)]. Ainsi,
0

1(o0°A, T _ cosXSh(,qo)_ oty z _ '
5(82’210(2’%)_ ) (aw'zl(z'*o)s'”%h(%) (xv)
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et ’on met cela, pour préparer des calculs numériques plus précis, sous une forme utilisant
Ny —1:=17 (de I’ordre de 3-10™*) afin d’éviter une différence de nombres trés voisins —
méme principe que pour I’expression (10) de [1] :

2 T 2 in? Sh 2
1[‘”%] Eoaye b g B e2]

0z'" Véh(’%) Véh(%) ..
_ ) (xvii)
sin x5, (4,) ( 0
- — = [ th (T 7o)
Ysn (%) or %
ou encore, en notations allégées,
1( %A, 1 2sin®(xs,/2 Iy Sin x5, (0
(a ] N (ZSh/ ), -5 m( th i)
oz hi, Ish Vsh Vsh or

Implication dans un développement a IP’ordre deux par rapport a la hauteur

apparente y' = % -7'

T OA T w'? [ %A :
A=A Tk [+ (V)| =5 | Gk + XIX
N Z,z] &) (xi)
donne donc, en notations allégées,
sin 2 2 — k. ) k. —2sin? 2 sin
A=A, —y'r Ao +l// Fs ( S) : 2 (XSh/ )_”s_rs Ast (aXh] . (XX)
Ysh 2 Ysh Ysh or S 4

Avec les valeurs usuelles de «,
Iy Sin xs, (ath
J}Sh 67" S Jo

alors A_ en fonctionde Z' (comme de ") est convexe.

2sin? 2
>> 5y >> #
Sh

2

Vsh

Application numérique

Considérons le cas la raie a 550 nm, avec r, = 6 378,12 km, et (0 °C, 1 000 hPa) au niveau de S.
Rappelons que pour le modele RGO correspondant a ces conditions de température et de
pression en S, on a y,,(550 nm)=35.6", d’ou A_, (550 nm)=2.19km [1, Eq. (10)] et
x5 (550 nm) =1/5.36 (obtenu par ex. en corrigeant I’expression (A3) de I’Appendice A pour
passer de 588 nm a 550 nm) ; donc

(82) (— 550 nm) = ! = 536 et, avec
oz’ Ysn (050 nm)  5.36-1
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oA,

!

7 =2.893-107*, on obtient ( j (%,550 nm)=81.2km/rad=1.42km/°=23.6 m/".
Jo

Sur [15, Fig. 5] (cf. reproduction ci-dessous) la mesure de la différence des positions relatives
des points haut et bas de I’'image du soleil couchant (par rapport aux points haut et bas du cercle
pointillé respectivement) permet d’estimer, pour la hauteur angulaire vraie du centre du Soleil,
la valeur du coefficient de distorsion angulaire verticale locale, 6%y'/dy? = (0.24+0.08)/°
d’aprés la Figure ci-dessous (extraite de [15, p. 399]), alors que d’aprés [15, Table 1, p. 398] il
devrait valoir 0.06/° dans I’atmosphere standard (mais pas RGO) [15, p. 407]. Heureusement,

ce coefficient de distorsion n’intervient que dans un terme de (62Aw/82'2 )h% qui n’est pas

dominant.

Extrait de [15, p. 399] (licence CC BY 4.0), DOI : https://doi.org/10.5802/crphys.122

horizon

Ficure 5. Image du Soleil couchant en contact avec I'horizon optique. Un cercle de 31,5’
donne la forme géométrique du Soleil (qui est plus bas sous I’horizon). Le grandissement
vertical I' = 26,4/31,5 = 0,83 (soit ici une compression) est directement relié a la réfraction.
(Crédit : E Mignard)

En utilisant la forme finale de notre relation (xv) — qui donne (azq/'/ayfz)w
en rad " — et ot I’on injecte (Jy, /6r)w0 =~ -3.43 /km = -0.997-10°rad/km (pour S au niveau

de la mer) estimé d’aprés 1’intégration numérique LHSC (i.e. LABRIJI, HERSCOVICI-SCHILLER,
CASSAING) — voir la Figure 1 —, nous obtenons d’une part la valeur numérique théorique du
coefficient de distorsion angulaire verticale locale sur I’horizon astronomique

(&% foy?),, == (@wloy®),, =~[L-xs ()] 1 (0 /0r ),
= —[1—(1/5.36)]2 x 6 378 x(—0.997-10"°) rad " = 4.21/rad = 0.0735/°,

et d’autre part

(azij _ (Z—KS)KS—ZSinZ(Xsh/Z)_ _rssinXSh(@Xh] )
h J S/ S

07" s or

Vgh Vsh

=[3257.6-0.5-1.8-(-516.5) | km/rad® =3772 km/rad® =1.15km / °* =0.319m/ '*


https://doi.org/10.5802/crphys.122
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A, (550 nm)=2.1868 km—1.4167 km y'/°+ 0.5745 km y'*/

(xxi)
=2.187km-24m y'/ "+ 0.16m y'?/ "2,

d’ou

Cette application numérique nous donne plusieurs résultats notables concernant A_ au
voisinage de 1’horizon astronomique (voir les Figures 1 et 2) :

e |e coefficient de distorsion angulaire verticale locale, dans I’atmosphére RGO avec 0 °C et
1 000 hPa au niveau de la mer, est beaucoup plus proche de 0.06/° que de 0.24/° —a
partir de la theorie de [7, p. 97] on a trouvé ci-dessus 0.0735/°,
dont la différence modérée avec 0.06/° est coheérente avec le fait que
LABRUI, HERSCOVICI-SCHILLER et CASSAING utilisent un modéle RGO avec
(ts,Ps)=(0°C,1000 hPa) tandis que I’article [15] utilise le modéle d’atmosphére

standard avec (t,P;)=(15°C,1013.25 hPa). Donc la valeur 0.24 /°, mesurée sur la Fig.

ci-dessus, correspondait vraisemblablement, non pas [15, p. 401] & un gradient thermique
nettement différent de sa valeur standard au voisinage de I’observateur (sinon I'=0.83
donné avec [15, Fig. 5] ne serait pas, au centiéme pres, égal au grandissement standard sur

I’horizon astronomique [7, p. 79] selon le théoréme de BIOT), mais a (dzT/drz)S

franchement non standard ;

¢ il y a un excellent accord numérique entre le développement a I’ordre 2 estimé a partir
de résultats de I’intégration numérique LHSC (voir la Figure 2), et les 3 coefficients du
trindme en y' que nous avons calculé pour I’expression (xxi) a partir de nos formules
théoriques (3), (8) et (xi)-(xii) ; les écarts résiduels, inférieurs a 0.9 %, peuvent étre dus
aux artefacts de toute intégration numérique, ainsi qu’aux défauts des méthodes de

différences finies utilisées pour mesurer (aAw/aw')M et (aZAw/aw'z)h%/z (cf. infra),

ainsi que (9, /0r), , —qui permet de prédire la valeur de (aZAw/aw'z)h} /2 (cf. supra).
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Figure 2 — Estimation du développement d’ordre 2 au voisinage de y' =0,

par Uinterpolation (d’ou R® =1) quadratique entre les 3 points les plus proches de I’origine

dans les résultats de l'intégration numérique LHSC
[Données numériques fournies par H. LABRIJI, O. HERSCOVICI-SCHILLER, F. CASSAING — idem pour la Figure 3]
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Figure 3 — Ajustement quadratique pour des zooms de moins en moins forts du graphe de A

en fonction de y'. L équation de chaque courbe rouge n’est pas (XXi) car cette courbe est

celle qui minimise [’écart quadratique entre elle et les points, contrairement a la courbe
d’équation (Xxi) quand il y a plus de 3 points — ou quand il y en a 3 mais pas trés proches.
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Il serait possible de continuer plus avant avec cette méthode qui consiste a chercher de
nouvelles propriétés pour A_ (moins connu que X ) en profitant plus des techniques d’étude
de x5 — notamment celle de LAPLACE — et en faisant passer de xs a A_, au moyen de la
relation (3) de I’article [1], les résultats obtenus. Cela nous ferait parler de x¢ plus longtemps

que de A ; pour éviter un tel décentrement, nous en venons maintenant a 1’exploitation de

notre seconde méthode, i.e. celle qui consiste a utiliser une quadrature permettant d’en
déduire A, .

2. Technique de la quadrature et de son deéveloppement;
applications

2.1. Principe d’obtention du décalage au moyen d’une quadrature

Dans toute notre seconde partie, nous nous appuyons sur une équation différentielle des rayons
lumineux (en coordonnées polaires dans un milieu a symétrie sphérique — voir [1, Fig. 2] ci-
dessous).

Zenith

Astronomical
horizon ~~~._ :

Direction of the
asymptote of (R)

Fig. 2. Useful geometric notions, for the ray (R), in the study of the
lateral shift A(r) of (R) with respect to the rectilinear path (§A4) that
it would have in the vacuum. For the angles of this figure, the positive
direction is clockwise.

Réimpression a partir de [1, p. 1313] — avec la permission de © Optical Society of America
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Cette équation peut étre mise sous la forme d’une quadrature :

dr\? 5 14+ n(r) r 2
— | = —1¢:=h(). (13
dé ’ 1+ng rgsin /' /(). (13)

The sine arguments of Expression (11) can be deduced from

the quadrature Eq. (13):

% dr’ o dy
O — 0 = —— and Oy — 05 = —. (14
x f ShGny TR [,5 N TR
We obtain
AG) ) foc dr’ _ o dy
») =7 sin ————— — pgsin —.
e B SN/

Réimpression a partir de [1, p. 1313] — avec la permission de © Optical Society of America

(19)

N. B. : ces relations générales (13)-(15) ne nécessitent pas que #() soit nul.

2.2. Développement a I’ordre 2 par rapport a la réfractivité n

Nous allons exprimer I'intégrande 1/v/h (liée au profil h dont la définition se déduit de Ia
relation (13) ci-dessus [1, p. 1313]) sous la forme d’une série de fonctions* — entiére par rapport
aux profils (77, Ns ) ; rappelons que I’intérét d’un développement en série n’est pas que chaque

reste d’ordre k tende vers la fonction nulle quand (|17| |175|) —(0,0) —ou |n|= sup |n(r)| -,
re(rs,o

mais fondamentalement que, par conséquence immédiate de la définition des séries et sous
réserve de convergence, la suite des restes d’ordre k tend vers 0 (quand k —o0) a (;7, As ) fixé.

Pour écrire I’intégrande comme une série de fonctions, nous commencgons par mettre ici le profil
h sous la forme

1 (ou — pour alléger I’écriture — nous omettons de noter, dans tout ce sous-paragraphe 2.2, la dépendance en 4,
T, Py, etc.)
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ENPRES [EESTCOY N (N RS S
r—=h(r)=hy,(r)+r { 1+’75} 1}(%8"]2,} ou hy,(r)=r [[rssinZ'J 1]

h 2 (r)
2 (1)

donc

[1+G (’7(”), 715,1’,2')1_]/2 = F(r,2")

avec
2

r
hy, (1)
={[1+'7(r)]zbz(ﬂs)—1}/ {1—[“5 S‘r”z'j] et b,01)=(14n;)"

Nous mettons b, (y) sous forme de sa série entiére (qui est de type binomial™ [20, p. 242])

G(ﬂ(r),ns,r,Z')::

{[1+n(r)]2b_z(’7s)‘1}( 'r ’JZ

rysinZ

b, (75) = > (=)' (1 +1) 775 =1-2n5 + 305 + R (1),
1=0

et pour laguelle nous introduisons son reste R{?(n.) qui est d’ordre 3 ; la substitution de

Z( 1) +1 77S a b,(n) dans G(n(r) ns,Z ) permet d’écrire ce dernier sous forme aussi

de série entiere par rapport a (;7, 1s ), ce qui donne la propriété

r
r,sinZ’

2
avec  h,.(r) =2r2[11(r)—;73]( ] qui est le terme d’ordre 1 en (;7, ns),

r
r,sinZ’

2
My (1) = [ 1 () = 4n(r) s +3;7§]( J qui est celui d’ordre 2,

et R{Y. qui est le reste subséquent.

Enfin, on écrit (1+G)_]/2 = F(G) sous forme de série entiére

| (2| 1) G, 36’

G'=1 +...

F(G)= Z( 1)

binomiale aussi (donc convergente pour |G| <1) [20, p. 242] ; alors on obtient 1/Jh sous la
forme de la série de fonctions

15 donc la série donnant b, (75) converge pour || <1 [20, p. 242]
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1 1 1 1hg+h, 1( 1) 1 2
== =TS 77t 575 EE e
Jho fhthg bl mL20 RE 2 2L 2

_ 1 _ hlZ’ +3hlzz'_4hoz'hzz
h2  2h¥2 8hy2

Nous injectons ceci dans I’intégrale 6, —6 = j == I(r), ce qui donne | égal a la série™®

$ﬁ_‘

lo+1,+1,+... avec IO(r)::Th“ 1,(r) _J-_ r;l]g/z(( ))

Iz(r).—ISh“ (M) —4hz (Mhz (1)

r T /;nouUs posons I =1(r), lys:=1,(r), etc.

A ce stade, souvenons-nous que pour alléger I’écriture dans ce sous-paragraphe, nous omettons
de noter la dépendance de A, 1, I, etc., en 4, et T, P;,... (ou les points de suspension dans
les variables rappellent que, méme en adoptant les hypotheses (a)-(e), ces intégrales varient par
principe avec d’autres variables thermodynamiques atmosphériques que T, et P, qui sont pris

en S seulement — il y a notamment les variables caractérisant toute la structure
thermodynamique de I’atmosphére, qui n’est pas forcément celle d’un modéle de type RGO.

. , r.sinZ’
Le changement de variable tel que r':=-=—— donne
sin g
[ 1 Y 7 cosp ° nz' '
I,(r) = J' K _ J —1} (— : ’BJd,B' = I —dp’ —arcsin 53" % donc lys =Z",
. rgsinZ’ sin ﬂ, Slnﬁ, . IgsinZ’ r

puis

16 dont la convergence est, comme nous allons le voir, justifiée pour SinZ’ assez petit — i.e. tel que
sup ‘G(q(r'),ns,r',Z') =M (Z") <1. Dans ce cas en effet, la série donnant F (G (n(+'), 5,7, 2’))
r'e[r,oof

converge normalement [20, p. 211-213], et aussi celle donnant I, car
2l - , RN 21-pn M(Z")'
sup [C=26 () e, 2) | = B2 M r

e 112" o2 N
(ou I’équivalent est obtenu grace a la formule de STIRLING — [22] p. 2868). On voit en plus que pour la série
lo+1,+1,+... la convergence n’est plus assurée pour une observation trop proche de I’horizon

astronomique, i.e. quand Z' est trop proche de 90°, car dans ce cas M (Z') >1. Nous n’avons hélas pas
d’expression simple de M (Z') pour une atmosphére polytropique ou isotherme, donc nous ne pouvons
préciser littéralement le domaine de Z' ou M (Z") <1. On rencontre une difficulté similaire dans ’étude de

M(Z")' ~

Xsn — aceci prés qu’en amont des approximations classiques concernant un développement en serie entiére

de ys, par rapport a la variable tan Z', celui-ci converge pour |tan Z’| <1.
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< , r' ’ r' a dr’
Il(r)=!—[n(r)—ﬂs][rssinz,J [(r sinZ'j 12

=1ls f ’—COS [),—In()

. IgsinZ
arcsin—=——

-3/2
=1, tan| arcsin fs sin Z —I -1 dr
r a Iy sin Z’ r,sinZ’ r'

73/2
donc 1,4 =, tan Z'—j n(r") r
" rssinZzZ’ I sin Z’

s st

et ensuite
2 , 2 , 2 , 2 -5/2 dr’
, 2 r r 2, 4 , 2 r r
()= I[ sinZ’ ] {3[’7(”_”5] [rssinZ'] _KrssinZ’} _1}[7’ (r)_477(r)ns+3%}} MrssinZ’] _1} 2r'
(xxit)
gue nous mettons (voir le détail des calculs dans 1’ Appendice C) sous la forme
2 2 1 2 -5/2 q
r’ r’ r'
I (r 2(r += -1
(1) = I[r sinZ’ j 1 (r)ﬂrssinZ’j ZM(rssinZ’] } r'
- 2 2 2 -5/2 q
rl rl rl r!
- ' +2 -1
ns-!.[rssinZ’j n(r){ rssinZ’j } {[rssinZ’J } r’
13
+;7_2§ rysinZ'’ :
r’—(rgsinz’
\/ (% ) ] (xxiii)

dont on déduit

2 , 2 1 , 2 d ,
= j PN —— | ||| —— | -1 &
rgsinZ’ r,sinZ’ 2 ||\ rgsinZ’ r'

" 2 2 -5/2 q )
r! ! rl r./ ’75 3 ,
- +2 -1 + —=tan”Z'.

s J’[r st] it )[(r st] }HrssinZ'] } ro2

Finalement, on substitue a | (resp. 1) lasérie 1,+1, +1,+... (resp. l,q + 1,5+ 1,5 +...) dans

celle donnant sin 1 (r) (resp. sin I ) qui intervient dans A(r):
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A(r)=rsin | (r,;y(r), ’73)"’5 sin / (n(r), ns):rsin [Io(r)+Il(r)+12(r)+...]—rS sin(]Os +1L+1, +)

—r{sm[l (N)]+[1.(r)+1,(r)]cos[1,(r)] - L(r )sm[l (r)]}
-, {sin los +( 115 + 1,5 )c0S I —%sin IOS}L...

Cela nous donne, au moyen du reste R{® (r) d’ordre 3 de cette série, I’expression du profil A
sous la forme A=A, +A, +A, +R™, ou

e le profil d’ordre zéro,

!

. . . . IKgsinZ
= Ay(r)=rsin[1(r)]-rsin Iog =rsin (arcsm 5
r

correspond au cas ou la lumiére se propage dans un milieu homogéne ou dans le vide ;

J—rssinZ'zO,

e celui d’ordre 1 est r— A (r) tel que

AN =rl(rcos[l,(r]—rs 1 cos g

r,sinZ'\) 7 , r’ ? r’ ? dr’ rysinZz’
= r4ns tan| arcsin="—— |- [ ()| ——; —— | 1| —-}cos| arcsin=>——
r ? r,sinZ r,sinZ r r

. 2 2 -3/2 q
r r’ r
- tanZ' — ! -1 ——tcosZ’,
s ;[n(r)(rssinz’j HrssinZ’J } r'
2 -3/2
_rycos r’ dr’
Al =S ZZr I ( ) -1 '
rysinZ’ r (Xxiv)

I B S

donné par [1, Eq. (23)], ou les termes en 7, se sont eliminés parce qu’une discontinuité de 7
en r, produit un point anguleux sur le rayon en S mais pas de décalage en S lui-méme — et sans
changer le parameétre d’impact du rayon ni donc son décalage, la variation de »; a I’ordre 1
(sans variation des 7(r) tous fixés sur tout ]rS,OO[) entraine une variation de sinZ’ a ’ordre 1,

mais inapercue dans les intégrales de 1’expression finale (xxiv) de A, (r) car elles contiennent
n(r") qui est déja d’ordre 1;

soit

e enfin celui d’ordre 2 est tel que

A, ()= r‘{I2(r)cos[lo(r)]—L§r)sin[lo(r)]}—rS [IZS cos I —|17Ssin IOSJ (XXV)
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qui s’écrit (voir le détail des calculs dans 1’ Appendice C),

)]
_(rwsz);(rmjﬂ{(mnz) }[,Wj } o

_5/2
dr’
_ [ 2_ z +2 —
sy = (rs sin J‘(r st] ntr ){ r,sinz’ }{ r,sinz’ } r
52 2 2
dr’ s 75 7 1 . 3o,
[ —C— a - z
+ (15 7 cos )J-[r sinz’ J n(r ){ r,sinz’ } { r,sinz’ } v T2 {rz—(rssinz’)z coszz' o
r sinZ’ r,sinz’ 2 R oY N
s tanz')+ ——sSNE - = _2 ' -1
" 2 s | (tan Z7)+ [r2 —(rgsinz’) ;[’7 [r stJ Krssinz’J } r’ !n(r)[rssinZ’J Hrssinz’j }
- Z' r ’ 2 ’ 2 73/2d ’
ry sin r r r
tanZ') — s _ ’ -1 .
”S[( ") m} i"(”(rssmzf] Hrssinz’j } z
(xxvi)

Les explications sont plus courtes si ’on se limite a I’ordre 1, qui donne facilement A, ()

qu’on déduit de I’expression (xxiv) ; €n supposant, pour r au voisinage de 1’infini, 77 dominé
par 1/r™ avec m >0 (ce qui est bien le cas des modeéles assez réalistes), on trouve que lim A, (r)
r—o

existe et s’écrit sous la forme [1, p. 1314]

, s —3/2
® Crs+2 \T re+z \~ n
A=A (o) =rs(cos”Z - ‘ -1 dz’
1= 1( ) 'S (ms ) ﬁ (."5 sin /' (;'5 sin /2’ rs+ 2/ “
—3/2

= (cos Z') (sin Z') ] (l + Z—) |:(1 + z_)‘ - sian’:| ndz. (25)
0 rs rs

Adaptation de [1, p. 1314] — avec la permission de © Optical Society of America

Moyennant les hypothéses (a) et (d), il se produit pour A, une séparation du réle de /,, viale
résultat

AL (Z TPy b)) =TU(Z Ty, By . ) 0Ty, Py 3) =TU(Z, T, oy ) u(Te, ) C(J) -

La complexité de I, due entre autres aux points de suspension traduisant I’influence

des multiples variables décrivant la structure de I’atmosphére, est réduite si /’on se limite a un
type donné de profils r — g(r) et r = T(r) —ce dernier etant fixe par T, (comme par ex. dans

I’article [2] ou les modéles d’atmosphere considérés sont de type RGO a gradient thermique
—o impose). On en déduit

A, =T(Z",T) ns (%)

en rajoutant les hypothéses (b)-(c), car, compte tenu de celles-ci, I’équation différentielle
régissant le profil de pression P s’écrit
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- P : (xxvii)

elle est linéaire, donc multiplier P, par ¢, a profil de T et M, g fixés, produit une
multiplication, par ce méme facteur £, des profils r— P(r), r p(r), et donc aussi de
r — n(r) ainsi que de 7 (4,) et finalement de A, — cf. supra, [1, Eq. (25)]. Dans toutes nos

discussions ultérieures des résultats de [’article [2], notamment pour la fin du présent sous-
paragraphe et pour le suivant, nous nous restreignons a un type de profils (par ex., RGO avec
o fixé — donc un indice polytropique j impose), et nous bénéficions ainsi d une réduction du
nombre de variables.

Concernant 1’intégrande de I’expression (25), on rajoute une approximation classique dans
I’étude analytique de la réfraction :

Réimpression a partir de [1, p. 1314] — avec la permission de © Optical Society of America

Then, taking into account the smallness of the effective
height of the atmosphere with respect to #5, we develop the
integrandatorder linz'/rg:

Ay (Z) (i Z) fw [1 + (1 S ) 7’—’} ndz.
0
(26)

cos3 7' costZ' | rs

An integration by parts involves the derivative 77’ of 1 and
gives

sinZ' ™ 3 z?
Aow=—— ! 1l——— | — | (—7n") d2.
T ot Z _/0 [Z + ( cosZZ’) 2r5:| ( 7 ) ‘

(27)

By conventionally introducing ([20], Subsection 5.2.1) the

characteristic height Hy s, which is the p-th root of the reduced
momentoforder p of —n’ above S, and isgiven (for p > 1) by

oo ns
0 0

_ f 22710 d7, 28)
]

the final approximate resultis obtained:

tan J' 3 H?
Ao =15 [H.S—(——l) ~5] (29)

cos 2’ cos? 7' 2rs

It agrees with Expression (50) of Labriji ez a/. [4]: indeed, for
= 2 the last expression of Eq. (28) shows that the height Hp ¢
of the barycenter of an entire column of atmosphere above S is
involved in

[a 8]
ngszszf 22 nde
0

o0
ZZHBSf ndz =2 HpsnsHis. (30)
0

et ’on en déduit
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rl(zzmz—f”z'H13<Ts>[1—( : _qmmq;

0sZ' cos*Z’ I

ainsi, l’approximation A, =#sI;, d’ordre 1 en 7, se décompose sous la forme
Ay, =(146,,) A% ou AL =nH (tanZ')/cosZ" , Iui aussi d’ordre 1 en ; (et non pas
d’ordre 0), est le terme principal — dli 8 RAYLEIGH [3] —de A_ et A, , et

H
51w:(1— ?; j °2 <0
cos“Z') rg

est sa petite correction relative LHSCD (i.e. LHSC et DETTWILLER) liée a la rotondité de la
Terre [1,2].

Bien sdr, I’intérét du physicien pour ces développements n’est pas tant dans la
convergence des séries (que nous avons justifiee dans la note 16) que dans I’espoir que, sauf

pour z’ trop proche de 90°, le profil A, +A, +A, soit déja, compte tenu de la petitesse de |17|

et |z5|, une bonne approximation de A, i.e. que R soit négligeable.

2.3. Discussion detaillée du mécanisme de la variation de A _(z',,) en fonction
des parametres thermodynamiques RGO au niveau de I’observateur

Dans tout ce paragraphe, nous n’étudions pas la variation du décalage en fonction du type de
modéles d’atmosphére (RGO, ou standard, etc.) ni de la composition de 1’air ou de

(R,Mas,y,gs,a,rS,Ht,Hs) ; ce dernier constitue donc, par convention, un octuplet de

parameétres (invariable, ainsi que la composition), et I’indice polytropique j, qui se déduit de ces
parameétres, est invariable aussi. Pour le présent sous-paragraphe, il est important de préciser
que nous considérons T,, P, z’' et A, comme des variables — donc T,=T, +0H et

ns (Ty, Py, 4 ) sont a priori variables aussi.
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Adaptation a partir de [1, p. 1315] — avec la permission de © Optical Society of America

the analytical expression of Hp s may be derived (assuming a
well-mixed atmosphere obeying the Gladstone-Dale rule [20],
Subsection 4.1) from two of the three moments calculated in
Appendix B of Labriji ez al. [4], who assumed also the uniformity
of the norm of the gravity field and the perfect gas law. Then,
these three moments being defined with the normalized density
profile (which is independent of the atmospheric pressure Pg at
S) for a given temperature profile, they yield (with the standard
temperature 15°C at S) Hj s = 8.43 km and, with the stand-
ard tropospheric height (above S) and lapse rate (11 km and
—6.5°C/km), Hg s =7.31 kmand H; s = 11.1 km.

With these values, and with ns = 2, 8.10~* under standard
conditions for the 4 line, Eq. (29) gives

Ao 3 tan Z'
o =2.34 m x |:1 —0.0011 (cosZZ’ — 1)j| L
(31)
with an error (with respect to the Runge-Kutta integra-
tion) smaller than 0.1 m for Z/=70° ([4], Fig. 13), where
Ao =18.2 m. Under the assumptions above, the prefactor
(2.34 m at Pg=1 aun for the & line) is independent of 7§
and proportional to Pg; here, these parameters are separable in

A —but this approximate result will no longer be valid in the
next subsection.

From the formulae of [4], Appendix B, we have deduced a
13% increase of Hps when the temperature at S varies from
15°C to 50°C, and verified that it explains a great part of the
slight (<1%) decrease of Ay, versus 7g, shown by [4], Fig. 7.
However, the slight departure from proportionality between
A and Pg, shown by [4], Fig. 6, cannot be explained by the
expressions of the moments given by [4], Appendix B: they are
independentof Ps.

Nous nous attaquons ici a I’étude des deux petits résidus inexpliqués, mentionnés dans
la partie surlignée de I’extrait de [1, p. 1315] reproduit ci-dessus, et concernant, d’un coté, la
non proportionnalité entre A et P, et de I’autre, la petite partie, inexpliquée, de la variation

de A, avec Tg. Pour la bonne compréhension de cette discussion fine, il faut garder présent a
I’esprit le fait que la relation (25) de [1, p. 1314] (que nous avons montrée trois pages plus haut)
exprime de maniére rigoureuse le développement de A, a I’ordre 1 par rapport au profil
r— n(r), alors que la formule LHSCD ((50) de [2], ou (29) de [1]) qui en découle fait

intervenir, en plus, une approximation classique dans 1’étude analytique de la réfraction : celle
qui permet de passer de la relation (25) a la relation (26) de [1] (montrée deux pages plus haut),
et qui introduit plusieurs hauteurs caractéristiques ; ainsi, nous disons que la formule LHSCD
est une expression d’ordre 1 approximatif (en 7). Nous transposerons cette distinction a 1’ordre
2 aussi.
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2.3.1. Influence de la pression Ps

Dans I’article [2], la Fig. 6 reproduite plus loin teste (& z’ fixe) la linéarité de A_ par
rapport a P, et fait constater qu’elle n’est pas parfaite : il y a, pour {—1=0.03 a 0 °C et
Z'=85°, un écart de variations relatives d’environ 9.2-10"* entre celles de P, et de A

compte tenu des hypotheses du calcul numeérique de [2]. Mais en fait, compte tenu de
I’hypothéses (a) ainsi que de la linéarité (due aux hypotheses (b)-(c), et déja soulignée a la fin
du sous-paragraphe 2.2) de 1’équation différentielle (xxvii) régissant le profil r — P(r), c’est
plus fondamentalement la linéarité de A_ par rapport au profil r i 5(r) qui est testée

négativement par [2, Fig. 6]. De surcroit, ’adoption d’hypothéses plus fines hous montrera
(cf. infra dans ce sous-paragraphe) que, toujours pour 0 °C et {—1=0.03 (i.e. pour ’abscisse

1030 hPa) il faut ajouter 1.79-10"° a toutes les ordonnées de [2, Fig. 6]., indépendamment
de z’ (et donc méme si z’ tend vers O) ; cela n’est notable que pour Z' < 45°.
En outre, on trouve qu’avec un profil de T fixe, le terme correctif relatif &, (qui requiert les

hypotheses (a)-(e), et ou H, ¢ défini par (ii) représente physiquement I’altitude, par rapport a

S, du centre d’inertie de toute colonne d’air élémentaire basée en S et montant radialement
jusqu’a I’infini), grace aux hypothéses (a)-(c), est invariant par multiplication de P, par ¢, a

profil de T et M, g fixés — comme on le voit en utilisant la multiplicativité ci-dessus et
I’expression (i) — donc la valeur approchée A, (de A )donnée par [1, Eq. (29)] et [2, Eq. (50)]
se laisse multiplier par ¢ ; en effet, le terme principal (i.e. A®) de A, et A, s’avére
proportionnel a P, et dépendant de 4, (mais pas de T;) puisqu’il s’écrit

tanZ’ Cgs(4) sinZ'
cosZ' g; cos’Z’

AF;(Z"TS’PSJO):Ws(EaIDSa}‘o)Hls(Yé) Fy . (xxviii)

Cette écriture du terme principal A? requiert les hypotheses (a)-(b) et (d)-(e), mais pas celle du

gaz parfait (i.e. idéal) en S — agréable coincidence, car au voisinage des conditions normales,
les écarts a cette idéalité (c) sont un ordre de grandeur au-dessus des écarts a la loi de
GLADSTONE-DALE (a). Nous verrons plus en détail, au début du paragraphe E4 de
I’ Appendice E, tout I’intérét de cet heureux hasard.

Cette discordance (entre les résultats des calculs numériques et ceux des expressions (29) de
[1] et (50) de [2]) quant a la linearité par rapporta Py, vient essentiellement des approximations,
d’ordre 1 en 7, faites pour obtenir ces expressions (les erreurs d’arrondi de I’intégration
numérique donneraient des courbes beaucoup plus irrégulieres). Ici, il faut bien noter que
I’expression générale [1, Eqs. (13)-(15)] du décalage montre qu’il est effectivement non-
linéaire en 7, méme s’il est nul pour le profil # =0. Plus précisément, nous verrons dans ce
sous-paragraphe que la majeure partie de la non-linéarité est approximee par la correction
d’ordre 2 en 7, que 1’0n obtient en prenant la limite (notée A,_ ), pour r tendant vers I’infini,

de notre expression de A,(r) (donnée a la fin du sous-paragraphe 2.2) :
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2 2
K r' r' dr’
A,, rscosZ') r' +2 -1
=(ns I(r smzj o )HrssinZ’J H(rssinZ'J ] r
i oY1 roY - dr’ 21, sin®Z’
—(r,cosZ") j ;7() S N " s sz
rysinZ 2 rysinZ r 2 cos“Z

5 5 32 2
r,sinZ’ N r r dr’
+ tanZ’)— r -1
2 (7 ) ;[}7( )Lrs sinZ'] Hrssinz’j } r'

(xxix)

— ou, pour alléger 1’écriture, nous avons remplacé n(r',T,P,/lo), etc., par »n(r"), etc. Nous
voyons aussi (cf. Appendice C) que les termes en 72 s’éliminent comme attendu (car pour le
profil ri—>n(r) tel que n(r)=0 Vrelr,of on sait que A(r)=0 Vre[r,of
rigoureusement, méme si #, =n(r;) #0) ; il vient

2 2 2
) r! 1 r' dr'
A, 7 cosZ )| (1-tan* Z' +1+ -1
= (1575 J(r stJ " )[( )[rs sinZ'J COSZZ'] [(rssinZ'] } r

5/2

00 ! 2 ’ 2 - ’
r cosZ j (@) r - +1 r - -1 dr’
s\ IssinZ'’ r,sinZ 2 r,sinZ r

-3/2

2
L fssinZ' st' ]‘i () roY r' 2_1 dr’
rssinzZ’ r;sinz’ r'

en supposant, comme avec A, , que pour r au voisinage de I’infini 7 est dominé par 1/r™ avec
m > 0. A cause de A, notamment, le facteur £ ne multiplie pas le profil r > A(r). Dans le
cadre de I’hypothese (a), avec une longueur d’onde /, (dans le vide) et une composition
données, les variations relatives A /n; et Aug/ug sont égales, et avec (c) en plus on a
Aus/us =AP, /P, & T, fixé ; mais dans la réalité, les violations des hypothéses
(@ et (c) font que, dans le visible et pour AP,=30hPa a 0 °C, on a
% A

=85 1510225 1170105 —cf. le paragraphe E3 de I’ Appendice E.
Ns  Ms K

(xxx)

Vu l’intérét de A, pour analyser la non-linéarité de A par rapport a P, nous cherchons

a le connaitre plus complétement. A cette fin nous notons que I’on peut encore utiliser
I’approximation classique [1, p. 1314], déja rapportée a la fin du sous-paragraphe 2.2, mais
maintenant pour exprimer A, . Dans ce but, commencons par le mettre sous la forme
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-5/2

2 2
(1+z [(l—tanzZ’)(lJrzj +sinzZ’+tanzZ'] KIJFZ] —sinZZ'] ndz'
rS rS rS
" , A\2 i ZZ' B N\2 -5/2
cosZ st J‘(1+Z}[ 1+Zj +sm } (1+ZJ —sinzz’] n* dz'
0 I‘S rS 2 r‘S
. B 5 -3/2
Ll z I 1+ 2 ||[1+2 | —sin?z’ ndz’
2ry |y ry I
(xxxi)

2
puis réutilisons cette approximation classique, et en considérant avec NEWCOMB [21, p. 214]

A,, =(cosZ')(sinZ") ng

Oty 3

. . H,s
les hauteurs caractéristiques relatives h, ,:=— jnd V' =

s % Is
H
h ::f— 2V ndv' = —=22
“° U I Is

¢léments de I’ensemble des hauteurs caractéristiques relatives h_ . (toujours avec me N")
telles que

s © \™M g+l
+1 hm . J‘ Z_ q d?] — J‘ Z_ i, 77 dZ'
o U ls r, ) dz'q+1
ZI m n(zl)q-d 0 Z! m-1 n(zl)q+l dzl m 0
__ < +J‘m £ — j Vrmflanrl dV'.
I g+1 , 0 Is g+l g q+1l s
Dans le cadre des hypothéses (a) et (d) qui permettent d’écrire

A\ 1 q+1 - M1 n\q+1 ’ 0
e {Z_j uayr | [Z_J HEY™ 2 M Fymapangy ol
‘ I g+1 , 0 I g+l r, g+1

(ou Vi=7"/ry) et

—déja rencontrées dans [1, Eq. (29)-(30)] — comme les premiers

(xxxii)

puis des hypotheses (b)-(c) et (e) qui permettent d’aller plus loin (voir le détail des calculs dans
1’Appendice C), nous trouvons

Azm(Z’aTs’Ps”qo):Fz(Z’aTs)’72(TS’PS>/10) (xxxiv)
avec
cos*Z' T,(Z',T) _ o, , o0 o(Ts)
Wz o = (1+sin* Z')hy ,(Ty) +| (sin® Z') - 2-12tan Z]T
2
tanZ' 3 \h3,(Ts)

+ h, ,(Ty)+|1- ' XXXV
2 {1'0( s) ( cosZZ’j 2 booxv)

~(2+sin?2')h,, Ts,ps)_[11+(sinzz,)_ 15 }h;l(Ts)

cos*Z' 2



33

qui donne une expression approximative du terme d’ordre 2 du développement de A par
rapport a 7, par opposition a I’expression (xxx) qui est rigoureuse.

N. B. : si I’on n’avait pas particularisé un type de modeles d’atmosphére a ce stade (ici, RGO
d’indice polytropique fixé), dans les relations (xxxiv)-(xxxv) il faudrait mettre le jeu de
variables (Z',Tg,P,,...) pour I, et (T, Ry,...) pour h,,, h, o eth,,.

Dans les intégrales de (xxxiii), I’intégration par parties a permis de passer de 1’exposant
m a I’exposant m — 1. Pour le cas des mode¢les d’atmosphére polytropique d’indice j — étudié
par James IVORY (1765-1842) pour j = 4, Carl Max vON BAUERNFEIND (1818-1894) pour
j =5, etc. — Simon NEwcomB (1835-1909) reconnait a ce stade une intégrale eulérienne de
premiere espece (« intégrale béta » — [22, p. 209]) ; elle se traite en remarquant qu’une primitive

de 7(z)*" est proportionnelle & une autre puissance de 77(z), et donc qu’en itérant cette
intégration par parties encore m — 1 fois on arrive a une intégrale triviale.

7.5e-041

5.0e-04+

2.5e-041

— AR/ Pserp

= 0.0e+001

[0

0

= -2.5e-044

[’i\bn%) /b

-5.0e-041

-7.5e-04

970 980 990 1000 1010 1020 1030
By (hPa)
Reproduction de [2, Fig. 6] (licence CC BY 4.0),
DOI : https://doi.org/10.1051/0004-6361/202142338

Munis des résultats (xxxiv)-(xxxv), nous pouvons avancer plus profondément dans
I’étude de la non-linéarité de A par rapport a P, mise en évidence par la Fig. reproduite ci-
dessus [2, Fig. 6]. En effet, si nous admettons les hypothéses (a)-(c) ainsi que
A, =A, +A,, —ie.sinousconsidérons R (c0) comme négligeable —, nous écrivons


https://doi.org/10.1051/0004-6361/202142338
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A2 T P lg) =L(ZT) (T, P o) + Ty (2 T) (T, P ), (xoxvi)

et nous en déduisons la caractéristique A des courbes de [2, Fig. 6] a P, = P,.;, =1000 hPa
pour divers triplets (Z',273.15 K,550 nm) :

I +2I. 0 1(0 I. 0
A::—l 2718 (—7’) (TS’PS'AO)__(_;/IJ (JE’PS’AO):—Z(_;?J (T'S’PS’AO)
A oP T ns \ OP T [ +15, ns \ OP T, 7%

o0

(xxxvii)

Or, pour la Fig. 6 de [2, p. 6] ci-dessus, établie dans le cadre des hypothéses (a)-(e) et des
modeles RGO d’indice polytropique j fixé, la liste des variables est par convention pour nous

(cf. nos explications au debut du sous-paragraphe 2.2) ramenée a (Z’,TS,PS,AO) ; ainsi,

. . 1 (0A 1
toujours pour cette Fig., —( w] ——=A est donc, pour (Z’,TS,PS,AO)z
A\ P ), - A

(Z', 273.15 K, 1000 hPa, 550 nm), la pente théorique de chaque courbe (associée a z') en son

point d’intersection | avec les autres courbes de [2, Fig. 6] ol 7, =2.8926-10° — et
(on/oP). = 2.8926-10 /hPa car  nous  assimilons  cette  dérivée  a

(6;7/8P)$”§) ~2.8926-107/1000 hPa calculée en admettant les hypothéses (a) et (c). Nous

testons ce résultat théorique en comparant, sur notre Figure 4, A a la pente B mesurée en | sur
[2, Fig. 6].

1,0000E-03
8,0000E-04
6,0000E-04
4,0000E-04

2,0000E-04

décalage moins variation relative de Pg

De 1 000 a 1 030 hPa, vaeiation relative du

0,0000E+00

-2,0000E-04

Distance zénithale apparente

Sériel Série2

Figure 4 — Pentes théoriques A (Série 1), puis pentes mesurées B (Série 2),
au point | de [2, Fig. 6] avec (T, Ps, 4, ) =(273.15 K, 1000 hPa, 550 nm)

[Données numériques de la Série 2 fournies par H. LABRIJI, O. HERSCOVICI-SCHILLER, F. CASSAING]
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L’examen de notre Figure 4 montre que notre étude théorique du terme A, conduit a un accord
majeur avec la valeur des défauts de linearité dans la relation entre A_ et 5, ou P, pour

Z'e ]O°,75°] — car sur ce domaine, les courbes bleue et rouge de la Figure 4 sont quasiment
superposées. La brutale séparation de ces courbes au-dela de 75 ° est probablement
indépendante des imperfections'’ de notre étude de A, ; elle doit étre une manifestation des

effets d’ordre 3 (et plus) en 7 qui sont pris en compte par 1’intégration numérique [2], et la
magnitude relative de ces effets (par rapport a ceux d’ordre inférieur) s’accroit a I’approche de
90°. Ainsi, le fait que la courbe bleue se sépare brutalement de notre courbe rouge n’est guere
étonnant ; et le fait que celle-ci aille a des ordonnées négatives s’explique trés bien — cf. la
note 17 ci-dessous). Mais le sens de variation de la courbe bleue au-dela de 75 ° est hors de
portée de notre étude.

Il existe aussi une autre raison, mineure, de non-linéarité entre A_ et P : la non-
linéarité entre 7, et P, qui a elle-méme deux causes physiques tres différentes et qu’il convient
de bien distinguer, tant dans leurs mécanismes que dans leurs valeurs...

Remarque : autres causes de non-linéarité de A_ par rapport au profil r — P(r)

Il'y a deux causes supplémentaires de non-linéarité, qui sont occultées par les hypothéses (a) et
(c), car elles résident dans la relation entre et P a T fixé ([13, § 6.1], [24]) ; nous les détaillons
dans I’Appendice E, ou nous montrons que leur conséquence essentielle concernant A est —

voir I’expression (E6) — qu’il faut ajouter, au terme correctif relatif J,_ , le terme supplémentaire
ClU) k*(TP) N (Ts.Py,..)
C.(Ts Py d) = % S g r o
3 P,
dont la valeur numérique usuelle montre qu’expérimentalement, il passe actuellement inapercu.

<<1

7 dues a I’approximation classique qui conduit a introduire les hauteurs caractéristiques — on sait que celle-ci est
responsable de la divergence particuliére, connue sous le nom de semi-convergence, des séries classiques de

fonctions censées exprimer la fonction Z'+ y(Z', T, B,,...,4,) sur Uintervalle de Z' (inclus dans
[0°,90°[) ou il y a convergence normale en amont de cette approximation classique ([7, p. 74],
[13, p. 52], [23]) : ces series classiques de fonctions divergent ; mais & un ordre donné k, la valeur
1s(Z'\ T, B,,...,4,) moins la valeur pour Z' de la somme partielle jusqu’a I’ordre k —1 inclus, est
négligeable devant tan®tZz’ pour Z' au voisinage de 0.

En  fonction de Z', les expressions de I} et I, divergent chacune
sur I’horizon astronomique, selon un ¢équivalent proportionnel (avec une constante positive)
respectivement  a —1/171/'4 et 1/;1/'10 (voir le  sous-paragraphe 2.4); comme
I(85°,273.15K) +1,(85°,273.15 K) (273.15 K, 1000 hPa,550 nm) <0, il existe forcément un angle
Z! <90° pour lequel la grandeur ci-dessus tend vers 0_ (et donc A vers — o) quand Z' — Z/~ — on voit le

début de cette divergence pour la courbe rouge de notre Figure 4. Si on renongait a I’approximation classique,
et donc si on donnait une expression rigoureuse de A, , on conserverait les relations (xxxvi)-(xxxvii) mais

avec de légeres modifications pour I et I, donc pour Z.
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2.3.2. Influence de la température absolue Ts

Au sous-paragraphe précédent, on a vu qu’avec les hypothéses (a)-(d), quand P, varie, a profil

de T/g (et donc & T,/g,) fixé, le terme correctif relatif J,, :(1—%j LTI

cos“Z')
I’expression LHSCD (31) de A, est invariant. Ce n’est plus le cas si I’on fait varier T, a P,
fixé : en effet, la variation de T, /g ne produit pas une multiplication du profil de P, mais une
modification plus complexe (méme a P fixé) qui change (méme si I’on reste dans le cadre des
modéles d’atmosphére de type RGO a gradient thermique fixé) le coefficient (en général non

uniforme) —M, ¢ / (RT) de I’équation différentielle linéaire (xxvii) régissant P.

Un premier test intéressant consiste a voir si la pente de chaque courbe associée a z’,
en son point d’intersection J avec les autres courbes de la Fig. 7 de [2, p. 6], s’explique bien par
le développement a I’ordre 1 en 77; nous allons donc regarder si cette pente est quasi égale a

OA
i[ = j (Z',273.15 K, 1000 hPa, 550 nm) — le nombre de variables de cette dérivée
Alw aTS Z',Ps, )

se limitant a 4 pour la méme raison que celle déja indiquée a la fin du sous-paragraphe 2.2 — et
sachant que #(273.15 K, 1000 hPa, 550 nm) = 2.8926-10~*,

(677/8T)T i (273.15 K, 1000 hPa, 550 nm) = —2.8926-10/273.15 K =-1.0590-10 °K™, et

en utilisant I’expression théorique

Alw(Z”TSAPS’jo):(ﬂshlyo)(PsJo) I sinZ’ |:1+HBS(TS)[1 3 j:|

cos’Z' I cos*Z’

fondée — comme déja rappelé pour les expressions (xxxiiii)-(xxxv) — sur les hypotheses (a)-(e)
faisant, entre autres, que h , et H,¢ ne varient qu’avec Tg, et 74/, o qu’avec (PFy,4,). Nous

testons (voir la Figure 5) ce résultat théorique en comparant, aux résultats numériques fournis
par les auteurs de [2, Fig. 7], les valeurs données par I’expression théorique

-1
OA H dH

1 ( le :{14_(1_ 32 ’j Bs} (1_ ?; ,ji BS

A\ 0Ty 2B cos“Z') Iy cos“Z")ry dTy

ou, puisque nous travaillons dans le cadre des modeles RGO, nous donnons I’expression
de dH, /dT; dans I’Appendice D consacré a ceux-ci.
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Extrait de [2, p. 6] (licence CC BY 4.0), DOI : https://doi.org/10.1051/0004-6361/202142338

4.0e-03 —_— =5
— 7y = 25°
— = 45°
2.08—03' —_— = 650
=175
0.0e+001
B _ -2.0e-03
=
B
b
" -4.0e-031
-6.0e-03
-8.0e-03

—20 —10 0 10 20 30 40 50
T, (°C)

Fig. 7. Variation of [Abg /bo]" at A, versus ground temperature.

., _ 1 (0A .
La dérivée logarithmique —L w] est, pour (Z ,TS,PS,AO):
A\ 0T e

(Z', 273.15 K, 1000 hPa, 550 nm), la pente de chaque courbe associée & z' en son point
d’intersection J avec les autres courbes de [2, Fig. 7] ou 7, =2.8926-10" et
(an/aT)M ~-2.8926-10/273.15 K = -1.0590-10 °K ™. Les relations que nous avons

obtenues dans notre étude, sans oublier celles de 1’ Appendice D, nous permettent d’estimer la
dérivée logarithmique ci-dessus. Mais nous avons procedé autrement, dans un premier temps.

A partir des ordonnées des points correspondant aux 5 distances zénithales apparentes
considérées dans le graphe ci-dessus (pour lequel o est fixé), et pour la méme abscisse 50 °C,
on trace dans la Figure 5 la courbe de la « Série 1 » (bleue) ; puis on trace la « Série 2 » (rouge)
correspondant a I’approximation d’ordre 1 déduite des formules (29)-(30), et enfin la
« Série 3 » (verte) correspondant a 1’approximation d’ordre 2 déduite des formules (xxxiv)-
(XXXV).


https://doi.org/10.1051/0004-6361/202142338
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0,00000E+00
0 e TO 26 40 50 60 70 80

-2,00000E-03

-4,00000E-03

-6,00000E-03

-8,00000E-03

De 0 a 50 °C, variation relative du décalagee

-1,00000E-02

-1,20000E-02

Distance zénithale apparente / °

—@— Sériel —@—Série2 Série3

Figure 5 — Pour ts passant de 0 °C & 50 °C, variations relatives de A_— d’apres ['intégration

numérique LHSC pour la série 1 (bleue), d’aprés les méthodes analytiques d’ordre 1 et 2

pour les séries 2 et 3 respectivement.
[Données numériques fournies par H. LABRIJI, O. HERSCOVICI-SCHILLER, F. CASSAING]

Cela montre que moyennant les hypotheses (a)-(e), ces théories rendent compte de I’essentiel
de lavariation relative de A_ avec ts aux grandes distances zénithales, mais qu’il y a des résidus

aussi bien pour celle d’ordre 2 que pour celle d’ordre 1.
On pouvait espérer que 1’écart entre les courbes bleue et rouge de la Figure 6 s’explique

essentiellement par A,_ . Dans cette perspective, si nous dérivons par rapport a T la relation

approchée
Ay (5 L (2.7s)
* (2" T.,P, A ) =1+ —+—2 p(T.,P.,
Aloo( silg ’10) + Fl(z,iTS) ’7( 511 %)

a(z, PS,/IO) fixé, nous trouvons — moyennant les hypothéses (a)-(d) — I’expression locale et
approximative du résidu rouge vs bleu :

oA
i(aij _L( mj :Kaﬂ he + [5'7) (TP 3) Fz} /(1+F2775J
s o s an ), e ), et ), I I

Les relations que nous avons obtenues permettent d’estimer aussi cette différence de dérivées
logarithmiques ; mais il nous a paru plus visuel de faire tracer le graphe du rapport des résidus
—voir la Figure 6.
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2,50000E+00

2,00000E+00

1,50000E+00
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Résidu pour l'ordre 2/
Résidu pour l'ordre 1

0,00000E+00
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-5,00000E-01
Distance zénithale apparente / °

Figure 6 — Rapport des résidus de la théorie d ordre 2 (vert vs bleu) sur ceux de la théorie

d’ordre 1 (rouge vs bleu)
[Les résidus sont définis par rapport aux données numériques fournies par H. LABRIJI,
O. HERSCOVICI-SCHILLER, F. CASSAING]

Cette Figure montre que pour Z’ < 40°, les écarts entre I’intégration numérique et chacune des
théories sont finalement quasi identiques. Vu 1’accord majeur obtenu, Si Z'<75°, dans
I’utilisation de A,_ approximé (lors de I’introduction des hauteurs caractéristiques) pour rendre
compte de I’essentiel de la non-linéarité de A par rapport a P, (mise en évidence par [2,
Fig. 6]), nous sommes portés a penser que le rapport des résidus voisin de 1 avec Z’'<40° ne
dénote pas une imperfection de notre A, approximatif, mais le fait qu’au moins un autre effet
domine largement celui d’ordre 2 dans I’explication de la variation de A, avec T, et que ce
ou ces mécanismes cachés s’accroissent quand z’ passe de 40° a 60° — notre Figure 5 semblant
corroborer, jusqu’a 75° environ, la qualité de notre A, approximatif.

Quant a I’effet, sur ’influence de T, de la violation des hypothéses (a) ou (c) — donc, de la
proportionnalité entre 7, et P, /T —, il ne peut étre une de ces causes occultes (que nous

cherchons pour expliquer 1’écart entre nos formules et 1’intégration numérique LHSC de [2],
de type RK4), puisque ni ces formules ni cette intégration LHSC ne tiennent compte de ce
défaut de proportionnalité. Malgré tout, il est instructif de prédire I’ordre de grandeur de la
conséquence de cette violation sur la variation de A, avec Tg, a P, fixé. Pour cela, nous

exploitons le paragraphe E4 de I’ Appendice E, en notant que dans les conditions de [2, Fig. 7],

1o

: - : _(d :
donc a P, fixé, on trouve que la variation relative supplémentaire [ de A, , associee
suppl

1loo

a dT (assimilé a 50 °C qui correspond a I’extrémité droite de toutes les courbes de [2, Fig. 6]),

et qui n’est pas prise en compte par [2] car elle vient de la violation de (a) qui impose une petite
correction relative ¢, (qui est indépendante de Zz')expliquée au paragraphe E4 de

I’ Appendice E et inclues dans sa relation (E6) ; elle s’écrit donc (pour les modeles RGO)
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{dAlw] _do, :C(/IO)MaSPSd(ZHZ—péHiJ
suppl

A, Cl4c, 12R 2j+1 T,

2j+2-pdt 1
2j+1 T
Nous constatons donc qu’elle est insignifiante a 1’échelle de [2, Fig. 7].

;658med( j;—417409

Ainsi, la cause des écarts entre la courbe bleue et les deux autres, analysé par notre Figure 6,
peut étre cherchée, soit du coteé des défauts numériques de la méthode RK4 (liés par exemple a

son pas d’intégration), soit du coté d’effets non pris en compte dans les théories d’ordre 1 et 2.
-3/2

2
L’un de ceux-ci serait-il la différence entre [1+ Z—j (1+ Z—j —sin®Z’ et son
rS rS
approximation classique {“(1_22’]2} /cos3 Z' avec laquelle apparaissent, dans nos
cos I
expressions de A, et A, , les hauteurs caractéristiques ? Ce serait étrange, car le défaut
qu’elle induit dans nos expressions ne semble pas du tout se manifester, pour Z' e ]0°,75°],
dans notre Figure 4 — alors que les résidus pour la théorie d’ordre 2 sur I’effet de T, sont trés
nets dans tout I’intervalle angulaire [5°,65°]. Faut-il mettre en cause des effets d’ordre 3 en

réfractivité, assumés par le modele d’intégration numérique mais pas par nos formules finales ?
On peut adresser la méme objection a cette idée, ainsi qu’a celle incriminant des défauts de la
méthode RK4. « La vérité est ailleurs... » ?

2.4, Comparaison graphique de 3 formules d’approximation de A

Aux résultats A" (Z',TS,PS,ZO) de D’intégration numérique par la méthode RK4 pour une
atmosphére RGO (d’indice polytropique fix¢é) avec (T, Ps, 4, ) = (273.15 K, 1000 hPa, 550 nm)

[2], nous voulons comparer, en les implémentant pour le méme triplet (TS, P, %), les trois

approximations analytiques que — moyennant les hypotheses (a)-(e) — nous avons rencontrées
dans notre présente étude, et qui présentent (malheureusement, car la réalité est différente) une
divergence®® en y' =0 que nous préciserons (elle est différente pour chacune) sans privilégier

un type de modeles d’atmospheére :
sinZ’

o AL(Z'.Py )= (s His ) (B o) v Ooxxviii)

18 qui est celle d’un ou plusieurs termes d’ordre donné — ou au moins d’une partie d’un terme — du développement
de A_ ensérie de fonctionsde Z', a (TS N S /10) fixé ; il ne faut pas confondre cette divergence avec

celle de la série elle-méme, aprés ’approximation classique introduisant les hauteurs caractéristiques (et qui
a rendu la série semi-convergente seulement — voir la note 17)



41

donnée par la méthode de RAYLEIGH ([3], [12, p. 360]), et telle que pour ' au
voisinage de 0 on a le résultat'® A% ~ng hy o 1 fu'? > 0. (XXXiX)
Notons ici, d’une part, que A" ne fait pas intervenir la rotondité de la Terre ; d’autre

part, que les coefficients du développement de sinZ’/cos? Z' & ’ordre 3 en tanZ’
sont constants, donc 1’expression (xxxviii) justifie un équivalent du théoréeme
d’ORIANI pour A —au lieu de y ;

o AL(Z\To.Pdo) =A(Z, Py J) (146, (2. Ty, P, ) | avec

51w(Z',7"S,IJS,...):HBSTS’PS"“)(l— 3 j (XL)

I cos® Z'

— ou la signification des points de suspension dans les variables a été donnée au
début du sous-paragraphe 2.2. Pour y' au voisinage de 0 on a%

A, ~=3ns Hys Hyg (7”5 '/”4) < 0. (xLi)
Par le terme correctif 4, , I’expression (xL) fait intervenir la rotondité de la Terre.

Chronologiquement, cette approximation analytique a été donnée d’abord par [2,
Eqg. (50)] — moyennant les hypotheéses (a)-(e) et une approximation [25] utilisée par
Jean KOVALEVSKY (1929-2018) et al. — puis par [1, Eqg. (29)] (via I’exploitation
(26) de la quadrature (13) a I’ordre 1 par rapport a 7) ;

. AZ(Z’,TS,PS,---,%>:=Az<z:1°s,%>{1+(l— ; jHBS(rS'PSW)

cos® Z' I

sinz2')-2-12tan*Z’ h? (T.,P.,...
+’75(Ts’2gl,)‘0) (1+sin2 Zr)+( ) 2,0( sl )
cos”Z 2 hyo(T.)

2
tan® Z’ 3-cos?z' hZ,(Tg,P;,...)
+—=1 /h - :
2 [ B 2c0s°Z' Jheo(Ts)

hl,O(TS) COSZ Z 2 hl,O(TS)
(xLii)
gue nous avons introduit pour ce séminaire. Pour ' au voisinage de 0 on a le
résultat®:
A~ 9ni Iy [(8w™) > 0 (xLiii)

19 proportionnel & 74 car cette approximation provient d’un développement d’ordre 1 (en 7) dont le terme

d’ordre 0 (qui correspond a la propagation rectiligne dans le vide) est nul
20 (avec le méme commentaire que dans la note 19)

2L proportionnel a ;75, ce qui est possible car A'fo provient d’un développement d’ordre 2 (en 7) ; on voit ainsi
que la divergence correspondante (la plus sévére des trois) est due au terme d’ordre 2 (celui de A'fo — Ato) qui
est censé, sauf pour t//' au voisinage de 0, améliorer I’approximation. Des faits similaires existent avec les

développements classiques de ¢ [23].
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ou ce termeen hg"o r, fait intervenir larotondité de la Terre. En effet, de la définition

m

(xxxii) des hy' ., on déduit que h,., est proportionnel a 1/r; ; donc, de tous les

termes qui font intervenir une ou plusieurs hauteurs entre les accolades de
I’expression (xLii), seul celui en h,, /h, ; ne tend pas vers O quand ry tend vers

I’infini, i.e. ne traduit pas une correction due a la rotondité de la Terre.

Dans toutes les Figures ci-dessous, les valeurs numériques des hauteurs caractéristiques ont été
calculées en utilisant les formules de 1’Appendice D qui les donnent pour les modéles

d’atmosphére RGO en fonction de (tS, PS) — que nous avons pris, comme dans 1’article [2],
égal a (0 °C, 1 000 hPa). On trouve ainsi H, =6.92 km, et, pour z’compris entre O et 180°,

H
1—( 3 —1) <0 &

cos® Z’ I

I’Observatoire du Mauna Kea, la dépression standard de 1’horizon est voisine de 2°.

- HBS -
<aresin |3 ; +1|=3.3° — or, au niveau de

S

2,00000000000000E+01
1,50000000000000E+01
1,00000000000000E+01

5,00000000000000E+00 }

0,00000000000000E+00
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Logarithmes décimaux des 4 approches du décalage en
meétres

Distance zénithale apparente / °
-5,00000000000000E+00

Séried

Série2 Série3

Sériel

Figure 7 — Dans [’ordre des séries, les logarithmes décimaux de A™ , A®, A" et A® en

metres — les deux derniers sont quasi confondus a [’échelle de cette Figure, et les segments
sur [’axe des abscisses correspondent a un domaine ou au moins [ 'un de ceux-ci est négatif

ou nul : [(90°-3.3°=86.7°),90°[ pour A, comme attendu, [86.5°,88.7°] pour A°.

Valeurs numériques des A™ fournies par H. LABRIJI, O. HERSCOVICI-SCHILLER, F. CASSAING
o0
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On voit que A" et A° sont des approximations par défaut meilleures que A® (qui est par

exces) depuis 0° jusqu’a environ 86°, mais cela change brutalement au voisinage cette derniére
valeur, qui n’apparait pas sur les trois Figures suivantes plus consacrées a la comparaison entre

A" et A°. Sur la Figure 7, seule la courbe bleue (Série 1) ne diverge pas en Z'=90° ; par

o0

contre, AY et A® tendent vers I’infini (et le second bien plus vite que le premier) conformément

aux équivalents (xxxix) et (xLiii), tandis que A", tend vers (- ) —conformément & I’équivalent
(xLi) — mais cela ne peut pas se voir sur son logarithme (cf. la courbe verte, i.e. la Série 3).
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Figure 8 — Dans [’ordre des séries, (AE/A'OT )—l : (A;/A':f )—l et (AZ/A':,' )—1

[Valeurs numériques des A'Ot' fournies par H. LABRIJI, O. HERSCOVICI-SCHILLER, F. CASSAING — idem pour les
Figures 9-11]

La Figure 8 corrobore le fait que, sur au moins tout le domaine qu’elle montre,
A2 —Al| <|A], - AL, et que A%, majore A" de moins de 1 % pour Z'e[0°,59.2°], tandis
que A", (resp. A%) minore A" de moins de 1 % pour Z'€[0°,76.3° (resp. [0°,78.7°). Sur la

Figure 9, nous zoomons pour tenter de lever I’ambiguité due a I’indiscernabilité des courbes
verte et rouge en dessous de 30° dans la Figure ci-dessus.
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Figure 9 — Zooms de la Figure précédente, montrant le domaine d’erreur < 1 % pour
’approximation la plus grossiére : A° (Série 1). Pour toutes les Figures 7-14 on a

(Ts. Ps, 4 ) =(273.15 K, 1000 hPa, 550 nm). Les calculs numériques sont menés en double
précision concernant A", A® , A" et A°, donc on a pour chacun d’eux 15 chiffres

significatifs. A Z'=0.1°, les 4 premiers chiffres significatifs sont communs entre A™ et A®
— ils sont tous deux dans la fourchette (4.036+0.0005)-10° m — donc il reste 11 chiffres

significatifs pour A" —A” | ce qui exclut que les artefacts donnant des dents de scie, bien

visibles aux petites valeurs de z’ sur certains graphes, soient dus a
des basculements de dernier bit ; ils sont donc vraisemblablement
dus aux défauts mathématiques de I’algorithme RKA4.
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Figure 10 — Zoom de la Figure 8, en ne conservant que les deux meilleures approximations —
dans [’ordre des séries, A~ (Série 1) et A° (Série 2).
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Les Figures 9 et 10 corroborent toujours le fait que de 0° a 80° au moins, 1’approximation
fournie par A° est meilleure que celle fournie par A’ .
On note aussi que les courbes des Figures 8-10 ne tendent pas exactement vers 1’origine quand
Z' tend vers zéro. Cela vient de la 1égére différence de valeur entre les quatre dérivées mises
juste ci-dessous (et dont le nombre réduit de variables est li€, comme on [’a dit a la fin du sous-
paragraphe 2.2, a [’adoption des hypotheses (a)-(e) et d’un type donné de modeles
atmosphériques — par ex., ici, RGO a gradient thermique imposé) :

IN
A, (0,Tg, Py, %) = 40.3620 mm/° d’aprés la Figure 11 (ou les 4 séries sont quasi coincidentes),

oz’

R
on, (0,Py, 4g) = (s Hiys ) (Py Zg) = 2.31716 m /rad = 40.4420 mm /° (d"aprés la théorie, ainsi que

0z’

pour les 2 dérivées suivantes),

oA, 2Hg(Ts)
az! (0 TS’PS’)‘O) ( 1S)(PS’/10) [1_%}
= (ns H,s ) (B, 4) (1-2.170-10°) = 40.3542 mm /°
Et
D 2H, (T, 2h,,(T,)-2h2
T, P i) = (1 15)(1%,10){1— Hesll) (TS,PSJO){l—”(rS)+ 2 1@”

= (s Hys ) (P, %) (1-2.170-10° +1.299-10*) = 40.3595 mm /°.

L’ordonnée a I’origine de la courbe bleue — resp. rouge puis verte — sur la Figure 9 est
théoriquement égale au rapport

[ oAR

IN
az"‘j (O, S,AU)/ A, (0,7 5,/10)}—1;1.98-103 (la valeur lue sur la Figure 9 est 2.0-107°)

— resp.

L IN
?SAZ“? (0, P, /10)/ A, (0, T, S,/lo)}—ls —1.91-10™* (la valeur lue sur la Figure 9 est =1.9-107*)

puis

oA oA s - "
oz (0,P,, %) o (0,T,,P,, %) |-1=-6.11-10"° (la valeur lue sur la Figure 9 est -5.9-107)...
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Figure 11 — Au voisinage de [’origine, et dans ['ordre des séries : A , AX, A et A° (tous

indiscernables) — [valeurs numériques des A" fournies par H. LABRII, O. HERSCOVICI-SCHILLER, F. CASSAING
— idem pour les Figures 12-14]

Une comparaison plus précise de A" et A° est possible sur la Figure 12, qui montre que
I’approximation par A° est 4-5 fois plus précise (son optimum) que par A" de 55 a 65°, au
moins 1.5 fois plus précise sur [0°,80°], et aussi précise que par A" a 85°. De 0 a 89° les
erreurs liées a ces approximations sont de méme sens — toutes les deux par défaut.

2,00
1,50
1,00
0,50
0,00
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

-0,50
-1,00
-1,50
-2,00

-2,50

-3,00

-3,50
Distance zénithale apparente / °

Figure 12 — Rapport (A2 - A" ) /(A - A" ) en fonction de 2’
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Les Figures 13 et 14 zooment sur les énormes défauts galopants des trois approximations, de
85a89.9°.

Logarithmes décimaux des 4 approches du décalage en metres
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Figure 13 — Zoom de la Figure 7 montrant, dans [ 'ordre des séries, les logarithmes decimaux
de A, A%, A" et A° en métres, depuis 85° (sachant que les courbes de A- et A° viennent

de se croiser entre 84.8 et 84.9°) jusqu’a 89.9° — les points sur [’axe sont dans un domaine ou
au moins ['un des décalages calculés est négatif (a partir de 90° — 3.3° = 86.7° comme

attendu pour A"
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83,5 839

Figure 14 — Dans [’ordre des séries, A", A, A- et A° —avec des échelles linéaires, mais
en zoomant sur un domaine ou ces deux derniers présentent des changements de signe —
seulement de 84 a 88.7°, mais malgre cela ces courbes corroborent bien les trois divergences
différentesen Z'=90° — celles de A (courbe orange, Série 2), de A" (courbe grise,

Série 3) et de A° (courbe jaune, Série 4) — conformément aux

équivalents (xxx1x), (XL1) et (xL).

2.5. Variation de A_ avec la structure troposphérique a Ts et Ps fixés

Considérons qu’a (Z’,TS, PS,AO) et donc H, fixés, la structure de la troposphére change (mais
pas sa hauteur H,), et qu’au lieu d’étre restée polytropique comme dans le modele RGO (ou la
température de la tropopause est T,), elle a laissé se mettre en place une couche d’inversion
caractérisée par trois parametres independants : par exemple, la température T, de sa base —

son altitude H,, par rapport a celle de S est donc (TS —Tib)/ff — son gradient thermique



49

dT /dr=—o0, >0, et son épaisseur e, , par exemple. D’apres la loi de SimMpSON (voir la fin du
sous-paragraphe 1.1.1), la mise en place de l’inversion ne change pas A_. En utilisant

I’approximation suivante LHSCD, donc typiquement pour Z’'<80°, on Vvoit que cette mise en
place s’accompagne d’un changement

(5A;)21,T5,ps,ao=Ai(Z"Ps’i°)(1_ : )(MBS)TS/ )

cos’Z’

de A_ a cause du changement (5HBS) — de H,; — di a I'inversion considérée (ou Tj,

Ts

redisons-le, reste fixé). C’est pourquoi, a la fin de I’ Appendice D, nous calculons (5HBS )T ;

nous trouvons une expression un peu compliquée (D9), dont nous proposons une approximation
simplifiante (d’ordre 1 en e, ) :

o T-j+2 _Tj+2 ) . .
(5HBS)TS%(.‘” b +TJMH (xLiv)

Dans les Tables 1-2 ci-dessous, nous donnons des applications numériques illustrant ce
phénomeéne, avec t, fixé a 0 °C), pour quatre inversions :

une de 0.8 °C de 30 a 50 m au-dessus de S, dite « faible » ;

une de 1.16 °C de 50 a 60 m au-dessus de S, dite « critique fine » ;

une de 2 °C de 50 a 60 m au-dessus de S, dite « raide » ;

une de 15 °C de 200 & 250 m au-dessus de S, dite « raide épaisse ».

Inversion Inversion Inversion raide Inversion raide
faible critique fine épaisse

(D9) 3.904-10°° 5.134-10° 8.656-10°° 6.313-10°°
3.908-10°° 5.136-10°° 8.658-10°° 6.313-10°

Table 1 — Valeurs de (5HBS )T /rS selon les formules (D9) et (xLIv) pour 4 inversions

Pour avoir la variation relative (5A;)Z,T ; %/Afo(Z',PS,AO), il faut multiplier le résultat de la

Table 1 par le facteur angulaire correctif 1—(3/cos2 Z’), donné dans la Table 2.

AN Facteur angulaire correctif zZ'/° Facteur angulaire correctif
10 -2,09 50 -6,26
20 -2,40 60 -11,00
30 -3,00 70 -24 .65
40 411 80 198,49

Table 2 — Valeurs du facteur angulaire correctif 1—(3/cos* Z')
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Il n’y a pas deffet de seuil pour (6Hgs) /rs et (oA.) , ni pour les variations

Z'T5,Ps 4
correspondantes de A® et A”, quand o, dépasse la valeur critique ¢,, =0.116 K/m ; en effet,
ces effets ne sont visibles qu’auprés de 1I’horizon astronomique, ou aucune des approximations
fournissant A%, A" et A° ne fonctionne ; pour modéliser un tel seuil (qui d’ailleurs s’avére

critique quand il existe), il faut avoir recours a d’autres approximations — une des plus simples
est montrée dans I’ Appendice G.

Conclusion

Comme d’habitude, I’étude analytique (notamment avec les séries) n’a pas la prétention
de rivaliser en précision numérique avec les intégrations numériques, méme si ces dernieres
souffrent aussi de limitations qui leur sont propres. Mais si 1’on se satisfait de la précision
atteignable avec les diverses formules approximatives que 1’on a pu trouver, celles-Ci gardent
toujours I’appréciable avantage de fournir un raccourci théorique et de ne pas nécessiter
d’ordinateur. En plus — et c’est a nos yeux le point le plus intéressant, souligné par la citation
de HAMMING mise en épigraphe —, 1’étude analytique peut déboucher sur une pénétration
intellectuelle qui augmente notre compréhension : elle permet d’appliquer aux observations une
grille d’analyse susceptible de faire mieux connaitre le réel, y compris en révélant d’éventuels
écarts significatifs entre les prédictions du modeéle et la réalité — ce qui conduit a se concentrer
ensuite sur la recherche des causes élucidant ces résidus inexpliqués (que 1’on classera
temporairement dans les irrégularités, les anomalies, etc.). L’intérét de 1’explication rendue
ainsi nécessaire trouve son origine dans 1’éternelle imperfection de la compréhension, qui lui
confeére un caractére intrinsequement dynamique : René THOM souligne bien que prédire n’est
pas expliquer [26]. Dans notre présent travail, nous avons relevé quelques exemples de ce
processus intellectuel.

Un autre point intéressant provient d’une vertu stimulante des mathématiques : leur
capacité a réveler des liens cachés entre des notions ou des faits qui semblaient a priori
déconnectés. Par exemple, nous avons déja pu mettre en lumiére une connexion quantitative [1,
Eq. (8)] entre trois notions : la variation de A_ avec y' a I’ordre 1 au voisinage de 0° d’une
part, I’accourcissement (i.e. I’aplatissement de 1’image atmosphérique du Soleil ou de la Lune
—etc. — pour S quand elle est vue proche de 1I’horizon astronomique de celui-ci) d’autre part, et
finalement un doublet de grandeurs utiles (le gradient vertical de réfractivité en S et la
réfraction horizontale pour S) ; dans le présent travail, nous approfondissons la connaissance
de ce lien en révélant une connexion entre la variation de A avec y' a I’ordre 2 au voisinage
de 0° d’une part, la distorsion responsable d’une asymétrie de cette image proche de 1’horizon
astronomique d’autre part, et un triplet de grandeurs utiles : les deux précédentes, plus
(axh/ar)s W qui donne la variation de réfraction horizontale pour S avec 1’altitude, au

voisinage de celle de S.
La connexion ici nouvellement mise & jour nous permet de lever I’interrogation sur des

estimations discordantes du coefficient de distorsion angulaire verticale locale (azw’/awz)h Y
0.06/° d’aprés un calcul sur une table due a Frangois MIGNARD [15, Table 1, p. 398], et
(0.24+0.08)/° d’apres des mesures effectuées sur une photo de soleil couchant [15, Fig. 5]
prise par lui et reproduite sur notre p.17. En effet, a partir de la valeur

(axh/ar)s% ~-3.43'/km (pour S au niveau de la mer) nouvellement tirée des données
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numériques fournies par H. LABRIJI, O. HERSCOVICI-SCHILLER et F. CASSAING dans le cadre
d’un modé¢le RGO, notre relation (xv) [7, p. 97] corrobore plutét la premiére valeur de
(azw’/awz)h L donc nous fait diagnostiquer, par ce que 1’on voit dans des détails de la photo

en [15, Fig. 5], que vraisemblablement la valeur de (dZT/er)S correspondant a celle-ci est

nettement différente de sa valeur standard.
Un progres dans la compréhension grace a 1’étude analytique concerne la variation de
A, avec P,, montrée par [2, Fig. 6] mais alors inexpliquée ; en établissant pour la premiere

fois une expression de A_ a ’ordre 2 en 7, notre étude montre (dans le domaine de distances
zénithales [0°,80°] ou nos expressions approchées de A, = sontacceptables), que ce phénomene
est une manifestation de la non-linéarite ordinaire de A_ en fonction de 7, car A,_ enrend trés

bien compte pour Z'e [00,800] . Nous avons donc gagné ici du terrain sur I’inexpliqué.
Une autre conquéte, en partie similaire, concerne la variation de A_ avec T, montree
par [2, Fig. 7] mais inexpliquée aussi. Notre étude montre que I’expression de A_ a I’ordre 1

en 77 ne ’explique qu’a 60 % environ a Z'=5°, et 78 % a 45°, mais surtout, que le résidu
inexpliqué n’est quasiment pas résorbé par 1’étude a 1I’ordre 2 ; comme celle-ci ne change donc
guére les résultats de 1’étude d’ordre 1 sur ce point, on conjecture qu’il en sera de méme avec
I’étude a I’ordre 3. On conclut ici sur le fait que ce résidu est une anomalie persistante, pour ne
pas dire une énigme stimulante en vue d’études ultérieures.
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Appendice A : définition, expression et valeurs numériques du
coefficient de réfraction

Le coefficient de réfraction en S, trés utile dans 1’¢étude des réfractions astronomique et
atmosphérique, est défini par

K5 (4) = Csn (%) 75 (A1)

ou (s, (ﬂo) désigne la courbure en S (comptée positivement vers le bas) d’un rayon lumineux

associe a 4, et horizontal en S — voir [7, § 7.1.4] par exemple. Compte tenu de I’expression de

la courbure d’un rayon lumineux, il est bien connu, depuis le travail Johann Heinrich LAMBERT
(1728-1777) en 1758 [27,28], que

ry (on
K =— — | (., A2
s (o) ns%)[arl(sﬂo) (A2)
Dans le domaine visible, I’essentiel du coefficient de réfraction x, au niveau de I’observateur

S est d0 au gradient vertical de pression, qui change peu ; mais, a cause de la grande variabilité
du gradient thermique —o¢ au niveau de I’observateur, on observe fréqguemment de grands

écarts a la moyenne de x(4,) . Sa premiere determination remonte a Brook TAYLOR en 1715,
qui trouve &, =1/5 environ [13, p. 29] [29] ; une quarantaine d’années aprés, aa partir d’une

mesure de la dépression de I’horizon effectuée par Jean-Dominique et Jacques CASSINI en 1701
depuis un sommet du Roussillon, LAMBERT obtient x, =1/7.06 [27, p. 70-71] [28, p. 456]...

Moyennant les hypotheses (a)-(d), et I’approximation d’ordre 1 en #(4,) qui donne

on

K5 (Ay) = 74 [8!‘

j (15, %)
2

on montre facilement (voir [7, p. 78] par exemple) que

ds — 05

. A3
b, () (A3)

Ks () =

Le dénominateur b, (4,) varie?? avec les conditions thermodynamiques en S, ainsi qu’avec la
longueur d’onde (il est dispersif mais en sens inverse de I’indice de I’air) ; on sait que pour la

2 on a bg(l)=RT/[M,P C(J)]. Ainsi, plusieurs auteurs [30-33] donnent la formule
0.0343—[ oy /(K-m™) ]

ks (4) =503 (TSZ/KZ)/(PS/hPa)

dans le visible ; le coefficient
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raie d (alias D3) de I’hélium (588 nm), by =150 K/km a 3.1 °C et 1 atm [7, p. 78]. Quant &
ag , c’est une constante?® voisine de 34 K / km.

Si S est au niveau de la mer, avec I’atmosphére standard US1976, on a
k(588 nm)=1/5.9 ; pour le méme niveau, et encore avec o, =6.5K/km comme dans

I’atmosphere standard, le Nautical Almanac donne x, =1/5.7 qui correspond environ a 50 ° F
=10 °C et 1 010 hPa en S. L’effet du gradient thermique —o, <O contrecarre seulement un
peu celui du gradient de pression vertical. Dans des conditions stables o, <9.8 K/km, donc
Kk (588 nm) >1/6.7 >0 a 15 °C et 1 atm. Noter que o, présente des variations diurnes, et que
la valeur standard 6.5 K/km est la mieux approchée au coucher du Soleil [35]. La valeur
moyenne de x, adoptée par les géodésiens est environ 1/7, car les points géodésiques sont
plut6t sur des lieux éleves ou P, <1010 hPa, et les mesures souvent sont effectuées lors de
journées ensoleillées propices aux opérations de triangulation ; pour la raie d, x; =1/7
correspond par exemple a t; =20 °C et P, = 888 hPa (pression standard a 1,1 km au-dessus
du niveau de la mer).

0.0342 | o /(K-m™) ]
(T/K?) /(P /hPa)

de 0 a 100 % du taux d’humidité, ainsi que celles de 0 a 1 000 ppmv de CO3, ne sont pas perceptibles sur le
3¢ chiffre significatif de bg (4,). Mais les variations usuelles de T et P; le sont: dans les mesures

donné par [34, Eq. (3)] est théoriqguement la moitié. Les variations

géodeésiques, on prend plutdt (588 nm) = 0.14 en moyenne, car ces mesures se font souvent par de
belles aprés-midi chaudes et ensoleillées en des lieux relativement élevés — ce qui rend TSZ/PS (et
donc b ) supérieur a sa valeur standard.

2 detype A égalea M, g5 / R. Elle ne peut guére varier qu'avec { , qui décroitau taux de 0.030 86 % /km

en fonction de Ialtitude de S, et croit avec la valeur absolue de sa latitude (de 0.530 24 % de 1’équateur aux
pdles, mais ceci entraine une légere brisure de symétrie sphérique) ; dans la pratique, ceci ne change pas les

deux premiers chiffres significatifs de cette constante a4 — et celle-ci fait ultimement intervenir la constante

des gaz parfaits, mais ¢’est une constante fondamentale de type D. Il y a ensuite la masse molaire M, de
I’air ; si I’on considére I’air sec, elle est quasiment invariable — la croissance du titre molaire normal en COy,
de 330 ppmv & 450 ppmv, fait passer M, de 28.962 659 g/mol a 28.964101g/mol, mais cela ne

change pas le 4° chiffre significatif de a;. Pour S au niveau de la mer a I’équateur, on a
0 =9.780327 m-s d’ou ag = 34.07 K/Km ; avec la pesanteur normale g, =9.806 65m-s
ona a; =34.16 K/km ; et pour S au niveau de la mer, aux pdles oi g5 =9.832186 m-s™, il vient
ag =34.25 K/ Km. C’est pour cette raison que nous n’annongons que deux chiffres significatifs

pour a .
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Appendice B : démonstration moderne d’'une expression de

o Z,),) (théoréme de BloT, 1836) ; expression de a—“’z E ),
oy i 2 oy’ o 2
et du coefficient de distorsion ‘2'”2' ([7], 2022)
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Adaptation de [7, p. 95 ss] (licence CC BY 4.0), DOI : https://doi.org/10.5802/crphys.113

Annexe B. Coefficient de distorsion angulaire verticale locale

On considere 'expression y (r(8),y'(0)) de la réfraction en M pour le rayon lumineux (Rsp) arri-
vant horizontal en S, et dont la direction de la tangente en M fait, avec la direction orthoradiale,
l'angle ¥’ (0) = 0 — u(0). On voit que (Figure B1)

x(r(0),w'(0)) = x(rs,0)— u(6). B

96 Luc Dettwiller

Ficure B1. Notations utiles pour la deuxigme démonstration du théoréme de Biot, et son
prolongement au second ordre; le sens positif pour les angles définis ici est le sens indirect,
et sur cette figure 1'{@) et (#) sont positifs — ce signe étant cohérent avec ce qui précéde
dans le présent article.

Comme cette relation est vraie pour tout &, dans un premier temps on en déduit I'égalité des
dérivées premiéres
d dydr dy [ du) du
_I:_x_+_1(1__ -2t (B2)
dg arde gy’ df | dg
et on va voir que cela nous fait retrouver le théoréme de Biot. En effet, au point Stel que 8 :=0et
r=rg,onadr/dd =0 (c'est la symétrie essentielle pour cette démonstration, qui découle de la
symétrie de la loi de Bouguer exprimée avec la fonction cosinus); de plus, en Son a ds/df =rs,
donc

du duds o
E—Eﬁ—c‘gfs—xs [Ba)
et alors
(1-x )(51) X (B4)
—¥sl || =-¥s.
ﬂr‘:.r’ sh

Comme ici x est de signe quelconque, ainsi que u, le résultat est valable aussi bien pour 1" — 0
que pour ' — 0_; cela montre que y et donc y sont dérivables par rapport 3 ' en ¢’ = 0. On
utilise encore y' = y + ¥, et par dérivation par rapport a w' il vient

_dy axy
= ' + ' (Ba)
donc sur I'horizon de Sona
. '3 _
[ﬂ =1 L) =1 (Bs)
' g, o' 1-xg
et finalement on retrouve le résultat
ayr -1
= | — == . B7
vz 5] =)o (B7)
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Dans un second temps, on déduit de (B1) I'égalité des dérivées secondes :

&y [ﬂzx dr  #y du' ]dr dy d*r

d62 ~ \ar2de " ay'ar do /de " ar d8°
2y dr 9y d oy 2y’ 2
+[ X _r+ 1 W] dy’ +_X v__ou (B8)
droy'd6 oy 46 ) a6 | ay’ A8z | de?
oll ) )
dyr 1 du dw :_d_u‘ (B9)

—  =1—-— &t ———

da dg “'ag? ~  ae
Au point §, beaucoup de termes disparaissent car on a, en plus de ce qui a été dit au début de
cette Annexe, d2u/d#? =0 car la fonction u de la variable @ est impaire. Donc

a d?r s du__]*
s, Jdﬂzmhawﬁus 0 |1-550) (B10)
Del'expression de la courbure de (Rg;,) en coordonnées polaires,
ds d’r dr 2™
C=|r +2[dﬂ) rﬁ/ r2+(E. ] (B11)
dont on considére la valeur Cgy, en 5, on tire
d*r
E[ﬂ} =rs{1—Csprs) = rs{l1—xs). (B12)
Et comme, d'aprés le théoréme de Biot et (B2), ona
du
E[ﬂ'}:ﬁfs (B13)
—voir (B3) — il vient
ﬂzx rs Oy *x rs (0%
)= —|rs,0 té | —= =— — . Bl4
a2 (rs:0)= l—xgﬂr[rs }nﬂe(ﬂux’zlﬂ, - s(ﬂr]ﬂ, (B14)
donc
]
ﬂtﬁ”z SI_ 1—xg \dr Jgp
car
x(ny) =y —w(ny'). (B16)
Enfin,
a*y' iy dx
= —yspAgn =rs(l—xs)* —] 0 B17
(aﬂf )sn ('3"!"2]5;;/ F )sh Yendsp =—Ts(l-Ks) (ﬁr_sﬁ} (B17)

oi1 A gy, désigne la valeur en S, pour ¢ = 0, du coefficient d"asymétrie A défini au sous-paragraphe
2,22 de I'article [91] dans ce numéro spécial; nous avons ainsi obtenu plusieurs expressions
de (3*y'/3w*)si que nous appelons le « coefficient de distorsion angulaire verticale locale »
sur I"horizon. 11 dépend de tout le profil d'indice de I'atmosphére, contrairement & ¥y, qui ne
dépend que de ng et (dn/dr)s. La grandeur (dy/dr)zp a laquelle il est relié joue un grand role
dans la théorie des éclipses et des occultations par les planétes [66, p. 92], [67, 68]; c'est celle
que Link noterait (1/2)(dew/dly) (voir le paragraphe 3 de [68]). Sur la Figure 4 de l'article [91]
de ce numéro spécial, la mesure de la différence des positions relatives des points haut et bas de
I'image du Soleil couchant (par rapport aux points haut et bas du cercle pointillé respectivement)
permet d'estimer, pour la hauteur angulaire vraie du centre du Soleil, la valeur du coeflicient de
distorsion angulaire verticale locale, 8%y /dy” = (0,24 + 0,08)/° alors que d'aprés la Table 1 de ce
méme article il devrait valoir 0,06/°...
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Remarque

: oz oA - O°A, .
Si kg >1 ,alors y,, >+, | — | —>+o,¢t = | ainsi que divergent.
L' )y, L' )y, oz ), .

12

Appendice C : obtention de I’expression finale du terme d’ordre 2
(par rapport au profil de réfractivité en n)
pour le décalage latéral A,

Nous commencons par le terme d’ordre 2, donné par la relation (xxii), du développement de
I’intégrale 1(r) :

roY oY oY roY - dr’
3 n_ 2 _ -1 201 -4 ’ 3 2 -1 .
rssinZ'] { [n(") = n5] {rssinz’] “rssinZ’J ][” ()= antryme + ’75}} {[TSSinZ'] } ar'
On I’ordonne selon les puissances croissantes de 7 :
@ , 2 , 2 , 2 , 2 -5/2 dr
r r r r r
1,(r) = 3n* (' - 1| -1
2(1) -!(rs sinZ’j { 1 (V)Lrs sinz’j KrssinZ'] }7 (r)} HrssinZ’J } 2r’
T i) oY e oY - dr’
-2 — | 135( -2 =1 |n(' -1 —
s -!-[rssinz’j { ”(r)(rssinz’j Krssinz’j }7(}’)} Krssinz’j } 2r’
e ’ 2 ’ 2 ’ 2 i ’ 2 75/2 d ’
+35 | — | || == | 1 r |1 =&
"\ IsinZ’ rssinZ rssinZ’ rssinZ’ 2r’
© ’ 2 ’ 2 ’ 2 __5/2 4
[ R ] | et | L R s
( rssinZ rysinZ 2 rysinZ r
® 2 2 2 752 g
rl r! r! rl
- _— ' +2 -1
s ![rs sinZ’J H(F)Hrssinz’] } Hrs sinZ'J } r'
3 2 » ! 2 ’ 2 2 d !
ML S Y I
2 JlrgsinzZ’ rssinz’ r'

Or I'intégrale qui multiplie le terme 373 / 2 s’écrit aussi

Iz(r) :T[

. rgsinZ’ . rgsinZ’
arcsin>—— arcsin>——

2 2 -5/2
r 1 1) cosB) . "osin?p L, ' 2 o 48"
.Lmz'(smﬁ'j Hsinﬁ’j 1} [ Si”/”'jdﬁ B ! cos* ﬁ'dﬁ - f B s g

arcsin 0
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nous la calculons par le changement de variable u’:=tan g’, qui donne

arcsin ' sinZ’ tan| arcsin® sirnZ'j _ Ksinz' 3
_[ r tan® g’ ¥ _ I w'?du' = u? | ez 1 rysinZ’
cos? B |3 "3 [ 2|
0 0 0 r‘—(rgsinZ’)

et ceci nous permet d’obtenir 1I’expression (xxiii) annoncée.
La relation (xxv)
_ (r) I
A, (r)=r Iz(r)cos[lo(r)] sm[l (r)] ZSCOSIOS_TSIH los

r,sinZ’

devient, compte tenu de 1,(r) =arcsin et 1, =2Z' (cf. le début du sous-paragraphe

2.2, par exemple),

: ' 2 |2
A,(r)= r{lz(r)cosiarcsin f; Sin 2 ]— Ilér) sm(arcsm sinZ' )}— I (lzs cosZ’—%Ssin Z’}
r

r

:[\/rz—(l’ssinZ) ,(r)—rs ZSCOSZ:l rSSiZnZ'I:ll(r)ﬂL|ls:||:|1(l’)—|13]

dont nous déduisons facilement I’expression (xxvi) annoncée.

Dans la relation (xxix)

" 2 2 *S/Zd
rl rl r!
A, (o0 r,cosZ' +2 -1
2 ()= (s % ;[(r smzj )[(rssinZ'j ”(rs sinZ’J ] r
0 ’ 2 1 ’ 2 75/2d ' 2 H SZ!
(rycos2) | ) ' 4= r ) I
" Sst r,sinz’ 2 |[\rsinZ’ r' 2 cos“Z'

2

inz F ’ N
rgsinZ’ , , r r' r

+ tanZ')— r -1 ,
2 (7 ) J"?( )[rssinZ’J KrssinZ'j ] r

IS

on développe I’expression de ’accolade au carré, puis I’on voit que le premier terme de ce carré
s’élimine avec le dernier terme de la ligne précédente, tandis que le double produit donne un
terme en 5, que I’on groupe avec celui de la premiére ligne, ce qui nous donne



. 2 § © 1
r' 2 r' r' r'
A Z ! +2—(tanZ' -1 -1
2(20) =1 7 cos J.{r smzj n(r){[rssinZ’j (tan ) !{rssinz’j ]} !(rssinZ'J ] r
w 2 1 ? 75/2d
r' r' r
(rycosZ’) = -1
I( J e )[(rssinz’] +2} MrssinZ'j ] r'
) ) 32 2
5 st' T r' r' dr’
[ e 1] %
rssinZ’ ) |\ rgsinz r

et, en utilisant 1+tan® Z' =1/cos? Z', on obtient I’expression (xxx) annoncée.

Dans I’expression (Xxxi)

© , A2 N —5/2

A,, =(cosZ")(sinZ") ng J‘(l-i-z [(1—tan2 Z’)(1+ZJ +sin? 7' + tan? Z'] {[H_Zj —sin? Z’] ydz’

0 I Ig r

0 ' 2 H ZZr [ ' 2 52
—(cosZ')(sinz") I N P 1+ 2| Zsin?z'| 2 dz
0 Is s 2 Iy

.3 w 2 -3/2
21 |y Is fs

2
on n’effectue plus aucune approximation concernant 7, mais pour le reste des intégrandes on

les approxime classiquement par leurs développements limités & I’ordre 1 en V':=2'/r, ; cela
donne

20
rS

= (cosZ’)(sinZ") ns

o t—8

(1+v) [ (1+sin2 Z') + 2(l—tan2 Z')v'] [(cosZ')2 + 2‘/}_5/2 ndv'

cosZ S|nZ _[1+v [ sin” Z
0

-5/
+ ZV’J [(COSZ')Z + ZV’} v 0t dv'
sinzZ' | ¢
+

{l (L+v)|(cosZ')’ + ZVT/Z }7 dv,}z

et, en multipliant membre a membre par (cosZ’)4/sin Z', il vient (toujours a I’ordre 1 en V")

cos*Z' A

200 P 1-tan®Z’ 5 , ,
~(1+sin“Z 1+|1+2 - v | ndv
sinZ' ( )’75 J.[ [ 2 n

. 1+sin’Z’ cos*Z’

a2 70 o0
148072 '|.1+(1+ _42 - 52 jv' n® dv'
2 5 2+sin“Z" cos*Z'
2 =1 |® 2
+tan z j l+(1— 3; ,]v’ ndv': .
2 5 cos” Z
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Pour préciser notre expression ci-dessus A, (o), nous utilisons maintenant

_J.V ndv’, 27/5 h11 Iﬂ dv' et (;78 h21)2=TV’7/2 v
0

el

nous obtenons ainsi

cos*Z' A, - 1-tan?Z’ 5 \nsh,
=(1+sin“Z’ h o +|1+2 - '
sinZ' 1 ( ){773 -0 ( 1+sin®Z" cos’Z') 2 |°

sinZ’ 4 5 2
—1+ 2n2h,  +| 1+ - h
( 2 j[ s M1 ( 2+sin?Z’ COSZZ'j(nS 2’1)}

2
tanZ’ 3 sl
+ h ,+|1- ‘
2 {ﬂs Lo ( cosZZ’) 2

puis
2

4 =y A h
cos” Z (1+sm Z)hlo+(1+sm Z'+2-2tan*Z' - 52 ,—5tan22’j%

sinz’ nlr, cos” Z
271 h2 2
+tan Z h o+ 1——‘2 =2
2 ' cos“Z') 2

Hoa !
—(2+sinZZ’)hll— 2+sin“Z o 52+sm Z' 2,
’ 2 2 cos?Z ’

d’ot, moyennant un peu d’algébre et en utilisant sin®Z’=1-cos® Z', les expressions (Xxxiv)-
(xxxv) annonceées.

Appendice D : propriétés de quelques hauteurs caractéristiques
relatives, pour certains modeéles d’atmosphére

Modeles du Royal Greenwich Observatory (RGO)

Les modeles d’atmosphere RGO consistent en une troposphere de hauteur H,, dans laquelle la
température a I’altitude absolue H est T,—oH (avec o=6.50 K/km), surmontée d’une
stratosphére isotherme de température T, :=T, —o H, jusqu’a H infini. lls ont été utilisés par un
département de I’Observatoire de Greenwich pour implémenter y,, selon le code de
HOHENKERK-SINCLAIR [36] qui utilise le changement de variable de BIOT-AUER-STANDISH
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[8,14] avec un certain modeéle d’atmosphere suffisant pour ce propos — celui proposé par
GARFINKEL [37] puis SAASTAMOINEN [38].

L’équation différentielle (xxvii) régissant P — qui requiert I’hypothése (¢) — donne, dans la
troposphere,

1dP  M,g

Pdz R(TS —az')

et s’intégre facilement moyennant les hypothéses (d)-(e) ; la troposphere est alors polytropique
M
d’indice | 2:;;95—1; 4.25 (si g =g, =9.79 m-s comme pour I’article [2]), tel que
o

!
1lg =@

j+1
P(z’):( ] P, pour z’<H,-Hg, (D1)

S

ol H, désigne I’altitude absolue de 1’observateur situé¢ dans la troposphere ; alors, en posant

ps =T,/T, =(T,—cH,)/T; et 5::L,on a
MaS gs rS
P(z')=P, pi* exp(—k|t — Hg 2 J pour z'>H, — H, (D2)
rS

dans le cadre des modeles de type RGO.

Remarquons que, dans la détermination théorique des profils de pression et de masse
volumique, il est facile de prendre en compte la non-uniformité de g supposé a symétrie
sphérique — et donc de se passer de I’hypothése (e) — si I’on se contente des approximations

! / 2
T(r) ;TS —o2 {FS Tz j et I;T—S 1—[1—3] z' | al’ordre 1 en z’ dans la troposphere,
g(r) Js fs g Gs Tg 1

M,s 9s

!

ce qui donne —en posant ¢ =0 —(27T; /r;) = 6.41K /km et j = -1=24.32 -,

, '+l
F>(z'):[TS ;‘”J P, pour z'<H,—H ;

S

puis, dans la stratosphére isotherme,

1P _ Mg, 7]
Pdz RT/ r

donc

- I, 1 1
P(z)=P. p/i* exp| = - our z’>H,-Hg,
(Z)=F 25 po'(rSn' rS+Ht—HSﬂ P £
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avec ¢'= RT, ~ RT, sans dimension, T=T;—o'(H,—H;) et
MaS gs Is Mas g(rs"‘Ht_Hs)rs

Dans le but de confronter nos résultats théoriques aux valeurs données par 1’intégration
numérique [2] ou g est supposé uniforme, nous revenons définitivement a I’hypothése (e), et
aux  expressions (D1)-(D2); elles correspondent aux  approximations  ou
MaS gS

R

14

—o":=2T,/r; =0.086 K/km << o, et —j":= —( —1) =399 >>1. L’erreur associee est

négligeable, compte tenu de la petitesse de A, /A, =3.3-107 (calculé au  sous-
paragraphe 1.1.1) conforme a la loi de SimMPSON pour A .

En plus, grace aux hypotheses (c) et (d) — donc indépendamment de I’hypothése (e) — il vient
respectivement les équations différentielles

1dP_1du 1dT_1.dM, . dM, .
Pdz pdz Tdz M, dZ dz’ ’

or, dans la tropospheére, a cause de I’expression (D1),

2

1dP 1dT . ldy 1dP 1dT

1dT 1dT .1dT
S =(i+)z— dou =2 = - = (1) = —— =l
Pdz T dz pdz” Pdz' Tdz Tdz' Tdz T dz

qui donne — en posant V' :=2'/ry =(H —H)/r, —

i i
, T. -0z or, , ,
u(z):( ST j usz(l__l_—svj Mg pour z'<H,—Hg,

S S

tandis que, dans la stratospheére,

- = et — =
pdz' Pdz' Tdz d7

1dp _1dP _1dT  dT _,

d’ou, en posant Vv, :==(H, —Hg)/rs =(1- p5)Ts /(o) ,

!

!
V-V

M= Hs psj; exp[ j pour z'>H, —Hj

a cause de I’expression (D2).

Expression de quelques hauteurs caractéristiques

Grace a I’hypothése (a) — en plus des hypotheses (b)-(e) — on trouve
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0 Vi i © "\
h o _ 1 Iudv’:_[(l—o-—rsv’j dv'+.|',osj exp[quv’
IJS TS v ‘f

0

_ T 1- pJ+l T, Ro Typs Ro ;. ; RT,
=By plé= - N VIS
ar j+1 org, M,; 0 org M, 0 M,s O I
donc
RT
hlvoz—S (D3)
M,s 9s s

comme attendu d’aprés la premiére partie du résultat (ii), et qui s’écrit aussi

h_ﬁg_lTS_ Vt,

ps j+lor (j+1)(1-p) "

(l——svj v'dv’ +;|:V,05 exp( : jdv

I
'C
[%2]
'—n
o'—.<

(D4)

(qui est responsable de la sevérité de la divergence, en ' =0, de A, )ou

R[Ts —o(H,—Hy)]

T.=T,—-cH., =
° ° ® 5 MaS gS rS

et pq :1—T1(Ht ~Hy), (D5)

S



2(j+1)(1—p§i+1) (2]+1) 2J+1h10
2(2j+1) 2

(J+1) 2]+1 h1,0
2j+1 4

hl,l -

et, pour finir,
h? 1 Tv’p2 dv' = I(l— 's V’ij dv’ +Iv’ 2 exp( Vo Vljdv’
,1
TR LT u &
2ji1 Yy 2j+1
_Jl_ T 1 1_O'rs v v _J-_ T 1 1_6rs v v’
or, 2j+1 T, or, 2j+1 T,
S S 0 0 S S
, & v, =V co v, —
+<| -V Zexp| 2+—— —I——exp 24— |dv'
2 & )], w2 5
+ 2 +
—_ Tg p§J1Vr+ T 1- pZJZ i V,+§j£p2j
org 2j+1 " \or ) (2j+2)(2j+1) " 2)2"°

(i1 pg”l . 1_ps(1+1) . Ds pSZHl 2
=(i+1) 2j+1(J+)( _’)S)jL2(2j+1)Jr T 2 [

~(i+1)
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(D6)

(J+1) [ 2(j+1) p2j+1]+2(1+1)[1 p2(1+1] (2j+1){ (j+1)p2* - [2 (j+1)-(2j+1 ]pz(m}

4(2j+1)(j+1)
qu’en ordonnant suivant les puissances croissantes de p. , on met sous la forme

2(j+1)+ 2+ D) 2] +1-2(j +1)] o2 + [(4j2+8j+4)_(2j+2)—(2j+2)]p§(j+1)ﬁ

h?, =
2t 2j+1
2(j+1)-2(j+1) p2* +4j(j+1) p20 hZ,
2j+1 4

d’ou finalement

([ 2el ] e,
21~ 2j+1 2

4

(D7)

2
1,0
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Enfin, grace a la 2° partie du résultat (ii), nous trouvons

H 1 0 P Hi—Hs T _ ! i+ r 0 . H —H - i
BS =—I—dz'= J. s 02 d_Z+ J- st+1 exp t—sz d_Z
fs rso B 0 T s hln, rs ¢ T

_ 2 H . 2 ‘
_ T, 1-ps LS psj+2 ={(j+l)l ‘Psz +p51+2:|h10
J+t '

(D8)

Dérivées de ces hauteurs caracteristiques, fonctions de la seule variable T,

Rappelons qu’au paragraphe 2 notamment (oU ces dérivées sont requises), nous considérons
que non seulement r, et Hg, maisaussi R, M, g5, oet H, (qui sont associés aux modeles

de type RGO), constituent des parametres invariables ; donc j, qui se deduit de ces parametres,
est invariable aussi. Mais nous considérons T, et P, comme des variables —donc T, =T + o H,

est a priori variable aussi.
De I’expression (D3) trés simple et trés connue, on tire immédiatement

dh, ,/dT; =h, /T .

Pour les dérivées suivantes, nous devrons disposer de dpg/d7;, que l'on déduit de
I’expression (D5) :

dps o
——==—(H,-H,).
dT, T;( «~Hs)
En dérivant logarithmiquement les expressions (D4) et (D6)-(D8), on trouve

dhzz,o _ (j+2)psf+l dps 2 h2
dT, 2o

: : +
j+1l+pl? dT, T

dhy, [ (2j+1)p% dp, L1 h
dTy | 2(j+1)-p3dTy T |

dTg L 1_p52j+1+2jp52(j+1) i dTs T

dhZ, __—(2j+1)+4j(j+1)p5 ;i dps | Z}hz
2,17

et

dTg j+1+pl dT; Fs
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Expression de Hgs pour une atmosphere RGO modifiée par une couche
d’inversion au-dessus de S

Pour étudier I’effet, sur A_, d’une couche d’inversion, calculons la variation (5HBS )T de Hy,
entre le modele RGO avec (TS,PS) [2], et le modele modifié ayant fait place & une couche
d’inversion dans la troposphere au-dessus de S, mais conservant les altitudes absolues H, et
H, de la tropopause et de S, ainsi que T, — donc ne modifiant pas H, .

Ts—[(Ts —Tib)Z'/Hib} avec T,=T;—H, o pourz’e[O,Hib]

T, —(2=Hy)o, avec o, <0 pour z' €| H,,, Hy, +¢; |
T(z) =
) TiH—[z’—(Hib+ei)}a avec T, =T, +(-0,)e  pourz'e| H,, +e,H,—H,]
T (H=H)=(H, +e)]o pour ' e [H, - Hy, o]
MaSgS

L’indice polytropique dans la couche d’inversion est J; = —1<0. Dorénavant, nous

Oi
mettons un « prime » aux symboles des autres parameétres qui peuvent étre modifiés par la
présence de I’inversion, comme par exemple la température de la tropopause

T =T~ (H =H)~(Hip +8) o =T, ~(H, ~ Hy)o + (o -0,)e
=T, +(c—0,)g>T,.

Munis de ces notations, il nous est facile d’écrire la solution de 1’équation différentielle (xxvii) ;
elle est telle que

(o] o <01,
Ti i Ti (7 Hi - §i+1
(T_: [ | ( T b) ] pourz,e[Hib’Hib+ei]
P(z") i i+
= _ "I Ty - Z'—(H;, +¢
P LTu_b H [ ( b )}0 pOUfZ'E[HibJrei’Hib_HsJ
T Ts
T\ s T
(ﬁJ & exp(_ Ps HlsJ avec pis ::T;St pour z' e[ H, — Hg, .

En utilisant une fois de plus la 2° partie du résultat (ii) — adaptée aux nouvelles notations,

le. Hyg = j Pdz'/P, —nous obtenons immédiatement
0



" ] iy ji+2 Ji—] j+
b Ts 1 [Tiij 2 (J+2)0' [Tibjl 2 TiH J TiH Ji=] (TiHjJ 2 -
BS = 7 - | 1-| — nal B e —Ps

(J"'Z)U T (]i"’z)ai T L, i T

§i—i
T. _
+[ﬁ] pijszHls

donc, en utilisant T _ (j+1)H,g, nous trouvons
o

. j+ ji+2 . i—] j+
Hé5=j+1 1+(j+2y7 T, 121_ Eﬂ_l _(k+2yﬂ . T - I.i_H_Jz_p’j+2
His  j+2| (j+2)e (T T, (j+2)o | |\ T, T, ;

Ji—i
T4 :
+ A _J+2 ,
(Tib } p|S

et, en retranchant la valeur correspondante de ce rapport sans la couche d’inversion, nous
obtenons rigoureusement

i+ ji+2 Ji=] i+
(5HBS)TS_j+1 1+j+2£Ti_b121_Ti_Hj _ji+2ﬁ+Ti_Hjj Ti_sz_ »
His j+2 it20 T Ly jt2o Tio I &

ji-i _ -

(TiH] pe_ j+1+pl
Tl | Pis T,
j+2

i ji+2 ji—i j+
(5HBS)TS _ J+1 T._b 2 J+2£ 1— T._H J 1 +j+1 T,_H o T,_H 2
His j+2\ T jit20 I, J+2( T, T

+<J+2)—<1+1)[E_HJ“" e o

j+2 T,

. j+2 . ji+2 ji+2 Ji—i "
(T a2 (T | g (T ] L L (T ) e pd?
J+2( T jit20, |\ T, Tip J+2( T, '° j+2’

d’ou I’expression finale un peu compliquée :

j+2 Ji+2 ) Ji—] j+2 j+2
S )| B | 222 (B (B3]
H,s J+2 Ts Ty Jit2o; T, T T

(D9)

En introduisant la hausse de température 67, =T, —T;; =(—0;)e, << T}y dans I’inversion,

ainsi que celle 07, =T,-T, = (0 —0,) ¢ =0e, + T, << T}, de la tropopause due & la mise en
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place de I’inversion, nous cherchons a simplifier en nous contentant de 1’approximation
d’ordre 1 en e, :

oH T, )Y [ o
( BS) E(J 1) J_H—Z_z E.,.i 1+(ji—j)£+(j+2)£ -1 £ .
Hys T 1+2 0 )T, j+2 T, T Ty

En regroupant les termes en 47, /T;,,, nous obtenons
SH i+2 . .. j+2 i+2
( BS)TS _ (J+1) Tl_b J-i+2_£ +Ji_J L g + £
His Ts 1+2 o J+2\ I T, T

puis, en profitant de la proportionnalité entre (6Ti,(57;) et e,, nous écrivons

oH i i — i —0i j+2 9 —
N T DR Y
H15 J+2 o, ]+2 ]—i'b I; T'S

o,
T

Cherchons maintenant a n’exprimer ce résultat qu’en fonction d’un triplet de parametres libres
qui caractérisent I’inversion, comme (Tib, o, ,) par exemple. Dans ce but, éliminons j; en

profitant de la relation

M M
—(ji+1)=—2 9s _ Ts MasOs _ T =(j+1)i>0 (usuellement petit devant j+1) ;
-o,R -0, RIT; -0, H -0,

avec celle-ci nous trouvons, sans nouvelle approximation,

oH, :
His T J+2 Ui O
% , 12770

_ e o
(Tli)z TtJ 2)— t
j+2 T, T,

el (50) oo
C )T, A

d’ou

(9as), (jraThe-T2 1 7
H = H 2 -I-j+2 T_ Tj+2 (O-_O-i)ei
J+ s i

1s ib

d’ou I’on tire facilement I’expression (XLIV).
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N. B. : intégrales pour décrire le décalage latéral di a I’ionosphére

Pour I’étude du décalage total produit pour les ondes radio lors de leur traverseée de
I’ionosphére, dans les équations de base il faut remplacer p par la population N, d’électrons

libres, et on voit bien sQr apparaitre des intégrales du type

© ! m q+1 ©
j— z d,—Ne dz/ =" [v™NSay
o \Ig ) dz' q+1 q-+1

N.B. :avec (m,q)=(10) I'intégrale est égale a 7, /1, , i.. le zenithal Total Electronic Content
divise par r; .

Par rapport aux intégrales correspondantes avec W, utiles pour traiter des domaines UV,
visible et IR, nous voyons deux différences :

e on écrit les résultats des intégrales ci-dessus sans se servir des hauteurs caractéristiques
relatives, parce que sinon il faudrait diviser ces intégrales par N,, or N, =0 pour S
sous I’ionosphére ;

e les profils de N, et p ne sont pas proportionnels, donc le précieux renseignement
donné sur W par I’hypothése (b) d’équilibre hydrostatique ne se retrouve pas
pour N, , et 7., ne se préte pas a une expression générale et simple ne dépendant que

ecO

des conditions en S — contrairement a 1’intégrale correspondante pour [ qui,
moyennant les hypothéses (b) et (), donne ugH,q /fs =Py /(9sTs).

Appendice E : effets des écarts ala loi des gaz parfaits
et a celle de GLADSTONE-DALE

Le titre de cet Appendice mentionne ces deux phénomeénes supplémentaires en ordre
décroissant quant a I’importance de leurs atteintes a la loi de proportionnalité entre 77 et P/T .
Apres les avoir présentés a tour de role dans les deux premiéres parties, nous préciserons, dans
une troisiéme partie, la résultante de ces effets sur la loi de variation de navec (T,P).Etnous
serons alors en mesure, dans une quatrieme partie, de démontrer une expression de
A, (Z2',Tg, P, 7,) actualisée, dans laquelle la modification essentielle est due a 1’effet mineur,

a cause d’une €limination de g !

El. Les écarts a I'idéalité du gaz

Pour un gaz réel, il est bien connu que la loi donnant, a T fixé, i en fonction de P, n’est pas
linéaire. On I’exprime volontiers par le développement du viriel, qui donne la grandeur sans
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dimension z:=M, # — appelée « (facteur de) compressibilité » — sous la forme d’une série

entiere (paramétrée par T ) de la variable P. Si I’on se limite a I’ordre 1, on a

z(T,P)=1-(a-bt)P (E1)
quand en plus le coefficient de P est approximé par son développement d’ordre 1 en fonction
de la température Celsius t ; ce coefficient s’annule par définition a la température de Mariotte
t, (ou température métacritique), qui vaut 56,40 °C pour I’air sec d’apres les valeurs de a et
b données pour lui : a=0,547 0510°° Pa™* et b=0,009 699.10° Pa*.°C™.
Afin de comparer avec I’écart maximal 9.20-10"* de variations relatives que montre la
Fig. 6 de [2], notons qu’a 0 °C, de 1 000 hPa a 1 030 hPa, il y a un écart de variations relatives
d’environ 1.64-10"° entre celles de P, et de .

E2. Les écarts alaloi de GLADSTONE-DALE

Une loi plus générale que celle de GLADSTONE-DALE est celle de LORENTZ-LORENZ ([39,
2

. . n . .
chap. 4], [40]) selon laquelle p est proportionnel a Ty ; la constante de proportionnalité est

3/[2C(/10)] ,ou C(4,) = Iirrgn/,u, et elle ne varie qu’avec /,, mais pas avec 1’état physique. Il
[TE

est facile [41] d’inverser cette relation, et d’en déduire une expression de (n —1) en fonction de
K, non-linéaire (quoique les deux s’annulent en méme temps) ; c’est la seconde méthode de
CIDDOR [42] pour exprimer 1’indice de 1’air humide, en fonction de son degré hygrométrique.
Mais pour I’air sec, au lieu de cela on trouve plus souvent dans la littérature [43-44] une
approximation basée sur une approche itérative. Elle commence par un développement du
premier membre de la relation de LORENTZ-LORENZ & I’ordre 2 en 7, donc on part de

n?-1 _2(n-1) [1_ n—lj _

n+2 3 6 )’

on corrige alors la loi de GLADSTONE-DALE — qui assimile, pour une composition donnée du
gaz, n(T,P, %) a C(4,) (T, P) —en ecrivant la réfractivité sous la forme

(T, P, %)

: } CUo) (T, P), E2)

n(T,P, %)= {l

et pour expliciter le terme entre crochets de la relation (E2), on se contente de 1’approximation
(E3), i.e. celle de GLADSTONE-DALE et des gaz parfaits, en négligeant en plus la dispersion de

lair sur le visible car la variation relative de C=2,3.10"m’kg™ n’y est que
de I’ordre de 102 (et cela laissera séparées les variables 4, et (T,P) dans I’expression de 7) :

M,PT, MC P
n(T,PA)=CuzC—2_—0=-"ar _ ~ (E3)
RT, T RT, L+(t/T,)
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A0°C,de 1000hPaal030hPa,ilyaun écart de variations relatives d’environ 1.5-10"°
entre celles de pg etde 5y —presque 11 fois moins sensible que I’écart de variations relatives

entre celles de P, etde . Cela explique que, contrairement a BONSCH et POTULSKI en 1998

[43], CIDDOR en 1996 [42] puisse négliger les écarts a la loi de GLADSTONE-DALE pour I’air
sec (avec 450 ppmv de COy) et pour la vapeur d’eau isolément, mais pas les écarts a la loi des
gaz parfaits (décrits par 1—z =0) ; la prise en compte de la loi de LORENTZ-LORENZ n’apporte
pas de changements des 4-5 premiers chiffres significatifs de la réfractivité dans les conditions
ordinaires en laboratoire [42, p. 1568].

E3. Combinaison des deux effets pour la réfractivité

Ces deux écarts se combinent dans les variations de n7avec P et T a /, fixe [40, p. 63-68].
Ainsi, en simplifiant (E3) par un développement d’ordre 1 en t/T,, et en utilisant (E1) et (E2),
on en déduit une expression de la réfractivité plus précise que (E3) :

W(T:P,%);[H”(T’g’%)}Mac(io) 1

RT, 1+(t/TO) z(T,P) (E4)

[ mC M, CUM) P
=i M- p(a-bpe | 1Lt

ou le terme entre accolades synthétise les corrections relatives et approximatives par rapport
aux lois de GLADSTONE-DALE et des gaz parfaits ; numériquement [43]

2T P, ) E{“ 0,5953 (0,009 876 t/°c)P} M, C(g, M) p -

10° Pa RT,  1+(0,0036610t/°C)

On voit que suivant les formules contemporaines précises [42-43,45-47] la réfractivité de 1’air
sec et sans CO2 n’est pas proportionnelle & P/T , ni méme a Y, mais & un « facteur de densité »

(fonction de T et P seulement), dont le produit par le « facteur de dispersion » (fonction de 4,
seulement) donne 7 ; mais on comprend aussi que la séparation des variables 4, et (T,P) dans

I’expression de 77 n’est cependant qu’une approximation — qu’EDLEN adopte consciemment
[48].

Si pour tout Z’ on adoptait, a titre d’approximation, la linéarité de la relation entre A et le
profil de 7, mais si ’on utilisait ’expression (E5) qui donne donc une relation non-linéaire
entre g et Py (a Ty et A, fixés), on trouverait dA, jdentifié & —= et

A, Ns

dp, _dp [, 05953-(0,0098761/°C) 0,5953—(0,009 876 t, /°C)

ns P 10° Pa s 10° Pa

dp, -
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Application numérique

En assimilant 30 hPa a dP;, et en prenant t; =0 °C, on trouve

0,5953 (O,(log 876t;/°C) 4P, ~1.79-10°° z%—dﬁ,
10° Pa s s
et on verifie que ce petit écart de variations relatives est la somme des deux autres écarts de
variations relatives, 1.64-107° et 1.5-10°°%, déja indiqués précédemment.
Analytiquement, si I’on tient compte de la non-linéarité de la relation entre A et le profil de

~ qui domne 9A-_ 9 pon nui?* et variant avec z' -, grice a
Aoo 7]5
05953 (0009876t /°C) | . (oo e
10° Pa °
(@).(e)
0,5953-(0,009 876 t./°C
dA, _dR 70ty = (00 /g | L(A ) _Llgp
A, P 10° Pa A\ OP ), P

en faisant I’approximation de ’additivité de ces petits effets séparés. Est-il possible de s’en
passer ?

E4. Effet, sur I’expression de A, _, d’une violation de la loi de GLADSTONE-
DALE

Ni cette loi empirique (a), ni celle des gaz uniformément parfaits (c) — ni les 3 hypothéses
supplémentaires (b), (d)-(€) — n’interviennent pas dans le cheminement de tout le sous-
paragraphe 2.2, qui se termine par

B R s AR tan Z' (3 Hgs
Ay, =(1+4,,) A% ou N =ngHys et =0, =| —5—; -1 - <«<1,

moyennant les bonnes définitions des deux hauteurs (cf. la p. 6 de ce document) :

1 F < <
H.T,P,.... ) =————|ndz" et H((T,,P.,...,4)=|z'»ndz’ dz'.
15 (Ts Ps %) ”(TsaPs,/Io)E[n z gs(Ts, Py %) _([277 Z/_([’? z

C’est a ce stade, ou 1’on souhaite préciser les variations de H,s et H, avec (Tg, P, 4, ...),

que les hypotheses (a)-(e) sont utiles.

Or pour exprimer le terme principal (i.e. A®) de A, et A, , il ne s’agit pas d’écrire

1o 2

H,s (T, Ps,..., 4) isolément, mais le préfacteur 54 H, ¢ ; nous avons déja vu, dans le résultat
(xxviii), que pg s’élimine dans ce préfacteur, qui se met — moyennant les hypothéses (a)-(b) et

24 dont I’estimation numérique par un modele utilisant les hypothéses (a)-(e) est montrée sur la Fig. 6 de [2]
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(d)-(e) —sous la forme C(4,) Fs tan Z, sans faire intervenir I’hypothése (c). Donc les écarts a

gs cosZ
I’idéalité de 1’air en S — spécifiés notamment par le facteur de compressibilité z(Tg,P;) —

n’affectent pas le terme principal de A_ et A, ; par contre, ce terme A® est altéré par les

écarts a la loi empirique de GLADSTONE-DALE — i.e. I’hypothése (a) — qui sont plus petits que
les écarts précédents, d’environ un ordre de grandeur. En ce qui concerne la violation des
hypothéses (a) et (c) et le changement produit dans 1’expression de A_(Z',T,,P;,4,) pour un
modéle d’atmosphere de type RGO, nous profitons de ces heureuses circonstances pour le
chercher, sous une forme approximative la plus simple possible, en adoptant la stratégie
suivante : d’abord, en remplagant I’hypothése grossicre (a) par une hypothése plus fine (a'),
regarder quel changement est induit dans I’expression de H, puis de #¢ H,, et qui va corriger
P tanZ’

!

le terme principal®® A en multipliant C(/,)

par le facteur correcteur 1+c,_ (ou c,,
S

est petit, de I’ordre de 5, <<1) ; ensuite, compte tenu de cette petitesse, ainsi que de celle de
O (de I’ordre d’une hauteur caractéristique relative
h << 1) et de A, , réadmettre I'utilisation de (a) et (c) pour estimer plus simplement
(T, Psu ) 61, (2 T5) et A, (27,75, P, 4g) -

On commence donc par renoncer a ’hypothese (a), et — a I'instar de beaucoup d’études
précises sur ’indice de 1’air, dont celle de BONSCH et POTuLSKI [43] notamment — on la

remplace par ’hypothése (a") consistant a admettre 1’approximation plus raffinée selon laquelle
variation de 7 avec J est donnée par

n(T,P,%)E[HW} CUg) (T, P) :

cette expression est aisement compréhensible si 1’on s’inspire des relations (E2)-(E3). Alors
pour notre H, ., dont la definition est rappelée ci-dessus, en utilisant les hypotheses (d)-(e) on

trouve

=LT{Z§+W}M'/ [1+C(’1%)”S} :
Hs % s
donc

25 Le fait que I’expression de ce terme soit affectée par la violation de la loi de GLADSTONE-DALE renforce 1’intérét
a priori de la discussion présente. Par contre, en ce qui concerne ’effet de cette violation sur I’expression de

la réfraction y¢ d’aprés la formule de LAPLACE, il est moins important en valeur relative car il ne modifie

pas I’expression de son terme principal, qui reste 74 tan Z' ; pour celui-ci, la violation de la loi des gaz
parfaits (et de celle de Gladstone-Dale, dans une moindre mesure) influe seulement sur la fagcon dont ce terme
varie en fonction de Ty, P (et 4,) — cf. le paragraphe E.3 du présent Appendice.
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|:1+C(}’g)ﬂs} HlS TS’PS""'}LO)EL|:i]O._ dP dZ'+&Tﬂ2dz,:|

_ ) -
_ P +C(Ao)ﬂs s I (i] az:

| Hs8s 6 0 ’s

[P mGn th}

| Hs &s 6

grace a (b) et moyennant un développement a I’ordre 1 en 7 ; au passage, on note qu’un des
effets de la violation de la loi de Gladstone-Dale est de rendre H,, dépendant de P, et de /,,

car 2r5 h,, = Py /(s g5 ). On obtient finalement I’expression modifiée du préfacteur

(nsﬂls)(f’s,fz,---,zo):C(Ao)ﬂ(Ts,Ps){ s +’7(TS”’S"""")”Sh1,1}

,“(Ts P)gs 3
[tre, (P iy)] S0) g 5 E)p

avec

CU) TR |, Mo )

3 s'S P,

.. (Tg,Ps,.... 4p) = de I’ordre de 75 <<1,
d’ou une petite variation de 7, H,; avec T, et une non-linéarité par rapport a P, — a cause de
c,, qui dépendde T, P, etc.

Afin de préciser, pour un type donné de profils atmosphériques, A, (Z',T;,P;,4,)
conformément a notre stratégie annonceée ci-dessus, nous exprimons maintenant ¢, (Z',7;), et
pour cela HBS(TS)/rS , moyennant la réadmission de I’hypothése (C), ainsi que de (a) (donc

en négligeant un terme de I’ordre de 74~ mais en conservant celui qui est de 1’ordre de h) :

HBS(TS) _ h22,0 1£TZ',LCdZ'/T / h220 as gS rS
rS 2hl,0 rS 0 0 RTS

IIZ

En outre, pour un modéle RGO (cf. Appendice D),

H J+1+pj+2 R]WS (J+l) 2]+l RTS
et h,=

= , ou I,—oH,)/T; .
rs j+2 M,s 9T ’ 2j+1 4MaSgSS Ps = ( )/

On synthétise les résultats de cette investigation en écrivant, pour un type donné de profils
atmosphériques,
P, tanZ’

Alw<zsz,Ps,ﬂo>=[1+51w(zsz)][1+cm(Ts,Ps,io>]c<io) " 052

P tanZ'
g5 CosZ’

=146, (2" T9) + ¢, (Ts, By ) ] C () —
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77

et finalement, pour les modeles RGO,

cos® Z’ j+2 M, g.r 12R 2j+1 T, | cosZ'

(E6)

S

Cla) 5 {1_( 3 _ljj+1+pg+z RT,  CUo)M,s 2(j+1)-pi" B | tanz'

auquel il faut ajouter A, (Z'.Tq,Ps,%)=T,(Z"Ty) n*(Ts, B, %), A,,, etc., mais dont la
petitesse — relativement a A, — nous autorise a utiliser les hypotheéses (a)-(e) pour donner son
leurs expressions en fonction de (Z',Tg,P;,4,) ; avec I’approximation classique qui fait
apparaitre les hauteurs caractéristiques indépendantes de P,, on voit que A, varie avec P
proportionnellement a #Z.

Application numérique

Dans les conditions de [2, Fig. 6], donc a T, fixé, on trouve que la variation relative de A,_,

associée a dP, (assimilé a 30 hPa qui correspond a I’extrémité droite de toutes les courbes de
[2, Fig. 6]), est indépendante de z’ et telle que

dA, dR, 1 CUgM,s 2(j+1)-pi" dp,
Aloc Ps 1+51w +C, 12R 2j+1 TS
C M 2 -+1 2+
- ()M, 2( ] _) Ps OIF)857.95-10*7;
12R 2j+1 Ts

donc son effet, qui n’est pas pris en compte par [2, Fig. 6], est absolument imperceptible a son
échelle. Quant a la variation relative de A,_, nous I’écrivons approximativement

Donccellede A =A, +A,_ esttelle que

-1
dAOO _dPS _dAloo _dPS +dA20c _ 1+ A20c dAloo _dPS +A20c dAZoo
A, P A, P A A A P, A, A,

o0

) 0 loo 1o

~ dAloo _ dPS _AZOC dAloo +2A2w dPs ~ dAloo _ dPS + AZoo dPS
A P AL, AL A, P A P A, P

loo © 1o loo

avec, dans les conditions correspondant a celles de I’extrémité droite la courbe de [2, Fig. 6]
pour Z'=75° (une valeur grande mais pour laquelle on a quand méme constaté un accord
majeur entre notre théorie et les observations numériques liées a [2, Fig. 6]),

A, =31.82m, A, =0.14m,



78

A 31.82 m 1 000 hPa

0

~1.32-10™*

alors que [2, Fig. 6] donne 1.42-10™*. Cette derniére application numérique confirme encore, si
besoin etait, que les défauts de linéarité de A_ par rapport a P, sont trés peu lies aux écarts,

négligés par [2], & la loi de GLADSTONE-DALE et a celle des gaz parfaits.

Appendice F : pour une atmosphere stratifiée, calcul du décalage
latéral par I’artifice des pellicules dioptriques infiniment minces ;
développement en série

Le décalage latéral A, subi par le rayon lumineux (R) traversant, sous I’incidence i, une lame
homogene a faces planes paralléles — d’épaisseur €, d’indice (relatif) n =1+# — et baignée de
chaque cété par un milieu d’indice (relatif) 1, est égal a

A, =%S_i’i,)e=[(sini)—(tani’)cosi]e=(1—%s:nzj(sini)e

cosi

- 1_\/(6082i)+(2+77)77 (sini)e:[l—(uCOSZin]‘w}(sini)e

ou i’ est I’angle de réfraction dans la lame, donc tel que sini=nsini’. Comme attendu, A,
tend vers e quand i tend vers 90°.

De plus, avec une telle lame perpendiculaire a I’axe OX, d’une part tout rayon lumineux est
dans un plan parallele & Ox, mais encore, d’autre part, I’image paraxiale d’un objet se déduit de

celui-ci par une translation de vecteur AA; = AAj u, ou u,_ (dirigeant Ox) est unitaire, dans le
sens de la lumiére, et la valeur algébrique de la translation s’écrit

W{l—ije;

n

cette valeur est directement liée & celles du décalage, par I’intermédiaire de la définition du
stigmatisme approché du couple (A, A(;), dont on déduit

doﬁe (0) = AR, (F1)
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Dans le cas d’une lame stratifiée, ou le profil de réfractivité est x+— n(x) de support
[X,, %, +¢€], on la décompose par la pensée en une infinité de lames élémentaires homogenes
d’indice n(x) =1+7(x) et dont les deux faces sont les plans d’abscisses respectives x et
x+dx. On ne change pas le systeme en insérant par la pensée, entre chaque paire de lames
élémentaires voisines — d’indice respectif n(x) et n(x+dx) — une pellicule de milieu d’indice

(relatif) 1 et d’épaisseur d°x doublement infinitésimale. L avantage de cet artifice consiste en
ce que les décalages latéraux, dus a chaque lame élémentaire, s’additionnent algébriquement :
car dans toutes les pellicules la direction du rayon lumineux est la méme, identique a sa
direction d’incidence (ainsi qu’a celle d’émergence, par propriété basique des lames a faces
planes paralleles) ; et on voit tout de suite que, compte tenu de 1’associativité et de la
commutativité de 1’addition, le décalage est invariant si on permute les lames élémentaires de
facon quelconque — ce qui est possible car elles sont planes. En outre, si nous considérons que
toutes les pellicules ont pour indice n(x,), on peut méme étendre le champ d’application de

cette somme (une intégrale) : elle est égale a la valeur, sur [xo,x0 +e] , du décalage complet
A, de (R), que ’on mesure dans la direction située dans le plan d’incidence et transverse a la
direction de (R) en x = x,, méme si n(X, +e) = n(x,) #1.

Au sens ainsi défini, le décalage transversal di a la traversée complete de la lame s’écrit

Xpt+€

A, =(sini) [ {1-[1+ HEGDTY} dx (F2)
Xo
ou H(x,i)::{[nz(x)/nﬂ—l}seczi avec n, :=n(x,)
donc  H(x,i)=[2+n(x)]n(x)sec’i si n, =1.

Cette technique de raisonnement, utilisant ’artifice des pellicules dioptriques infiniment
minces, est performante, car retrouver 1’expression (F2) a partir de 1’équation fondamentale
(régissant les rayons courbes) s avére plus laborieux?® — voir notamment la Figure F1.

% [ ’équation fondamentale permet de justifier immédiatement une méthode d’étude des rayons lumineux (chére
aBloT et a LAPLACE, dont les épreuves de son Traité de Mécanique Céleste avaient été relues par le premier) :

le trajet de tout rayon dans un milieu continu est la trajectoire d’une particule fictive M, de vitesse vVonu,
dans un champ d’accélération Vg grad n2/ 2 (ou V, est une vitesse arbitraire constante). Le systéme

d’équations différentielles régissant les coordonnées (X(t), y(t), Z(t)) de M dans un repére orthonormé
o dn n . :
direct OXyz est donc (X(t) =V nd—(x(t)), y=0,7Z= 0) —ou la variable est le temps t.
X

On intégre une fois & partir de la date t, d’entrée de M dans la lame a I’abscisse X, — mais pour la
premigre équation, aprés multiplication membre & membre par 2X(t) — et, moyennant le choix de OXyz tel

que.  XOy soit le plan  d’incidence du  rayon (R)  étudié, on  trouve
()'(2 —(Vo n, Cos i)2 _ (n2 - ng)vé , Y=—V,n,sini, Z= 0) ; on note que la premiere relation de ce
triplet est encore une quadrature, d’ou le lien avec la partie 2 de notre document.

Choisissons O sur le rayon (R) incident sur la lame stratifiée, et considérons le repére OXYZz obtenu en
appliquant & OXyz une rotation d’angle i autour de Oz dans le sens indirect (voir la Figure F1) ; alors les
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e

(R) TA

- A

-
e

)_)_f ######## Lame stratifiée
=" A 4

y‘ O

Figure F1 — Axes utiles pour le calcul de A, par la méthode de la note 26

L’avantage de cet artifice est renforcé par le fait qu’il permet aussi d’obtenir classiquement la
translation algébrique objet-image AA; provoquée par cette lame stratifiée entiére, car les

translations algébriques élémentaires dues a chacune des lames ¢lémentaires s’additionnent,
puisqu’elles sont toutes comptées sur le méme vecteur unitaire : u, ; ainsi, on trouve que la

fonction A, jouit de la propriété suivante :

dA _ Xte 1 Xo+€ n
c0)=AA= | |1-=|dx= | ——dx. F3
G 0=A8 = [ (1L [ "

Dans le cas ou |11| <<1, I’avantage de I’expression (F2) de A, est double.

coordonnées ( X(t), y(t),z (t)) de M dans ce nouveau repére sont

(X,Y,O):(XCOSi—ySini,XSini+yCOSi,0). L’avantage de OXYZ consiste en le fait que Y est

directement le décalage
transversal, car l’axe OX porte le rayon incident. On  s’intéresse donc a

; L e . . - -\2 - . Ly .
Y =xsini+ ycosi :[\/n2 —ng +(nycosi)” —n, cosqvosml ; nous en déduisons le décalage par

I’intégrale de Y, depuis t, jusqu’a la date t, de sortie de M a I’abscisse X, +€ :

: e velAn2=n2+(n cosi)’ —n cosi}sini
Aeztjvdtzj(v/x)dx;oj [\/ s+ oosl) h dx
b % % \/nz —nZ +(n, cosi)’

=(sini)xor 1- cos| dX=(5ini)XTe{1—;}dX’

% \/c032i+[(n/n0)2—1} % J1+H(x1)

qui redonne bien I’expression (F2).
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e En développant a I’ordre 1 en 7, on retrouve directement une expression analogue a
celle trouvée par RAYLEIGH gréce a la technique de la straight line approximation (chére aux
astronomes étudiant les éclipses de Lune [18, § 3], ou les occultations stellaires par un corps
doté d’une atmosphére [19, Eq. (20)]) :

) ) Xp+€ tani Xpt+€
Ae;Ael:z(sml)j cozzi dx:ﬁ _[ n dx
X0 X0

ou cette derniére intégrale est analogue au zenithal TEC des ionosphéristes, ainsi qu’a celle
trouvée par RAYLEIGH proportionnelle a P, moyennant les hypothéses (a)-(b) et (d)-(e).
L’approximation ci-dessus conduit a une forme de loi de SiMPSON, car la fonction i+ A, (i)

Xo+€
n’est paramétrée que par la largeur caractéristique L, , = J n dx, indépendamment de tout

Xo
autre détail sur le profil de réfractivité de la lame.

e Par rapport a I’approche de RAYLEIGH, notre expression (F2) présente 1’avantage de ne
pas avoir recours a la straight line approximation ; donc un résultat plus fin se déduit
directement de (F2), en développant son intégrande a un ordre supérieur en 7. Autant 1’idée de

pousser le développement de A = lim rsinjdr'/ [n(ry —r, sin_[dr'/ /n(r’) al’ordre 3 ou plus

en n© peut étre effrayante, autant celle d’en faire de méme pour

Xp+€ -12
A, :(sin i) J' {1—(% CZOJ;Z nj } dx semble légére en comparaison ! A titre d’exemple,

Xo

nous explicitons numériqguement ici les 4 premiers termes de la série entiere

Z( 1)" (2|I| 2') H' qui est de type binomial (donc convergente pour |H| <1 [20, p. 242]) car
1=0

cette somme vaut (1+H )™ ; il vient

2 3 4
(L+H)* »_, H_3H® 5H® 35H‘
2 8 16 128

On obtient facilement
20+n ! 3( 2 ¥ 1 1 5( 2 Y 32x2
1+ +| = -= 24| -= += s
( cos’ i J 2 cos?i | |:8(COSZJ 2003%}7 { 16(coszi] 8cos“i}7

35( 2 Y 53%x22 3 1 |,
+ - 2 - - 6 : +_ 4 - n +"'
128\ cos“i 16 cos’i 8cos”i
n  3-cos’i , 5-3cos’i , 35-30cos’i+3cos’i
=l et/ e T 8 +
cos“i  2cos”i 2C0S’ | 8cos’ i

+77_77 <1) puis
[

(si I’on se limite a des incidences pas trop rasantes pour que >
cos
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Ae(i):ZAel(i) (F4)
=1
- - X0+e - - 2 - X0+e
. sini . sini 3—cos‘i
avec A_(i)= dx, A (i)=- 2 dx,
(1) cos?i X[ 4 e2(1) cos?i 2cos?i ;([
. sini 5-3cos?i ¢ : sini 35—30cos®i+3cos*i °¢° ,
A ()= dx et A ,(1)=— - - dx.
al) cos’i 2cos’i X{ 4 eall) cos? i 8cos’i XJ; 4

Par analogie avec I’expressions (xxxii), définissons pour la lame la famille de largeurs
caracteristiques L . (avec me N, qeN) telles que

X+

L7 =M I X" p(x)4* dx ;
g+1 %

alors on peut écrire

sini 3—cos’i _sini 2+sin’i
cos’i 1-sin’i

~ cos?i 2cos?i Mt

Aez(i):_

cos?i 2cos?i ah

- - _ 2 Xte
sini 3—cosi J- 7 dx
qui correspond a 1’avant-dernier terme de I’expression (xxxv) ; pour i au voisinage de 90° il est
équivalent a —3lel/(i —90")4 qui diverge moins rapidement que A, _ . En traitant de méme les
intégrales des termes d’ordre 3 et 4, nous obtenons

.. sini 5-3cos’i sini 2+3sini
Ags(i) = 2 3Ly, =3—= 2 F1,2
cos“1  2cos”| Ccos '2(1—sin2i)
et
: sini 35—30cos”i+3cos” i sini 8+24sini+3sin*i
Ae4(l):_ 2 6 4'—1,3:_ 2 o \3 1,3+
cos”I 8cos’ i cos”I 2(1—5|n2|)

Cela revient a écrire, sur une famille de fractions rationnelles trigonométriques (de la
variable i), un début de décomposition de la fonction A, — dont les coefficients sont les L,

(ou g décrit N). Ceci donne un angle d’attaque pour aborder le probléme inverse, consistant a
déterminer le profil de réfractivité », a partir de la fonction A, donnée ; mais vu notre remarque

— donnée peu avant I’expression (F2) — sur I’invariance de A, par permutation des lames
élémentaires planes, nous savons dés le départ que c’est un probléme mal posé?’. Le mieux que

21 ’argument de la permutation des lames élémentaires ne fonctionnant plus quand le milieu n’est plus stratifié,
i.e. quand ces lames ne sont plus planes, on pourrait se demander si le probléme inverse redevient
théoriquement bien posé dans un tel cas, et notamment quand le milieu est a symétrie sphérique. Mais
pratiqguement, pour la Terre, comme les effets de sa rotondité ne se manifestent que par de petits termes
correctifs — comme ¢, , , et tous les termes de A, sauf celui contenant h, , /h, ; — sur la majeure partie du

domaine d’observation (i.e. quand Z' est suffisamment inférieur a 90°) la reconstruction du profil de 77 a
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nous puissions espérer, c’est de déterminer la fonction histogramme cumulé 7, = S(7,) — ce
dernier nombre étant la mesure du domaine (de [xo, Xo +e]) ou 77(x)<n,. Plus le nombre de
coefficients L, , connus est éleve, plus la fonction S est contrainte.

o0
La convergence de notre série ZAel () est assurée pour seci assez petit, i.e. tel que
1=1

sup |H (x,i )| '=N(i) <1. Dans ce cas en effet, la série binomiale implicite en (F2) converge
Xe[Xy, Xo+e]

normalement [20, p. 211-213], et (F4) aussi, car

@l-pn
12

21 —1)N

ST

(ou I’équivalent est obtenu grace a la formule de STIRLING — [22] p. 2868). On peut en déduire,
puisque I’intégrale de (F2) est définie (i.e. sur un domaine borne), que la série des fonctions A_,

converge absolument et uniformément ([20] p. 212-213). En outre, on voit que pour la série
(F4) la convergence n’est plus assurée pour une incidence trop rasante, i.e. quand i est trop
proche de 90°, car dans ce cas N(i)>1 ; la divergence de la série (F4) ne se produit pas pour

A, (i), qui tend évidemment vers e quand i tend vers 90° — voir (F2) ou H(x,1) tend vers I’infini
et [1+H (x,i)]fﬂ2 vers 0.
Enfin, si la série des fonctions dA,, /di est uniformément convergente, et si la série

sup
xe[%, Xo+€]

numérique des A,, (i) est convergente pour un certain i, alors la série des fonctions A, est
uniformément convergente, sa somme (i.e., la fonction A,) est différentiable et sa derivee est

dA,,  da, ,
di

la somme de la série des fonctions dAel/di [20, p. 213-214] ; donc Z
1=0

donne
c dAel AT ot n o I o 141 ~ [
> (O =AK = j mdx: j {;(—1)77}7@:; Xj(—l)n dx=>" (-1) (1+1) Ly,

1=0 % 1=0

ou la série de fonctions qui se trouve sous I’avant-derniére intégrale converge normalement si

sup |77(x)| <1 — et dans ce cas, I’avant-derniére égalité de la chaine numérique ci-dessus
Xe[Xy, Xp+e]
est vraie. Justement, avec nos expressions de A, (i) on constate trivialement, pour | =1, 2, 3
dAe| 1-1 s | 1-1
di (O):(_l) _[ n dX:(—l) L,

Xo

et 4, ’égalité numérique

partir dudonné Z'+> A_(Z') est sans doute grandement illusoire, de méme qu’elle s’est avérée telle a partir

de Z'+ y,(Z') [58] — au grand dam de plusieurs brillants scientifiques du xix® siecle, dont Félix

HAUSDORFF [13, p. 54]. De plus, pour un milieu a symétrie sphérique, dans les années 1980 on a compris
que le probléeme inverse partant de y, n’était bien posé que sous le niveau de I’observateur [58, p. 197-198]

supposé ne pas étre au-dessus d’un chenal optique — notion définie dans le document [59].
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Appendice G : un modéle historique de guidage di au dépassement
du gradient thermique critique

En 1729 déja, Pierre BOUGUER (1698-1758) étudiait [49,50] les propriétés des rayons lumineux
dans le cadre d’un mod¢le d’atmosphere de hauteur finie a symétrie sphérique et dans laquelle,
en termes actuels, le profil d’indice de réfraction n est proportionnel a 1/r® avec ¢ >0. Une
étude trés voisine a été faite par SIMPsON en 1743 [51] ; elle débouche sur la formule de
BRADLEY pour la réfraction astronomique [50, p. 443] :

! 1_
s ;[l—%sjns tan(Z'-wys) avec W=2—qq. (G1)

BOUGUER a tenté d’ajuster son modele a I’atmosphere réelle ; 1’utilisation de deux valeurs
de référence pour y, lui a donné I’estimation q=1/7.805 — alors que BRADLEY, par une autre

méthode, avait trouvé q=1/7 . Dans un mémoire publié en 1753 [52], BOUGUER revient sur cet

ajustement avec d’autres critéres, et trouve [13, p. 32] 1/q compris entre 7 + (5/8) au moins et
9 + (1/8) au plus?.

Il comprend alors que g supérieur a 1 (cause, dans la pratique, par le dépassement du gradient
thermique critique) produirait la suppression d’une bande?® de I’image usuelle du ciel au-dessus
de I’horizon astronomique car I’observateur serait dans un chenal optique.

Par ailleurs, compte tenu de 1’expression (A2), on voit immédiatement que, dans le cas du
modele de BOUGUER, kg =(. Quand le coefficient de refraction x; augmente et passe par la

valeur critique 1, effectivement un phénomene supplémentaire apparait : 1’existence d’un
chenal optique contenant S, qui peut &tre parcouru et décrit en entier par un ensemble de rayons
pas trop inclinés sur I’horizontale. Grace a 1’expression (A3), on voit que la valeur

critique —o,¢ de (dT/dr), s’écrit

—0,5(4) =bs (%) —a5 >0. (G2)

Nous savons [50, p.443-444] qu’en prolongeant le raisonnement qui fait passer de
I’hypothése de BOUGUER a la formule de BRADLEY et en exploitant celle-ci, on peut arriver a

une expression approximative de y, en fonction de la petite hauteur apparente v :

q 1_q 12 '
=1 | 2= +yp? -
Xs 1_q(\/ q s Ty ‘//]

28 |_a dispersion de ces résultats ne doit pas nous surprendre : d’une part il y a les erreurs de mesure, mais d’autre
part g est un parameétre associé a un modele d’atmosphere tres éloigné de la réalité, donc la valeur de q peut
tres bien différer selon la propriété du modéle qui est confrontée a la réalité.

2 qui est un avatar de la bande vide de WEGENER [53], phénoméne englobant 1’effet hillingar (ou « mirage
arctique ») [54,55] — qui donne a la mer éventuellement un aspect concave (ce qui a déja été observé
concrétement [56, § 3], y compris sur le Lac Léman [57, p. 541]).
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tant que la formule ci-dessus fournit une valeur positive, ce qui exclut le cas ou 1—q et ' sont

tous deux négatifs. En nous servant maintenant de la relation (3) de [1], nous en déduisons les
expressions approchées

La Figure G1 montre, d’aprés 1’expression finale ci-dessus, le graphe de A_ en fonction de
w'>0, dans un cas ou g > 1 (donc ou il existe une bande vide de WEGENER).
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Figure G1— A_ (en kilométres) déduit du modéle de BOUGUER-SIMPSON avec q=1/0.80,

(ts,P;)=(0°C,1000 hPa), la raie bleue F & 486 nm (Série 1) et la raie rouge C & 656 nm

(Série 2). Le segment sur ['axe des abscisses symbolise la bande vide qui existe, dans le
modele de BOUGUER-SIMPSON, si et seulement si g >1. Au voisinage de sa borne montrée par

cette figure, noter /’exaltation de la dispersion pour A .
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Intérét du modeéle de BOUGUER-SIMPSON

Quoique simpliste quant au profil d’indice choisi (qui est loin de pouvoir s’appliquer sur toute
la hauteur de I’atmosphére comme le souhaitait BOUGUER), ce modéle présente 1’avantage
heuristique de déboucher sur plusieurs idées justes, a retenir, car :

1- . L
¢ il montre une condition d’apparition de bande vide (ans <0, i.e. g>1) et précise,

sur le bord externe supérieur de celle-ci, des propriétés de la pseudo-image formée par
I’atmosphére : elle est infiniment comprimée verticalement (car toute borne de la bande

vide est un point critique pour y en fonction de y' a 4, fixé), et droite ;

e il permet de comprendre pourquoi la non-linéarité de y, et donc aussi de A en fonction
de la réfractivité [1, Eq. (15)] est, malgré la petitesse de celle-ci, bien perceptible auprés
de I’horizon astronomique (beaucoup plus que ne le montre A,_, donné par (XXxiv)-

(xxxv) dans son domaine de validité — i.e. a 5°et plus au-dessus de I’horizon
astronomique) : s’il y avait linéarité, la borne supérieure de la bande vide de WEGENER

serait indépendante de 7, alors que dans ce modele elle vaut /2 q_—lns ;
q

o il illustre I’exaltation de la dispersion, pour y, aussi bien que pour A_, au voisinage du

«point» y'= |2 q_—lns (avec q>1) qui constitue une borne de la bande vide : celle-
q
la est due au caractere critique, en fonction de y' a 4, fixé, du point correspondant du

de la courbe de transfert et du graphe la Figure G1 (point dont la position est dispersive
puisqu’elle dépend de I’indice de réfraction) ; une exaltation similaire a lieu avec le
« rayon vert » pour un observateur situé juste sous un chenal [59, p. 16]. Par exemple,
pour g=1/0.80 fixé (ce qui est discutable), le premier couple de points bleu et rouge

de la Figure G1 au-dessus de la bande vide est a I’abscisse 0.62°, et dans ce cas A vaut
6.32 km pour (ts,P;)=(0°C,1000 hPa) et la raie F (486 nm, d’ou 7, =2.91-10™*) — et
5.62 km dans les mémes conditions de température et de pression pour la raie C
(656 nm, d’ou 7, =2.88-10™), soit une variation relative de 12 % de la raie C a la
raie F. A titre de comparaison, le pouvoir dispersif de ’air vaut 1/89.4=1.1% ; et par
rapport a lui la variation relative de A, pour Z'=90° est, a cause de sa non-linéarité

vis-a-vis de la réfractivité, multipliée par 1.22 [1, Eg. (50)] pour un modeéle
d’atmosphére ordinaire comme celui de KRAMP, ce qui porte la variation relative
ordinaire de A_ (pour Z'=90°) a 1.4 % — et la variation relative de 1’abscisse du point

critique reste du méme ordre de grandeur.
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Défauts du modele de BOUGUER-SIMPSON

En plus de I’irréalisme li¢ au caractére monotone du profil d’indice ainsi qu’a la symétrie
sphérique du modéle de BOUGUER, celui-ci présente d’autres défauts importants mais plus
subtils quand g >1 :

il étend systématiquement vers le bas la bande vide de WEGENER pour 1’observateur S,
jusqu’a son horizon (aussi déprimé soit-il) — alors qu’avec un modé¢le a symétrie
sphérique plus réaliste, la bande vide est (sous réserve d’une demi-largeur verticale
inférieure a la dépression de I’horizon) symétrique par rapport a [’horizon
astronomique ;

I’atmosphére tout entiere de ce modele est un chenal optique, au lieu d’une couche dont
I’étendue verticale typique est de I’ordre de quelques dizaines de métres ;

le profil d’indice de ce modéle présente un point anguleux au sommet de I’atmosphére,
etquand q>1 cela fait que y, est fini sur les bords externes de la bande vide, alors que

mathématiquement il y tend vers — oo avec un profil d’indice plus réaliste, dérivable au
sommet du chenal. Bien sir, cette divergence forte n’a d’existence qu’académique,
puisqu’elle repose sur I’existence de rayons pouvant faire le tour de la Terre un nombre
de fois aussi grand que 1’on veut ; dans ce cas, A diverge aussi pour les bords externes

de la bande vide, mais en oscillant entre un maximum et un minimum opposés, dont
I’écart est voisin de un diamétre terrestre — et si la largeur de la bande vide tendait vers
zéro, ce phénomeéne tendrait vers une discontinuité de seconde espéce.

Table 3 — Notations utilisées dans ce document

Symbole Grandeur Unités
usuelles
S Point de I’observateur
7 7 Distances zénithales vraie et apparente pour o 1 1 rad
’ 1’observateur S T
v, y' Hauteurs (angulaires) vraie et apparente pour S ° ' " rad
Xs =y -w=7Z-7' (Angle de) réfraction (astronomique) pour S °. ' " rad
n Indice de réfraction de I’air
n=n-1 Réfractivité de Iair
= CM Dlst:fmc_:e entrfz un point courant M et le centre de km
symétrie sphérique C
Angle des coordonnées polaires d’origine C, pourle  ,
0 . ', " rad
point courant M
R) Rayon lumineux provenant de A a I’infini et arrivant
ens
U Vecteur unitaire tangent a (R) et usuellement orienté
dans le sens de propagation de la lumiére
o Angle entre u et le vecteur CM °. " rad
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Décalage latéral affectant (R) entre M et A

Termes d’ordre 0, 1 et 2 du développement de A(r)
par rapport a la réfractivité

Reste d’ordre 3 du développement de A(r)
Décalage latéral total de (R) —i.e. entre Set A

Erreur sur A due au remplacement des couches au-

dessus de la troposphére par le prolongement
polytropique de celle-ci

Termes d’ordre 1 et 2 du développement de A par
rapport a la réfractivité
Terme de RAYLEIGH (terme principal)

Correction relative LHSCD, d’ordre 1, pour AF;
A, (2T, Ps’%)/nz (TsaPsajo)

I, +2I ’75[6’7} 1(on
- TaRh)-—| | (T 5 4)
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Approximation LHSCD de A,
Approximation de A_ selon DETTWILLER

A, selon une integration numerique (RK4)

Température Celsius dans 1’air
Température absolue dans I’air
Pression dans I’air

Longueur d’onde dans le vide

Masse volumique de I’air

Constante (de type A) de la loi empirique de
GLADSTONE-DALE

Correction relative du terme de RAYLEIGH due a la
violation de la loi de GLADSTONE-DALE

Altitude absolue (i.e., par rapport au niveau de la
mer) pour M

Norme du champ de pesanteur

Masse molaire de I’air

r,n, een P, sur la tropopause standard
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Altitude de M par rapporta S

Fonction pour 1’étude de (R) par quadrature
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Reste d’ordre 3 du développementde ha z' fixé
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AL (Z'Ts, R, -Jo)/’?s (%)

Hauteur réduite de 1’atmosphére au-dessus de S

/i IZz'ndz'
s %

Hauteur du barycentre de 1’air au-dessus de S et
pondéré par

Courbure de (R) en S quand il a en ce point une
tangente horizontale, pour la longueur

d’onde 4,

Coefficient de réfraction de I’atmosphere en S pour
la longueur d’onde 4,

Constante additive (de type A) au numérateur d’une
expression numérique de K (4;)

Dénominateur d’une expression numérique de
ks ()

Altitude absolue de la tropopause

Hauteur d’échelle de la vapeur d’eau

Grandissement angulaire vertical local,
pour I’observateur S et sur son

oz
oz’

horizon astronomique : inverse de (

&%)
| G

Réfraction horizontale en S, i.e. y, pour Z'=90°

Constante (de type D) des gaz parfaits

(facteur de) compressibilité

Opposé du gradient thermique troposphérique
vertical

Indice polytropique de la troposphére, o y étant
supposé uniforme et positif

Température absolue sur la tropopause
(o étant supposé uniforme et positif)

T/Ts
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Variable d’intégration, adimensionnée

Valeur de v’ sur la tropopause
Variations de Py, [ et 5g a Ty fixe

Température absolue du bas (ou de la base) de la
couche d’inversion troposphérique considérée
Altitude, par rapport a S, du bas de la couche
d’inversion

Epaisseur de cette couche d’inversion

Valeur de —dT /dr dans cette couche d’inversion

Température absolue du haut (ou du sommet) de
cette couche d’inversion
Indice polytropigque de cette couche d’inversion

Température sur la tropopause, en présence d’une
couche d’inversion dans la troposphére

Ti/Ts

Hauteur du barycentre d’une colonne élémentaire
d’atmosphere, pondérée par n, au-dessus de S o elle
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Hauteurs caracteristiques relatives (i.e. propor-

tionnelles a 1/r ) de I’atmospere, telles que

s 7' m s 7' m-1 U(Zf)qul dz’
nq+lhm’ — ( 77q d77 =|m| = =
T '!o. Is !o. Is q+l 1

Variation, a T fixé, de la hauteur du barycentre de

I’atmospheére, suite a la mise en place de I’inversion
troposphérique considérée, au-dessus de S
Epaisseur de la lame stratifiée

Angle d’incidence sur la lame

Décalage latéral total dans une lame stratifiee
d’épaisseur e, pour une incidence i

Terme d’ordre | du développement de A, (i) par

rapport au profil de réfractivité de la lame
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m, etc.
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H(x,i)

N (i)

H(x,i):= {[nz(x)/ng] —1}seczi avec n = n(x,)
sup  [H(x,i)|

xe[Xy, Xo+e]
Largeurs caractéristiques de la lame, telles que
m Xot+€
m . m-1 g+l
Lo =—— | X" ()" dx
g+1 %

(avec me N, geN)

Valeur de la fonction « histogramme cumulé » pour
1,— 1-€., mesure du domaine (de [x,, X, +¢€]) ou

n(x)<mn,-
Vitesse arbitraire constante

Date d’entrée du point mobile fictif M, dans la lame
stratifiée, a ’abscisse X,

Pour M, date de sortie de la lame stratifiée,
a I’abscisse X, +¢€

Indice de réfraction a I’abscisse X,
Exposant du modéle de Bouguer

Population d’¢lectrons libres ionosphériques

zenithal TEC (Total Electronic Content)
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