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Résumé — La simulation objective (indépendante du maillage) de l’initiation puis de la propagation des
fissures reste un défi. Nous présentons ici un modèle hybride entre la mécanique de l’endommagement
“locale" (basée sur le tenseur des contraintes de Cauchy) et la péridynamique (basée sur une formula-
tion intégrale). L’endommagement est utilisé pour décrire les dommages volumiques avant localisation.
Une fois la localisation détectée en un point, la partie restante de l’énergie est dissipée par un modèle
péridynamique adaptatif permettant de décrire l’apparition d’une dégradation surfacique.
Mots clés — Endommagement, péridynamique, localisation

1 Introduction et contexte

La simulation objective de la dégradation des matériaux jusqu’à l’initiation et la propagation de
discontinuités telles que les fissures est un problème critique pour la simulation précise de l’intégrité
structurelle. À ce jour, la tâche reste ardue et repose souvent sur deux approches bien distinctes : la
mécanique de la rupture et la mécanique de l’endommagement.

La mécanique de la rupture a été introduite avec la simulation des matériaux fragiles par Griffith
[1] dans le cadre de l’élasticité linéaire. Cette approche et ses dérivés ont joué un rôle majeur dans la
conception prédictive des structures au cours du siècle dernier. Cependant, ces approches présentent
deux inconvénients : (1) elles ne décrivent que la propagation de discontinuités déjà existantes au sein
d’une structure, ce qui signifie qu’elles ne prédisent pas l’initiation de fissures macroscopiques et (2)
l’introduction explicite de composantes discontinues dans la solution est souvent une difficulté du point
de vue numérique. Différentes technologies existent actuellement. Certaines approches imposent aux
fissures de suivre un chemin prédéterminé par les interfaces entre les éléments. D’autres approches font
le choix d’un remaillage systématique ou d’enrichir au besoin la base d’approximation numérique en
introduisant explicitement une fonction de forme supplémentaire bien adaptée [2, 3, 4].

En utilisant la mécanique de l’endommagement, la dégradation est non pas décrite explicitement
mais par son effet sur certaines propriétés effectives, telles que le tenseur de rigidité élastique. Une va-
riable interne (l’indicateur d’endommagement, qui peut être une quantité scalaire ou un tensorielle) est
introduite pour représenter les modifications locales de la rigidité. La mécanique de l’endommagement
s’est considérablement améliorée depuis les travaux pionniers de Kachanov [5] et de Robotnov [6] dans
les années 1950. Le cadre thermodynamique a été bien défini [7] et il a été appliqué avec succès à une
grande variété de configurations, dont certaines très difficiles, telles que les matériaux composites [8, 9].
Bien que la mécanique de l’endommagement soit généralement assez facile à mettre en œuvre, certains
défis se posent : (1) les fissures macroscopiques sont généralement définies comme des zones de dom-
mages sévères, ce qui est discutable, car l’endommagement par essence ne décrit pas les discontinuités
macroscopiques et (2) les solutions deviennent dépendantes du maillages dans le cas d’endommagements
sévères en raison de la perte d’unicité de la solution continue. Nous pouvons considérer ces problèmes
comme étant interdépendants, car la dépendance parasite au maillage provient du fait que la localisation
est une transition d’une dégradation “volumique", décrite de manière appropriée par la mécanique de
l’endommagement, vers une dégradation “surfacique", qui ne peut être correctement représentée dans
le cadre de la mécanique de l’endommagement. Ce manque de cohérence entre l’espace mathématique
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dans lequel la solution théorique existe et l’espace numérique réellement utilisé est à l’origine de ce
comportement. De nombreux travaux ont apporté des solutions mathématiques pour régulariser le pro-
blème, en introduisant des limiteurs de localisation, tels que les modèles d’endommagement non-locaux
[10], les modèles à gradient [11] ou les modèles à effet retard [12]. Toutes ces approches partagent une
idée commune : la nécessité d’introduire une longueur caractéristique supplémentaire au début de la
localisation.

Nous proposons d’exploiter conjointement les avantages de la mécanique de l’endommagement et
de la péridynamique pour créer un modèle hybride unifié qui surmonte les limitations mentionnées ci-
dessus : la mécanique classique et “locale" de l’endommagement est utilisée sur l’ensemble de la struc-
ture pour réduire le temps de calcul (“locale" signifie par défaut dans notre cas une approche basée sur
des interactions de contact, et plus particulièrement sur le tenseur des contraintes de Cauchy). Lorsque la
localisation est détectée, l’énergie restante dans la zone concernée est dissipée de manière non locale en
supplantant le modèle d’endommagement par un modèle péridynamique (et donc par essence, non-local).
Ceci est rendu possible grâce à une technique de couplage que nous avons récemment développée, appe-
lée “morphing", entre modèles non-locaux et locaux [13, 14, 15]. Des fissures peuvent alors apparaître
dans la zone péridynamique, qui est discrétisée en utilisant une approche de type Galerkin discontinue, ce
qui résout la plupart des problèmes mentionnés ci-dessus : les fissures sont en réalité représentées comme
de véritables discontinuités, des simulations objectives sont garanties, la non-localité n’est introduite que
lorsque cela est nécessaire et de manière automatique, guidée par le modèle d’endommagement.

Le reste de cet article est organisé comme suit. La section 2 passe en revue les principes fondamen-
taux du modèle hybride local/non-local. Nous introduisons nos choix sur la partition de l’énergie, entre la
partie dissipée de manière locale (via le modèle d’endommagement continu et local) et la partie dissipée
de manière non locale (via le modèle péridynamique et non-local). Nous illustrons enfin dans la dernière
partie la validité de notre approche au moyen d’un exemple numérique bidimensionnel.

2 Un modèle hybride endommagement-péridynamique en élasto-statique

2.1 Formulation du modèle hybride

Nous ne détaillerons pas les lois d’évolution par soucis de concision et ne rappelons que les points
clés relatifs à la formulation générale. Nous supposons un domaine tridimensionnel Ω occupé par un
matériau initialement élastique, isotrope et homogène. Le modèle hybride local (éventuellement avec
endommagement) / non-local (péridynamique) se formule alors comme suit :

� Admissibilité cinématique et compatibilité :

ε(x) =
1
2
(
∇ ·u(x)+t

∇ ·u(x)
)

∀x ∈Ω, (1)

ηξ(p,x) =
(

u(p)−u(x)
)
· eξ ∀x, p ∈Ω, (2)

u(x) = ū(x) ∀x ∈ Γu. (3)

� Admissibilité statique :

divσ(x)+
∫

Hδ(x)

{
f̂ [x]〈p− x〉− f̂ [p]〈x− p〉

}
dVp =−b(x) ∀x ∈Ω, (4)

σ(x) ·n(x) = T (x) ∀x ∈ ΓT . (5)

� Relations de comportement :

σ(x) = K(x) : ε(x) ∀x ∈Ω, (6)

f̂ [x]〈p− x〉=
c[x](|ξ|)

2
ηξ(p,x)eξ ∀x, p ∈Ω. (7)

Hδ(x) est ce qu’il est classique d’appeler en péridynamique l’“horizon". Chaque lien ξ entre le centre x
de l’horizon et un de ses points p à une direction unitaire eξ.
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Nous retrouvons dans l’équation (4) la superposition des équations d’équilibre d’un modèle local
classique basé sur des contraintes de Cauchy et d’un modèle non-local basé sur les interactions entre
le point x et tout point p de l’horizon. Dans l’équation (6), K(x) représente le tenseur d’élasticité au

point x. Celui-ci peut varier en espace en particulier dans le cas où le matériau s’endommage de manière
hétérogène ou dans le cas où un morphing est utilisé en vue de connecter une zone locale à une zone
non-locale. Nous ne détaillons pas ici le modèle d’endommagement pour des soucis de concision, mais
il faut considérer que K(x) est donc potentiellement un tenseur élastique modifié par l’endommagement.

Dans l’équation (7), c[x](|ξ|) correspond au micromodule classiquement introduit en péridynamique.
Celui-ci peut également varier en espace, soit en raison de l’évolution de la dégradation, ou en raison de
l’introduction du morphing.

Nous rappelons les équations fondamentales du morphing dans le cas d’un matériau sans endom-
magement. Notons K0 la raideur initiale du matériau lorsque décrit par le modèle local, et c0(|ξ|) le

micromodule équivalent en péridynamique. Le morphing permet de coupler simplement les deux ap-
proches en variant en espace les propriétés matériau associées à chaque description. Une fonction de
morphing α(0 ≤ α ≤ 1) est introduite afin de décrire l’évolution du micromodule en espace, de telle
manière que :

c[x](|ξ|) = α(x)c0(|ξ|). (8)

Le tenseur local K(x) doit alors être également fonction de l’espace afin d’assurer la complémentarité

des deux modèles dans la zone de transition. En supposant que les déformations varient lentement au
travers de la zone de transition et une équivalence énergétique entre le modèle hybride et les modèles
homogènes, l’évolution du modèle local est simplement donnée par la contrainte ci-dessous [13] :

K(x) = K0−
∫

Hδ(x)
c0(|ξ|)

α(x)+α(p)
2

ξ⊗ξ⊗ξ⊗ξ

2|ξ|2
dVp. (9)

2.2 Localisation et conséquences sur la partition de l’énergie

Nous considérons ici pour simplifier le cas le plus simple d’un endommagement isotrope. Cependant,
nous insistons sur le fait que l’approche est tout à fait générale et peut être étendue sans difficulté particu-
lière à des configurations d’endommagement bien plus complexes. La densité d’énergie de déformation
φ en tout point du modèle endommagé s’écrit comme suit :

φ(d) =
1
2

ε : K(d) : ε, (10)

K(d) = (1− d)K0 est le tenseur élastique endommagé et d la variable d’endommagement. d varie

de 0 pour le matériau sain à dmax (0 < dmax 6 1), qui est la valeur maximale de l’endommagement
garantissant la positivité du tenseur élastique. Dans le cas simple du modèle isotrope, dmax est scalaire et
égal à 1.

Cependant, un problème fondamental lors de la résolution numérique de l’endommagement est que
l’objectivité par rapport à la discrétisation spatiale et temporelle n’est pas garantie pendant et après la
localisation. La localisation prend place lorsque qu’une valeur critique de l’endommagement, appelée
ici dcrit est atteinte. Cette valeur est généralement largement inférieure à dmax. La localisation prend sa
source dans la perte de positivité de l’opérateur élastique tangent, C(d) lorsque d = dcrit . Ceci se traduit

par la perte d’unicité du problème initial [16, 17].
La condition de définition et de positivité de l’opérateur élastique tangent peut être reformulée sous

la forme du critère de stabilité de Hill [18]. Nous en rappelons ici les points clés et nous nous limitons au
cas d’un matériau indépendant du temps, pour lequel la relation entre le taux d’évolution de la contrainte,
σ̇, et le taux de déformation, ε̇, peut être écrit :

σ̇ = C(d) : ε̇. (11)

Une condition suffisante de stabilité est généralement basée sur la positivité du produit scalaire entre
le taux d’évolution de la contrainte, σ̇, et le taux de déformation, ε̇ [19, 16] :

ε̇ : σ̇ > 0. (12)
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En combinant (11) et (12) nous obtenons

ε̇ : C(d) : ε̇ > 0. (13)

Ceci conduit à la nécessité d’un opérateur élastique tangent C(d) défini et positif :

det
(
C(d)+CT(d)

)
> 0, (14)

C(d) n’est généralement pas symmétrique [16]. Ceci sert de référence pour définir la valeur critique de

l’endommagement dcrit :

det
(
C(dcrit)+CT(dcrit)

)
= 0. (15)

dcrit n’est pas connu a priori. Cela varie d’un point matériel à un autre, car cela dépend des conditions
de chargement locales de chaque point matériel. Dans une simulation de mécanique de l’endommage-
ment non linéaire, chaque point matériel doit ensuite être vérifié à chaque incrément par rapport au critère
de localisation pour vérifier si la valeur dcrit a été atteinte pour ce point, compte tenu du chargement qu’il
subit.

Notre idée-clé, afin d’empêcher la localisation et de mimer la transition physique d’une dégradation
de type “volumique" à une dégradation de type “surfacique", est alors de diviser l’énergie totale dissipée
en un point en deux contributions : la première contribution est dissipée localement et de manière volu-
mique jusqu’à localisation par la mécanique de l’endommagement ; la seconde contribution est dissipée
par un modèle non-local et de manière surfacique (typiquement par le modèle péridynamique).

Tant que l’endommagement est en deçà de la valeur critique dcrit , le modèle d’endommagement est
viable. La densité d’énergie de déformation φ(d) en tout point peut être réécrite de manière à mettre en
avant le rôle de cette valeur critique :

φ(d) = φ(dcrit)+φ(1−dcrit +d)

=
1
2

ε : K(dcrit) : ε+
1
2

ε : K(1−dcrit +d) : ε

=
1
2

ε : (1−dcrit)K0 : ε+
1
2

ε : (dcrit −d)K0 : ε

=
1
2

ε : K0
c : ε+

1
2

ε : Kd
c : ε, ∀ 06 d 6 dcrit ,

(16)

D’une part, φ(dcrit) représente l’énergie restante qui doit être dissipée lorsque d atteint sa valeur
critique, dcrit . En d’autres termes, c’est l’énergie que nous déciderons d’allouer ultérieurement au modèle
non-local, qui ne dépend pas de la valeur actuelle de d mais dépend uniquement de la valeur critique
choisie, dcrit , tel que

φ(dcrit) =
1
2

ε : K0
c : ε, (17)

où K0
c est la raideur résiduelle à la valeur critique :

K0
c = K(dcrit) = (1−dcrit)K0 (18)

D’autre part, φ(1−dcrit +d) est, pour chaque valeur de d, la partie de l’énergie restant à dissiper par
le modèle local avant que la localisation ne soit atteinte et que nous ne changions la description en ce
point en une description non-locale. Cette part de l’énergie dépend à la fois de la valeur critique et de la
valeur courante de l’endommagement :

φ(1−dcrit +d) =
1
2

ε : Kd
c : ε. (19)
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Kd
c est donc définie par :

Kd
c = K(1−dcrit +d) = (dcrit −d)K0 (20)

De manière évidente, φ(1−dcrit +d) vaut 0 lorsque d atteint la valeur critique.
Cette partition de l’énergie est la clé dans l’application du morphing pour introduire localement le

modèle péridynamique. Lorsqu’un point atteint la valeur critique, le modèle péridynamique est locale-
ment introduit pour remplacer la partie résiduelle de la raideur (K0

c ). Le couplage avec le reste du modèle

n’est fait que sur cette partie de la raideur en utilisant la technique de morphing décrite par l’équation 9.

3 Exemple numérique et conclusions

Nous appliquons la méthode proposée au cas d’une plaque bi-entaillée [20, 21]. Ses dimensions sont
précisées sur la figure 1 (a). Les conditions en déplacement, ūy = 12mm, sont prescrites en haut et en
bas de la plaque, qui est également soumise aux compressions, F̄x = 1GPa, en haut à gauche et en bas à
droite (voir la figure 1 (a)).

FIGURE 1 – La plaque bi-entaillée : (a) la géométrie et les conditions aux limites (b) le maillage pour
l’exemple numérique

La figure 2 montre la déformation, la carte d’endommagement et le développement de la disconti-
nuité au centre de la plaque. Dans la figure 2 (a), la plaque ne présente qu’une déformation élastique
sans endommagement. Au pas de chargement 26, nous pouvons voir que des endommagements locaux
apparaissent dans les zones de concentration de contrainte (figure 2 (b)). A ce stade, seul le modèle
d’endommagement local est présent dans la structure. A l’étape 33 (figure 2), la localisation est détectée
et une discrétisation de type Galerkin discontinue est introduite localement de concert avec le modèle
péridynamique. Cette fissure se propage ensuite rapidement par la multiplication des zones localisées et
l’introduction progressive des zones péridynamiques.

La simulation sur différentes discrétisations a montré que la dissipation ainsi que la morphologie
de la rupture étaient indépendantes de la discrétisation. Notre approche peut également être vue comme
l’utilisation de la péridynamique en tant que limiteur de localisation. En ce sens, elle réconcilie en partie
dans un cadre cohérent les deux approches qui sont à ce jour utilisées de manière antagonistes mais qui,
selon nous, peuvent être utilisées conjointement pour construire une approche complète et cohérente de
la progression de la dégradation.
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FIGURE 2 – L’évolution de l’endommagement et de la zone péridynamique depuis l’initiation jusqu’à la
rupture complète. Sont représentés les contours de l’endommagement ainsi que les surfaces de rupture.
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