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Résumé — Nous présentons un modele CutFEM pour les solides renforcés par des éléments structu-
raux unidirectionnels. Les champs de fibres sont décrits par la trace de I’espace élément fini du milieu
3D, sans contrainte de conformité. Le couplage est réalisé par dualité. Par s’assurer que les problemes
posés sur le fibres restent bien posés, nous introduisons un méthode de pénalisation consistante spéci-
fique qui combine une intégration sur la bande d’éléments intersectés et la pénalisation intérieure. Les
performances sont illustrées dans le cadre de la simulation des bétons a renforts fibreux.

Mots clés — CutFEM, couplage 1D-3D, renforts fibreux, LaTIn, rupture et endommagement, bétons
auto-cicatrisant

Introduction

Nous présentons une méthode permettant de coupler un milieux élastique ambiant tridimensionnel
et des renforts fibreux unidimensionnels, sans conformité de maillage. Plus précisément, les fibres, sup-
posées rectilignes et ne possédant aucune résistance en flexion, peuvent couper les éléments de maniere
arbitraires, et leurs extrémités peuvent étre localisées au milieu des éléments. Contrairement aux ap-
proches classiques utilisées pour prendre en comptes la rigidité additionnelle apportée par les renforts
unidimensionnels (voir par exemple la discussion proposée dans [1]), les fibres possédront ici leur ciné-
matique propre [2, 3], ce qui nous autorisera a décrire des glissements relatifs et a construire des lois de
couplage avancées. En particulier nous développons dans cet article un modele de couplage inélastique
de type frottement de Coulomb. La cinématique de fibres est décrite par la trace de I’espace élément fini
de la matrice a la géométrie des fibres, dans I’esprit des méthodes de domaine implicite de type CutFEM
[4, 5]. Bien que le méthodes CutFEM soient traditionnellement associées a des conditions de raccord
de type pénalisation consistante entre les différents sous-domaines [6, 7, 8], nous développons ici une
méthode primale-duale LaTIn [9, 10] pour lier les fibres au milieu ambiant, et intégrer la loi de raccord
inélastique, comme nous 1’avons proposé précédemment dans le cadre du traitement du contact unila-
téral décrit sur des interfaces non-conformes dans [11] (voir aussi les propositions alternatives publiées
récemment dans [12, 13])

Cette approche éléments finis non-conforme doit étre stabilisée. Les techniques de stabilisation pour
les calculs sur variétés immergées sont relativement immatures. Certains travaux ont néanmoins étudié
la question dans le cadre des équations de Laplace-Beltrami [2] et dans le cadre des écoulements de
fluides dans des réseaux de canalisations et de fissures [14, 15, 16]. Notre approche est celle d’une stabi-
lisation strictement consistante. Premiérement, nous ajoutons de la diffusion dans la direction des fibres
en pénalisant les sauts de gradient (“Ghost-penalty” [5]). Ceci permet d’éviter les problémes d’instabi-
lités numériques liées au mauvaises coupes. Deuxiemement, nous bloquons les modes cinématiques a
énergie nulle en pénalisant les gradients normaux. Des termes de stabilisation similaires sont proposés
pour régulariser les champs duaux. Dans cet article, et apres avoir introduit la méthode en détails, mous
montrerons numériquement que 1’approche proposée permet de controler les champs de fibres étendus,
sans introduire d’artefacts numériques indésirables.



1 Composite a renforts fibreux unidimensionnels

1.1 Fibres 1D immergées dans une matrice 3D

Nous considérons le probleme d’un matériau élastique en dimension d € {2, 3} renforcé par n fibres
linéiques unidimensionnelles. Le composite occupe domaine Q C R?. La i®™ fibre occupe domaine

~ o (P —P))
Y=3xeQx=P+a————,ac[01] », @))
! { 1P, = Pl2
ol P} et P} sont deux éléments de R?. Nous définissons t;} = I\(If"é:;i\l)z . Le champ 743 est un un champ défini
) 2 . ] .
sur I'y dont la restriction a I", est ;. Nous définissons I'y = :Z 1 Iy et nous supposons que les fibres ne

se touchent pas : F}- NI = {}if i # j. Le bord de Q est représenté par dQ. Il est composé d’une partie
Dirichlet 9Q, et de la partie Neumann complémentaire 0€,,. Le champ u,, : @ — R? est le déplacement
de la matrice du composite. u,, est recherché dans 1’espace de Sobolev U, = H'(Q). Le déplacement
de la i°™ fibre est u}- : F}» — RY, et nous introduisons également us : I'y — R le champ de I' dont Ia
restriction 4 F} Cl'yest ulf Le champ uy est recherché dans I’espace produit Uy = HZZ H ! (Q’f)

L’analyse nonlinéaire en temps sera realisée sur un intervalle de pseudo-temps 7 = [0 T'|. Nous
supposons que les conditions initiales u,,(.,0) and us(.,0) sont homogenes. Au temps ¢ € 7, le triplet
solution (u, (1), ur(t),Mt)) € U x Uy x Z doit vérifier le principe variationnel suivant : pour toute paire
(8um,8uf) € Uy, X Uf X 2,

/Vsum:C:VSSMmdx—i—/ kafuf:Vfﬁufdx—/ A - (Ouy —Ouy)dx
Q r, ' T,

2
:/fdsumdx+/ td'sumdx7
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sous condition de respect des conditions de Dirichlet u,, = uy sur 0Q; (impliquant une restriction sup-
plémentaire sur le choix du champ test correspondant). Le champ A est une densité d’efforts linéiques
caractérisant les efforts appliqués par les fibres sur la matrice. Dans la formulation précédente, nous avons
utilisé le symbol Z = Lz(Ff). Nous avons également utilisé V. = % (V. + (V. )T) et V¢ est I’'opérateur
gradient projeté défini par V. = (ty®17) : V.. Les champs f; : Q — RY représente une densité d’ef-
fort volumique connue, et 7; : dQ, — R4 est un champ connu d’efforts de surface. Finalement, ky € R
représente la rigidité élastique des fibre, et C € (R¢)* est le tenseur de Hooke correspondant a 1’ élasticité
isotope. Pour la suite nous définissons 1’opérateur saut [u] := u,, — s, ol nous supposons implicitement
I’existence du produit cartésien u entre u,, et uy.

1.2 Couplage fibres/matrice inélastique

Le couplage fibre/matrice est supposé parfait dans les directions normales aux fibres i.e.
I[u] := (I —ty®1p)[u] =0 indly, (3)
Pour la suite, nous séparons formellement le champ A de la maniére suivante :
A =TIA+TTA = (I — TP ) A+ TIFA = (1 @1) A+ TIFA =: Aty + TIA, @)

L’effort de couplage axial ?\.? est indéterminé pour le moment. Nous introduisons un modele de plasticité

parfaite qui lie cette quantité au glissement axial [u]'! := IT ¢[u]. Pour cela, nous supposons que la paire
(um(t),ur(t)) satisfait le principe de dissipation maximum, sujet a la contrainte suivante :

fr) =T -y <o inTy, 5)

ou Y est I'unique parametre du modele de plasticité. Les conditions de Tucker associées a ce probléme
d’optimisation peuvent alors étre écrites de la fagon suivante :

A <0 AN [T=0  sign(A) 4] <0. (©)
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2 Formulation éléments finis coupés primale/duale

2.1 Eléments finis coupés CutFEM [4, 6]

! !

FIGURE 1 - Une poutre en flexion 4 points, renforcée par deux éléments elastiques avec couplage plastic
rigide. La figure en bas a gauche et celle de droite représente le domaine fictif : I’ensemble des éléments
tetrahédriques coupés par une des fibres.

On integre les équations du probleme en temps par le schéma d’Euler implicite. T est découpé en #,
pas de temps de longueur AT'. La grille de temps résultant de ce procédé est Za, = {to,11, ..., In, }-

Espaces éléments finis fictifs. Nous introduisons une triangulation 7, du domaine (% est le diamétre
de la plus petite sphere contenant les éléments de 7). Q. L’espace €lément fini U, C U, est défini
par Uy, :={u € C°(Q)|ug € P'(K)VK € T;}. Nous définissone également I’ensemble G, des éléments
ayant une intersection non-nulle avec I'y : Gj, := {K € 7, | KNT s # 0}. Le domaine corespondent est
Typi=Uge G K. Les champs définis sur les fibres immergées seront approximées par la restriction des
champs éléments finis “volumiques" & Gj,. Nous définissions I’espace élément fini étendu (au sens 1D
étendu au volume des éléments avoisinant) W), par W, := {u € C°(Gy) |ux € P'(K)VK € Gp}. Les
termes de régularisation de type pénalisation fantome requiérent la définition de I’ensemble des facettes
cupées: F:={F=KNK':K € G,andK' € G}

Formulation éléments finis stabilisée. Au temps #,, n > 0, nos recherchons une solution approchée
u = (u,117h,uf'7h,?\.h,7uh, [dn]) € Uy x Wy x W), x Z x Z. La dépendence au temps est omise, sauf pour
les quantitées au temps #,,_1, qui sont représentées par 1’exposant *.

La formulation éléments finis proposées emploie une formulation mixte a deux échelles. L’espace 2
est décomposé de maniére additive en la restriction de W), a T, et I’espace supplémentaire correspondant.
En suivant ce principe, la projection £ stabilisée et étendue Ay € W, du champ dual A, € Z est défini
par

VoN, € W, (M= My 8ha) 21y + 50 (M Shy) = 0 @)

Le quintuplet solution (w1 s p, Ap, M, [iin]) devra satisfaire les conditions de Dirichlet pour u,, , et la
condition variationnelle suivante. Pour tout (Suy, »,0ur ;) € Uy X Wh,

an ((ttmnytes.10), St Stap.p)) — (s [Bun]) 2y = I (St Sutp ) - (8)



Ce principe variationnel est complémenté par une loi de type Signorini pour les quantitiés~axiales,
fr(Mh) <o
locally in Ty, fr (M) ([an)™ = @)™ =0 )
sign (A1) (@)™~ [@;]™) <0,

et par d — 1 contraintes scalaires pour les directions normales aux fibres H]% [iin] = 0 (localement sur les
fibres). Finalement, le systeme est fermé par la relation

(M= An) =¥ ([ua] = [ian]) = 0. (10)

qui régularise les champs ~en pénalisant leur distance aux quantitées ;, correspondantes. Le parametre
d-2 -

Y= % (%) Yud> OU E est le module de Young de la phase matricielle, L est une longueur carac-

téristique du probleme, et vy,,4 doit étre strictement positif.
Dans la formulation prédente, les formes linéaire et bilinéaires introduites sont les suivantes

ap ((umﬁ,uﬂh), (Sumﬁ,ﬁuﬁh)) = / Vsumﬁ :C: VSSM,,,JZ dx

(11)
+ . keViugp : VfSuf,hdx+Sﬁ7h(uf’h,8uf-.h)
f

b (Gt Suy4)) = | - Sumadt [ 1S (12)

2.2 Stabilisation par intégration sur domaines fictifs et pénalisation fantome

Sans stabilisation (i.e définition de s 5, S 5, et raccord mixte (10)), la formulation CutFEM 1D-3D
proposée souffre de plusieurs sources d’instabilités numériques :

1. Certains éléments peuvent avoir une intersection de mesure trés faible avec ’'une des fibres,
conduisant a un perte de controle du champ déplacement étendu uy ;, des fibres (étendu de 1D a
3D).

2. La cinématique étendue des fibres, et celle des multiplicateurs de Lagrange correspondant, per-
mettent la représentation de modes de dformation linéaires énergie nulle.

3. Des modes oscillants peuvent apparaitre dans le champ de multiplicateurs de Lagrange A si la
formulation ne respecte pas la condition LBB.

Nous proposons les termes de régularisaiton suivants :

Sﬁ711(uf7h,auf7h) = kahzfd Z / ([anfl/lf7h]‘l’lp) ([anfuf’h}.np) dx
Feq'F (13)
+ ckfhldé V}ufvh:VJ%Sufvhdx
h

ou np représente le vecteur normal a la facette de 1’élément. Le premier terme permet de résoudre le

probléme de coupure avec faible support, en accord avec la pénalisation fantdme classique [5]. Nous

choisissons, comme souvent, 3 = 0.1. Notons que seule la partie axiale du champ est régularisée. Régu-

lariser la partie normale, qui n’es pas associer 4 une énergie de déformation des faibles, conduit a des

résulats de qualité dégradée. Le second parametre permet de bloquer les modes a énergie nulle. Notons

le lien avec la formulation proposée dans [2]. Typiquement, { = 107> est suffisant. L opérateur gradient
d

orthogonal est défini par V]%uﬂh =Vyusy— Z (Vf(uf,h -e;) ‘tf) ety
i=1
Nous procédons de la méme maniere pour réguariser le champ des multiplicateurs de Lagrange, i.e.

EL4-2k _
sonMsdh) = Proras b Y | (VAL np) (VM) - np) dx
EL2+kp o ) (14)
+ ckﬂ/f*d / Vi, : VESA, dx
EL= +ky G T
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Comme montré dans [11] dans le cadre du contact unilatéral entre solides déformables, le premier terme
permet de contrdler les oscillations numériques des multiplicateurs de Lagrange. Le facteur d’échelle en
h est différent, car s j, est chargé de régulariser un complément de Schur.

3 Solver itératif LaTIn avec avec découplage algorithmique.

Pour résoudre le systéme déquations éléments fini d’écrit précédemmment, nous développons un
algorithme LaTIn [9, 10] dédié qui nous permettra notamment (i) d’intégrer la loi de plasticité “parfai-
tement rigide" sans nécéssiter de régularisarion €élastique supplémentaire, et (ii) de sparer les problémes
de fibres et matrices, permettant ainsi de mieux controler le conditionnement des systemes algébriques
linéaires.

Les variables primales/duales d’intérét sont Fj, = (Fy, 4, Fr ) € W) x W), qui représentent F,, , = Ay,
et Frjp = —Ap, et Wy = (Wi, Wr) € Wy X W qui représente la restriction de uy, a la bande déléments
Gn. Une itération de LaTIn est composée des étapes décrites ci-dessous.

s . _1 k=1 k-
Etape linéaire. Connaissant $¥~2 := (Wh L F,

8| —

), nous cherchons $* := (W, F¥) satisfaisant (8),

oll nous imposons que W}f‘ = ”];; dans Gj,. Pour fermer le systeme d’équations, nous satisferont également

la direction de descente
k—1
FrﬁJl >+Y< mh W2)_0
(15)

kl
P T

Notons que par construction, les problemes linéaires associés aux fibres et a la matrice sont découplés.
Le parametre scalaire y = Y”fd a été introduit précédemment.

1 1
Etape locale. Connaissant S¥ := (Wh JF k) nous cherchons S¥*2 := W,f 2 ,Fthrz satisfaisant (7),
yn kL
(9), (10), ot nous introduisons Wk+2 = WI{Jr2 ,Wk+2 € Z%et FkJr2 = Fk+2 ,FkJr € Z? et rempla-
m,h m,h P

k
cons toutes les occurrences de uy, par Wh, etde kh par F;, . Nous imposons également que F,, +2 + fzz =

0 dans Gy, et que (7) s’applique 4 F, h Zetd F 2. Pour fermer le systtme d’équations, nous mtrodulsons
la direction de recherche montante

k+1 k+1
Fon’ = th> v(W T W ) =0
k1 ok k+% k
Fra® _Fﬁh> —7<Wf,h2 Wi ) =0.
Comme montré dans [11], I’étape locale régularisée est simplement une étape locale LaTIn classique,

suivie d’une étape de régularisation linéaire globale (inversions d’un matrice de mass stabilisée corres-
pondant au domaine fictif des fibres).

16)

4 Examples numériques

4.1 Poutre en béton renforcée par des fibres elastomeres actives

Motivation Une des application motivant le travail numérique décrit dans cet article est illustré sur la
figure 2.

Résultats Le probleme étudié est représenté sur la Figure 1. On s’assure a priori que les domaines
fictifs des différentes fibres ont une intersection vide, de facon a ne pas créer de couplage artificiel. Les
4 supports ne transmettent que des efforts normaux en compression (contact unilatéral parfait, traité par
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FIGURE 2 — Béton auto-cicatrisant. Les fibres en polymere se contractent lorsqu’elles sont chauffées au-
dessus d’une température critique, générant des efforts de tension permettant de contrdler les ouvertures

de fissures.

la méthode LaTIn-CutFEM proposée dans [11]). Nous utilisons le code CutFEM [6] développée par S.
Claus et A. Massing et basée sur la bibliotheque d’outils éléments finis FEniCS [17] pour générer nos

résultats.

Ll
s

FIGURE 3 - Effet des termes de stablisation de type “intégration sur le domaine fictif".

Sur la Figure 3, en haut, on peut voir un mode de déformation non contrdlé apparaissant quand ( est
proche de zéro. Une petite valeur non nulle de ce parametre permet de stabiliser la formulation, comme
la montre la déformée du domaine fictif sur la Figure 3, en bas. La m&me observation est faite pour les
multiplicateurs de Lagrange, dont I’amplitude explose quand {; est trés petit (Figure 3, au milieu). Le
contrdle des modes correspondant permet d’obtenir un belle distribution d’efforts purement axiale, re-
présentée par les fleches, sur I’ensemble du domaine fictif, indiquant que le probléme est numériquement
bien posé (les multiplicateurs doivent s’annuler des les directions normales aux fibres, car il n’y a pas
d’opposition a la satisfaction des contraintes de continuité cinématique correspondantes).

La restriction des multiplicateurs aux fibres 1D est représentés sur la figure 4. On décrit ces efforts a
deux instants de la simulation en temps. Nous voyons au premier temps que la fibre du bas est chargée
en traction pure, et que I’effort correspondant est borné (par le parametre ¥ du modele de plasticité),
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FIGURE 4 — Multiplicateurs de Lagrange, écoulement plastique et contraintes résiduelles.

indiquant qu’un écoulement plastique a lieu. Lors du retour a I’état neutre du systéme, on observe un état
d’efforts résiduels dans les fibres et de contraintes résiduelles dans le matériau élastique.

4.2 Tests virtuels de rupture de matériaux : bétons a renforts fibreux courts
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FIGURE 5 — Modele numérique de I’endommagement dans un d’un béton a renfort fibreux.

Nous étendons la méthode au traitement de la rupture des matériaux composites particulaires a ren-
forcement fibreux courts et aléatoires. Le couplage entre matrice endommageable et inclusions parfaite-
ment élastiques est réalisé par I’approche LaTIn-CutFEM [11]. Les fibres sont toujours élastiques, avec
couplage inélastique rigide avec la matrice. L’ endommagement est traité par le modele a champ de phase
décrit dans [18]. Les résultats présentés sur la Figure 5 indiquent que le couplage entre la méthode de
variété immergée présentée précédemment et I’approche CutFEM-LaTIn multi-domaine ne pose pas de



difficulté particuliere.
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