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Résumé — La méthode G — 8 est une méthode de calcul du taux de restitution d’énergie et des facteurs
d’intensité de contrainte (FICs) répandue. Dans cette contribution, nous rappelons les fondements de la
méthode et discutons sa mise en ceuvre dans le cas tridimensionnel. Une analyse de convergence réalisée
sur des cas-tests admettant une solution analytique montre que la méthode est précise. Les erreurs issues
de choix de mise en ceuvre naifs sont également discutés. L’analyse est restreinte au cas des fissures
planes a front droit.

Mots clés — Mécanique de la rupture, Taux de restitution d’énergie, FICs, Fissures planes a front droit.

1 Introduction

Afin d’assurer la stireté des structures, les ingénieurs doivent montrer qu’une fissure de forme pos-
tulée ne mene pas a la rupture de la picce. Les criteres utilisés sont fondés sur la mécanique linéaire de
la rupture. On doit par exemple montrer que le facteur d’intensité de contrainte en mode I est inférieur a
la ténacité du matériau Ky. sous les conditions d’exploitation. L’ objectif de cette contribution est d’éva-
luer la pertinence des calculs du taux de restitution d’énergie et des facteurs d’intensité de contrainte par
la méthode G — 6. On étudie en particulier la convergence au maillage sur des cas-tests admettant une
solution analytique.

Soit un corps € de frontiere €. La frontiere Q2 est composée des ensembles I, I'; et de la fissure
I tels que 9Q =T, UT, UT. Aucune force volumique n’est appliquée. Une traction T'¢ est appliquée
sur ;. Les levres de la fissure I sont libres de chargement. Le déplacement u® est imposé sur I',,. Les
notations précédentes sont illustrées FIGURE 1.

La formulation variationnelle du probleme d’équilibre étudié est : trouver le déplacement u, tel que

u = u sur I, qui minimise I’énergie potentielle du systeme

W(Q,u):fw(s(u)) dQ- | T¢ wdr,
Q I;

Td

FiGure 1 — Notations du probleme.
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FIGURE 2 — Domaine Q (a) et domaine €,,, image de Q par la fonction 7, (b).

ou € est le tenseur des déformations linéarisé et w est la densité d’énergie de déformation. Le matériau
est élastique linéaire et la densité d’énergie de déformation s’écrit, en notant C le tenseur de Hooke :
1

=—e:C:e.
w 25 €

2 La méthode G-0

La méthode G — 6 a été introduite dans [4] par Destuynder et Djaoua. L’idée est de définir une famille
de fonctions (7, ),, qui transforment le domaine Q2 en un domaine Q,, lequel représente le domaine fissuré
actuel ou imposé. Les auteurs de [4] ont choisi des fonctions de la forme 7, : M — M +n6(M), pour
un réel i et un champ de vecteurs @ donnés (cf. FIGURE 2).

Le champ 0 est supposé suffisamment régulier et tangent au bord domaine, i.e 8 -n = 0 sur 4, ou
n est la normale sortante. Cette derni¢re condition assure que les transformations (), préservent la
frontiere du domaine.

La dérivée de I’énergie potentielle W par rapport a 1’évolution du domaine, décrite par les transfor-
mations (%), est définie par :

ow _ W (Qun) =W (Qu)
o0Q _nli% n )

Destuynder et Djaoua ont prouvé que cette dérivée est I’opposé du taux de restitution d’énergie G :

ow
G= 30 - G(u,0),

En supposant que 6 est nul sur I';, et I';, ils ont obtenu :
G(u,0) = f [tr(o-Vu-VO)—-wdivl] dQ,
Q

ou o est le tenseur des contraintes de Cauchy.

En pratique, on choisit 8 dans la direction N normale au front de fissure, dans le plan de la fissure
et nul loin de la fissure. Soient 0 < R; < Rg et r la distance du point M au front de fissure. On choisit
O(M) = 6y(r)IN, ou 6y est la fonction définie par :

1,sir <Ry,
60(r) = | 7% si r € [Rr,Rs],
0,sir > Rg.

Li et al. ont introduit la méthode des intégrales de domaine (cf. [7]), qui peut étre vue comme une
extension de la méthode G — 6 au cas tridimensionnel. Soit P le tenseur d’Eshelby, défini par :

P=wl-o0-Vu,
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Ficure 3 — (a) Représentation du domaine ot 8 est non nul et (b) graphe de la fonction 6.
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Ficure 4 — Base locale pour un point My du front de fissure, d’abscisse curviligne s.

ou I est le tenseur identité. La transposée du tenseur d’Eshelby est a divergence nulle :
div(PT) = 0.
Ona:
G(u,0) = f n-P-6 dF—ftr(P-VB) dQ.
oQ Q

En utilisant les conditions aux limites et puisque 0 -1 = 0 sur 9Q, il vient :

g(u,e):f[tr(a.vu.ve)—wdive)] dQ - Td.vu-edr—f n-o-Vul-0dl. (1)
Q

Iﬂt ru

A notre connaissance, les intégrales de surface sont discutées dans peu de références (e.g. [8, 2]).

Dans le cas tridimensionnel, un point My sur le front de fissure I'y est paramétré par son abscisse
curviligne s (cf. FIGURE 4). Le taux de restitution d’énergie G et la direction de propagation /N dépendent
de I’abscisse curviligne s tandis que 8 dépend de la distance au front de fissure et de I’abscisse curvi-
ligne 5. Lavancée virtuelle de la fissure dans la direction normale au front de fissure et dans le plan de la
fissure s’écrit dans ce cas 8(My(s)) - IN(s). On a finalement :

f G(5)0(Mo(s))- N (s) ds = G(u,0). 2

Io

3 Mise en ceuvre numérique

Le taux de restitution d’énergie est discrétisé sur une base de fonctions polynomiales :

N
G(s) = ). GIP;(s). 3)
=1

J



Pour i € [0,N], considérons 8; tel que : 8;(My(s)) - N (s) = P;(s), sur I'y. L’équation (2) donne :

2

f Pi(s)P;(s) ds) G’ = G(u.0;).

T'o
Finalement, les composantes (Gf ) _sont solutions des systémes linéaires suivants :
J

(M]{G} ={G},
ou:

[M]:(fr P;(s)P;(s) ds) ,{G}=(Gf)j et{G} = (G(u,0;)); .

ij
En pratique, on construit 0; tel que 8;(My(s)) - N (s) = P;(s), sur le front de fissure et nul loin du
front de fissure. Nous choisissons, pour M = My(s) +r er(¢,s) :

0: (M) = 0o(r) Pi(s) N(s).

Suivant I’approche d’Andersson (cf. [1]), utilisons des polyndmes de Legendre définis sur le front de
fissure [y. Ces polyndmes sont réguliers et forment une base orthonormée :

f Pi(s)P;(s) ds = {0’ Si#J
TI'o

1,sii=j

En accord avec [9], nous n’interpolons pas directement 8; pour préserver les propriétés des polynomes
de Legendre :

I(O0)m =I(00)m Pi(Z(s)m) I(N)p,

ou J (f)p désigne I'interpolée de la fonction f évaluée au point M.

4 Calcul des facteurs d’intensité de contrainte

Soit v un champ de déplacements cinématiquement admissible et o(v) un champ de contraintes
statiquement admissible, associés par la loi de comportement. La forme bilinéaire g associée a G est :

1
g(u,v,0) = 1 [G(u+v,0)-G(u—0,0)].

Soient v¢ la trace de v sur I, et Tg la trace de n - o (v) sur I';. En utilisant (1), nous obtenons :

g(u,v,0) = %f [tr((a(u) -Vv+o(()-Vu)-VO) - % (o(u):e(v)+o(v): s(u))div@] dQ
Q

—lf(Td-Vng-vu)-edr—lf n- (o) - Vol+o@)-Vut)-0dr. 4
2 I, 2 r,

Le champ de déplacement u se décompose de la fagon suivante :
u = up + Kyur + Kyun + Kprunr,

ol up est la partie réguliere du déplacement et K, et u,, sont respectivement le facteur d’intensité de
contrainte et le champ de déplacement associé a la solution asymptotique de Westergaard pour le mode
a [10]. Pour un champ de déplacement v de la forme :

v = K;F uy + Kikl’u,]] + K;‘Hum,
on obtient (cf. [3, 5]) :

g(u,v,0) = KiK| g(ur,u1,0) + KyKj; g (uir, un, 0) + KinKjy ¢ (wnr, unr, 0).

4
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Figure 5 — Illustration des domaines : (a) domaine I';, (en rouge) et (b) domaine I'; (en rouge).
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FiGure 6 — Evolution de Ierreur en termes du facteur d’intensité en fonction de la taille de maille, en 2D
et en 3D, pour le mode I pur (en vert) et le mode II pur (en bleu).

Les quantités g = g(uy,ur,0), gn = g(um,un,0) et gm = g(umr,umn,@) sont des constantes qui sont
évaluées en appliquant la formule d’Irwin [6].

Les facteurs d’intensité de contrainte Ky, Ky et Ky sont décomposés sur la méme base de fonctions
polynomiales (3) :

N
Ko (s) = » K, P;j(s), pour @ € {LILIII}.
j=1

Finalement, les composantes (Kf,) _sont solutions des systemes linéaires suivants :
aj

a[M{Ki} = {g(u,up}, gulM{Ky}={g(u,un)}, gm[M{Km}={g(u,um)},

[M] = ( f P,(s)P;(s) ds) (Ko} = (Kb) . o€ (LILI, et {g(u,0)) = (3(u..60:);
T'o ij

5 Simulations numériques

Considérons le cube unitaire traversé par une fissure plane a front droit. Deux problémes sont étudiés :
— Le mode I pur dont la solution est : ug = uy.
— Le mode II pur de solution : ug = uy.

Pour chaque probléme, les conditions aux limites sont :

ut = us, sur Iy, T =n. o(ug), sur I;.

Les domaines I';, et I'; sont illustrés FIGURE 5. Le module d’Young est E = 0.1 Mpa et le coefficient de
Poisson est nul (v = 0).



1.2e-05¢ ] 10°

f S:;Ef}gg ] 202D (slope = 0.9)

1'16_055 coho1/30 |4 o-03D (slope = 1.1) B

§\ - Solution/i r 1

£ E 1L -y |

1e-05; ] 107 o ]

@) ! ]

9e-06 3

8-06
7e—06§ s e
-1
(a) 0 h 10

Ficure 7 — Résultats pour I’interpolation directe de 8; : (a) G(s) pour différentes tailles de maille. (b)
Evolution de I’erreur en termes du taux de restitution d’énergie en fonction de la taille de maille, en 3D.
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Ficure 8 — K (en vert), Ky (en bleu) et Ky (en rouge) en fonction de 1’abscisse curviligne, pour le mode
II pur et pour un maillage donné (h = 1/10).

Pour chaque probleéme, la solution analytique ug vérifie I’hypothese des contraintes planes partout
dans le domaine et les facteurs d’intensité de contraintes sont donc uniformes le long du front de fissure.
Chaque probleme étant 1’extrusion d’un probléme bidimensionnel, il est possible de comparer les résul-
tats obtenus en 2D et en 3D. Dans les courbes suivantes, I’erreur représentée correspond au maximum
de I’écart observé entre la valeur estimée par la méthode G-6 et la valeur analytique, le long du front de
fissure, rapporté a la valeur analytique.

La Ficure 6 montre I’évolution de I’erreur obtenue en termes du facteur d’intensité en fonction de la
taille de maille, pour chaque probléme, en 2D et en 3D. Les courbes obtenues a partir des simulations
2D et 3D se superposent parfaitement grace a I’interpolation du champ 8; qui préserve les propriétés des
polyndmes de Legendre. L’interpolation directe de 0; :

T(O0;))m =TI (0oP;N)um,

(a) (b)

Ficure 9 — Géométrie et conditions aux limites : (a) [, (en rouge) et le domaine 7, dans lequel @ varie,
(en vert) ; (b) U'intersection de I'; (en rouge) et T est ’'union des surfaces S et S_ (en vert).
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Ficure 10 — Variations des FICs Kj(s) (vert), Kyi(s) (bleu) et Kyji(s) (rouge), pour le mode II pur et pour
un maillage donné (h = 1/10), obtenues sans les intégrales de surface.

conduit quant a elle a des oscillations parasites qui augmentent I’erreur dans le cas 3D, comme le montre
la FIGURE 7.

Nous avons vérifié que les modes de rupture obtenus par la méthode G — 6 sont découplés, i.e. :

— Ky =Ky =0, pour le mode I pur,

— Ky =Ky =0, pour le mode II pur.
La Ficure 8 montre que les modes de rupture sont correctement découplés, pour le mode II pur.

Concentrons nous sur le mode II pur et considérons g(u = uy,v = u,0), i.e. le second membre du
systeme linéaire a résoudre pour calculer Kyj. La Ficure 9 illustre les domaines qui interviennent dans
I’écriture des différents termes de g(u = uy,v = uy,0).

D’une part, 0 est nul sur [';, et en conséquence, I’intégrale sur I, est nulle. D’autre part, puisque le
mode II de rupture est le cisaillement plan, - o(up) =0 sur I[;,ona :

Td-V'v~0dF=f n-o(uy)  Vu -0 dl =0.
I, Iy

La contribution des intégrales de surface semble étre nulle a ce stade, mais ce n’est pas le cas ! Le
mode III de rupture est le cisaillement hors plan et on peut montrer que :

T,‘,iVuOdI“:f n-o(un) - Vug -0 dI' #0.
I; I

En réalité, cette intégrale de surface compense la contribution de 1’intégrale de volume, non nulle (cf.
(4)). Supposer que I’intégrale de surface fr T,‘,i -Vu -0 dI est nulle conduit a des facteurs d’intensité de
. , . ’ 7
contrainte erronés, comme illustré Ficure 10.

6 Conclusion

La méthode G — 6 pour le calcul du taux de restitution d’énergie et des facteurs d’intensité des
contraintes a été présentée. Des tests de convergence ont montré que la méthode est précise, dans le
cas d’une fissure a front droit. La contribution des intégrales de surface associées aux conditions aux
limites a été étudiée. Les erreurs issues d’une mise en ceuvre naive de la méthode ont également été
discutées.
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