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Résumé — Plusieurs formulations non-locales où les distances d’interaction évoluent en fonction des
champs mécaniques ont été introduites dans la littérature pour pallier certains effets indésirables observés
avec les formulations conventionnelles à interactions constantes. L’approche eikonale suppose que l’en-
dommagement déforme l’espace dans lequel les interactions non-locales ont lieu. Dans le cadre d’une
approche à gradient implicite, cela est pris en compte en introduisant une métrique riemannienne dépen-
dante de l’endommagement dans la formulation. Comme cela a déjà été montré dans d’autres travaux
portant sur l’endommagement isotrope, les interactions sont progressivement réduites en fonction de la
dégradation du matériau, ce qui permet une meilleure représentation de la transition « endommagement
– fissure ». Dans cette contribution, nous proposons de régulariser un modèle d’endommagement ani-
sotrope avec la méthode eikonale. L’anisotropie induite par l’endommagement sera donc naturellement
prise en compte dans l’évolution des interactions non-locales.
Mots clés — Formulation à gradient, non-locale eikonale, endommagement anisotrope, métrique rie-
manniene.

1 Introduction

La mécanique de l’endommagement continu est souvent utilisée pour modéliser le comportement de
matériaux adoucissants. Cependant, le problème mécanique aux limites devient mal posé. Numérique-
ment, cela entraîne une dépendance des résultats au maillage éléments finis, et donc des réponses non
objectives. Plusieurs approches peuvent être utilisées pour régulariser la réponse de la structure et récu-
pérer l’objectivité vis-à-vis de la discrétisation spatiale (e.g., [23, 22, 24]). Dans le cas de la mécanique
de l’endommagement, les méthodes dites non-locales classiques, telles que les méthodes intégrales [13]
ou à gradient implicite [12], sont fréquemment employées. Dans les deux cas, une longueur caractéris-
tique (ou longueur interne) est introduite dans la formulation, dans le but de moyenner un champ local
autour de son voisinage.

Bien que l’objectivité de la réponse de la structure soit retrouvée, les approches classiques ne sont pas
capables de décrire le processus de dégradation du matériau de manière réaliste. Lorsque l’on s’intéresse
à connaître les faciès de fissuration proche de l’amorçage d’une macro-fissure, il devient nécessaire de
considérer une réduction graduelle du domaine d’interaction non-local. On peut alors parler d’une classe
de méthodes non-locales à interactions évolutives et éventuellement anisotropes (e.g., [5, 6, 14, 21]).

Dans cette contribution, le modèle « non-local eikonal (anisotrope) à gradient implicite » (ENLG)
[2] est introduit à partir d’un formalisme des milieux micromorphes [4] (ce qui permet de donner un
cadre thermodynamique aux modèles non-locaux). Cette approche considère que les interactions non-
locales sont modifiées par une métrique riemannienne qui dépend de l’état d’endommagement du milieu.
Autrement dit, l’endommagement est supposé courber l’espace où ces interactions ont lieu : plus cet
espace est endommagé, plus il est courbé, ce qui diminue les interactions non-locales [2, 15, 20, 17, 11,
18].

La formulation variationnelle du problème est présentée dans un contexte d’endommagement aniso-
trope tensoriel. Ensuite, des résultats numériques en deux (2D) et en trois dimensions (3D) sont présentés
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afin de montrer les capacités du modèle ENLG anisotrope à mieux décrire la transition « endommage-
ment – fissure » par rapport à une formulation « non-locale à gradient implicite » (GNL) classique [12].

2 Formulation

2.1 Modèle ENLG avec endommagement anisotrope

Le matériau est considéré suivre un modèle d’endommagement anisotrope [3], en fonction de la
variable d’endommagment de Ladevèze H = (I −D)−

1
2 , où D est le tenseur d’endommagement d’ordre

deux et I est le tenseur identité. En faisant ce choix, il n’est pas nécessaire de borner les valeurs propres
Di du tenseur d’endommagement, puisque Di → 1 lorsque Hi → ∞.

En outre, on suppose que la déformation équivalente non-locale ē, variable pilotant l’évolution de
l’endommagement, vit dans une variété courbée par ce dernier. Les produits scalaires définis sur les
espaces tangents associés sont donnés par une métrique riemanienne dépendante de l’endommagement,
représentée par le tenseur d’ordre deux suivant :

g = (I −D)−1 = H2 (1)

Suivant l’approche micromorphe [4], l’énergie libre d’Helmholtz du modèle s’écrit en fonction de
contributions locales et non-locales, telle que [18] :

ρψ = ρψ(ε,H, ē, ∇̃ē) = ρψ0(ε,H)+
1
2

h(e− ē)2 +
1
2

hc∥∇̃ē∥2
g (2)

où ρψ0 est pris comme la transformée de Legendre du potentiel de Gibbs ρψ∗
0(H) introduit dans [3].

Ici, ε est le tenseur de déformations infinitésimales, e est la déformation équivalente locale et ∇̃ indique
l’opérateur gradient dans l’espace courbé. Le paramètre c du modèle à gradient est homogène au carré
d’une longueur, le paramètre de couplage h est homogène à une rigidité et la norme riemanienne est
donnée par :

∥∇̃ē∥2
g = ⟨∇̃ē, ∇̃ē⟩g = ∇̃ē ·g · ∇̃ē = dē ·g−1 ·dē = ⟨dē,dē⟩g = ∥dē∥2

g (3)

avec dē une 1-forme ou covecteur.
En se servant des arguments thermodynamiques classiques et en exploitant le principe des travaux

virtuels, on obtient la formulation forte suivante d’un problème à gradient du type Helmholtz :√
detg(e− ē)− c∇ · (

√
detgg−1 ·∇ē) = 0 onΩ (4)

g−1 ·∇ē ·n = 0 on∂Ω (5)

où Ω est le domaine considéré, ∂Ω est son bord et n est la normale sortante associée. De plus, le tenseur
des contraintes (σ) est donné par :

σ = σ
0
+h(e− ē)

∂e
∂ε

(6)

Suivant une idée similaire à [19], on considère que h≪∥E∥, où E est le tenseur d’élasticité de Hooke.
Ainsi, le tenseur des contraintes est calculé par :

σ = σ
0
= Ẽ

(
H
)

: ε (7)

où Ẽ est le tenseur de Hooke effectif ou endommagé (similaire à un opérateur sécant), défini par :

Ẽ=


2G

[
H−1⊗H−1 −

H−2 ⊗H−2

trH−2

]
+

3K
trH2 I ⊗ I si trε > 0

2G

[
H−1⊗H−1 −

H−2 ⊗H−2

trH−2

]
+KI ⊗ I sinon

(8)

avec G et K les modules de cisaillement et de compressibilité, respectivement. On note que lorsque
H = I (matériau sain), on récupère le tenseur de Hooke d’un matériau initialement isotrope. L’anisotropie
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FIGURE 1 – Schéma illustratif de l’évolution anisotrope du domaine d’interactions et la courbure de
l’espace associée.

dans le comportement est donc naturellement induite par l’endommagement. Comme la métrique g est
une fonction tensorielle de l’endommagement, les interactions non-locales sont évolutives et également
anisotropes (cf. équation 4).

La Figure 1 présente un schéma illustratif de l’impact de l’anisotropie de l’endommagement sur le
domaine d’interaction non-local d’un point matériel. On fait la distinction entre l’évolution du domaine
en fonction d’un endommagement isotrope (en rouge), comme considéré dans [14, 15], et celui avec un
endommagement anisotrope (en bleu). Pour un matériau sain, ces deux domaines se confondent et son
égaux à celui du modèle classique avec interactions constantes [12]. Dans cet état, pour le modèle ENLG,
l’espace dans lequel les interactions non-locales ont lieu n’est pas courbé et la métrique riemanienne se
réduit à celle euclidienne (i.e., g = I). Lorsque la structure subit un endommagement, les micro-fissures
sont orientées (décrites ici par un état tensoriel orthotrope). Par conséquent, les interactions non-locales
(représentées par une ellipse) sont réduites dans cette direction préférentielle via la métrique rieman-
nienne, et l’espace dans lequel ces interactions ont lieu est donc courbé. Le cas d’une évolution basée sur
une variable scalaire d’endommagement est donc toujours équivalent à un domaine d’interaction circu-
laire, de rayon réduit dans toutes les directions. Finalement, proche de l’amorçage d’une macro-fissure,
le domaine isotrope tend à se réduire vers un point, en dépendant des interactions résiduelles considérées
ou non dans la formulation. Au contraire, le modèle ENLG anisotrope tend à couper les interactions dans
la direction perpendiculaire à la fissure. Cela se traduit par une courbure importante de l’espace, telle que
la distance d’interaction entre les points séparés par une fissure tend vers l’infini. Pour plus de détails sur
la dérivation de cette approche, son comportement dans le cas d’endommagement isotrope et comment
la métrique peut-être modifiée pour d’autres couplages, le lecteur est invité à consulter [2, 18].

2.2 Évolution de l’endomamgement

La fonction critère s’écrit en fonction de la déformation équivalente non-locale, telle que [3] :

f = ē−κ, κ = κ0 +SRs
v(trH −3) (9)

où S, s et κ0 sont des paramètres matériau et κ est la fonction de consolidation (i.e., augmentation du
domaine élastique en déformation [25]). La fonction de triaxilité Rv (cf. e.g., [10] pour plus de détails)
est calculée par :

Rv = min
[

1+
9
2

1−2ν

1+ν
⟨−TX⟩2 ,B

]
(10)

modifiée en [3] pour n’agir qu’à triaxilité négative TX = σH/σeq, avec σeq la contrainte équivalente de
Von Mises et σH = 1

3 trσ. De plus, ν est le coefficient de Poisson et B est un paramètre matériau pour
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borner la fonction de triaxilité en compression.
Finalement, H évolue dans la direction de la partie positive du tenseur de déformations effectif ε̃ et

est donnée par :
Ḣ = λ̇⟨ε̃⟩, ε̃ = E−1 : σ (11)

où λ̇ est le multiplicateur d’endommagement respectant les conditions Karush–Kuhn–Tucker de charge-
ment et déchargement (cela implique des décharges élastiques à endommagement constant).

2.3 Formulation variationnelle

Définissons les espaces fonctionnels suivants : U = {w | w ∈ H1(Ω) , w = ud sur∂Ωu}, U(0) =
{w | w ∈ H1(Ω) , w = 0 sur∂Ωu}, V = {w | w ∈ H1(Ω)}. Ici, H1 est l’espace de Sobolev de
carré intégrable et le déplacement imposé sur le bord ∂Ωu ⊂ ∂Ω est noté ud . Le problème variationnel
à résoudre consiste à trouver le champ de déplacement u ∈ U et le champ de déformation équivalente
non-locale ē ∈ V , tels que :∫

Ω

ε(u) : Ẽ
(
H
)

: ε(v)dV =
∫

∂Ωt

td · vdS ∀v ∈ U(0) (12)∫
Ω

detH ēηdV +
∫

Ω

cdetH (H−2 ·∇ē︸ ︷︷ ︸
:=h(H,ē)

) ·∇ηdV =
∫

Ω

detH e(ε(u))ηdV ∀η ∈ V (13)

où l’on a introduit les champs tests v et η. Le vecteur traction imposée sur le bord ∂Ωt ⊂ ∂Ω est noté
td . Ce problème est résolu par la méthode des éléments finis, ce qui implique de résoudre un système
d’équations non linéaires et couplées. La solution numérique adoptée repose sur un processus itératif
de type point fixe au niveau global. Cela est assuré par une implantation numérique de la formulation
variationnelle dans un code développé au CEA [1], basé sur la plate-forme logicielle FreeFem++ [8].

Au niveau des points d’intégration du maillage, la lois de comportement est intégrée avec un schéma
implicite à l’aide du générateur de lois de comportement mfront [9]. La communication entre les points
d’intégration du maillage et l’algorithme de solution globale est assurée par l’interface mgis.

Il est intéressant d’observer également que le terme H−2 ·∇ē est majoritairement responsable de la
réduction des interactions non-locales (donc l’effet du gradient). Il a été déjà remarqué par [21] que
la résolution numérique d’un tel problème induit inévitablement des oscillations dans la réponse de la
structure, ce qui peut également impacter le taux de convergence. Dans une idée similaire à [14], on peut
éventuellement envisager l’introduction d’interactions non-locales résiduelles en modifiant l’équation
(13) avec :

h(H, ē) =
(
H−2 +ξI

)
·∇ē, ξ ≪ 1 (14)

Cela permet de garder le terme à gradient avec des faibles contributions proche de la rupture.

3 Résultats

Le cas test étudié est l’essai de flexion trois points tel que présenté dans [7]. On considère ici une
seule géométrie (Figure 2), avec D = 200mm et 50mm d’épaisseur (dans la direction hors plan). La
simulation est contrôlée en CMOD (Crack Mouth Opening Displacement) au niveau de l’entaille par un
algorithme de pilotage indirect du chargement [16], ce qui permet d’éviter la propagation instable de la
bande endommagée. Les paramètres matériaux utilisés pour ces simulations sont fournis dans la légende
de la figure. La déformation équivalente de Mazars (e =

√
⟨ε⟩ : ⟨ε⟩) est utilisée pour tous les résultats

montrés.
La Figure 3 (gauche) montre la réponse force vs déplacement (CMOD) obtenue avec le modèle

ENLG pour trois maillages différents. Malgré un besoin clair d’un nombre élevé d’éléments finis, on
peut observer que la réponse de la structure converge vis-à-vis du maillage. Des différences mineures
sont observées surtout dans les dernières phases des simulations, pour des niveaux d’endommagement
importants. La Figure 3 (droite) montre les profils des composantes du tenseur d’endommagement ob-
tenus à la fin de la simulation. On observe, comme attendu, que la composante Dxx présente des valeurs
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D

0.5D 0.5D2.5D

2mm x 0.2D

FIGURE 2 – Géométrie et conditions limites de l’essai de flexion trois points. Paramètres matériaux :
E = 37GPa, ν = 0.21, κ0 = 7e−4, c = 10mm2, B = 5/3, S = 2.45e−4 et s = 4.9.

FIGURE 3 – Modèle ENLG sans interactions résiduelles : Réponse force vs CMOD (gauche) et profils
des composantes du tenseur d’endommagement à la fin de la simulation (droite).

plus élevées que la composante Dyy. De plus, le profil d’endommagement ressemble à une fissure ré-
gularisée, comme pour les méthodes à gradient d’endommagement ou champ de phase. La zone où les
valeurs de Dxx sont très proches de l’unité tend vers une ligne d’éléments finis.

On peut améliorer le taux de convergence de la réponse globale en modifiant les interactions non-
locales résiduelles. La Figure 4 (gauche) montre les mêmes résultats avec, cette fois-ci, ξ = 0.008. On
remarque que l’introduction des interactions résiduelles rend la réponse globale moins fragile et per-
met une convergence plus rapide en fonction du maillage, nécessitant moins d’éléments. En revanche,
la Figure 4 (droite) montre que le prix à payer pour ce choix est un phénomène de diffusion de l’en-
dommagement. Les éléments adjacents à l’élément le plus endommagé présentent progressivement une
évolution (parasite) de l’endommagement due à la présence de ces interactions résiduelles. Par consé-
quent, on peut observer une légère augmentation de ductilité dans la courbe de réponse globale (surtout
dans la phase pré-pic d’effort).

Dans tous les cas, les réponses de la structure obtenues avec le modèle ENLG ne sont pas excessive-
ment fragiles. Une procédure de récalage de paramètres est nécessaire afin de comparer ces résultats aux
expériences. Le choix de la déformation équivalente et de l’évolution du modèle anisotrope sont aussi
des facteurs à prendre en compte.

Dans le but d’effectuer une comparaison avec le modèle classique à gradient implicite (GNL), on
pose S = 1.1e− 4 afin d’obtenir une réponse globale similaire, tout en conservant les mêmes valeurs
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FIGURE 4 – Modéle ENLG avec ξ = 0.008 : Réponse force vs CMOD (gauche) et profils des compo-
santes du tenseur d’endommagement à la fin de la simulation (droite).

pour les autres paramètres. La Figure 5 (gauche) présente la réponse globale obtenue avec le modèle
GNL pour deux maillages différents. La convergence est obtenue avec moins d’éléments en comparai-
son avec la formulation ENLG. Compte tenu de la modification apportée au paramètre S, la réponse
globale est aussi légèrement plus ductile que celle obtenue avec le modèle ENLG. En revanche, une dif-
férence significative est observée au niveau des profils des composantes du tenseur d’endommagement,
comme illustré sur la Figure 5 (droite). Contrairement au modèle ENLG, l’énergie est dissipée sur une
zone plus élargie, limitant ainsi la propagation de la zone endommagée vers le haut de la poutre. Cette
diffusion de l’endommagement est une caractéristique pathologique de la méthode GNL qui ne permet
pas de représenter la transition vers une discontinuité. Une première étude sur l’énergie dissipée par ces
méthodes est présentée dans [17].

4 Conclusions et perspectives

Le modèle ENLG anisotrope a été présenté en suivant un formalisme des milieux micromorphes.
La norme du terme en gradient figurant dans le potentiel énergétique utilisé pour dériver les équations
de base de la formulation est prise par rapport à une métrique riemanienne dépendante de l’endomma-
gement anisotrope. Un modèle d’endommagement tensoriel (anisotropie induite) a été considéré, ce qui
permet de modéliser, par une seule variable interne, l’état de dégradation multidirectionnelle du maté-
riau. Par conséquent, le tenseur métrique est aussi anisotrope et influe sur l’anisotropie des interactions
non-locales.

La formulation variationnelle du problème a été présentée ainsi que la modification numérique per-
mettant de prendre en compte les interactions résiduelles.

Le cas test de flexion trois points avec pilotage indirect en CMOD a été étudié. Les résultats ont
montré que le modèle ENLG anisotrope présente une meilleure capacité à décrire la transition « endom-
magement – fissure » par rapport au modèle GNL. Cependant, ce dernier nécessite moins d’éléments que
le modèle ENLG pour pour obtenir la convergence de la réponse de structure vis-à-vis du maillage d’élé-
ments finis. De plus, le fait de considérer des interactions non-locales résiduelles n’apporte pas d’impact
significatif sur les résultats obtenus avec le modèle ENLG, mais elle a permis d’améliorer le taux de
convergence de la méthode. En revanche, cette modification a conduit à une diffusion de l’endommage-
ment sur les éléments voisins de la zone localisée. Une légère augmentation de la ductilité de la réponse
a également été observée.

En perspective, la régularisation ENLG avec un modèle d’endommagement anisotrope doit être étu-
diée pour d’autres cas tests, introduisant des modes de fissuration différents (e.g. mode II, mode mixte).
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FIGURE 5 – Modèle GNL : Réponse force vs CMOD (gauche) et profils des composantes du tenseur
d’endommagement à la fin de la simulation (droite).

FIGURE 6 – Exemple d’une structure déformée en 3D (suppression des éléments où les valeurs propres
de D sont proches de l’unité en phase de post-traitement des résultats).

La confrontation des simulations avec des résultats expérimentaux devient essentielle dans un contexte
d’utilisation industrielle de cette approche. Pour ce faire, il est nécessaire de réaliser des simulations en
3D, comme illustré par l’exemple en cours d’étude sur la Figure 6. De plus, une discussion approfondie
sur la sensibilité des réponses obtenues aux différents choix de modélisation est également nécessaire.

Enfin, la prise en compte de l’anisotropie induite dans le comportement ainsi que dans les interac-
tions sont des caractéristiques essentielles de l’approche. Ces notions revêtent une importance cruciale
lors de l’analyse des structures sous chargement non proportionnel, par exemple. De plus, les direc-
tions associées aux valeurs propres du tenseur d’endommagement peuvent fournir des informations sur
l’orientation des fissures dans le contexte de modélisation visant à simuler la transition « endommage-
ment – fissure » à travers des formulations de discontinuités fortes (cf. l’illustration par suppression des
éléments fortement endommagés sur la Figure 6).
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