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Résumé — On présente dans ce travail certains domaines d’application des méthodes dites “FFT”, un
outil d’homogénéisation numérique à champ complet qui s’applique directement aux images de micro-
structures. On s’intéresse en particulier aux schémas numériques et méthodes de discrétisation permettant
de traiter des problèmes fortement non-linéaires présentant des phénomènes de localisation, en plasticité
ou en endommagement.
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1 Méthodes numériques dites FFT

Les outils d’homogénéisation numériques “par FFT” [1] sont des méthodes à champ complet qui
permettent de résoudre de nombreux problèmes issus de physique quasi-statique : propriétés de transport
dans les milieux hétérogènes, diffusion, électrostatique [2], écoulement dans les poreux [3, 4], com-
portement mécanique de type (thermo-)élastique [5, 6, 7], plasticité et visco-plasticité [8, 9] ou encore
visco-élasticité [10, 11], en petite et en grande déformation [12, 13]. Ces méthodes s’appliquent direc-
tement aux images de microstructures, qu’il s’agissent de micro-tomographies 3D [14], par exemple, ou
encore aux images synthétiques obtenues à partir de modèles aléatoires [15, 16] ou de prédictions de
méthodes d’apprentissage, et qui forment un volume élémentaire représentatif.

(a) (b) (c)

FIGURE 1 – Localisation de la déformation plastique dans un milieu périodique poreux parfaitement
plastique en déformation plane, soumis à un chargement en cisaillement selon différentes directions
(calculs FFT). (a) Proche d’un cisaillement simple, (b) d’un cisaillement pur, (c) cisaillement selon une
direction intermédiaire.

2 Schémas numériques

Par principe, ces algorithmes reposent sur l’utilisation d’un opérateur de Green associé au problème
physique considéré, qui permet d’imposer les relations d’admissibilité, d’équilibre ou de conservation
des champs, dans le domaine de Fourier, tandis que la loi de comportement est prise en compte dans
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FIGURE 2 – Localisation de la déformation plastique dans un milieu poreux sous chargement hydrosta-
tique. (a) Milieu périodique. (b) Milieu aléatoire.

(a) (b)

FIGURE 3 – (a) Bandes de localisation plastique autour d’un pore en déformation plane (agrandissement).
(b) Déformation de la microstructure. Chargement appliqué en déformation plane et cisaillement simple
pour un milieu rigide parfaitement plastique.

l’espace réel. Conçus à l’origine pour traiter des problèmes non-linéaires [17], les algorithmes FFT re-
posent sur deux choix principaux : l’algorithme numérique d’une part, et la méthode de discrétisation de
l’opérateur de Green, qui détermine l’espace d’approximation des solutions. Beaucoup des algorithmes
développés initialement afin de traiter le cas de forts contrastes [18, 19, 20, 21] ont été réinterprétés en
terme de schémas numériques bien connus. Par exemple, le “schéma direct” [17] peut-être vu comme
une méthode de descente de gradient projetée. Ces interprétations ont été fécondes car elles permettent
de mieux choisir l’algorithme numérique en fonction d’une part de la linéarité ou de la non-linéarité
de la loi de comportement, et d’autre part, pour les comportement non-linéaires, en fonction du coût
en temps de calcul de la loi de comportement. D’une manière générale, les méthodes de type gradient
conjugué [22, 23] sont parmi les plus rapides dans le cas de comportement linéaires, et les méthodes
implicites de type polarisation [20] dans le cas de comportement non-linéaire à faible coût numérique.

3 Discrétisation de l’opérateur de Green

L’utilisation de transformées de Fourier discrètes conduit par défaut à supposer que l’inconnu prin-
cipale, soit le champ de déformation en mécanique, est un polynôme trigonométrique. Ce choix n’est
pas optimal, en particulier dans le cas de forts contrastes entre les phases, par exemple en présence de
porosités, mais également dans le cas d’un module élastique tangent nul.

Une première solution consiste à utiliser une approche variationnelle [22, 25] dans laquelle on sup-
pose, par exemple, que le champ de polarisation est uniforme dans chaque pixel, dans l’espace des fonc-
tions continues. Une autre approche consiste à modifier le vecteur de Fourier [26] ou encore à utiliser un
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FIGURE 4 – Fissuration dans un milieu poreux (image tirée de [24]).

schéma aux différences finies [27, 28, 29]. On peut alors calculer un opérateur de Green cohérent avec la
discrétisation choisie.

4 Applications

Nous présenterons dans ce travail quelques cas pratiques d’utilisation de ces méthodes numériques
en particulier dans les cas présentant des phénomènes de localisation. On abordera tout d’abord le cas
d’un comportement plastique parfait [30], comme illustré en Figs. (1), (2) et (3). Dans un second temps,
on traitera des méthodes numériques FFT adaptées aux problèmes d’endommagement [31, 32, 24] par la
méthode de champs de phase. Une illustration est représentée en figure (4).
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