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FIGURE NON HYDROSTATIQUE DES PLANETES:
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MODELES 3D DE LA TERRE ET DE LA LUNE !
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5, rue René Descartes 4, place Jussieu
67084 Strasbourg Cedex 75252 Paris Cedex 05

e-mail : fred@dione.u-strasbg.fr  e-mail: valette@ipgp.jussieu.fr

Abstract. The link between the shape of the Farth and stress is studied without any
a priori rheological hypothesis. The external gravity potentiel is expressed up to second
order as a function of lateral variations of stress.

The inversion of potential and topography data is carried out, up to degree 360 for
the Earth and degree 70 for the Moon, minimizing the deviatoric stress. The Farth’s
crustal thickness, which is the best determined quantity, is found to be more important
below reliefs, where the tectonic state is in vertical compression. Compilations of ‘moho’
seismic depths confirm our results. Positive mass anomalies under major basins of the

Moon are clearly visible down to great depth.

La compréhension de la forme des corps célestes qui reste une des questions fondamen-
tales de la géophysique et de ’astrophysique a suscité les études classiques sur les figures
d’équilibre des corps hydrostatiques. Dans une problématique plus moderne ot 'on dis-
pose d’une description détaillée de la topographie et du champ de gravité des planétes
il nous faut abandonner I’hypothése hydrostatique et considérer le cas d’un tenseur des
contraintes quelconque. Chercher les distributions de contraintes compatibles avec la forme
d’une planéte se rameéne en fait a généraliser les équations de Clairaut. On se propose ici
d’explorer I'influence du déviateur des contraintes sur certains observables géophysiques.
On présente notamment une nouvelle méthode d’inversion du champ de gravité et de
la topographie dont 1’idée essentielle est de prendre le déviateur des contraintes comme

parameétre.
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1 FIGURE HYDROSTATIQUE DE LA TERRE

En 1743 Clairaut détermine au premier ordre la forme que prendrait une Terre hété-
rogeéne auto gravitante sous les hypothéses que sa rotation est uniforme et que 1’équilibre
est hydrostatique. Cela revient a résoudre au voisinage d’une configuration sphérique

I’équation d’équilibre :

gradp = pgradyp, (1)
et I’équation de Poisson :

Ap = 4rGp — 207, (2)

ou p est la pression, p la masse volumique, ¢ le potentiel de pesanteur, G la constante
de la gravitation universelle et Q le vecteur rotation de la Terre. On déduit de la re-
lation 1 que les surfaces d’égale densité sont des surfaces équipotentielles ainsi que les
surfaces de discontinuité de p. Cette propriété permet alors de résoudre complétement
I’équation 2 par perturbation (cf. p. ex. Denis, 1989, Moritz, 1990). On en conclu que la
figure hydrostatique de la Terre ne présente au premier ordre qu’un seul terme zonal de

degré 2.

2 TOPOGRAPHIE ET EQUILIBRE NON HYDROSTATIQUE

Pour modéliser les variations latérales de pesanteur et de densité ainsi que les topo-
graphies terrestres on doit considérer un tenseur des contraintes quelconque. Cela conduit

a I’équation d’équilibre:
dive + pgradey = 0, (3)

ou divo est la divergence du tenseur des contraintes o.

Dans le cas général, la résolution au premier ordre de I’équation de Poisson conduit
a l’expression du potentiel sur le bord externe en fonction des variations latérales de
densité sur les équipotentielles (notées d,p) et des hauteurs d’interface au dessus des
équipotentielles (h). I'intérét de cette paramétrisation est que les variables §,p et h sont
toutes deux nulles dans le cas hydrostatique. On détermine leur expression en fonction
du déviateur des contraintes en effectuant une perturbation lagrangienne de 1’équation
d’équilibre 3. On se place pour cela dans le repére associé aux directions propres du tenseur
des contraintes et on néglige la différence entre les deux valeurs propres horizontales. Cela

conduit aux relations:

1 (SIO'T

dop(r) = g?ar(r%(aT —on)), h(r)= o0 (r)  en volume, (4)
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aux interfaces, (5)



ol ¢ est la gravité du modele sphérique de référence, [p] le saut de densité aux interfaces,
d;0n la composante quasi verticale des contraintes, d;or sa composante quasi horizontale,
h la hauteur au dessus des équipotentielles des surfaces orthogonales a la direction quasi
verticale.

Grace a ces relations on déduit 'expression au deuxiéme ordre du potentiel de pesan-

teur sur le bord externe de la Terre (r = b) pour toute harmonique:

5 b
Sup(b) = gfﬁb%ﬁégkﬂb)+!é kabi(or — o )P (r) dr

2rG

T

S (22) 7 (0 2008+ 2rsdint £ rge]] ) (6)

[5)>] r !

ol kp et ky sont des noyaux calculables numériquement, ry le rayon moyen d’une interface
et ol les parameétres d.p et £ s’expriment en fonction du déviateur des contraintes. Le
premier terme correspond & la solution hydrostatique. Le deuxiéme est le terme non
hydrostatique de premier ordre. Notons que le noyau ko (1) est approximativement en 7! si
bien que la résolution en profondeur diminue avec la longueur d’onde spatiale. Le dernier
terme est celui de deuxiéme ordre (cf. & ’article publié dans ces actes, Chambat et Valette,

1996).

3 INVERSION GRAVIMETRIQUE

Les relations 5 et 6 permettent de déterminer par inversion le déviateur des contraintes
a partir du potentiel et de la topographie externe. Si I’on néglige les termes de deuxiéme
ordre dans la relation 6, cette inversion peut étre menée degré par degré par une méthode
de moindres carrés fonctionnels (cf. Tarantola et Valette, 1982). L’intérét de la paramé-
trisation adoptée est de conduire au modéle le plus hydrostatique possible puisque la
régularisation du probléme inverse est réalisée par une norme qui porte sur le déviateur.
Ce probléme étant trés sous déterminé, le choix de cette norme doit par ailleurs étre soigné
pour bien tenir compte des effets de bord. Les variations latérales de la densité et de la
topographie des interfaces peuvent ensuite étre calculées grace aux relations 4 et 5.

Nous avons appliqué cette approche au cas de la Terre et de la Lune. Dans le cas de la
Terre le potentiel est estimé jusqu’au degré 360 d’harmonique par la combinaison d’obser-
vations de satellites géodésiques et de mesures locales de la gravité (Rapp et al., 1991). La
topographie et la bathymétrie sont suffisamment bien connues pour étre également déve-
loppées au degré 360. La mission Clementine a permis de construire des développements
correspondants jusqu’au degré 70 pour la Lune (Zuber et al., 1994).

Le principal résultat que I’on obtient dans le cas de la Terre est 1’estimation de I’épais-
seur de la crotite. La minimisation du déviateur conduit & une généralisation des théories
classiques d’isostasie, c’est-a-dire a une épaisseur de la croite importante sous les reliefs

qui induisent dans celle-ci une compression verticale du fait du chargement. La carte de



la profondeur de la crofite sous I’Europe (figure 1) permet d’apprécier la résolution spa-
tiale obtenue et est en accord avec les modéles sismiques compilés par Meissner (1986).
Notre approche montre de plus que les variations latérales du déviateur ne dépassent pas
le kilobar dans la croiite ot il est principalement contrélé par la topographie de surface.
Dans le manteau supérieur il présente par contre une forte corrélation avec les structures
tectoniques (figure 2).

La Lune est quant & elle marquée par des anomalies positives de gravité au niveau
des grands bassins. Ces structures connues sous le nom de « mascons » sont usuellement
supposées résulter de remontées de lave consécutives aux impacts météoritiques. Ces ano-
malies ne peuvent étre expliquées uniquement par une forte variation de 1’épaisseur de la
crotite et imposent donc une forte densité au niveau des bassins jusqu’a une profondeur
de I’ordre de 200 km (cf. figure 3). Cela confirme I'interprétation qui en est faite et donne
une indication sur la profondeur de la base de ces remontées. Le contraste entre la face
visible et la face cachée apparait nettement dans 1’épaisseur de la crotite (cf. figure 4). Cela
conforte le résultat obtenu par Zuber et al. (1994) dans le cadre schématique d’un mo-

déle & deux couches homogénes qui ne peut expliquer seul ’ensemble des données lunaires.
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Figure 1: Epaisseur de la crotte sous [’Furope (pour toutes les cartes chacune des deur parties

de Uéchelle est divisée en sous parties égales).
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Figure 2: Déviateur des contraintes dans la Terre a 60 km de profondeur (—&;(or —on)).
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Figure 3: Masse volumique dans la Lune a 100 km de profondeur.
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Figure 4: Epaisseur de la croite lunaire (sur les cartes de la Lune U’hémisphére droit correspond

a la face visible, 'hémisphére gauche d la face cachée).



