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THEOREME LIMITE LOCAL POUR LE FLOT
GEODESIQUE EN COURBURE NEGATIVE

PAR STEPHANE LE BORGNE

RESUME. — Nous donnons des conditions simples pour que des fonctions lipschitziennes sur
PSL(2,R)/T satisfassent le théoréme limite local pour le flot géodésique lorsque T' est un sous-
groupe fuchsien co-compact de PSL(2,R).

ABSTRACT (Local limit theorem for the geodesic flow). — We give simple conditions on Holder con-
tinuous functions so that they satisfy the local limit theorem for the geodesic flow on PSL(2,R)/T
when I' is cocompact fuchsian group of PSL(2,R).

Introduction

Nous considérons ici le cas le plus simple de flot d’Anosov : celui du flot géodésique sur une
surface compacte de courbure négative constante. On peut décrire cet exemple classique
a partir de l'action du sous-groupe diagonal du groupe G = PSL(2,R) sur un quotient
compact de G.

Considérons I', un réseau cocompact de G = PSL(2,R). Le groupe a un parametre

e’z 0
{9: = < 0 et/2 /teR}
agit sur le quotient X = G/I" par translation a gauche :

g X — X z— gux.

Nous notons g; aussi bien la matrice définie ci-dessus que la translation a gauche sur X
par cette matrice. Le flot g; est le flot géodésique sur une surface compacte de courbure
-1 dont X est le fibré unitaire tangent. Désignons par u la mesure de probabilité sur X
déduite de la mesure de Haar. Elle est invariante par g;. Nous nous intéressons au systeme
dynamique en temps continu (X, g¢, it).

STEPHANE LE BORGNE, Université de Rennes, Campus de Beaulieu, 35042 Rennes Cedex
E-mail : sleborgn@univ-rennesl.fr

Classification mathématique par sujets (2000). — 37D40(37A50 60F05).
Mots clefs. — flot géodésique, théoreme limite local.
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Soit @ : X — R une fonction lipschitzienne. On note

o = 0*(6) = Jim {E (( /0 tas(gs-)ds)z) ,

ou [E désigne 'espérance par rapport a la mesure p. Cette quantité est égale a

o(¢) = / E(6(-)b(gr))dt.

Le théoreme limite central pour une fonction lipschitzienne ¢ centrée est vérifié si on a
Iégalité

il | —— / 0(g52)ds < a} = Fy(a)

ou F) désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. L’obstruction
évidente o = 0 au théoreme limite central est la seule obstruction. Elle est équivalente a
dire que ¢ est un cobord pour le flot (i.e. que ¢ est la dérivée dans la direction du flot
d’une fonction sur X).

Le théoreme limite local pour une fonction lipschitzienne ¢ centrée est vérifié si, pour tout
intervalle I, on a I’équivalence
(1)

wlz / olaaids € 1}~ —L

ou (I) désigne la longueur de I. L’obstruction attendue au théoreme limite local est
I’arithmicité de ¢, c’est-a-dire une égalité de la forme

/0 P(gs-)ds = + bt + x — gix

ou b est une constante, y et ¢ sont des fonctions mesurables, 1) a valeurs dans un réseau
a..

C’est le théoreme limite local qui nous intéresse ici. Dolgopyat et Nandori ont étudié ce
probleme dans [2] (leur méthode consiste a se ramener au cas d'un flot suspendu grace
a une partition de Markov et a adapter la technique classique dite de Nagaev (sur cette
technique voir [1], [5], [6], [7])). Dolgopyat et Nandori font la liste des comportements
possibles avec des conditions abstraites caractérisant les différents cas. Leurs résultats
sont valables dans un cadre beaucoup plus général que celui que nous considerons ici et ils
donnent les comportements possibles des probabilités p{z / f(f ¢(gsr)ds € I} en fonction
de conditions abstraites sur la fonction ¢. Le but du présent travail est de préciser ce qui
se passe pour les fonctions régulieres (lipschitziennes) dans le cas du flot géodésique sur
les surfaces compactes de courbure -1.

Nous commencons par donner une version du résultat principal de Dolgopyat et Nandori,
puis nous montrons, dans le cadre fixé ici, comment quelques raisonnements topologiques
donnent un critere tres simple assurant qu'une fonction lipschitzienne satisfait le théoreme
limite local. La méthode est analogue a celle présentée dans [3] pour étudier les cobords.
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Dans le cas du systéeme dynamique défini par un automorphisme hyperbolique du tore
plusieurs comportement sont également possibles suivant qu’une fonction satisfait ou pas
une condition de périodicité. L’action associée a ’automorphisme sur 'homologie n’ayant
pas 1 pour valeur propre, on peut montrer que pour une fonction lipschitzienne la seule
restriction au théoreme limite local est que la fonction ne soit pas un cobord. Est-ce la
méme chose pour un flot 7 Une différence importante dans ce cas est que la composée
d’une fonction par le flot est homotope a la fonction. Nous allons voir que la situation
est effectivement différente mais qu’une rigidité subsiste (au moins dans le cas simple que
nous étudions ici).

Le résultat principal du présent travail est le suivant.

THEOREME 0.1. — Soit ¢ une application lipschitzienne définie sur X d’intégrale nulle.
S’il n’existe pas de fonction x continue définie sur G telle que, pour x € G, v € T,
U@y) = ¥x) + kya
pour un réel a # 0 et un morphisme k +— k., de I" dans Z, et telle qu’on ait
s—0 S
alors ¢ satisfait le théoréme limite local, ¢’est-a-dire qu’on a l’équivalence

——u(A(B)1).

Autrement dit 'obstruction au théoreme limite local est aussi que ¢ soit la dérivée d’une
fonction dans la direction du flot. Ce n’est cependant pas la méme obstruction que pour le
théoreme limite central : la fonction y n’est a priori définie que sur GG, pas nécessairement
sur G/I". Nous verrons qu'il est alors facile de trouver des fonctions explicites qui satis-
fassent le théoreme limite local et des fonctions qui ne le satisfassent pas, bien qu’elles ne
soient pas des cobords.

t
p{r e X [ x € A gix € B, / O(gsx) ds € I} ~yioo
0

1. Le résultat de Dolgopyat et Nandori

Il est possible de représenter le flot géodésique comme flot suspendu au dessus d’un
décalage de type fini. Rappelons ce qu’est un sous-décalage de type fini (€2, o). L’espace
Q) est ’ensemble des suites a valeurs dans un alphabet fini A satisfaisant les conditions
d’admissibilité données par une matrice M, indéxée par A x A, a coefficients 0 ou 1 :

=1,

la transformation o est le décalage & gauche ((o(w)); = wit1). On munit Q de la distance

w € (1 si et seulement si Vi € Z, M., ,
d(w,w") = exp(—max{k € N / w; = wj pour tout j tel que [j| < k}).

On dit que est M irréductible apériodique si M* > 0 pour un certain k. Nous définissons
le flot suspendu sur 2 associé a une fonction holdérienne 7 (fonction plafond) définie sur
2, strictement positive, de la facon suivante. Nous notons g le flot par analogie avec le
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flot géodésique qui peut étre représenté par un flot suspendu (nous rappelons comment
plus bas). L’espace sur lequel agit le flot est

X, ={(w,s) Jwe, seR}/ ~
ou ~ désigne la relation d’équivalence
(W, s+ 7(w)) ~ (o(w), s).
Le flot g; est simplement le déplacement de la deuxieme coordonnée a vitesse 1 :
gi(w, s) = (w,t+ s).
Un domaine fondamental naturel pour la relation ~ est
X, ={(w,s) JweQ, sel0,7(w)[}.

(0*(w), (0*(w))

(03 (w), t + 5 — S3(1)(w)) = gilw, 5)

(w7 0) (0,2(“))7 0) (0'3(40), 0)

(o(w),0)

On peut représenter le flot géodésique par un tel flot suspendu.

THEOREME 1.1. — Il existe A un alphabet, M une matrice d’adjacence irréductible
apériodique définissant un sous-décalage de type fini (0, 0), une fonction holdérienne T
strictement positive sur §) et une application P de X, sur X = G /T, holdérienne, presque
partout bijective, tels que

P(gi(w, s)) = g(P(w; s)).

Etudier les intégrales ergodiques

[ etartuon [ ot )an

revient au méme. Pour le cas du flot suspendu, il est intéressant de se ramener a des
sommes ergodiques sur la base. C’est possible au prix de quelques manipulations et a
condition de considérer des sommes ergodiques prises a des temps variables.
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Notons Sk(7) la somme ergodique de 7

et posons

Ni(w) = max{k € N / S(7)(w) < t}.
La quantité Ny(w) compte le nombre de fois ou le flot passe de la base au plafond (défini
par le graphe de 7) en partant de (w, O).

Introduisons aussi la fonction H de (

(w;s) /¢gu

(intégrale de ¢ le long du flot de (w,0) a ( s)). Grace a cette fonction on peut modifier
une intégrale ergodique (correspondant a la trajectoire rouge sur le dessin ci-dessous)
pour obtenir une intégrale sur une trajectoire qui fasse un certain nombre de trajets base-
plafond. Sur le dessin : on ajoute lintégrale sur la partie verte (H(w,s)) et on enléve
I'intégrale sur la partie bleue (H(03(w),t+ s — S3(7)(w)) = H(g:(w, s))).

(0%(w), (0*(w))

(o(w), 0)
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Les calculs s’écrivent ainsi :

/0 B(guw, ) du+ H((w, 8)) = / O(gul(w,5)) du + /  $(gul(,0)) du
-/ T o(gu(w,0)) du+ [ otatw0 au
-/ " o(gu(,0)) du

SNyys(T) t+s
_ / H(gul(w,0)) du + / O(gu(w,0)) du
0 S

Nips(T)

SNiys(T)
- / O(9u(,0)) du
0
t+sfsNt+S (7)
+ / O(Guss,()(w,0)) du
SNyys(T)
_ / $(gu(w,0)) du
0
t+S_SNt+s ()
+ / 6(gu(0™+w,0)) du
0

SNyys(T)
_ /0 3(gu(w, 0)) du + H(gy(w, s))

Nous avons donc

t SNyye(T)
/0 H(gulw, 5)) du = / H(u(w,0)) du+ Hgy(w.5) — H((w, s)).

Autrement dit, & un cobord (pour le flot) pres, intégrale ergodique est égale a une somme
ergodique de la fonction

7(w)
D(w) = / $(9u(.0)) du

prise en un temps variable :
t
[ ol 5)) du = Sy (@) + Hiauw,) — H(ws)
0

L’idée de Dolgopyat et Nandori est de ramener ’étude du théoreme local pour le flot a
celle du théoreme local pour le décalage sur 2 pour des fonctions a valeurs vectorielles.
La fonction qui nous intéressera ici est (®, 7). Le comportement des sommes ergodiques
de (®,7) dépend de 'existence ou non de nombres réels u, v, tels que que u® + v7 soit
cohomologue a une fonction prenant ses valeurs dans un translaté de réseau. Autrement
dit il est important de savoir a quelle condition, il existe a, b, une fonction 1 a valeurs
dans aZ, une fonction mesurable Yy, tels que

u® +vr=b+1Y+xy—xoo.
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Cette condition est liée au fait qu’'un certain opérateur associé a (®,7) et o a une valeur
propre de module 1. Nous renvoyons au livre d’'Hennion et Hervé [7] pour une description
complete de la méthode. Dolgopyat et Nandori appliquent une méthode similaire dans
un cadre plus général (celui des tours de Young). En utilisant une information sur les
déviations par rapport a la moyenne des sommes ergodique de 7, ils obtiennent une des-
cription complete des comportements possibles dont on peut déduire le théoreme suivant.

THEOREME 1.2. — Si le couple (®,7) n’est pas cohomologue a une fonction & valeurs
dans un sous-groupe fermé de R? de 'une des formes suivantes

azs X Ra {(l’,y) Cy—are BZ’}7 Z(CL7 b) + Z(Cv d)
avec o« # 0, a/c et b/d irrationnels, alors
c

\/Eu(A)u(B)ﬁ(I),

t
p{lre X /xe A g € B, / d(gsx) ds € 1} ~
0

ot ¢ est une constante strictement positive.

Lorsque (®, 1) est cohomologue a une fonction a valeurs dans un sous-groupe d’une des
formes données dans le théoreme, on peut trouver v tel que ® + v7 soit cohomologue a
une fonction ¢ a valeurs dans un ensemble de la forme aZ :

(w) +v7(w) = ¥(w) + x(w) = x(ow).
Vérifions-le dans chacun des trois cas.
Lorsque (¥, 7) est cohomologue & une fonction a valeurs dans aZ x R, alors
(7)-Ge)+ ()= ()
T X2 X2 (0
avec ¢ a valeur dans aZ, et
P(w) +07(w) = Y1 + x1(w) — x1(ow).
Lorsque (®,7) est cohomologue a une fonction a valeurs dans {(z,y) : y — ax € pZ},
alors
()= G+ ()= ()
T X2 X2 ()
avec 1, — apy a valeur dans SZ, et

T —a®(w) = (Y2 — athr) + (X2 — ax1)(w) — (X2 — ax1)(ow).

Enfin, lorsque (@, 7) est cohomologue a une fonction a valeurs dans Z(a, b) + Z(c, d), alors

(7)) + ()= ()

avec

Alors
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(077) ()

est cohomologue a une fonction a valeur dans

(I—E 2
d
( . d)z.

Cela signifie en particulier que

c
O — -7
d
est cohomologue & une fonction & valeur dans (a — %)Z.
Nous avons donc le corollaire suivant.
COROLLAIRE 1.1. — S"il n’existe pas de nombre réel v tel que ® + vT soit cohomologue

a une fonction a valeurs dans un sous-groupe strict fermé de R, alors

plee X jaeAgaeB, / 6gs1) ds € T} ~ ~p(A)u(B)(I),

ot ¢ est une constante strictement positive.

C

Vi

REMARQUE 1.0.1. — On attend d’une application directe de la méthode de Nagaev que
le théoréme local soit satisfait si le vecteur (O, 7) n’est pas arithmétique, c’est-a-dire que
les combinaisons linéaires ® + vT ne sont jamais cohomoloques a des fonctions a valeurs
dans des translatés de réseaux. Grace au travail de Dolgopyat et Nandori, nous pouvons
remplacer cette condition par la condition plus faible que les combinaisons linéaires ® +uv1
ne sont jamais cohomoloques a des fonctions a valeurs dans des réseaux.

Cherchons a mieux comprendre 'obstruction au théoreme limite local figurant dans le
corollaire précédent.

Supposons donc qu’il existe v € R, a > 0, ¥ mesurable a valeurs dans aZ, y mesurable
tels que, pour tout w, on ait :

T(w)
D(w) = / B(gul(,0)) du = $(w) — v7(w) + (@) — x(ow)).
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En reprenant 1'égalité établie plus haut, nous obtenons

¢ SNyys(T)
/0 B(gulw, 5)) du = / O(gulw,0)) du + H(go(w, )) — H((w, s))

- Z ®(c*w) + H(gi(w,s)) — H((w, s))

- (4(6*) = v7(0*0) + x(0*w) — x(6*w))

S H(gi(w, ) — H((w,5))
Nits(w)—1
=Y okw) 4 aw) — (o)

x>

=0
Nijps—1

+v Z (0"w) + H(g(w, s)) — H((w, s))

Mais ZNHS 7(c*w) = Sy,,.(7) peut s’écrire de la fagon suivante
SN (T) (W, 8) =t + s — (t+5— Sy, (T)(w, 8)) =t + ((w, 8) — (o™ (w, 5)),
ou ((w,s) = s.
L’intégrale ergodique de ¢ peut donc s’exprimer de la facon suivante :
Nits(w)—1

/0 P(gu(w, s)) du = Z Y(oFw) — vt

+H(gu(w, 5)) + x(0™Ow) + v( (e (w, 5))
—H(w,s) = x(w) = v((w, s)

Nt+5(w)—1

= Z Y(oFw) — vt

k=0

+H (gi(w, 5)) = x(g:(w, 8)) = vC(gi(w; 5))
—H(w,s) + x(w) + v¢(w, s)

Finalement, nous avons obtenu 1’égalité :
Nt+s (w)—l

[ otoeshy du= Y wlot) ot + (o) ~ Fl(w,),

ou f[(w s) = H(w,s)—x(w,s)—v((w,s). Comme 1 est a valeur dans aZ cela signifie que
fo (gu(w, s)) du est cohomologue (au sens du flot) a une fonction a valeur dans aZ — vt.
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Nous en tirons l'information suivante : si fot #(gu(w, s)) du n’est pas cohomologue a une
fonction a valeurs dans un ensemble de la forme bt + aZ la fonction ¢ satisfait le théoreme
limite local pour le flot suspendu.

L’avantage de cette condition portant sur fot (gu(w, 8))du est que, si on revient au flot
géodésique, ces intégrales de 0 a t sont des fonctions continues sur une variété (quand

est). Nous allons pouvoir utiliser des propriétés topologiques pour préciser ce qui se
¢ lest). N llons pouvoir utiliser des propriétés topologiques pour préci qui
passe.

2. Propriétés de régularité dans I’équation d’arithmicité

Considérons une fonction lipschitzienne ¢ définie sur X = G/I'. Supposons qu’elle soit
arithmétique c’est-a-dire qu’il existe deux constantes a et b, deux fonctions mesurables x
et ¢, 1 a valeurs dans aZ, tels que

(1) p=1+b+x—gqx

Nous allons montrer que x doit conserver une certaine régularité. Il en est donc de méme
pour v, qui doit étre constante puisqu’elle est a valeurs discretes. On en déduit que la
fonction ¢ doit satisfaire une condition forte : étre un cobord en un sens affaibli (y étant
définie sur G, pas nécessairement sur X = G/I').

Le principe général de la preuve est classique. Il s’agit de 'argument de Hopf qui utilise
les feuilles contractées et dilatées par le flot. Ces feuilles sont définies ici par 'action de
deux autres sous-groupes de G, souvent appelés horocycliques :

(hf = (éf) JtER) {h = (1?) /t€R}.

Ils définissent respectivement les feuilles dilatées et contractées par le flot ¢, car on a les
relations

ghige=hl,, gh;g-i=h_.,

LEMME 2.0.1. — Soit a > 0. Il existe C' > 0 tel que, pour presque tout x, pour presque
tout t € [—a, al, pour presque tout s € [—a,al, on a

lexp(2im(x(x) — x(h; ©))/a) — 1| < Clt],
exp(2in(x(x) — x(hiw))/a) — 1] < Cls].

Démonstration. — En appliquant la fonction exp(2im - /a) a 'égalité (1), on obtient
exp(2imy/a)
exp(2imx o g1/a)
Comme 1) est a valeurs dans aZ, exp(2im)/a) = 1, et on a (notons g;x pour x o g)
exp(2imx/a)
exp(2img1x/a)’

exp(2imp/a) = exp(2im)/a) exp(2inh/a)

exp(2imp/a) = exp(2imh/a)
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En écrivant cette égalité pour grp, k variant de 0 a n — 1 et en faisant le produit des
égalités obtenues, on a

n—1 n—1 . .
| | exp(2imgiy/a) | exp(2imy/a)
exp(2im a) = exp(2imnb/a . = exp(2imnb/a . )
IH) p( gk@/ ) p( / ) IH) eXp(QZng+1x/a) p( / >exp(2mgnx/a)

Prenons alors x et y sur la méme feuille contractée par ¢;, autrement dit y de la forme
y = h x et faisons le quotient de 1’égalité précédente prise en x et y :

-1 | B ~exp(2im(x(z) — x(v))/a)
]Hexp@’m(%@(gkl?) ©(gry))/a) = exp(2im(x(gnz) — x(gny))/a)’

Comme la distance de gpr a gpy tend exponentiellement vite vers 0 avec k et que @ est
lipschitzienne, on peut majorer, uniformément en n, la distance a 1 du terme de gauche

T] exp(2im(p(gs2) — olow)/a) — 1| < Cz, ).

On en déduit
(2) lexp(2im(x(z) — x(y))/a) — 1| < Cd(x,y) + [exp(2im(x(gnT) — X(9ny))/a) — 1] .

Il faut maintenant voir que, pour presque tout y sur la feuille contractée passant par z,
on a

lexp(2im(x(z) — x(y))/a) = 1| < Cd(z,y).
L’idée est tres simple. La fonction y, mesurable, est continue sur un compact K de mesure
positive. Pour une suite (ny) de temps si g, = et g,y sont tous les deux dans K alors
X(gn,x) — x(gn,y) tend vers 0. L’inégalité (2) étant valable pour tout n, on a le résultat
voulu. Donnons-quelques détails.

Prenons pour K un compact inclus dans une boite de flot P de la forme
P={h;z/sel-B4 €S}

ou S est une section de dimension 2 dans X. On a une formule d’intégration pour calculer
la mesure de K :

u(K) = / ({s € [-B.5] / bz € KY) dsz

ou ¢ est la mesure de Lebesgue et dgz est une mesure a densité sur S. Le théoreme de
densité de Lebesgue affirme que presque tout point de Ix(z) = {s € [-5,5] / h;z € K}
est de densité, autrement dit, pour presque tout s € I (z)
((Ig(z)N|s—r,s+7
() s s+ 7))
r—0 or

=1
L’application

SxRxR-—1[0,1] : (2,t,7) = 1g(hy,2)
est mesurable, et

SxR—[0,1] : (z,t)H/ Lic(hp,.2) ds
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aussi. On en déduit que ’ensemble
T

1
Jed — { h;z/ 5/ 1g(h,2) ds>1—¢€, Vr <4}

-T

est une partie mesurable de K et on a
lim () = u(K).

6—0

Prenons ¢€,0 tels que pu(K°) > 0. Comme le systéeme (G/T, g1, 1) est ergodique, pour
presque tout x, pour une infinité de n, g,z appartient a K, disons le long d'une suite
extraite (ny,) @ gn,x € K. Fixons une tel z et une telle suite (n;). Notons h K
I’ensemble

[~y

hg® = {hyz | s € |[—a,al}.
On a
gnkh[:a,a}x = h[__e*"ka,e*nka}gnkx = h[;nk_e*”ka,unk-{-e*"ka]znk’
ot la suite (2, , un, ) € S xR est la suite des coordonnées de g, = dans le systeme décrivant
K & partir d’une boite de flot de h~. Par définition de K°, des que ae™™ < §, on a

1 unk+oze_”k
/ 1g(hyy2n,) ds>1—¢
U

—n,
2cce Mk ny —e ™"k

ce qui entraine
Hte|—a,al / gnhyz e K}

2a0
des que k est suffisamment grand. Lorsque k tend vers I'infini, la distance entre les points

Gn, T €t gn, hy x tend vers 0, donc comme ils appartiennent a K, x(gn, ) — x(gn, by x) tend
vers 0. Notons p le module de continuité de y sur K : p fonction croissante continue sur
R, valant 0 en 0O telle que

Vy,z € K, |x(y) — x(2)] < p(d(y, 2))-
Lorsque g, et g,, h, © appartiennent a K, on a
|exp(2im(x(x) — x(hy ) /a) = 1] < Clt| + p(d(gn,, gu iy 7)) < Clt| + 2p(e™ ™ 1).

Mais la mesure de l'ensemble des ¢ tels que 2p(e~"#t) soit supérieur a C|t| tend vers 0
lorsque k tend vers l'infini. On en déduit (prendre k assez grand pour un € donné) que
I’ensemble des nombres ¢ dans [—«, ] tels que

exp(2im(x(x) — x(h 2))/a) — 1| < 2C}t

est de mesure supérieure a 2a(1 — 2e).

> 1 —c¢,

Nous avons établi la propriété suivante : les ensembles X, définis par
Xe={zeX /U{te[-a,a]/ |expir(x(z) — x(h;x))/a) — 1| < 2C|t|} > 2a(1—2¢)}

sont de mesure pleine. L'intersection Xy = Myen- X1/, est aussi de mesure pleine et, si x
appartient a Xy, la mesure de ’ensemble

{tel-a,al/ |exp2ir(x(x) = x(hyx))/a) — 1| < 2C]t]}

est supérieure a 2a(1 — 2/n) pour tout n, donc de mesure 2.
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En raisonnant exactement de la méme maniere, pour des temps négatifs, on a aussi, pour
presque tout z, pour presque tout ¢t € [—a, af,

lexp(2in(x(x) — x(hf 2))/a) — 1] < 2C]1].
O

Nous avons obtenu une régularité de exp(2imx/a) le long des courbes contractées et di-
latées par le flot géodésique (& ensemble de mesure nulle pres). Le fait que 'on puisse
atteindre tous les points d’un voisinage en se déplacant uniquement sur des courbes
contractées ou dilatées permet d’établir la continuité de exp(2imy/a).

Pour r € R, posons

vy =/|e" — 1, vy = —€"vy, ty = —signe(r)y/|e " — 1|, t; = —€"ts.

On vérifiera facilement 1'égalité
R
gr = hl}z htg hvl ht1'

De cette égalité on déduit la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1. — [l existe C > 0, a > 0, tels que, pour tout r < a, [’application
L:[—Cr'? Cr'/?)* = B(Id,r)
(t17 S ,t4> — h;zht_g,hz—fght_l

soit surjective.

Par ailleurs on a le lemme suivant.

LEMME 2.0.2. — Soit Xy une partie de X de mesure pleine. Il existe C' > 0, a > 0 et
un ensemble de mesure 1, Xy, tels que pour tout x € Xy pour tout r < «, pour presque
tout y € B(x,r), il existe un quadruplet (ty,ty,t3,t4) € [-Cr/d(x,y),C+/d(x,y)]* tel que

x € X

]’Lt_llL' S X()

ht—;ht_lx S Xo

hihihiz € X,

y = hi hi,hiihy x € X

Démonstration. — Fixons un réel positif r inférieur a . On montre en utilisant le
théoreme de Fubini qu’il existe un ensemble X; C X, de mesure pleine tel que, pour
tout © € X; , hy @ appartient & Xy pour presque tout ¢t € [—C'+/r,Cy/r]. De la méme
facon il existe un ensemble X, C X; de mesure pleine tel que pour tout z € Xy, b x
appartient & X; pour presque tout t € [—C+/r,Cy/r]. On continue jusqu’a obtenir
X, C X3 un ensemble de mesure pleine tel que, pour tout x € Xy, pour presque tout
t € [-Cy/r,C\/r], hfz appartient & X3. Pour x € X, lensemble des quadruplets
(t1,ta, t3,ta) € [-C\/d(z,y),C\/d(z,y)|* tels que hy z, hih; x, hy hiihy x, hi by hi by o
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soient tous les quatre dans Xy est de mesure pleine dans [—C/d(z,y), Cy/d(z,y)]*.
D’apres le lemme précédent, I'image de ’application

L : (ty, ..., ta) = hfh hih,

contient By(Id,r). Grace au théoreme de Sard, on sait que l'ensemble des points en
lesquels la dérivée de £ n’est pas de rang maximum a une image négligeable. Comme L
est localement conjuguée a une application linéaire surjective en un point ou la dérivée
est surjective, 'image d’un sous-ensemble de mesure pleine de [—C'\/7, C/r]* contient un
sous-ensemble de mesure pleine de B(Id,r). On en déduit que, pour tout entier k, pour
presque tous les points y de B(z,27%a) \ B(z,2 % 1a), il existe

(ty,ta, ts, ty) € [~C27¥2/a, C27F2\/a)* C [C\/2d(z,y), C\/2d(z, y)]*
tel que 'on ait la propriété énoncée dans le lemme. Le lemme se déduit alors de 1’égalité
Bo(z, ) = UpBo(z,27%a) \ By(z,27% ta). O

PROPOSITION 2.2. — [I existe C' > 0 tel que, pour presque tout x, presque tout y €
B(z,a), on ait

|exp(2imx(x)/a) — exp(2imx(y)/a)| < CV/d(z,y).

Démonstration. — On applique maintenant le lemme précédent en prenant pour X, I’en-
semble des points z tels que si x et z = hz ou bien z = h; x (|t| < a) appartiennent &
Xo, alors on a |x(z) —x(z)] < Cd(z, z). Le lemme assure que pour presque tout x, presque
tout y € B(z, ), on peut trouver des nombres t; € [—-C+/d(z,y),C+/d(x,y)] tels que
| exp(2imx(x)/a) — exp(2imx(y)/a)]
= |exp(2imx(x)/a) — exp(2imx (hy hy, by by ) /a)|
< |exp(2imx(z)/a) — exp(2imx(h;,z)/a)]
+| exp(2imx (hy,x)/a) — exp(2imx(hi hy x)/a))|
+| exp(2imx (hi,hy, x)/a) — exp(2imx(hy, hi hy, z) /a)]
+| exp(2imx (hy, hiihy @) /a) — exp(2imx (hy hy,hi hy ) /a)|
< 20(Jta] + [t2] + [ta] + [ta])

< 8C/d(z,vy),

car chacun des points intermédiaires introduit appartient a Xy et est sur la feuille
contractée ou dilatée du point suivant. O

On en déduit qu’il existe une fonction holdérienne coincidant presque partout avec
exp(2imx/a). Autrement dit on peut considérer que la fonction exp(2imy/a) est
holdérienne. En prenant le logarithme on peut obtenir localement des fonctions
holdériennes qui ne différent de x que de multiples entiers de 27/a. Il reste a voir
dans quelle mesure cela permet de construire une version holdérienne de y définie sur X.
Il peut y avoir des obstructions topologiques. On peut définir de proche en proche une
version ¥ de y sur le revétement universel X de X. On peut décomposer la projection II
de X sur X en la composée de deux applications : la premiere de X sur G, de fibre Z,
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la deuxieme de G sur X = G/I', de fibre I". Nous allons voir qu'on peut “redescendre”
X sur G (autrement dit on peut considérer que x est définie sur GG) mais qu’il peut tres
bien se faire que y ne soit pas définie sur X (mais x — g1, elle, est définie sur X).

PROPOSITION 2.3. — Si ¢ une fonction arithmétique lipschitzienne sur G /T d’intégrale
nulle, alors il existe une fonction x définie sur G, holdérienne, tel que

Y =X~ gq1X-
Démonstration. — Dire que ¢ est arithmétique est dire qu’il existe deux constantes a et

b, deux fonctions mesurables x et ¢ définies sur G /I, ¢ a valeurs dans aZ, tels que
p=v+b+x—gix

Une chose possible est de définir une fonction y holdérienne sur le revétement universel
de X tel que

exp(2imy/a) = exp(2imx o I1/a)
ot II est la projection du revétement universel X sur X. Il suffit de recoller les fonctions
holdériennes locales obtenues en prenant de logarithme de exp(2imx(x)/a).

On définit explicitement G (en suivant par exemple [4]) :
G = {((ZZ) ,9) €EGXR /ci+d=e"ci+dl}.
On définit ¥ sur G continue telle que

0 =b+1v+X— X

ou ¢ est vue comme fonction sur G et ¢ est & valeur dans aZ. Posons §, = (9s,0) et II de

~ ab ab
GdanstarH<(0d>,9> = (Cd).Ona

En effet
ab\ [ e?a e/
gs cd)] — 6_5/26 e—s/Qd
et les deux égalités

ci+d=e"ci+d|, ce*i+de*/* = e"|ce™*/%i + de /|

sont équivalentes.

C , . b
Pour simplifier ’écriture notons z la matrice (CCL d>'

Lorsqu’on définit y de proche en proche sur G on peut avoir

2
%(=,0+2m) = X(2,6) + k=
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Pour des raisons de continuité k£ ne dépend ni de z ni de 6. Posons alors

. . 0
X(Z> 9) = X(Z7 9) - ka

On a
0+ 27
a

0+ 27

2
(2,0 +27) = X(2,0+ 27) — k = X(2,0) + k= —k = X(2.0).
a

autrement dit y est définie sur GG. Par ailleurs

R . - 2T 2 . N
X(2,0) = g1x(2,0) = X(2,0) — k— = X(g12,0) + k— = X(2,0) = X(9:2,0)
puisque 0 est invariant par g;. Ceci montre qu’on peut considérer que y est définie sur G.

L’égalité (valable sur G)
p=9v+b+X—anX
avec 1 a valeurs discrétes, ¢ et x continues, devient (1 est constante puisque continue a
valeurs discreétes)
p=V+X—ax
Intégrons maintenant cette égalité sur un domaine fondamental A de G/I'. Comme p est
invariante par g;, nous avons
0= [ e@dn(@) =v+ [ X@au@) - [ $addn@ =,
A A A

m

REMARQUE 2.0.3. — 5% on se donne une fonction x définie sur G lipschitzienne telle
que exp(2imx/a) soit définie sur GJT, alors, automatiquement, X — gi1X est définie sur
G/T. Il suffit de remarquer que, pour tout v € I, il existe k., € Z (indépendant de x pour
des raisons de continuité) tel que, pour tout x, on ait

X(zv) = x(z) + kya.
On a alors, pour tout © € G et tout vy € T’
X(@7) = X(g127) = X(2) + kya = X(012) = kya = X(2) = X(917).

REMARQUE 2.0.4. — Nous avons considéré une fonction lipschitzienne @ arithmétique
pour action de g1 pour me pas alourdir les notations. On peut raisonner exactement de
la méme facon pour une fonction ¢ arithmétique pour Uaction de g, (t # 0) c’est-a-dire
qu’il existe deux constantes a et b, deux fonctions mesurables x et ¥, 1 a valeurs dans
aZ., tels que

(3) p=1+b+x—gx
Dans ce cas il existe une fonction x; définie sur G, holdérienne, tel que

© =Xt — GiXt-
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3. Le théoréme limite local pour le flot géodésique

Revenons a notre probleme d’origine : on prend pour ¢ la fonction

pi(z) = /0 t ¢(gsr)ds

ou ¢ est une fonction lipschitzienne d’intégrale nulle définie sur X = G/T" ou I est un
sous-groupe fuchsien co-compact de GG. Le réseau est donc engendré par un nombre fini
d’éléments qui peuvent étre elliptiques, auquel cas I'une de leur puissance est égale a
I'identité, ou hyperboliques.

On cherche a quelle condition, pour tout ¢, ¢; est cohomologue a une fonction a valeurs
dans vt + aZ.

D’apres le paragraphe précédent cela signifie que, pour tout t, il existe une fonction xy,
définie sur G, holdérienne, telle que exp(2imx;/a) soit définie sur G/I" et

/ " blgsa)ds = 1u(@) — Tuloum).

Puisque exp(2imy/a) est définie sur X, pour tout x appartenant a G, tout v € I, il existe
un entier £, tel que

Xe(Z7) = Xe(@) + kyea.

Comme = — X;(Z7) — X+(Z) est continue a ensemble de valeurs discret, k., ; ne dépend pas
de z. On obtient ainsi un morphisme de I' dans Z : v+ k ;.
Si v est elliptique il existe m > 2 tel que v™ = Id et on a

Xe(Z) = Xe(@y™) = Xe(Z) + mka,
égalité dont on déduit k,; = 0. Autrement si 7 est elliptique, pour tout z, on a

Xe(Z7) = Xe(@).

Nous montrons maintenant qu’on peut choisir les fonctions y; toutes égales entre elles.

PROPOSITION 3.1. — Soit ¢ une fonction lipschitzienne dintégrale nulle définie sur X =
G/T'. Si pour tout t, @i(x) = fot o(gsx)ds est cohomologue a une fonction a valeur dans
un ensemble de la forme vt +aZ (a > 0), alors il existe une fonction X définie sur G telle
que

/0 $(gs)ds = ¥(2) — ¥(gu7)-

Démonstration. — Les fonctions y; ne sont définies qu’a constantes additives pres. Pour
qu’elles coincident il faut donc imposer une condition : par exemple qu’elles soient toutes
d’intégrales nulles sur un domaine fondamental fixé ou bien qu’elles prennent toutes la
valeur 0 en l'identité. Nous imposons une telle condition.
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Supposons que s = X; et écrivons

>~<s+t(gs+t*r) - Xs-i—t(x) = gb(gu‘%)du

= [ o+ [ otgariu

= Xt(9:7) — Xe(2) + Xs(gs47) — Xs(g7)
Xe(9:7) — Xs(967) + Xs(gs147) — Xe()
)Zs(gsﬁ‘/x) - Xs(x)

Cela entraine

)~(3+t(95+t$) - >~<S(gs+tx) = >~<S+t(‘r) - 5(8(93)7
ce qui signifie que la fonction x +— Ys1¢(x) — Xs(2) est invariante par gs,¢. Si elle est définie
sur G/I" et sit+ s # 0, elle est constante par ergodicité de g;1,, donc nulle.

Soit v un élément elliptique de I". Nous avons déja remarqué que Xsii(zy) = Xsse(T) €t
Xs(zy) = Xs(x), pour tout z, en particulier on a Xsi+(27) — Xs(277) = Xstt(x) — Xs(2).
Soit v un élément hyperbolique de I'. Il existe £ un élément de G et u > 0 tels que
guT = 7. On a alors, d'une part, (Xs+t — Xs)(Z7") = (Xs+t — Xs)(T) +1(ky 54t — Ky 5)a. Et
d’autre part, (Xs+¢t—Xs)(@7") = (Xs+t — Xs) (Gnu®) = (Xs+t— Xs)(gr, &), OU 1, est le reste de
la division euclidienne de nu par s+ t, puisque Xsi¢(gs++%) — Xs(gs1+2) = Xsie(T) — Xs().
Cela impose ky st = ks (puisque r — (Xst+ — Xs)(guZ) est bornée sur [0, s + t]). Par
conséquent, on & Fse(27) — To(#7) = Rost(2) — Xs(2)-

La fonction Ys1¢ — Xs est bien définie sur G/T.

Nous avons montré la propriété suivante : si s = xy et s+t # 0, alors Xs = Xt = Xstt-

Désignons par E lensemble E = {t € R / x; = x1}. Par la propriété précédente,
de x1 = x1, on déduit yo = x1, puis X, = X1 pour tout entier n > 1, de la méme fagon
Xn/p = X1/p et par conséquent X,/, = X1. Tous les nombres rationnels strictement positifs
appartiennent a F.
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Considérons alors un nombre réel ¢ > 0 quelconque. On peut I’approcher par une suite de
nombres rationnels g, < t.

Xe(ge) — / P(gux

= X(In (g(Zn XQn / gb gu
t
= )an (gtx) - XQH (x) + )ZQTL (g(Jnx) - XQTL (gtl') +/ ¢(gux)du
qn

— Ra() 1)+ Tonn0) — Tala) + [ ol

wla) = 0l + i (Glo) ~ o) + [ ot

= X1(g:x) — x1(x).
On en déduit que x; = x1 pour tout ¢ > 0. Enfin de 1’égalité

on déduit

ce qui entraine

et )Zt:)Z,t (Slt?éO) ]

Si le morphisme v +— k., est nul alors x est définie sur X et fot ¢(gsr)ds est un cobord.
Sinon y n’est pas définie sur X mais Y — ¢g;x comme remarqué plus haut. En divisant
I’égalité

/0 ' blgsa)ds = (x) — Plgi)

L[ otgrpas - K= Xlom)

t
La fonction ¢ étant continue, le membre de gauche de cette égalité converge vers ¢(x)
quand t tend vers 0. On en déduit que x est dérivable dans la direction de flot de dérivée

o :

par t, on obtient

LX) — M)
ole) = fim ===

Nous avons finalement établi le résultat suivant.
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THEOREME 3.1. — Soit ¢ une application lipschitzienne définie sur X d’intégrale nulle.
Sl n’existe pas de fonction x continue définie sur G telle que, pour x € G, v € T,

X(z7) = X(2) + kya
pour un réel a # 0 et un morphisme k +— k., de I dans Z, et telle qu’on ait

() = lim X(g9sz) — X(x)

Y

s—0 S
alors
t
1
p{re X /x € A gx € B, / od(gsx) ds € 1} ~ p(A)u(B)e(I).
0 oV 2mt
3.1. Exemples de fonctions satisfaisant le théoréme limite local. — S’il existe

une fonction y définie sur G telle que
X(@7) = x(2) + kya
pour un morphisme & — £, de I' dans Z et
s—0 S
alors les intégrales de ¢ le long des orbites périodiques sont toutes des multiples entiers
de a. En effet, si g;x = x, on a

AQmJMy:ﬂ%@—x@x

quel que soit le représentant = de z. Or, dire que g;x = z est dire qu’il existe v dans I" tel
que ¢g;x = zy. On a donc

‘[¢@@%=X@w—ﬂ@=hw

Il est alors facile de trouver des fonctions qui satisfassent le théoreme limite local.
Considérons deux orbites périodiques, autrement dit deux points z1, x5 et deux réels
strictement positifs t1,%, tels que g, 1 = 21, g, T2 = 2. Il existe alors deux éléments
Y1, Y2 satisfaisant

96, T1 = T171, Gi,T2 = T2Y2.
Soit ¢ une fonction holdérienne sur X. Si les valeurs des deux intégrales

/1 </5(gs$1)d8 et/ 2<b(g31:2)ds
0 0

sont indépendantes sur Q alors ¢ satisfait le théoreme limite local. On peut trouver
des conditions plus faciles a vérifier. Donnons-nous un troisieme point périodique xj3 :
Gt,T3 = T3, g, T3 = T37Y3 et demandons de plus que les trois éléments 7, v, y3 vérifient
I’égalité

Y3 = 7Y172-
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Si
(1) /0 O(guza)ds # /0 B(gu1)ds + /0 o(g.2)ds

alors ¢ satisfait le théoreme limite local. Les trois trajectoires de x1, xo, x3 forment trois
parties compactes disjointes de X. Il est tres facile de construire des fonctions satisfaisant
le théoreme limite local. Considérons une fonction quelconque ¢, C* sur X. Si la condition
(4) n’est pas satisfaite, il suffit de modifier ¢ sur une petite partie de I'une des trois orbites
considérées pour que (4) soit satisfaite.

3.2. Exemples de fonctions ne satisfaisant pas le théoreme limite local. —

Inversement il est facile également de construire des fonctions qui ne satisfassent pas le
théoreme limite local bien qu’elles ne soient pas des cobords. On considere un domaine
fondamental A, son adhérence A et on construit une fonction y sur A, sur un voisinage
du bord de A telle que pour z sur ce bord on ait X(277) = X(z) +k, avec des entiers k., qui
ne soient pas tous nuls. On peut le faire de telle facon qu’il soit possible ensuite d’étendre
X & G en une fonction C™ satisfaisant x(xvy) = x(x) + k, pour tout vy € I'. Prenons alors

pour ¢ la dérivée de x dans la direction du flot. Comme nous I'avons déja dit ¢ est bien
définie sur G/T et

/0 $(g2)ds = ¥(gex) — 7().

Fixons un domaine fondamental A pour 'action a gauche de I' sur GG. Pour tout nombre
réel ¢ et tout x appartenant a A, il existe v, € I' tel que g1z = G;TV;2, o gz € A. On a
donc, pour = € A,

/0 $(g2)ds = XGTNz) — X(&) = kny. + XGT) — X(2)

On voit ainsi que les intégrales ergodiques sont la somme d’un cobord et d’une variable
a valeurs enticres. il est possible de faire varier la fonction x sans que les entiers k., ,.
On peut par exemple choisir y de telle sorte que la probabilité que x(x) soit éloigné d'un
entier d'une quantité arbitrairement petite (par exemple 1/100) soit arbitrairement petite
(par exemple 1/100). Dans un tel cas la probabilité fot ®(gsx)ds appartienne a [0, 1;0, 9]
sera toujours inférieure a 1/100 : le théoreme local (dans la version du théoreme ci-dessus)
n’est pas satisfait.
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