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SUR LA STRUCTURE DES REPRESENTATIONS
GENERIQUES DES GROUPES LINEAIRES INFINIS

Aurélien DJAMENT, Antoine TOUZE

Résumé. — Nous étudions plusieurs aspects structuraux des catégories de fonc-
teurs d’une petite catégorie additive vers une catégorie de modules, notamment de
la catégorie F(A, K) des foncteurs des modules libres de rang fini sur un anneau
commutatif A vers les espaces vectoriels sur un corps commutatif X — de tels fonc-
teurs sont parfois appelés représentations génériques des groupes linéaires sur A a
coefficients dans K. Nous nous intéressons en particulier aux foncteurs de type fini de
F(A, K) prenant des valeurs de dimensions finies. Nous montrons qu’ils se rameénent
moyennant une légére hypothése supplémentaire (toujours vérifiée si A est un anneau
noethérien) a des foncteurs bien mieux compris, a savoir des foncteurs polynomiaux
(a la Eilenberg-MacLane), ou se factorisant a la source par la réduction modulo un
idéal cofini de A. Nous en déduisons que de tels foncteurs sont toujours noethériens
et que, si ’anneau A est de type fini, ils possédent des résolutions projectives de type
fini.

Nos méthodes reposent principalement sur ’étude de décompositions en poids des
foncteurs et de leurs effets croisés, sur notre travail antérieur avec Vespa [DTV23] et
de l'algébre commutative élémentaire.



Abstract (On the structure of generic representations of infinite general
linear groups)

We study several structure aspects of functor categories from a small additive
category to a module category, in particular the category F(A, K) of functors from
finitely generated free modules over a commutative ring A to vector spaces over a field
K — such functors are sometimes called generic representations of linear groups over
A with coefficients in K. We are especially interested with finitely generated functors
of F(A, K) taking finite dimensional values. We prove that they can, under a mild
extra assumption (always satisfied if the ring A is noetherian), be built from much
better understood functors, namely polynomial functors (in the sense of Eilenberg-
MacLane), or factorising at the source through reduction modulo a cofinite ideal of A.
We deduce that such functors are always noetherian et that, if the ring A is finitely
generated, they have finitely generated projective resolutions.

Our methods rely mainly on the study of weight decompositions of functors and
their cross-effects, our previous work with Vespa [DTV23] and elementary commu-
tative algebra.
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INTRODUCTION

Représentations génériques des groupes linéaires

Soient A un anneau, k un anneau noethérien et K un corps, que nous supposerons
tous trois commutatifs. Cet article porte principalement sur la catégorie F(A, k)
des foncteurs depuis la catégorie P(A) des A-modules libres de rang fini vers la ca-
tégorie k-Mod de tous les k-modules. La catégorie F(A, k) est abélienne et posséde
de nombreuses propriétés et structures agréables (c’est une catégorie de Grothendieck
localement de présentation finie avec assez de projectifs et d’injectifs, munie d’une
structure tensorielle donnée par le produit tensoriel au-dessus de k& au but); on la
nomme, depuis la série d’articles de N. Kuhn [Kuh94al, Kuh94bl, [Kuh95|, consa-
crée au cas o A = k est un corps fini, catégorie des représentations génériques des
groupes linéaires sur A & coefficients dans k. De fait, on peut reconstruire un foncteur
F de F(A, k) a partir de la suite des k-représentations F(A™) des groupes GL,(A) et
de quelques données supplémentaires ; inversement, ’étude de F(A, k) permet parfois
d’obtenir des résultats sur les représentations des groupes GL,(A), au moins dans
le domaine « stable » (c’est-a-dire pour n « assez grand »), notamment en matiére
cohomologique (voir par exemple le travail remarquable de Scorichenko [Sco00]).

Ainsi, si A est un corps, il existe une bijection explicite entre la réunion disjointe
sur n € N de l'ensemble des classes d’isomorphisme de représentations K-linéaires
irréductibles de GL,,(A) et 'ensemble des classes d’isomorphisme de foncteurs simples
de F(A, K), donnée par la théorie des recollements. Toutefois, les méthodes employées
pour étudier les représentations des groupes linéaires et les représentations génériques
différent largement, ce qui donne lieu & des interactions fécondes.

Dans ce mémoire, nous établirons des propriétés de finitude et de structure de vastes
classes de foncteurs de F(A, K) ; nous généraliserons certaines d’entre elles & F(A, k)
dans le dernier chapitre. Nous étudierons en particulier la propriété noethérienne et
la propriété de longueur finie, mais aussi la présentation finie et ses généralisations
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supérieures. Cette étude nous conduira a dégager des résultats de structure beaucoup
plus précis, sur lesquels nous reviendrons ultérieurement dans cette introduction.

L’étude fine de tous les foncteurs de F(A, K), sauf parfois lorsque A est un anneau
fini (cf. par exemple [Kuh94al, Kuh94bl, Kuh95), [Pow98, Dja07, DG24)), s’avére
en général hors d’atteinte, de méme que la compréhension des représentations linéaires
d’un groupe infini assez gros (par exemple, contenant un groupe libre non abélien, ce
qui est le cas de GL,(A) pour n > 1 si anneau A n’est pas localement fini). Une
grande partie de ce travail sera consacrée aux foncteurs de type fini prenant des valeurs
de dimensions finies, qui possédent un comportement plus accessible, comme notre
récent travail avec C. Vespa [DTV 23| a commencé a le montrer (au prix d’hypothéses
de finitude plus fortes), de méme que les représentations de dimension finie fournissent
une classe importante de représentations linéaires d’un groupe infini plus accessibles
que toutes les représentations.

D’autres classes fondamentales de foncteurs joueront un réle important dans ce
mémoire, notamment les foncteurs polynomiauz, introduits par S. Eilenberg et S.
MacLane [EML54] au début des années 1950, qui ont largement montré leur impor-
tance en topologie algébrique et en théorie des représentations. Les foncteurs antipo-
lynomiauz introduits dans [DTV23| §4.1] comme contrepoint naturel aux foncteurs
polynomiaux, et dont la structure a été étudiée en détail par Kuhn [Kuh15| lorsque
Panneau A est un corps fini, et par Djament et Gaujal [DG24| dans le cas géné-
ral, interviendront également. Enfin, nous définirons de nouvelles classes de foncteurs
possédant de bonnes propriétés de stabilité (par sous-quotient, colimite, produit ten-
soriel...) et pour lesquelles nous démontrerons des théorémes de structure qui nous
permettront d’obtenir nos résultats principaux sur les foncteurs de type fini a valeurs
de dimensions finies.

La propriété localement noethérienne

La propriété noethérienne pour une algébre de groupe est notoirement trés difficile
& étudier en général. Toutefois, on peut voir sans trop de peine que, pour tout entier
n > 2, algébre k[GL, (A)] est noethérienne si et seulement si A est fini (si Panneau
noethérien & est non nul). Dans le cadre des représentations génériques, ce fait posséde
I’analogue suivant :

Théoréme 1 (Putman-Sam-Snowden). — Supposons l’anneau k non nul. Alors
la catégorie F(A, k) est localement noethérienne si et seulement si 'anneau A est fini.

La noethérianité locale de F(A,k) pour A fini constitue un résultat profond
établi au milieu des années 2010, par Putman-Sam [PS17| d’une part et Sam-
Snowden [SS17| d’autre part. La réciproque constitue une conséquence facile de la
non-noethérianité de k[GL2(A)] pour A infini et k non nul (cf. [DTV23] prop. 11.1]).
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Cas des foncteurs polynomiauz. — La sous-catégorie des foncteurs additifs de F(A, k)
est équivalente a celle des Ax-modules, ou Ay := A®yzk. Plus généralement, il est facile
de voir que, si tout foncteur polynomial de degré d de F(A, K) est localement noethé-
rien, alors la k-algébre A?d (ot le produit tensoriel est pris sur k) est noethérienne.
Il semble toutefois trés ardu de donner une condition nécessaire et suffisante simple
pour que tout foncteur polynomial de F(A, k) soit localement noethérien, méme si k
est un corps (toutefois, dans F(K, K), [DT24] appl. 5.9] donne une réponse compléte
simple & cette question).

Notre travail [DT24] montre néanmoins le résultat suivant, qui fournit une vaste
classe d’anneaux infinis A pour lesquels les foncteurs polynomiaux de F(A, k) sont lo-
calement noethériens. On rappelle qu’un anneau (commutatif) est dit essentiellement
de type fini s’il est isomorphe & un localisé d’'un anneau de type fini.

Théoréme 2. — |[DT24, th. 5.2] Si l’anneau A est essentiellement de type fini, alors
tout foncteur polynomial de F(A, k) est localement noethérien.

Cas des foncteurs a valeurs de dimensions finies. — L’un des résultats principaux de
ce mémoire est le suivant, qui ne nécessite aucune hypotheése (sinon la commutativité)
sur ’anneau A.

Théoréme 3 (théoréme [11.4.2)). — Tout foncteur de type fini a valeurs de type
fini de F(A, k) est noethérien.

Le cas particulier de ce théoréme ou k est un corps répond par affirmative a
une conjecture de [DTV23] conj. 11.11.1] pour le cas des anneaux commutatifs (a la
source).

La propriété localement finie

(On se limite ici sans perte de généralité au cas de F(A, K), car la propriété
localement finie pour les foncteurs constants de F(A, k) entraine que I'anneau k est
artinien, auquel cas ’étude de propriétés de finitude dans F (A, k) se rameéne facilement
a des questions analogues dans F(A, K), ou K est un corps quotient de A.)

Si G est un groupe, il est classique que l'algébre K[G] est artinienne — ce qui
revient & dire que la catégorie des K[G]-modules est localement finie (engendrée par
des objets de longueur finie) — si et seulement si G est fini [Pas?7, chap. 10, th. 1.1].
Il est de plus trivial que tout K[G]-module de dimension finie sur K est fini (i.e. de
longueur finie). Pour les représentations génériques, la propriété localement finie est
plus difficile & étudier, méme si les résultats ici mentionnés demandent un peu moins
de préparation que ceux relatifs & la propriété localement noethérienne.
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Cas des foncteurs polynomiaur. — La propriété suivante (cf. [DTV 23] lemme 11.10])
résulte du fait que, pour tout d € N, la restriction du foncteur d’évaluation en A% a
la sous-catégorie pleine des foncteurs polynomiaux de degré au plus d de F(A, K) est
fidele.

Proposition 4. — Tout foncteur polynomial & valeurs de dimensions finies de
F(A,K) est fini.

En général, la réciproque de cette propriété est fausse, y compris pour les foncteurs
additifs, car méme un (A, K)-bimodule simple n’est pas nécessairement de dimension
finie sur K. On a toutefois le résultat suivant, inclus dans [DTV23| prop. 6.3] :

Proposition 5. — Si l'anneau A est de type fini, alors tout foncteur polynomial fini
de F(A, K) est a valeurs de dimensions finies.

Il n’est pas non plus difficile de déterminer quand tous les foncteurs polynomiaux
de F(A, K) sont localement finis :

Proposition 6 (proposition(5.4.1)). — Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. tout foncteur polynomial de type fini de F(A, K) est fini;

2. tout foncteur polynomial de type fini de F(A, K) est a valeurs de dimensions
finies ;

3. lalgébre A ®y K est de dimension finie sur K.

Il existe également des situations ou les foncteurs polynomiaux ne sont pas tous
localement noethériens, mais ot tous les foncteurs polynomiaux noethériens sont finis.
C’est notamment le cas lorsque A = K est la cloture algébrique d’un corps fini,
grace au résultat ci-dessous (qui est inclus dans la proposition 7 combiné a la
proposition [4| et & 'observation que K ®z K n’est alors pas un anneau noethérien (de
sorte qu’il existe des foncteurs additifs non localement noethériens) :

Proposition 7. — Si A est un sous-corps localement fini de K, alors tout foncteur
polynomial noethérien de F(A, K) est a valeurs de dimensions finies.

Cas des foncteurs antipolynomiauz. — On rappelle qu’un foncteur de F(A, K) est dit
antipolynomial s’il se factorise & la source par la réduction modulo un idéal I de A tel
que A/I soit de cardinal fini et inversible dans K. Dans [DTV 23], cor. 11.8], on observe
que 'on peut déduire simplement du théoréme [I] que tout foncteur antipolynomial de
F(A, K) est localement fini. Comme réciproquement, si k est un corps fini de méme
caractéristique que K, il est classique que la catégorie F(k, K) n’est pas localement
finie (sa dimension de Krull est infinie), on a :

Proposition 8. — Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. la catégorie F(A, K) est localement finie ;
2. anneau A est de cardinal fini et inversible dans K.
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Cas des foncteurs a valeurs de dimensions finies. — L’un des résultats principaux de
ce mémoire est le suivant, qui répond positivement & une autre conjecture de [DTV23|
conj. 11.11.2] pour le cas des anneaux commutatifs :

Théoréme 9 (théoréme [10.1.2)). — Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. tout foncteur & valeurs de dimensions finies de F(A, K) est localement fini;
2. Uanneau A n’a pas de quotient fini de méme caractéristique que K.

(L’implication [[}=f2] découle de la proposition [g])

Résolutions projectives de type fini

Théoréme 10 (corollaire [11.3.15). — Si "anneau A est essentiellement de type
fini, alors tout foncteur de type fini & valeurs de type fini de F(A, k) posséde une
résolution projective de type fini.

Lorsque k est un corps et que le foncteur considéré est fini, ce résultat a été établi
dans [DT23] th. 1|. Pour des foncteurs polynomiaux, il a été démontré, sans hypothése
de finitude sur les valeurs, dans [DT24] th. 5.2].

Structure des foncteurs de type fini 4 valeurs de dimensions finies

Notre premier théoréme de structure est un résultat de polynomialité qui englobe
par exemple le cas ou A est une algébre sur un corps infini. Il vaut dans F(A, k) pour
tout anneau noethérien (non nul) k.

Théoréme 11 (théoréme [11.2.1). — Supposons lanneau k non nul. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1. tout foncteur de type fini a valeurs de dimensions finies de F(A, k) est polyno-
mial ;
2. Uanneau A n’a pas de quotient fini non nul.

Le résultat suivant est a la base du théoréme [J] et ne nécessite pas non plus de
travailler avec des espaces vectoriels au but.

Théoréme 12 (corollaire[11.4.4). — Si tous les quotients finis de 'anneau A sont
de cardinal inversible dans k, alors pour tout foncteur F' de type fini et a valeurs de
type fini de F(A, k), il existe un foncteur B : P(A) x P(A) — k-Mod, unique a
isomorphisme pres, tel que :
1. F est isomorphe a la composée de B et du foncteur diagonale P(A) — P(A) x
P(A);
2. B est polynomial par rapport a la premiére variable ;
3. par rapport & la deuxiéme variable, B se factorise a travers le foncteur de ré-
duction modulo un idéal cofini de A.
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De plus, B est de type fini et & valeurs de type fini.

L’énoncé suivant peut sembler analogue au précédent mais il convient de noter
plusieurs différences : il ne se généralise pas (de méme que le théoréme [14] ci-apres)
au cas ou l'on remplace le corps K au but par un anneau noethérien, méme dans
F(Z,Z) (cf. exemple|11.3.2)). De plus, on perd l'unicité du bifoncteur B qui apparait ;
en revanche, il en existe une forme plus précise (cf. théoréeme — également a
la base du théoréme ci-dessous — qui permet de retrouver une forme d’unicité,
et aussi d’obtenir directement des propriétés de finitude de F' & partir de propriétés
analogues pour B, ce qui n’est pas possible avec le seul énoncé ci-dessous.

Théoréme 13 (corollaire(10.2.6). — Si l'anneau A est noethérien, alors pour tout
foncteur F de type fini et o valeurs de dimensions finies de F(A, K), il existe un idéal
cofini I de A et un foncteur B : P(A) x P(A/I) — K-Mod, de type fini et a valeurs
de dimensions finies, tels que :

1. F est isomorphe a la composée de B et du foncteur canonique P(A) — P(A) x
P(A/I);

2. B est polynomial par rapport & la premiére variable.

Le résultat qui précéde (ou plutot la forme plus précise susmentionnée) permet de
démontrer le théoréme 2] & partir du théoréme [I] et de la proposition [d], aprés s’étre
ramené au cas ol anneau A est noethérien (c’est facile) et ot K est un corps (c’est
plus difficile).

Le théoréme suivant (1a encore, le théoréme est plus précis et inclut une
forme d’unicité) fournit une « décomposition primaire » pour les foncteurs de type
fini & valeurs de dimensions finies de F(A4, K).

Théoréeme 14 (théoréme . — Soit F un foncteur de type fini et & valeurs
de dimensions finies de F(A, K). Alors il existe des idéauzx premiers p1,...,p, de A,
r € N et un foncteur X : P(A,, /p7.Ap,) x --- x P(A4;, /o5 Ap,) = K-Mod, de type
fini et a valeurs de dimensions finies, tels que F soit isomorphe a la composée de X

et du foncteur canonique P(A) — P(A,, /p7.Ap,) x -+ x P(4y, /05 Ap,)-

Dans certains cas, on peut aller encore plus pour préciser la structure des foncteurs
de type fini a valeurs de dimensions finies. C’est notamment le cas pour les endofonc-
teurs des espaces vectoriels de dimensions finies sur un corps algébriquement clos de
caractéristique premiére, qui se rameénent a des (multi)foncteurs polynomiaux stricts,
au sens de Friedlander-Suslin [FS97] (dont la structure est beaucoup mieux comprise
que celle des foncteurs polynomiaux ordinaires) et a de la théorie de Galois grace au
résultat suivant.

Théoréme 15 (proposition [8.4.2)). — Supposons que K et L sont des corps de
méme caractéristique premiére, avec K algébriguement clos et L parfait infini. Si F
est un foncteur de type fini et & valeurs de dimensions finies de F(L, K), alors il
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existe des morphismes de corps o1,...,pn : L — K et un multifoncteur polynomial
strict M en n variables sur les K -espaces vectoriels tels que F' ~ M o (p5,..., %),
ot ¢f : P(L) = P(K) désigne le foncteur d’extension des scalaires associé & ¢;.

Compléments

Plusieurs des résultats donnés dans ce mémoire sont plus généraux que les formes
présentées dans cette introduction ; notamment, on peut parfois remplacer la catégorie
des A-modules libres de rang fini par une catégorie additive A-linéaire essentiellement
petite plus générale, voire arbitraire. On peut également généraliser, pour certains
résultats, la catégorie des K-espaces vectoriels au but par une catégorie abélienne de
Grothendieck K-linéaire quelconque.

En revanche, I’hypothése de commutativité des anneaur considérés est essentielle ;
I’hypothése de commutativité du corps K au but (qui permet d’appliquer les tech-
niques usuelles de réduction des endomorphismes des espaces vectoriels de dimension
finie) est déja cruciale dans [DT'V 23], sur lequel nous nous appuyons a de nombreuses
reprises. Ainsi, si L est un corps qui n’est de dimension finie sur aucun sous-corps com-
mutatif, nous ignorons & peu prés tout (noethérianité locale, structure des foncteurs
simples...) des endofoncteurs des L-espaces vectoriels de dimensions finies.

Méme dans le cadre de la catégorie de foncteurs F(A, K) (ou A est un anneau
commutatif et K un corps commutatif), plusieurs problémes de finitude sur les fonc-
teurs & valeurs de dimensions finies demeurent ouverts. En particulier, si A est fini, les
méthodes ici développées ne donnent guére que des résultats triviaux; elles servent
plutdt a se ramener dans certains cas a des foncteurs de F(A’, K) ou A’ est un anneau
fini (et & d’autres types de foncteurs mieux compris comme les foncteurs polynomiaux)
— cf. théoréme [13] Lorsque A est fini, deux situations fondamentales trés différentes
se présentent : celle d’inégale caractéristique, ou le cardinal de A est inversible dans
K, dans laquelle [DG24] décrit assez finement la structure des foncteurs de type fini
de F(A, K), et celle ou la caractéristique de A est une puissance de celle de K, dont
la structure reste largement inconnue — la description hypothétique de sa filtration
de Krull donnée dans [Dja07, conj. 12.2.1 et prop. 12.2.3] (lorsque A = K est un
corps fini) n’a fait 'objet d’aucune avancée depuis une quinzaine d’années.

Parmi les autres problémes de finitude que nous ne savons pas résoudre, mention-
nons également celui-ci : la sous-catégorie pleine des foncteurs de F(A, K) constituée
des foncteurs localement a valeurs de dimensions finies (i.e. dont tout sous-foncteur
de type fini est a valeurs de dimensions finies) posséde-t-elle une famille cogénératrice
formée de foncteurs artiniens? (La question est particuliérement naturelle lorsque

(L) Cest aussi le cas lorsque le quotient de A par son nilradical est fini et de méme caractéristique

que K — cf. remarque@
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A = K est la cloture algébrique d’un corps fini, au vu du théoréme [15] et du résultat
de Kuhn [Kuh97, cor. 5.7].)

Méthodes employées

Ce mémoire s’inscrit dans le prolongement de [DTV23] (auquel nous apportons
peu lorsque le corps K est de caractéristique nulle), dont il combine les résultats avec
de I’algébre commutative élémentaire et plusieurs outils nouveaux.

Nous introduisons ainsi, au chapitre [f] les notions de radical, de spectre et d’algebre
caractéristique d'un foncteur de F(A, K). Mais les outils nouveaux principaux que
nous utilisons viennent de la notion de poids d’un foncteur, que nous allons maintenant
détailler.

Décomposition en poids des foncteurs. — Ici, un poids sera un morphisme multiplicatif
de A dans K. Si F est un foncteur de .F(A,K) et w un poids, on dit que F est
homogeéne de poids fort w si F' transforme la multiplication par tout scalaire a € A a
la source en la multiplication par w(a) € K au but.

On dit qu’un foncteur F' posséde une décomposition en poids forte s’il est somme
directe de sous-foncteurs homogénes de certains poids, et qu’il posséde une décompo-
sition en poids faible s’il posséde une filtration exhaustive dont les sous-quotients sont
homogeénes de certains poids. Les poids de ces sous-quotients sont appelés simplement
poids de F.

L’existence d’une décomposition en poids, méme faible, est tout sauf automatique.
On montre ainsi sans trop de peine que, si tout foncteur de F(A, K) posséde une
décomposition en poids faible, alors A est un anneau fini (proposition . Récipro-
quement il est facile de voir que, si 'anneau A est fini et le corps K algébriquement
clos, alors tout foncteur de F(A, K) posséde une décomposition en poids faible. Plus
important encore est le fait que, si K est algébriquement clos (mais sans hypothése
sur A), alors tout foncteur a valeurs de dimensions finies de F(A, K) posséde une
décomposition en poids faible (corollaire .

De fagon générale, si A est infini, un poids A — K peut étre trés « pathologique »,
mais une conséquence importante des résultats de [DTV23]| est que les poids d’'un
foncteur a valeurs de dimensions finies de F(A, K) (qu'on nomme poids ordinaires)
possédent une description assez simple, comme produit (essentiellement unique) de
morphismes d’anneaux A — K (quitte & remplacer K par une extension finie de ce
corps) et d’un morphisme multiplicatif se factorisant par un quotient fini de A. Cela
joue un role important dans ce travail.

Pour les foncteurs polynomiauz de F(A, K), 'existence d’une décomposition en
poids implique des propriétés de structure fortes. Ainsi, on montre qu’un foncteur

(2)Nous nous limitons dans cette introduction au cas fondamental de F(A, K), mais définissons et
étudions les décompositions en poids dans un contexte plus général dans le corps du mémoire.
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polynomial noethérien de F(A, K) possédant une décomposition en poids faible est
fini et & valeurs de dimensions finies (théoréme ; de plus, sous certaines hypo-
théses supplémentaires (si A est un anneau essentiellement de type fini, ou la cloture
algébrique d’un corps fini, par exemple), on peut affaiblir 'hypothése noethérienne
en une hypothése de type fini. La proposition [7] se déduit directement de cela, car
I’existence d’une décomposition en poids pour un foncteur polynomial noethérien est
automatique dans la situation considérée (cf. corollaire [3.5.8).

Foncteurs hyper-diagonalisants et hyper-trigonalisants. — Pour des foncteurs quel-
conques (sans propriété de polynomialité) de F(A, K), l'existence d’une décompo-
sition en poids (méme forte) ne suffit généralement pas a obtenir des résultats de
finitude ou de structure significatifs. Par exemple, la structure du plus grand quotient
homogéne d’un certain poids fort du foncteur projectif de type fini de F(A, K) com-
posé du foncteur d’oubli de P(A) vers les ensembles et du foncteur de linéarisation
vers les K-espaces vectoriels semble en général totalement hors de portée.

Nous montrons en revanche que la condition, pour un foncteur F' de F(A, K), que
le bifoncteur Fo@® (ou & : P(A) x P(A) — P(A) désigne la somme directe), posséde
une décomposition en poids implique des résultats de structure significatifs. Nous
disons que F est hyper-diagonalisant si F o ¢ posséde une décomposition en poids
forte, et que F' est hyper-trigonalisant si F o @ posséde une décomposition en poids
faible.

La terminologie provient de ce que F' est hyper-diagonalisant, respectivement
hyper-trigonalisant, s’il envoie tout endomorphisme diagonalisable d’'un A-module
libre de rang fini sur un endomorphisme diagonalisable, respectivement trigonalisable,
de F(A™), avec une condition supplémentaire qui est essentiellement une condition
de diagonalisabilité ou de trigonalisabilité en famille, laquelle est automatique si F'
prend des valeurs de dimensions finies. On pourra comparer ces considérations a la
décomposition a la Steinberg globale de [DTV23] §4]|, qui est obtenue a partir de
la décomposition de Jordan multiplicative de I'image par un foncteur & valeurs de
dimensions finies de F(A, K) des endomorphismes unipotents d’'un A-module libre
de rang fini (voir notamment [DTV23| prop. 4.26]).

La propriété hyper-trigonalisante d’un foncteur est liée de prés au fait de prendre
des valeurs de dimensions finies. On montrera en particulier que si l'anneau A est
noethérien et le corps K algébriquement clos, alors un foncteur de type fini de F(A, K)
est hyper-trigonalisant si et seulement s’il est a valeurs de dimensions finies. Le fait
qu'un foncteur a valeurs de dimensions finies de F(A, K) soit hyper-trigonalisant
si K est algébriquement clos est essentiellement immédiat (et ne nécessite aucune
hypothése sur A); en revanche, I’énoncé réciproque (pour un foncteur de type fini
et A noethérien) est difficile (cf. théoréme et apparait comme sous-produit de
théorémes de structure dont se déduisent directement les théorémes [13] et [[4
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La structure des foncteurs hyper-diagonalisants de type fini est beaucoup plus ri-
gide que celle des foncteurs hyper-trigonalisants (et liée aux foncteurs polynomiaux
stricts) ; elle est a la base du théoréme En effet, lorsque K est un corps algébrique-
ment clos et L un corps parfait de caractéristique premiére, tout foncteur & valeurs
de dimensions finies de F(L, K) est hyper-diagonalisant.

Organisation du mémoire

Le premier chapitre est consacré a des rappels algébriques et catégoriques d’usage
fréquent dans la suite. Le second reste dans un cadre général, sans résultat original,
mais s’approche du coeur du sujet par des rappels sur la version abstraite des décom-
positions en poids, & savoir la notion de torsion relativement a des idéaux d’un anneau
commutatif dans des catégories abéliennes linéaires sur celui-ci.

Le chapitre [3] introduit les décompositions en poids dans les catégories de fonc-
teurs et en donne des propriétés générales élémentaires. Il se place dans le cadre de
foncteurs sur une catégorie essentiellement petite munie d’une action d’un monoide
commutatif vers une catégorie abélienne raisonnable linéaire sur un corps commu-
tatif. Le chapitre [f] se concentre sur la situation ou la source est additive, linéaire
sur un anneau commutatif A, pour I'action du monoide multiplicatif sous-jacent &
A. 1l donne plusieurs propriétés générales des décompositions en poids spécifiques a
cette situation, qui est celle a laquelle la suite du mémoire est consacrée, notamment
pour des classes fondamentales de foncteurs (comme les foncteurs polynomiaux) dont
il rappelle quelques propriétés utiles. Ce chapitre étudie aussi quelques aspects, qui
s’apparentent a de 'arithmétique élémentaire, souvent sans intervention de foncteurs,
mais qui interviennent & plusieurs reprises dans la suite, des poids dans ce contexte.

C’est au chapitre 5] qu’apparaissent les premiers résultats nouveaux substantiels. On
y montre que l'existence d’une décomposition en poids pour un foncteur polynomial
posséde d’importantes conséquences en termes de structure et de finitude.

Le chapitre [0] introduit des outils fondamentaux, en complément des décomposi-
tions en poids, pour ’étude des foncteurs sur une catégorie additive, notamment la
notion de spectre d’un foncteur, qui s’avérera au cceur de la démonstration du théo-
réme de structure des foncteurs hyper-diagonalisants. Le chapitre [7] définit les no-
tions essentielles de foncteur hyper-diagonalisant et hyper-trigonalisant. Il en dresse
les propriétés générales élémentaires et les applique aux foncteurs Hom-polynomiaux
(généralisation des foncteurs polynomiaux introduite dans [DTV23]), ce qui permet
d’établir un résultat dont le théoréme [ se déduit facilement.

Le chapitre [§] étudie la structure des foncteurs hyper-diagonalisants, permettant
d’obtenir comme cas particulier le théoreme [I5] Le chapitre [9] constitue le coeur du
présent travail : les résultats de structure des foncteurs hyper-trigonalisants consti-
tuent la base de nos théorémes les plus importants, déclinés dans les chapitres suivants.
On obtient ainsi rapidement, au chapitre la noethérianité des foncteurs de type
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fini et & valeurs de dimensions finies de F(A4, K'), déduite d’un théoréme de « décom-
position primaire » qui entraine également le théoréme Le chapitre |11 s’attache a
étendre une partie de ces résultats aux foncteurs de type fini et a valeurs de type fini
de F(A, k). On y montre notamment les théorémes et

L’appendice [A] qui ne prétend pas a l'originalité, présente des résultats généraux
sur une construction de produit semi-direct d’une catégorie abélienne par un groupe
fini qui sont utilisés aux chapitres Elet mais nous ont paru trop techniques pour y étre
exposés. L’appendice [Blaborde, en lien avec [DTal, quelques aspects cohomologiques
de décompositions qui apparaissent dans ce mémoire. Enfin, appendice [C] compléte
sur plusieurs points ’étude de F(A, K) lorsque le quotient de A par son nilradical est
fini (situation dans laquelle les décompositions en poids apportent trés peu).






CHAPITRE 1

CONVENTIONS, NOTATIONS ET RAPPELS
GENERAUX

Ce chapitre préliminaire donne des notations et des conventions qui seront utili-
sées couramment dans tout ce mémoire. Il rappelle également quelques résultats algé-
briques et catégoriques pour la plupart classiques et élémentaires (qui seront quelque-
fois utilisés sans référence par la suite), a U'exception du théoréme de finitude
récent et profond de Putman-Sam-Snowden, qui constituera 'un des outils essentiels
des théorémes de noethérianité que nous établirons en fin de mémoire.

Notations ensemblistes générales. — On désigne par Z I’ensemble des entiers relatifs ;
pour (a,b) € Z?, on note [a,b] := {i € Z|a < i < b}. On désigne par N (resp. N*)
Pensemble des entiers naturels (resp. strictement positifs).

Notations catégoriques générales. — Si C est une catégorie, on note C°P la catégorie
opposée & C. Si z et y sont des objets de C, on note C(z,y) ou Home(x,y) (voire
Hom(z, y) ¢’il n’y a pas d’ambiguité possible) 1’ensemble des morphismes de = vers
Y.

Si C est une catégorie essentiellement petite et £ une catégorie, on note Fct(C, &)
la catégorie des foncteurs de C vers €.

1.1. Monoides

Tous les monoides seront supposés commutatifs, sauf mention expresse
du contraire; on les notera en général multiplicativement. On désigne par Mon
la catégorie des monoides. Ainsi, pour M et N des objets de Mon, I’ensemble des
morphismes Mon(M, N) porte une structure naturelle de monoide.

Notation 1.1.1. — Si M est un monoide, on note My le monoide obtenu en adjoi-
gnant & M un élément absorbant externe.

(1) Comme c’est I'usage le plus courant, les catégories (sans plus de précision) auront pour nous une
classe d’objets, mais un ensemble de morphismes entre deux objets fixés.
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Si S est un semi-groupe, on note Sy le monoide obtenu en adjoignant a S une
unité externe.

Si M est un monoide non nécessairement commutatif, on note M la catégorie
possédant exactement un objet dont le monoide d’endomorphismes est M. On désigne
par Z(M) le centre de M. C’est un monoide commutatif.

Eléments remarquables d’un monoide. — Soient M un monoide et x un élé-
ment de M. Une et une seule des situations suivantes advient :

1. la suite (z°);en est injective (autrement dit, le sous-monoide engendré par x est
libre) — on dit alors que x est sans torsion ;

2. la suite (2%);ey est périodique a partir d’un certain rang, ce qui équivaut a dire
que le sous-monoide engendré par x est fini — on dit alors que x est périodique,
ou de torsion.

Par ailleurs, on dit que x est régulier (au sens de von Neumann) s’il existe y € M
tel que = x2y. Tout élément inversible de M est régulier.

Comme M est commutatif, ses éléments périodiques (resp. réguliers) en forment
un sous-monoide.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. il existe i € N* tel que 2! = 2

2. x est périodique et régulier.

Action d’un monoide sur une catégorie. — Une action d’un monoide M sur
une catégorie C est la donnée d’une action de M sur chaque ensemble de morphismes
C(z,y) de sorte que les applications de composition soient équivariantes, autrement
dit, c’est la donnée d’un enrichissement de C sur la catégorie monoidale symétrique
des M-ensembles (munis du produit cartésien).

Se donner une action de M sur C revient également a se donner un morphisme de
monoides M — Z(C), ou Z(C) désigne le centre de C, c’est-a-dire le monoide (auto-
matiquement commutatif) des transformations naturelles de Id¢ vers elle—méme
Autrement dit, on se donne pour tout objet z de C un morphisme M — Z(Endc(x))
de sorte que pour tous objets x et y les actions de M sur C(x,y) données par la
composition a la source ou au but coincident.

Localisation. — Si M est un monoide et S un sous-monoide de M, on note M[S~!]
le monoide obtenu & partir de M en inversant formellement les éléments de S. Si E
est un M-ensemble & droite, on note M[S~!] I'ensemble quotient (E x S)/((z,s) ~

(2 Pour que ces transformations naturelles forment un ensemble et pas seulement une classe, on peut
supposer que C est essentiellement petite, ou plus généralement posséde un ensemble de générateurs.
La notation Z est cohérente avec celle utilisée plus haut au vu de I'identification Z(T") ~ Z(T) pour

un monoide non nécessairement commutatif 7.
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(y,t) & Jue S xz.(tu) = y.(su)) : Paction de M sur E induit une action de M[S~?]
sur E[S7!] de sorte que Paction de mt~! sur la classe de (x,s) € E x S soit la
classe de (z.m,st). Ainsi, si 'on note de la méme fagon un élément de E et son
image par lapplication canonique (qui est équivariante relativement au morphisme
de monoides canonique M — M[S™!], mais n’est pas nécessairement injective) E —
E[S™!] associant & z la classe de (z,1), la classe de (x,s) est z.s7 L.

La notation M[S™], ott M est muni de P’action a droite de M par translations, est

cohérente avec la précédente.

Supposons maintenant que M agit sur une catégorie C. On peut définir une ca-
tégorie C[S~!] ayant les mémes objets que C et dont les morphismes sont donnés
par C[S™(z,y) := C(x,y)[S™!], la composition étant donnée par (fs=1)o (gt71) :=
(fog)(st)™!, ot f et g sont des fleches composables de C et s,t des éléments de S.
La catégorie C[S™!] est munie d’une action de M[S~?] induite par celle de M sur C,
et I'on dispose d'un foncteur canonique C — C[S~!] égal a Iidentité sur les objets.

On note que M[S~!] s’identifie canoniquement a M[S™1].

Lorsque la catégorie C posséde des colimites filtrantes, le foncteur canonique C —
C[S~!] posséde un adjoint & gauche qui identifie C[S™1] & la sous-catégorie pleine de
C des objets sur lesquels les éléments de S agissent par des isomorphismes.

Si 'on suppose C essentiellement petite, I’action de M sur C induit, par précompo-
sition, une action de M sur la catégorie de foncteurs Fct(C, £) (ou est £ une catégorie
quelconque).

Le résultat suivant est immédiat mais utile :

Lemme 1.1.2. — Soient C une catégorie essentiellement petite munie d’une action
d’un monoide M, S un sous-monoide de M et £ une catégorie.

Le foncteur Fct(C[S™1],€) — Fet(C,E) de précomposition par le foncteur cano-
nique C — C[S™!] est pleinement fidéle, et son image essentielle est constituée des

foncteurs F tels que F(s) soit inversible pour tout s € S. Si € est cocomplete, alors
Fct(C[S71,€) s’identifie a Fet(C,&)[S™1].

L’action d’un monoide se propage également au but des catégories de foncteurs :
toute action d’un monoide N sur une catégorie £ induit une action sur Fet(C,E),
si C est une catégorie essentiellement petite (et, lorsque C est munie d’une action de
M, ladite action commute avec ’action de M & la source ; autrement dit, la catégorie
Fct(C, &) est munie d’une action du monoide M x N). Si T est un sous-monoide de
N, on dispose d'une équivalence canonique Fct(C, £)[T1] ~ Fct(C, E[T?]) lorsque
la catégorie £ posséde des colimites filtrantes.
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1.2. Anneaux

Convention 1.2.1. — Sauf mention explicite du contraire, tous les anneauzx et
en particulier tous les corps sont supposés commutatifs. Les algébres sont tou-
jours supposées unitaires et associatives, et commutatives sauf mention du contraire.

Si k est un anneau, non nécessairement commutatif, et £ un ensemble, on note
k[E] := k®F le k-module & gauche libre sur E.

Convention 1.2.2. — Dans tout ce mémoire, A désigne un anneau et K un
corps. On note p la caractéristique de K. Sauf mention du contraire, les produits
tensoriels de base non spécifiée sont pris sur K.

On note Ai la K-algébre A @7 K.

On désigne par A* le groupe des unités de A.

On note Ann la catégorie des anneaux.

On désigne comme d’habitude par Spec(A) ensemble des idéaux premiers de A.

Un idéal I de A est dit cofini si ’anneau quotient A/I est fini.

Le centre d’un anneau non nécessairement commutatif R est noté Z(R).

Une K-algébre A est dite déployée si, pour tout idéal maximal m de A, le morphisme
de corps K — A/m est un isomorphisme.

On note v(K) 'ensemble des entiers n > 0 tels que le polyndme X" — 1 de K[X]
soit scindé, i.e. tels que I'algébre K[X]/(X™ — 1) soit déployée.

On note Ab la catégorie des groupes abéliens. Si k est un anneau non nécessaire-
ment commutatif, on désigne par k-Mod la catégorie des k-modules & gauche, et par
P (k) la sous-catégorie pleine dont les objets sont les modules libres k¢ pour i € N. On
remarquera que dans de nombreuses références (notamment [DTV 23], que nous utili-
serons abondamment), P (k) désigne plutot (un squelette de) la catégorie des modules
projectifs de type fini de k-Mod (d’ou la notation), mais c’est sans conséquence sur
les catégories de foncteurs que nous considérerons, car 'injection des modules libres
de type fini dans les modules projectifs de type fini est une équivalence de Morita :
elle induit par précomposition une équivalence entre toutes les catégories de foncteurs
de but abélien (ou plus généralement ou les idempotents se scindent).

Radical. — On note J(A) le radical de Jacobson de A, c’est-a-dire l'intersection de
ses idéaux maximaux, et Nil(A4) son nilradical, c’est-a~dire l'intersection de ses idéaux
premiers, ou encore, l'ensemble de ses éléments nilpotents [Bou85| chap. II, §2, n°6,
prop. 13]. On dit que A est réduit si Nil(A) = {0}.

On rappelle que A est dit semi-local si 'anneau quotient A/ J(A) est semi-simple, ce
qui équivaut & dire que A n’a qu’un nombre fini d’idéaux maximaux, ou que A/ J(A)
est isomorphe & produit fini de corps [Bou85, chap. II, § 3, n°5, prop. 16].
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L’anneau A est dit semi-parfait s’il est semi-local et que les idempotents de A/ J(A)
se relévent en des idempotents de A. Il revient au méme de demander que A soit
isomorphe & un produit fini d’anneaux locaux.

Contrairement aux autres termes employés dans ce paragraphe pour désigner cer-
tains types d’anneaux, le qualificatif d’anneau quasi-parfait introduit ci-dessous ne
semble pas répertorié, méme si la notion est bien connue.

Définition 1.2.3. — L’anneau A est dit quasi-parfait s’il est semi-local et que

Nil(A) = J(A).
Proposition 1.2.4. — Un anneau quasi-parfait est semi-parfait.
Démonstration. — Cela résulte de [Boul2 §9, n°4, prop. 7]. O

L’énoncé classique et facile suivant, dont nous omettons la démonstration, dresse
une liste de relations d’usage courant entre ces différentes propriétés d’un anneau.

Proposition 1.2.5. — 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) Uanneau A est local et quasi-parfait ;
(b) l’ensemble A est la réunion disjointe de Nil(A) et de A* ;
(¢) Vanneau A posséde exactement un idéal premier.

2. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) Uanneau A est quasi-parfait ;
(b) A est isomorphe & un produit fini d’anneauz locauz quasi-parfaits ;
(¢) A est semi-local et tout idéal premier de A est mazimal.

3. Le spectre d’un anneau quasi-parfait est fini.

4. Un anneau est artinien si et seulement s’il est quasi-parfait et noethérien.

L’anneau A est dit parfait s’il est semi-local et que, pour toute suite dénombrable
(xi)ien de J(A), il existe n € N tel que [],,, #; = 0. Un tel anneau est quasi-parfait.
La réciproque est toutefois erronée, comme le montre I’exemple suivant.

Ezxzemple 1.2.6. — La Fy-algébre Fa[zg, 21, .., 20, ... ]/ (23,22, ... ,22,...) est lo-
cale, et tout élément de son radical est de carré nul. Elle est en particulier quasi-
parfaite. Mais la considération de la suite (2;);cny d’éléments de son radical montre

qu’elle n’est pas parfaite.

L’anneau A est dit semi-primaire s'il est semi-local et que I'idéal J(A) est nilpotent.
Un tel anneau est parfait. Tout anneau artinien est semi-primaire.

Si I est un idéal nilpotent de A, alors A est semi-primaire si et seulement si A/T
est semi-primaire.

(311 n’y a pas en pratique de confusion & craindre avec la notion différente de corps parfait. De toute
maniére, nous n’utiliserons pratiquement pas la notion d’anneau parfait dans ce mémoire; elle est
mentionnée ici pour la cohérence de cet exposé de rappels sur les anneaux.
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Lemme 1.2.7. — Tout produit fini et tout produit tensoriel fini de K-algébres semi-
simples (resp. semi-primaires) déployées est semi-simple (resp. semi-primaire) dé-
ployé.

Toute sous-algébre et toute algébre quotient d’'une K-algébre semi-simple (resp.
semi-primaire) déployée est semi-simple (resp. semi-primaire) déployée.

Démonstration. — L’assertion relative aux produits finis et aux produits tensoriels
finis est immédiate. Celle relative aux sous-algeébres et quotients des algébres semi-
simples déployées est contenue dans [Bou81l, chap. V, §6, prop. 3| (ou les algébres
semi-simples déployées sont appelées algebres diagonalisables).

Si B est une sous-algébre d'une K-algébre semi-primaire déployée A, alors I'image
du morphisme d’algébres canonique B < A — A/ J(A) est semi-simple déployée en
tant que sous-algébre de ’algébre semi-simple déployée A/ J(A). Son noyau est inclus
dans J(A); c’est donc un idéal nilpotent de B. Il s’ensuit que cette algébre est semi-
primaire déployée. L’assertion relative aux quotients s’établit de fagon analogue. [

En combinant I’assertion du lemme précédente relative aux produits tensoriels finis
et celle sur les quotients, on obtient :

Lemme 1.2.8. — Toute K-algébre engendrée par un nombre fini de sous-algébres
semi-simples (resp. semi-primaires) déployées est semi-simple (resp. semi-primaire)
déployée.

Exemple 1.2.9. — Si M est un monoide fini, alors la K-algébre K[M] est de dimen-
sion finie, donc semi-primaire. Elle est déployée si et seulement si pour tout € M,
Pordre a du sous-semi-groupe (x™)nen+ de M engendré par x appartient a v(K), et
semi-simple si et seulement si a est inversible dans K et x régulier. En effet, les lemmes
27 et [I-2:8 montrent qu’il suffit de traiter le cas ou M est engendré par z, qui résulte
de ce qu'on a alors K[M] ~ K[X]|/(X".(X* -1)) ~ K[X]/(X") x K[X]/(X®* - 1)
pour un certain n € N, et x est régulier si et seulement si n € {0,1}.

Lemme 1.2.10. — Supposons que A est un anneau semi-parfait.

1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) tout quotient semi-primaire de A est semi-simple ;
(b) pour tout idéal marimal m de A, m? =m;
(c) J(A)2 =J(A).

2. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) tout quotient semi-primaire de A est artinien ;
(b) pour tout idéal mazimal m de A, dimy/m m/m? < oo ;
(c) J(A)/J(A)? est un AJJ(A)-module de type fini.

Démonstration. — Comme A est un produit fini d’anneaux locaux, il suffit de dé-
montrer le résultat lorsque A est local ; notons m son radical.
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Un quotient non nul de A est de la forme A/I, ou I C m est un idéal, et a pour
radical m/I. Ainsi, A/I est semi-primaire si et seulement s’il existe n € N* tel que
m" CICm.

Comme la condition m? = m implique m® = m pour tout n € N*, l’assertion
s’ensuit.

Comme on dispose dun morphisme surjectif A/m-linéaire S7 . (m/m?) —
m”/m"*t! (ou S™ désigne la n-iéme puissance symétrique), 'assertion [2| découle
également de l'observation précédente. O

Anneaux et monoides. — On note A, le monoide multiplicatif sous-jacent & un
anneau A. Le foncteur associant & un monoide M 1’anneau (resp. la K-algébre) Z[M]
(resp. K[M]) de M est adjoint & gauche au foncteur Ann — Mon A — A, (resp.
a la composée de ce foncteur avec le foncteur d’oubli des K-algébres dans Ann).
On désigne par K[M] I'idéal d’augmentation de la K-algébre d’un monoide M.
Les exemples ci-dessous illustrent certaines notions introduites au §[I.1.1] dans le
monoide A,,.

Exemple 1.2.11. — Si A est un anneau intégre, le monoide multiplicatif A,, s’iden-
tifie & (A \ {0})o (cf. notation |1.1.1]).
Exzemple 1.2.12. — Si A est un anneau local quasi-parfait, on dispose d’un isomor-

phisme canonique de monoides Mon(A4,,, K,,) ~ Ab(A*, K*),.

En effet, si ¢ : A, — K, est un morphisme de monoides, comme 0 € A est
idempotent, soit ¢ envoie 0 sur 1, auquel cas ¢ est le morphisme trivial (puisque 0 est
absorbant), soit ¢ envoie 0 sur 0. Dans ce dernier cas, les éléments non inversibles de
A, qui sont nilpotents (proposition [L.2.5)), sont nécessairement envoyés sur 0 par .

Un élément de A est dit régulier (au sens de von Neumann) si c’est un élément
régulier du monoide A,. On dit que A est un anneau absolument plat si tous ses
éléments sont réguliers. Il revient au méme de demander que tout idéal principal de
A soit engendré par un idempotent, ou que tout A-module de présentation finie soit
projectif, ou encore que tout A-module soit plat [Pop73|, Théoréme 8.6].

La propriété suivante est évidente.

Proposition 1.2.13. — Tout produit et toute colimite filtrante d’anneaux absolu-
ment plats est un anneau absolument plat.

Corollaire 1.2.14. — Si G est un groupe abélien dont tous les éléments sont
d’ordres finis et inversibles dans K, alors lalgébre de groupe K[G| est un anneau
absolument plat.

La notion suivante sera utilisée & deux reprises au chapitre [9}

Notation 1.2.15. — Le sous-monoide de A,, constitué des éléments périodiques et
réguliers de A est noté AP°°g,
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Nous donnons maintenant deux énoncés classiques reliant les propriétés de fini-
tude des monoides et des anneaux. Le premier est établi par exemple dans [Gil84]
Théoréme. 7.7].

Proposition 1.2.16. — Soit M un monoide. La K-algeébre K[M] est noethérienne
si et seulement si M est un monoide de type fini.

Le résultat suivant fut démontré pour la premiére fois dans [Isb59].

Théoréme 1.2.17 (Isbell). — Le monoide A, est de type fini si et seulement si A
est un anneau fini.

Nous utiliserons aussi quelquefois le groupe additif sous-jacent & un anneau A, noté
Aada- Le K-espace vectoriel K[A] hérite ainsi de deux structures de K-algébre : celle
de K[Aaq4] et celle de K[A,]. Le produit donné par cette derniére structure (que nous
utiliserons de loin le plus souvent) sera noté par un point (voire ’absence de symbole) :
[a].[b] = [ab], tandis que I’autre produit sera noté x : [a] * [b] = [a +b]. Si U et V sont
des sous-espaces vectoriels de K[A], nous noterons U x V' le sous-espace vectoriel de
K[A] engendré par les éléments x xy pour (z,y) € U x V, et nous appellerons x-idéal
de K[A] un idéal de K[Auqq]- Un sous-ensemble de K[A] qui est un idéal & la fois
de K[Aaqa] et de K[A,] sera appelé bi-idéal de K[A]. De fagon équivalente, si I'on
munit ’ensemble A de ’action & gauche canonique du monoide non commutatif affine
aff(A) .= {A Zoarth, A|(a,b) € A%} ~ A, X Aaqq, un bi-idéal de K[A] en est un
sous-K[aff (A)]-module a gauche.

Remarque 1.2.18. — 1. Si V est un sous-groupe de A,qq, alors le noyau de
lapplication linéaire K[A] - K[A/V] induite par la projection A — A/V est
K[A]x K[V].

2. SiU et V sont des idéaux de K[A,], alors UV est aussi un idéal de K[A,,]. Si
de plus U ou V est un bi-idéal de K[A], il s’ensuit que U x V est un bi-idéal.

3. En particulier, si I est un idéal de K[A,], alors K[A] x I (c’est-a-dire le x-idéal
de K[A] engendré par I) est un bi-idéal de K[A], c¢’est donc le bi-idéal engendré
par 1.

4. L’idéal d’augmentation K[A] est un bi-idéal, ses puissances K[A]*? sont donc
des bi-idéaux.

1.3. Dérivations

Sip: A — K est un morphisme d’anneaux, une p-dérivation de A dans K est un
morphisme de groupes abéliens d : A,qq — Kaqq tel que

V(z,y) € A>  d(zy) = p(x)d(y) + (y)d ().
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Ces @-dérivations forment un sous-espace vectoriel de Ab(A, K) qu’on notera
Der, (A, K). Nous noterons également m,, I'idéal de la K-algébre Ax noyau du mor-
phisme d’algeébres Ax — K envoyant a ® A sur ¢(a)\. On dispose d’isomorphismes
canoniques de K-espaces vectoriels

(1) Dery, (4, K) =~ (my,/m2)*,
ou 'étoile désigne la dualité, et
(2) Der, (A, K) ~ Ext}y, (K,, K,),

ou K, désigne le Ax-module K muni de 'action tautologique de K et de 'action de
A via .

Les conditions de finitude sur les dérivations suivantes interviendront & quelques
reprises dans ce travail :

(CFD) Vo € Ann(A,K) dimg Der,(A4,K) < oo .
(8’1l y a une ambiguité possible sur A ou K, nous dirons que (4, K) vérifie (CFD).)
(CFD)"  Pour toute extension finie L du corps K, (A, L) vérifie la condition (CFD).

On a manifestement les implications suivantes :
(Ag est un anneau noethérien) = (pour tout ¢ € Ann(A, K), m, est un idéal de
type fini de Ax) = (CFD).

La condition de noethérianité de Ax est en particulier vérifiée dans chacun des cas
suivants :

1. A est un anneau essentiellement de type fini (i.e. un localisé d’un anneau de
type fini) ;
2. A est un anneau noethérien et K un corps de type fini.

De plus, la noethérianité de Ax implique celle de A;, pour toute extension finie L
du corps K, et donc (CFD)*.

Remarque 1.3.1. — la condition (CFD)™ est également vérifiée lorsque p > 0 et
que la F,-algébre A/p est un module (ou une algébre) de type fini sur 'image de son
endomorphisme de Frobenius, car une dérivation en caractéristique p est nulle sur
les puissances p-iémes. Cette condition est en particulier vérifiée si A est une algébre
de type fini sur un corps parfait de caractéristique p. Cela fournit des exemples de
situations ott (CFD)* est satisfaite sans que 'anneau A i soit noethérien (par exemple,
si A = K est un corps parfait infini de caractéristique non nulle).

Remarque 1.3.2. — Supposons que l'image de ¢ € Ann(A, K) est finie, disons de
cardinal p”. Alors la théorie de Galois des corps finis fournit un diagramme commutatif
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de morphismes d’anneaux

A = Ay K225 Koy K

VT

~

Fpr ©p, K ———> K"

dont les composantes Ax — K de la composée A — K" sont les g@pi pour 0 <7 <.
Il s’ensuit que, si I, désigne I'idéal de A noyau de ¢, on a
r—1

(LP/I?O) ®r, K ~ @mwi /mipi .
i=0

Ainsi, la condition (CFD) implique que I,,/1, i est fini, et si tout morphisme d’anneaux
A — K est d’image finie (par exemple, si K est fini), alors la condition (CFD) équivaut
a la finitude de I,,/I2 pour tout ¢ € Ann(4, K).

Les conditions d’annulation des dérivations suivantes interviendront également,
notamment au chapitre |§| :

(CAD) VYo € Ann(A, K) Der,(A,K)=0.
(S’il y a une ambiguité possible sur A ou K, nous dirons que (A, K) vérifie (CAD).)
(CAD)"  Pour toute extension finie I du corps K, (A, L) vérifie la condition (CAD).

Ces conditions sont faciles & caractériser lorsque A = K :

Proposition et définition 1.3.3. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. pour toute extension L du corps K, (K, L) vérifie la condition (CAD);

2. (K, K) vérifie la condition (CAD)* ;

3. (K, K) vérifie la condition (CAD);

4. K est une extension algébrique de Q ou un corps parfait de caractéristique pre-
miere.

Lorsqu’elles sont vérifiées, nous dirons que K est sans dérivation.

Démonstration. — Les implications [I[=2=13] sont triviales.
Les implications [3=14=11 résultent de [Bou81l chap. V, §16, th. 1 et son cor. 3] en

caractéristique nulle et de [Bou81l, chap. V, § 13, prop. 6] en caractéristique premiére.
O

Nous aurons besoin au chapitre [§] du résultat technique simple suivant.

Lemme 1.3.4. — Supposons que pour toute extension finie séparable L du corps
K et tout « € Ann(A, L), on a dimy, Dery (A, L) < oo (resp. Dery (A, L) =0). Alors
la condition (CFD)T (resp. (CAD)™) est vérifice.
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Démonstration. — Il s’agit de montrer que si L’ est une extension finie, non
nécessairement séparable, de K, et « : A — L un morphisme d’anneaux, on a
dimy, Der, (A, L") < oo (resp. Dery (A, L") = 0). Soit L la fermeture algébrique sépa-
rable [Bou81l chap. 5, § 7, n°7] de K dans L’. Alors L' est une extension radicielle finie
du corps L, donc il existe n € N tel que la n-iéme itérée ¢ du morphisme de Frobenius
de L’ soit & valeurs dans L. Ainsi, il existe & € Ann(A, L) tel que la composée de &
et de l'inclusion L C L' coincide avec ¢ o a.. Ainsi, Deryoq(A, L") =~ Derg (A, L) QL§ r
est de dimension finie (resp. nul) par hypothése, puisque L est une extension finie
séparable de K. Comme la composition par ¢ définit une application K-linéaire
injective Derq (A, L") = Deryon(A, L), la conclusion s’ensuit. O

Nous utiliserons au chapitre |§| la caractérisation de la condition (CAD) pour des
algébres sur un corps fini donnée par les deux énoncés suivants.

Lemme 1.3.5. — Supposons que p est premier et que A est une Fp-algébre locale
dont le radical est de carré nul et le corps résiduel k est un sous-corps de K. Soit a
le morphisme d’anneaux A — k — K. Alors Der, (A, K) est nul si et seulement si A
est un corps parfait.

Démonstration. — Toute dérivation de x dans K (relativement a U'inclusion xk < K)
se prolonge, par précomposition par A — k, en une a-dérivation de A dans K, il est
donc nécessaire que « soit parfait pour que Der, (A, K) soit nul (cf. proposition.

Supposons désormais « parfait : comme J(A) est de carré nul, cela implique que
I'image de I’endomorphisme de Frobenius de la [Fp-algébre A induit un isomorphisme
de k sur une sous-algébre de A supplémentaire (comme F,-espace vectoriel) de J(A),
d’out 'on déduit Der (A, K) ~ Homg, (J(A),FF,) et la conclusion. O

Proposition 1.3.6. — Supposons que p est premier et que A est une Fy-algébre.
Alors la condition (CAD) est vérifiée si et seulement si, pour tout p € Spec(A) tel que
le corps Ky := Frac(A/p) se plonge dans K, l'idéal mazimal my = p.A, de l'anneau
localisé A, est égal a son carré et le corps Ky est parfait.

Démonstration. — Soient ¢ : A — K un morphisme d’anneaux et p son noyau : p
est un idéal premier de A et le corps , se plonge dans K. Notant ¢ : A, — K
I'unique morphisme d’anneaux factorisant ¢ & travers le morphisme canonique A —
Ay, toute dérivation d € Der,, (A4, K) se prolonge de maniére unique en une dérivation
de Dergs(Ap, K), donnée par d(a.z!) = a(z)"1d(a) —a(a)a(z)2d(z) pour a € A et
z € A\p, et d — d définit un isomorphisme Der, (A, K) = Ders(Ap, K). Par ailleurs,
comme ¢ est nul sur m,, tout élément de Derg(A,, K) est nul sur mﬁ, de sorte que la
réduction modulo m? induit un isomorphisme Derg(A,, K) = Derg(Ap/m?, K), ou
@Ay /m% — K désigne le morphisme d’anneaux induit par ¢. La conclusion résulte
maintenant du lemme [[.3.5 O
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Si M est un monoide et w : M — K, un morphisme, on appelle dérivation non
additive de M dans K relative a w toute fonction d : M — K telle que

V(z,y) e M*  d(zy) = w(z).d(y) + w(y).d(z).

Si b désigne I'image de w par la bijection canonique Mon(M, K,,) = Ann(Z[M], K),
le K-espace vectoriel des dérivations non additives M — K relatives & w s’identifie
a Dery(Z[M], K). Nous noterons simplement m,, pour mg, c’est-a-dire le noyau du
morphisme de K-algébres K[M] — K prolongeant w.

Exemple 1.8.7. — Si M est un groupe, alors w est a valeurs dans K™, et une
fonction d : M — K est une dérivation non additive relative & w si et seulement si la
fonction d/w est un morphisme de M dans le groupe additif sous-jacent & K.

Remarque 1.3.8. — Une dérivation non additive d : M — K relative a w satisfait
la relation d(z") = nw(z)"~*d(z) pour tous n € N* et x € M. En particulier, on a
d(z?) = 0 pour tout x € M.

1.4. Catégories linéaires, abéliennes

Catégories A-linéaires. — Une structure A-linéaire sur une catégorie A est un en-
richissement de A sur la catégorie monoidale symétrique (A-Mod, ®, A). Autrement
A

dit, les ensembles de morphismes de A sont munis d’une structure de A-module de
sorte que les applications de composition soient A-bilinéaires. Une catégorie Z-linéaire
est encore appelée catégorie préadditive. (Une catégorie additive est une catégorie
préadditive possédant des coproduits finis; dans ce cas, la structure préadditive est
unique.)

Le centre Z(A) d’une catégorie préadditive A est un anneau (commutatif). La
donnée d’une structure A-linéaire sur une catégorie A équivaut a la donnée d’une
structure préadditive sur A et d’'un morphisme d’anneaux A — Z(A).

Si A est une catégorie additive et A-linéaire, on dispose d’un foncteur (unique a
isomorphisme prés) (% : P(A) x A — A qui est additif et A-linéaire par rapport
a chaque variable et tel que A % — ~ Id4. On dispose de plus d’isomorphismes
AV % x,y) =~ Homa(V, A(x,y)) et A(V* (% z,y) ~ Az, V %) y) naturels en les objets
z,yde Aet V de P(A), ou V* := Homu(V, A).

Siy: A — B est un morphisme d’anneaux et A une catégorie A-linéaire, on note
A®4 B, ou v* A, la catégorie B-linéaire ayant les mémes objets que A et dont les
morphismes sont donnés par (A ®4 B)(z,y) := A(x,y) ®4 B, la composition et les
unités étant induites par celles de A. On dispose d’un foncteur canonique 7, : A —
~v*A égal a 'identité sur les objets, qui est ~-linéaire (c’est-a-dire A-linéaire, ou y*.A4

(4)possédant un ensemble générateur, par exemple, afin d’éviter tout probléme ensembliste.
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est munie de la structure A-linéaire image inverse par v de sa structure B-linéaire).
Si A est additive, alors v* A est également additive. Pour A = P(A), v, s’identifie au
foncteur P(A) — P(B) d’extension des scalaires le long de v. Siy: A - A/I est la
réduction modulo un idéal I de A, on notera A/I pour v*A.

Toute structure A-linéaire sur une catégorie fournit une action du monoide A4, sur
celle-ci.

Si S est une partie multiplicative de A (c’est-a-dire un sous-monoide de A, ), 'an-
neau de fractions A[S™!] a pour monoide multiplicatif sous-jacent 4,,[S™!]; de méme,
si A est une catégorie A-linéaire, la catégorie avec action de A4,,[S™!] sous-jacente a la
catégorie A[S™1]-linéaire A ®4 A[S™!] est A[S~!] : toutes les notions de localisation
concordent.

Catégories abéliennes et sous-catégories. — Pour les généralités sur les caté-
gories abéliennes, on pourra se référer a [Gab62, [Pop73]|.

Définition 1.4.1. — Soient £ une catégorie abélienne et £’ une sous-catégorie pleine
de £. On dit que £’ est une sous-catégorie :

— semi-épaisse si elle est stable par sous-quotients et par sommes directes finies ;

— épaisse si £ est semi-épaisse et stable par extensions;

— prélocalisante si £ est semi-épaisse et que le foncteur d’inclusion £ — £ admet
un adjoint a droite;

— prébilocalisante si £ est prélocalisante et que l'inclusion £ — £ admet un
adjoint a gauche;

— localisante si £’ est prélocalisante et épaisse ;

— bilocalisante si £ est prébilocalisante et épaisse.

Si & est une sous-catégorie semi-épaisse de &£, U'inclusion i : & — £ admet un
adjoint & droite (resp. a gauche) si et seulement si tout objet X de £ posséde un plus
sous grand sous-objet (resp. quotient) ®(X) appartenant a £ ; ® est alors adjoint a
droite (resp. a gauche) de 4, et 'unité i® — Idg (resp. la coiinité Idg — i®) est alors
le monorphisme (resp. I’épimorphisme) canonique.

Si & est une sous-catégorie semi-épaisse de &, la sous-catégorie pleine de & des
objets possédant une filtration finie dont les sous-quotients appartiennent a &’ est
épaisse, c’est la plus petite sous-catégorie épaisse de £ contenant £, on ’appelle donc
sous-catégorie épaisse de £ engendrée par &'

Catégories de Grothendieck. — On rappelle qu'une catégorie de Grothendieck
est une catégorie abélienne cocompléte, possédant un générateur, et dans laquelle les
colimites filtrantes sont exactes [Pop73|, p. 63, note 3]. Il est bien connu qu’une catégo-
rie de Grothendieck posséde toujours des produits [Pop73|, chapitre 3, corollaire 7.10]
et un cogénérateur injectif [Pop73| chapitre 3, théoréme 10.10 et lemme 7.12]. En
particulier, on peut y définir des groupes d’extensions. Les sous-objets d’un objet
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d’une catégorie de Grothendieck forment toujours un ensemble par [Gab62] chap. I,
prop. 5].

Une sous-catégorie semi-épaisse d’une catégorie de Grothendieck est prélocalisante
(resp. prébilocalisante) si et seulement si elle est stable par sommes directes (resp. pro-
duits) arbitraires. Une sous-catégorie prélocalisante d’une catégorie de Grothendieck
est elle-méme une catégorie de Grothendieck.

Si &' est une sous-catégorie semi-épaisse d’une catégorie de Grothendieck &, la
sous-catégorie pleine de £ des objets qui sont colimite d’une famille d’objets de £’ est
prélocalisante, c’est la sous-catégorie prélocalisante de £ engendrée par £'. Tout objet
de cette catégorie est la colimite filtrante de ses sous-objets appartenant a &’.

Différentes propriétés de finitude classiques d’un objet X d’une catégorie de Gro-
thendieck, ou plus généralement d’une catégorie abélienne £ dans laquelle la classe
des sous-objets d’un objet donné forme un treillis complet, interviendront de fagon
importante dans ce travail. Il s’agit notamment des notions d’objet noethérien, arti-
nien, simple, de longueur finie (que nous nommerons simplement fini ; cette condition
équivaut a noethérien et artinien), de type fini, ou de type cofini. Toutes ces notions
sont classiques et se trouvent par exemple rappelées dans [Alb15] § 3.2], & 'exception
de la derniére. Un objet de & est par définition de type cofini si pour toute famille de
sous-objets d’intersection nulle, il existe une sous-famille finie d’intersection nulle. Un
objet d’une catégorie de Grothendieck est de type cofini si et seulement s’il est exten-
sion essentielle d’un sous-objet fini. Comme ces propriétés de finitude d’un objet X de
& ne dépendent que du treillis de ses sous-objets, si X appartient a une sous-catégorie
semi-épaisse £ de &, elles sont équivalentes dans £ et £’.

Un objet d’une catégorie abélienne est dit localement noethérien (resp. localement
fini, localement de type fini) s'il est somme d’un ensemble de sous-objets noethériens
(resp. finis, de type fini). Une catégorie abélienne est dite localement noethérienne
(resp. localement finie, localement de type fini) si tous ses objets sont localement
noethériens (resp. localement finis, localement de type fini).

Pour n € NU {00}, on dit qu'un objet X d’une catégorie de Grothendieck £ est de
n-présentation finie — en abrégé, pf, — si le morphisme naturel

colJim Exts (X, —) o ® — Exts(X, colJim D)

est bijectif pour ¢ < n et injectif pour ¢ = n (si n est fini), pour tout foncteur
®: J — &, ou J est une petite catégorie filtrante. Pour davantage de détails sur cette
notion, on renvoie & [DT23l §1|, dont on suivra les notations — en particulier, on
désignera par pf,,(£) la classe des objets de & vérifiant la propriété pf,,.

Catégories abéliennes k-linéaires (cf. [SGAT7, début de lexposé 5]). — Si
k est un anneau et £ une catégorie abélienne k-linéaire cocompléte, le bifoncteur
® : P(k) x &€ — & s’é¢tend de fagon unique (a isomorphisme prés) en un bifoncteur
k
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encore noté ® : k-Mod x £ — £ qui est cocontinu par rapport a chaque variable. 11
k

est caractérisé par 'isomorphisme d’adjonction
AV ® a,b) ~ Homg(V, A(a, b))
k

naturel en les objets a, b de A et V de k-Mod.

Si k' est une k-algébre non nécessairement commutative, et £ une catégorie abé-
lienne k-linéaire, alors on note & % k' la catégorie dont les objets sont les couples
(X, f) ou X est un objet de £ et f : k¥’ — Endg(X) un morphisme de k-algébres (non
nécessairement commutatives). Les morphismes (X, f) — (Y, g) sont les morphismes
u: X — Y de & tels que le diagramme suivant commute.

K — - Ende(X)

|k

Endg(Y) —— Home(X,Y)

La catégorie £ % k' est abélienne. Si k' est commutative, cette catégorie est k'-
linéaire. Si £ est de Grothendieck, il en est de méme pour £ % k’. Si & est cocompléte,
alors le foncteur d’oubli & % k' — & posséde un adjoint & gauche noté — (% k' (sa
composée avec le foncteur d’oubli s’identifie & ’endofoncteur ¥’ ® — de £). Si € est de
Grothendieck et que &’ est un k-module plat, alors — % k' est ef(act.

Si £ est cocompléte, le foncteur k' ® — induit également un foncteur k-linéaire
k

pleinement fidéle EQi k' — & %k’ , mais celui-ci n’est généralement pas une équivalence
(par exemple, pour &€ = Ab et k = Z, son image essentielle est constituée des k'-
modules libres). Toutefois, si le morphisme d’anneaux k — k' est un épimorphisme,
ce foncteur est une équivalence. C’est en particulier le cas pour un morphisme surjectif
ou pour le morphisme canonique k — k[S~1], ot S est une partie multiplicative de k.

Un cas particuliérement important de ce type de changement de base est celui
ou k' est un localisé de ’anneau k. Nous utiliserons dans ce cadre le résultat simple
suivant :

Lemme 1.4.2. — Soient S une partie multiplicative d’un anneau k, £ une catégorie
abélienne k-linéaire et X un objet de 5%]{:[5‘1] ; notons L : E%k[s_l] — & le foncteur
d’oubl.

Supposons que End(X) est une k-algebre (non commutative) entiere. Alors tout
sous-objet de 1(X) est l’image par v d’un sous-objet de X. En particulier, si X est de
type fini (resp. noethérien, fini, simple...), alors il en est de méme pour 1(X).

(On notera que, si £ est cocompléte, alors £ % k[S™1] s’identifie & £[S71].)
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Démonstration. — Un objet T de £ appartient a I'image essentielle de ¢ si et seule-
ment image de S par le morphisme de k-algébres & — Z(End(T)) est inversible.
Comme par ailleurs ¢ est pleinement fidéle, la conclusion découle du lemme élémen-
taire d’algeébre commutative ci-dessous. O

Lemme 1.4.8. — Soient S une partie mutiplicative d’un anneau k et R une k[S™1]-
algebre. Si R est entiére comme k-algebre, alors k et k[S™Y] ont la méme image dans

R.

Démonstration. — Soit s € S. Comme l'image de s~! dans R annule un polynéme
unitaire a coefficients dans k, c’est un polynome (& coefficients dans k) en I'image de
sek. O

Décompositions en somme directe d’objets indécomposables. — Considé-
rons les propriétés suivantes d’un objet X d’une catégorie de Grothendieck & :

(Dec) L’objet X est isomorphe & une somme directe d’objets indécomposables de
E.

(DecF) L’objet X est isomorphe a une somme directe finie d’objets indécompo-
sables de &.

(DecFF) 1l existe un entier d tel que toute décomposition de X en somme directe
de sous-objets non nuls a au plus d termes.

On a manifestement les implications (DecFF)=-(DecF)=-(Dec).

Remarque 1.4.4. — Un objet de type fini de £ qui vérifie la condition (Dec) vérifie
nécessairement (DecF).

Définition 1.4.5. — On dit qu’un objet de &£ est de dimension uniforme (ou de
Goldie) finie 8'il ne contient pas de somme directe infinie d’objets non nuls.

Exemple 1.4.6. — Tous les objets noethériens et tous les objets de type cofini de
& sont de dimension uniforme finie.

Pour la propriété classique suivante, on pourra consulter [Alb15] §2.2 et 3.2].

Proposition 1.4.7. — Si X est un objet de £ de dimension uniforme finie, alors
il existe d € N tel que tout sous-objet de X est somme directe d’au plus d sous-objets
non nuls.

Corollaire 1.4.8. — Tout objet de £ de dimension uniforme finie vérifie la condi-
tion (DecFF).

Corollaire 1.4.9. — Tous les objets noethériens et tous les objets de type cofini de
& vérifient la condition (DecFF).
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Remarque 1.4.10. — Un objet de type fini ne vérifie pas nécessairement la condi-
tion (Dec). Par exemple, si A est le produit d’une infinité d’anneaux non nuls, le
A-module de type fini A ne vérifie pas (Dec).

Proposition 1.4.11. — Si & est K-linéaire, tout objet X de & tel que dim g Endg(X)
soit finie vérifie la condition (DecFF).

Démonstration. — En effet, si X est isomorphe & une somme directe de d objets non
nuls, alors dimg Endg (X) > d. O

1.5. Catégories de foncteurs

Soient C et £ des catégories, avec C essentiellement petite. Si € est cocompléte
(resp. compléte, additive, abélienne, de Grothendieck), alors il en est de méme pour
la catégorie de foncteurs Fct(C, E).

Si @ : D — C est un foncteur entre catégories essentiellement petites, on notera
®* : Fet(C,E) — Fet(D, E) le foncteur de précomposition par @. Si ¥ : £ — & est
un foncteur, on notera U, : Fct(C,&) — Fct(C,E’) le foncteur de postcomposition
par V.

Si k est un anneau, on note F(C; k) pour Fct(C, k-Mod). On note aussi F(A, k)
pour F(P(A); k).

Si C et D sont des catégories essentiellement petites, on note

X:F(CK)xF(D;K)— F(C xD;K)

le produit tensoriel extérieur (sur K), donné par (F X G)(¢,d) := F(c) ® G(d). Un
autre produit tensoriel extérieur apparaitra quelquefois : si € est une catégorie de Gro-
thendieck k-linéaire et & — &’ un morphisme d’anneaux, on dispose d’une équivalence
canonique Fet(C, &) % k' ~ Fet(C, & % k') de catégories de Grothendieck k'-linéaires
(qui se spécialise notamment en F(C; k) % k' ~ F(C;k")). Nous identifierons souvent

ainsi ces deux catégories.

Le produit tensoriel que nous utiliserons le plus souvent sera le produit tensoriel
interne a F(C; K), calculé au but, et noté simplement ® : (F®G)(c) = F(c)®G(c) —
ou encore, F'® G est la précomposition de FKIG par le foncteur diagonale C — C x C.

Si ¢ est un objet de C, on note P5* T'objet k[C(¢, —)] de F(C; k). La mention a la
catégorie C sera souvent omise quand aucune ambiguité ne peut en résulter, de méme
que la mention a Panneau k (surtout lorsque k = K). Ce foncteur est projectif de
type fini car il représente ’évaluation en ¢, par une variante du lemme de Yoneda. Les
F; * constituent une famille génératrice de la catégorie F(C; k) lorsque ¢ parcourt un
squelette de C.
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Nous utiliserons & plusieurs reprises les notions de support ou de co-support d’un
foncteur, pour lesquelles nous renvoyons a [DTV23| déf. 1.2]. Dans F(C; k), un en-
semble E d’objets de C constitue un support d’un foncteur si et seulement s’il est
quotient d’une somme directe de foncteurs de la forme P§ avec ¢ € F.

Foncteurs & valeurs de dimension (ou de type) fini(e). — On note F4(C; K)
la sous-catégorie pleine de F(C; K) constituée des foncteurs dont les valeurs sont des
espaces vectoriels de dimension finie sur K.

L’observation immédiate suivante sera d’usage courant.

Proposition 1.5.1. — Si F est un objet de type fini de F(C;K) et G un objet
de FY(C; K), alors l’espace vectoriel Hom(F,G) est de dimension finie. En particu-
lier, si F' est un objet de type fini de F¥(C; K), la K-algebre (non nécessairement
commutative) End(F) est de dimension finie.

Démonstration. — Comme F' est de type fini, c’est un quotient d’une somme directe
finie de foncteurs de la forme Pg, donc Hom(F, —) est un sous-foncteur d’une somme
directe finie de foncteurs d’évaluation. O

Par la proposition [1.4.11] on en déduit :

Corollaire 1.5.2. — Tout foncteur de type fini de FY(C; K) vérifie la condition
(DecFF).

La proposition admet la généralisation immédiate suivante :

Proposition 1.5.3. — Soient k un anneau noethérien. Si F' est un objet de type fini
de F(C; k) et G un objet de F(C; k) a valeurs de type fini, alors le k-module Hom(F, G)
est de type fini. En particulier, si F' est un objet de type fini et & valeurs de type fini
de F(C; k), la k-algébre (non nécessairement commutative) End(F) est finie (i.e. de
type fini comme k-module).

Nous aurons besoin en fin de mémoire du résultat suivant :

Proposition 1.5.4. — Soient k un anneau noethérien, M un monoide opérant sur
une petite catégorie C et F' un foncteur de type fini et a valeurs de type fini de
F(CIM~1;k). Alors l'image de F dans F(C;k) par la précomposition par le fonc-
teur canonique C — C[M~1] est de type fini.

Démonstration. — La catégorie F(C; k) est k[M]-linéaire, et F(C[M ~']; k) s’'identifie
a F(C k)M~ ~ F(C;k) k%ﬂ k[M, M~1]. La proposition [1.5.3| montre que I'algébre

End(F) est finie, donc entiére, sur Panneau noethérien k, et a fortiori sur k[M]. Par
conséquent, le lemme donne la conclusion. O
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On dit [DTV23| déf. 3.4] que K est un corps de décomposition non additif de la
catégorie C si, pour tout foncteur simple S de F4(C; K), le morphisme canonique
de corps (non commutatif au but) K — End(S) est un isomorphisme. Lorsque C est
de plus additive, on dit que K est un corps de décomposition de C si la condition
précédente vaut pour les foncteurs additifs simples S de F4(C; K).

Ezxemple 1.5.5. — 1. Si K est algébriquement clos, c’est un corps de décompo-
sition non additif de C.

2. On peut montrer (mais c’est non trivial, contrairement a I’observation précé-
dente) que tout corps de décomposition K d’une petite catégorie additive qui
contient les racines de I'unité (i.e. tel que v(K) = N*) en est également un corps
de décomposition non additif [DTV23| cor. 5.7].

3. Le corps K est un corps de décomposition de la catégorie P(A) si et seulement
si tout morphisme d’anneaux de A vers un corps qui est une extension finie de
K est a valeurs dans K.

Propriétés de finitude. — Les résultats ici rappelés constitueront I'un des fon-
dements essentiels des théorémes de finitude (propriétés localement noethérienne ou
localement finie) que nous établirons, dans des situations beaucoup plus générales, a
la fin de ce travail.

Théoréme 1.5.6 (Putman-Sam-Snowden). — Si A est un anneau fini (éventuel-
lement non commutatif) et £ une catégorie de Grothendieck localement noethérienne,
alors la catégorie Fct(P(A),E) est localement noethérienne.

Démonstration. — Lorsque £ est une catégorie de modules sur un anneau noethé-
rien, le résultat est démontré dans [PS17| ou [SS17|. Le cas d’une catégorie but
localement noethérienne générale s’établit exactement de la méme fagon, et apparait
explicitement dans [Djal6]. O

Proposition 1.5.7. — Si A est un anneau fini (éventuellement non commutatif) de
cardinal inversible dans K et € une catégorie de Grothendieck K -linéaire localement
finie, alors la catégorie Fct(P(A),E) est localement finie.

Démonstration. — Combiner [DTV 23|, Proposition 11.7] (qui repose lourdement sur
le théoréme [1.5.6)) et [DT23] fin du §3.2]. O

Foncteurs additifs. — Si A et B sont des catégories préadditives, avec A essentiel-
lement petite, on note Add(A, B) la sous-catégorie pleine des foncteurs additifs de
Fct(A,B). Pour d € N, on note Add,(A, B) la sous-catégorie pleine de Fct(A%, B)
des multifoncteurs qui sont additifs par rapport & chacune des d variables. Ainsi,
via I’équivalence de catégories canonique Fct(A?, B) ~ Fct(A, Fct(A?! B)), on a
Add,(A,B) ~ Add(A,Add,—1(A, B)).
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Si R est un anneau non nécessairement commutatif et £ une catégorie abélienne
cocompléte, ’évaluation en R induit une équivalence de catégories

(3) Add(P(R),&) = & 5 RO,

d’ou pour tout d € N

(4) Addy(P(R).£) = £ (R#)

et pour tout anneau non nécessairement commutatif £ une équivalence
(5) Add(P(R),k-Mod) ~ (k % R°P)-Mod

(théoreme d’Eilenberg- Watts).



CHAPITRE 2

CATEGORIES DE GROTHENDIECK A-LINEAIRES ET
TORSION

Convention 2.1. — Dans tout le chapitre[3, la lettre I désigne un idéal de A, et €
désigne une catégorie de Grothendieck A-linéaire.

Les notions et résultats présentés dans ce chapitre sont bien connus et constituent
une généralisation immédiate aux catégories de Grothendieck A-linéaires de résultats
de base sur la I-torsion des A-modules, qui donne lieu notamment & I'étude de la
cohomologie locale (voir & ce sujet Pouvrage [SS18]). Précisément, toutes les notions
de ce chapitre s’obtiennent par produit tensoriel avec £ au-dessus de A de leurs
déclinaisons dans A-Mod, au sens du produit tensoriel de catégories de Grothendieck
introduit dans [LRGS18|. Nous nous contentons ici d’'un point de vue concret et
élémentaire.

2.1. Objets de [-torsion

Définition 2.1.1. — 1. On note U(E; ) la sous-catégorie pleine des objets M
de & tels que le morphisme d’anneaux canonique A — Endg (M) soit nul sur I.
Les objets de U(&; 1) sont nommés objets de I-torsion forte de £.
Autrement dit, U(&; I) s’identifie canoniquement a la catégorie £/1, ou encore
act % A/l
2. On note V(E; 1) la sous-catégorie pleine de € réunion sur n € N des sous-
catégories U(E; I™) (ou I™ désigne la puissance n-iéme de l'idéal I).
3. On note V(&;I) la sous-catégorie pleine des objets de £ qui sont colimites d’ob-
jets appartenant a V°/(&;1). Les objets de V(&£;1) sont nommeés objets de I-
torsion faible de &, ceux de V! (€; 1) objets de I-torsion faible & caractére fini.

La proposition suivante est immédiate.
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Proposition 2.1.2. — La sous-catégorie U(E;I) de £ est prébilocalisante. On note
X — Xyyr (resp. X = XA7) le foncteur € — U(E;1) adjoint a gauche (resp. a
droite) de linclusion.

Pour tout objet X de &, l'unité X — X 41 (resp. la coiinité XA 5 X ) est un
épimorphisme (resp. un monomorphisme) qui identifie X s,r (resp. XAT) au plus
grand quotient (resp. sous-objet) de X appartenant a U(E;T).

Concretement, le noyau de I'unité X — X 4,5 est le sous-objet [.X de X somme
des images des endomorphismes Ax de X (donnant l'action de A sur cet objet) pour
Arel.

Les trois énoncés faciles suivants sont laissés en exercice.

Lemme 2.1.8. — Soient I,J des idéaux de A et X un objet de £. Les assertions
suivantes sont équivalentes :
1. X appartient a U(E;1J) ;
2. il existe une suite exacte courte 0 - X' — X — X" — 0 de £ avec X' dans
U&;T) et X" dans U(E;J).

Proposition 2.1.4. — Soit X un objet de £. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. X appartient ¢ U(E;I™) ;

2. il existe une filtration de longueur n

0O=Tychc---cT,=X
dont les sous-quotients T;/T;_1 (pour i € [1,n]) appartiennent a U(E;1).

Corollaire 2.1.5. — 1. La sous-catégorie V(E;1) de & est la sous-catégorie

épaisse engendrée par U(E; ).

2. La sous-catégorie V(E; 1) de & est la sous-catégorie prélocalisante engendrée par
Vet(&; ).

3. Tout objet de type fini de V(E;1) appartient o VE(E;T).

4. Si Uinclusion 1? C I d’idéauz de A est une égalité, alors Uinclusion U(E;1) C
V(&; 1) est une égalité ; réciproquement, cette égalité pour € = A-Mod implique
?=1.

Remarque 2.1.6. — La cohomologie locale de £ par rapport & I est par définition
le foncteur cohomologique obtenu en dérivant & droite I’adjoint & droite de 'inclusion
V(&;I) — £. Nous n’en aurons pas besoin explicitement dans ce travail.

La proposition ci-dessous est classique et significative des problémes de finitude
sous-jacents aux situations dans lesquelles nous étudierons la torsion dans ce mémoire,
situations ou I’hypothése de type-finitude de I'idéal I ou de noethérianité locale de
la catégorie ambiante ne seront presque jamais vérifiées. Elle ne sera toutefois pas
utilisée dans ’article, c’est pourquoi nous ne ferons qu’esquisser sa démonstration.
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Proposition 2.1.7. — Si £ est localement noethérienne, ou que I est un idéal de
type fini de A, alors V(E;I) est une sous-catégorie localisante de E.

Démonstration. — Le cas ou £ est localement noethérienne résulte de la propriété
générale bien connue que toute sous-catégorie d’une catégorie localement noethérienne
obtenue en saturant par colimites une sous-catégorie épaisse est localisante.

Si I est un idéal de type fini, disons engendré par n éléments, on se raméne d’abord
au cas ou n = 1 a l'aide des observations suivantes : si I et J sont deux idéaux de A,
alors U(E; T+ J)=UEDNUE; J) et V(E; T+ T) =V (E;T)NV(E; J). Par ailleurs,
pour tout élément a de A, V(&; (a)) est le noyau du foncteur canonique €& — E[a™1],
qui est ezact et cocontinu, c’est donc bien une sous-catégorie localisante de £. O

Remarque 2.1.8. — Sans hypothése de finitude sur I ni sur £, la sous-catégorie
V(&;T) n’est généralement pas stable par extensions — cf. exemple ci-aprés.

La propriété suivante, qui constitue une variante du théoréme d’Hopkins-Levitzki,
nous servira au chapitre [5[ (par 'intermédiaire de son corollaire).

Proposition 2.1.9. — Soit X un objet noethérien de £.
Alors X appartient a VI (E;Nil(A)). Si de plus la catégorie U(E;Nil(A)) est loca-
lement finie, alors X est fini.

Démonstration. — Comme X est noethérien, il existe un idéal de type fini I de A,
inclus dans Nil(A), tel que Nil(A).X = I.X. On en déduit 'égalité Nil(A)". X = I". X
par récurrence sur n € N. Comme [ est de type fini et constitué d’éléments nilpotents,
il existe n tel que I"™ = 0, d’ou Nil(A)”.X = 0. Autrement dit, X appartient a
U(&;Nil(A)") C VE(&;Nil(A)).

La proposition montre que si U(E;Nil(A)) est localement finie, alors X est
fini (les sous-quotients de la filtration (7;) donnée par la proposition sont noethériens
et dans U(&;Nil(A)), donc finis). O

Corollaire 2.1.10. — Soient &' une catégorie de Grothendieck K-linéaire et B
une K -algebre quasi-parfaite. On suppose également que la K-algébre B/ J(B) est de
dimension finie.

Alors un objet de 8’%3 est noethérien si et seulement si son image par le foncteur
d’oubli &' % B — &' est noethérienne.

Si de plus la catégorie E' est localement finie, alors tout objet noethérien de &' % B
est fini.
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2.2. Propriétés cohomologiques élémentaires

L’un des principes imprécis mais importants de la théorie de la torsion dans les
catégories abéliennes est que « les objets de torsions assez différentes ne se mélangent
pas ». La proposition suivante en donne une illustration cohomologique.

Proposition 2.2.1. — Soient I et J deuz idéaux de A tels que I +J = A. 51 X
(resp. Y') est un objet de V(E;1) (resp. V(E;J)), alors Exte(X,Y) =0.

Démonstration. — Commencons par établir ce résultat lorsque X appartient a
U(E;I). Comme I +J = A, il existe a € I tel que 1 —a € J. Il s’ensuit que
Iimage de a dans 'anneau A/J™ est inversible pour tout n € N, ainsi l'action de
a est inversible sur tout objet de V<{(&;.J), et donc sur tout objet de V(£;.J). Par
ailleurs, les foncteurs Ext% se relévent (au but) aux A-modules : ainsi I'action de a
sur Exts(X,Y) est nulle car elle 'est sur X, qui appartient a U(€;I), mais elle est
aussi inversible, puisqu’elle 'est sur Y, qui appartient & V(&;J). Par conséquent,
Extz(X,Y) =0.

Montrons maintenant le résultat lorsque X appartient a V(£;1). La relation
I+ J = A entraine I™ + J = A pour tout n € N, de sorte que ce cas se déduit
directement du précédent.

Montrons maintenant le cas général : X posséde une filtration croissante exhaustive
par des sous-objets de V°f(&£;1), et est donc quotient d’une somme directe d’objets
de VI(&;T). On en déduit par récurrence qu’il existe un complexe homologique de £
dont tous les termes sont des sommes directes d’objets de V!(&; I) et dont I’homologie
est isomorphe a X, concentrée en degré 0. Les suites spectrales d’hypercohomologie
correspondantes permettent alors de conclure en se ramenant au cas précédent. [

Un autre aspect de 1’étude cohomologique de la torsion consiste & comparer les
groupes d’extensions dans € et V(€;I) (il n’y a aucun espoir que les Ext! coincident
dans € et dans U(&; 1), sauf si U(E;1) =V (E; 1), d’aprés le corollaire [2.1.5).

Nous aurons besoin pour cela de la version suivante du lemme d’Artin-Rees.

Lemme 2.2.2. — Soient n € N, Y un objet noethérien de £ et X un sous-objet
de Y. Alors il existe un entier m > n tel que X N (I™.Y) C I".X.

Démonstration. — Quitte & remplacer I par I™, on peut supposer n = 1. On peut
également supposer que I est un idéal de type fini, car la noethérianité de X et Y
entraine I'existence d’un idéal de type fini J de A, inclus dans I, tel que J. X = [.X
et JY =1.Y, égalités qui entrainent J™.X = ["™.X et J™.Y = [™.Y par récurrence
sur m € N.

Supposons donc que I est engendré par r éléments de A, et montrons le lemme par
récurrence sur r.

Traitons d’abord le cas r = 1 : I est engendré par un élément f de A. Etant donné
m € N, posons T, = (i) (X) : (T}n)men est une suite croissante de sous-objets de
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Y, elle stationne donc. Par ailleurs, I™.T,,, = X N (I™.Y). Par conséquent, 1'égalité
Tn—1 = T,, implique

XNnImY)=II" Tp_1)=1(XNn{I™Y)) cIX.

Supposons maintenant r quelconque; écrivons I = J + I’; ou J (resp. I') est
un idéal engendré par au plus r — 1 (resp. 1) éléments. L’hypothése de récurrence
fournit m € N* tel que X N (J™.Y) C J.X. Soit Y’ l'objet noethérien Y/(J™.Y)
de £ et X’ son sous-objet X/(X N (J™Y)). Ce qui précéde fournit | € N* tel que
X'n(IY") cI' X', cest-a-dire X N (I'.Y +J™.Y)C I'X +J™.Y, dou

XNI'Y+J"Y)CXN(I'X+J"Y)=I'X+(XNJ"Y)CI'X+JX =1X.

Par ailleurs, I''Y + J™.Y = (I'' + J™).Y, et I'tm=L = (I' + J)HAm=L c [t 4 g™,
d’ou le lemme. O

Proposition 2.2.3. — Supposons que la catégorie £ est localement noethé-
rienne. Alors le foncteur d’inclusion V(E;1) — £ préserve les objets injectifs; il
induit un isomorphisme entre groupes d’extensions.

Démonstration. — On note tout d’abord que, d’aprés le corollaire V(&) est
une catégorie de Grothendieck, donc en particulier une catégorie abélienne avec assez
d’objets injectifs, il suffit donc de montrer que l'inclusion V(£;I) — £ (qui est exacte)
préserve les objets injectifs.

Soit L un objet injectif de V(£;1). Pour n € N, notons L,, :== LA/I" : alors (L,,)
est une suite croissante de sous-objets de L, de colimite L, et L, est un objet injectif
de la catégorie abélienne U(E;1™).

Soient Y un objet noethérien, X un sous-objet de Y et f € £(X, L,). Choisissons
un entier m > n tel que X N (I™.Y) C I".X (lemme [2.2.2)). Alors le morphisme f se
factorise a travers la projection X — X/(X N (I™.Y)). Comme L,, est injectif dans
U(E;I™) et que linclusion X C Y induit un monomorphisme X/(X N (I"™.Y)) <
Y/(I™.Y) ~Ya,pm de U(E;1™), il s’ensuit qu’on peut former un diagramme commu-
tatif

X n
\ /7
c X/(XNn{I™Y) c
Y Ly,
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Comme tout morphisme de X vers L se factorise par l'inclusion L, C L pour
n assez grand (car X est de type fini), on en déduit que tout morphisme X — L
s’étend a Y, dés lors que Y est noethérien. Comme £ est localement noethérienne,
cela implique que L est injectif, d’ou la proposition. [

L’hypothése localement noethérienne est forte; la comparaison cohomologique
entre V(&;1) est difficile en général sans hypothése de finitude, et ce dés le degré
cohomologique 1 : la sous-catégorie V(&;I) de £ n’est pas nécessairement épaisse.

Ezxemple 2.2.4. — Considérons 'anneau A quotient de l’algébre de polyndmes
Klz1,22,...,%y,...] en une infinité dénombrable d’indéterminées sur le corps K par
l'idéal engendré par les éléments zpx;, ...x;, , pour tous n € N* et (i1,...,i,) €
(N*)™. Alors A est un anneau local dont le radical I, image dans A de 1'idéal d’aug-
mentation de K[z1,z2,...,2Zp,...], vérifie : ¥t € I In € N I"t = 0. Il s’en-
suit que le A-module I appartient & V(A-Mod;I). Par conséquent, le A-module
A appartient a la sous-catégorie épaisse de A-Mod engendrée par V(A-Mod; ) (la-
quelle coincide donc avec A-Mod), en vertu de la suite exacte courte de A-modules
0—-I—-A—A/I—0.

Mais le A-module A n’appartient pas & V(A-Mod; ), car I n’est pas un idéal
nilpotent (car 'image de z!' dans A n’est pas nulle).

2.3. Décomposition selon la torsion

Au-dela des objets de torsion, ce sont les objets possédant une décomposition
en somme directe de sous-objets de torsion relativement & des idéaux appropriés qui
s’avéreront particuliérement utiles. L’énoncé ci-dessous donne des propriétés générales
simples de telles décompositions.

Proposition 2.3.1. — Soit M un ensemble d’idéaux de A tel que I + J = A dés
que T et J sont deux éléments distincts de M (par exemple, un ensemble d’idéaux
maximaux ). Considérons le foncteur

o: [[VED =€ (XDrem— @ ulX),
IeM IeM
oty V(E;I) — & désigne le foncteur d’inclusion.

1. Le foncteur ® est exact et pleinement fidéle. Il commute aux colimites.

2. Supposons que M est constitué de tous les idéaur maximaux de A et que A est
semi-primaire. Alors ® est une équivalence de catégories.

3. Supposons que £ est localement noethérienne. Etant donnés des objets X =
(XD)rem et Y = (Y1)1em de [[;ep V(E; 1), le morphisme canonique

T Exti e (X1, Y1) ~ Ext*(X,Y) — ExtZ(®(X), ®(Y))
IeM
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est un isomorphisme.

Démonstration. — Comme chaque foncteur ¢; est exact, pleinement fidéle, et com-
mute aux colimites, il suffit d’établir la nullité de S(LI(XI), &b LJ(YJ)) pour
JeM\{I}

montrer la premiére assertion. Comme les colimites filtrantes sont exactes dans &, ce
groupe abélien s’injecte dans

euxn, I wom)= Tl &wXnua)),
JeEM\{I} JeEM\{I}
qui est nul d’apreés la proposition
Sous les hypothéses du deuxiéme point, A est isomorphe & un produit fini d’anneaux
locaux de radicaux nilpotents, d’ou 'on tire que tout A-module M se décompose de
facon unique et naturelle en somme directe de sous-modules annulés par une puissance
d’un idéal maximal de A, ce qui entraine I'essentielle surjectivité de P.
Supposons maintenant que &£ est localement noethérienne. La proposition
montre que chaque foncteur ¢; induit un isomorphisme entre groupes d’extensions,

il suffit donc pour conclure d’établir la nullité de Extg (LI(XI), &b LJ(YJ)). Si
JeM\{I}
X est noethérien, ce groupe abélien est isomorphe & @  Exte(er(X1),ts(Yy))
JeM\{I}
[DT23] prop. 1.3], donc nul par la proposition Le cas général s’en déduit par

un argument formel en écrivant X; comme la colimite filtrante de ses sous-objets
noethériens (cf. fin de la démonstration de la proposition [2.2.1)). O

Remarque 2.3.2. — On ne peut se passer d’hypothése de finitude forte de type
noethérianité locale dans la derniére assertion de la proposition 2.3.1} Nous en verrons
une illustration dans I'exemple

Remarque 2.3.3. — Lorsque £ = A-Mod, la réciproque de la deuxiéme assertion
est vraie : si ® est une équivalence de catégories (M étant ensemble des idéaux
maximaux de A), alors A est semi-primaire. On vérifie en effet trés facilement que
I’appartenance du A-module A a 'image essentielle de ® implique que A est un anneau
semi-primaire.

La proposition suivante donne une situation ou ’existence d’une décomposition en
sous-objets de torsion relativement aux idéaux maximaux de A est garantie pour tous
les objets vérifiant la condition (Dec).

Proposition 2.3.4. — Supposons que l’anneau A est absolument plat et notons M
l’ensemble des idéaux mazimaux de A. Alors le foncteur

v: [JuEn—¢  (Xnem— @@ n(x),
IeM IeM
oty U(E;I) — & désigne le foncteur d’inclusion, est pleinement fidéle et son image
essentielle contient tous les objets de £ vérifiant la condition (Dec).
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Démonstration. — Compte-tenu de la proposition il suffit de montrer que tout
objet indécomposable X de £ appartient & I'image essentielle de ¥. L’image du mor-
phisme d’anneaux canonique A — Z(Endg(X)) est un anneau absolument plat (car
c’est un quotient de A), et n’a pas d’idempotent non trivial (car ¢’est un sous-anneau
de Z(Endg(X))), c’est donc un corps. Son noyau est un idéal maximal I de A, et X
appartient a U(&;1). O

Remarque 2.3.5. — Pour £ = A-Mod (ou A est un anneau absolument plat), la
réciproque est vraie : un A-module qui appartient a I'image essentielle de ¥ vérifie la
condition (Dec). En particulier, si A n’est pas semi-simple, le A-module A n’appartient
pas a cette image.



CHAPITRE 3

POIDS DANS LES CATEGORIES DE FONCTEURS

Convention 3.1. — Dans tout le chapitre[3, C désigne une catégorie essentiellement
petite munie d’une action d’un monoide M et £ une catégorie de Grothendieck K-
linéaire.

Nous nous appliquerons dans ce chapitre a la catégorie de foncteurs Fct(C, &),
munie de la structure K[M]-linéaire pour laquelle les éléments de M opérent a la
source et les éléments de K par multiplication au but, les notions de torsion du
chapitre précédent. Le cas particulier le plus important sera celui de la catégorie
F(C; K). Les décompositions en poids (faibles ou fortes) que nous introduirons seront
ainsi des cas particuliers des décompositions selon la torsion du §[2:3]

Il s’agit d’une part de donner de nouveaux points de vue sur la théorie esquissée au
chapitre précédent, notamment & ’aune de ce que lalgebre linéaire (réduction simul-
tanée des endomorphismes des K-espaces vectoriels) permet, mais aussi d’aller plus
loin dans les critéres d’existence de telles décompositions. D’autre part, il s’agit de
donner plusieurs énoncés de changement de base (changement de corps au but, chan-
gement de monoide agissant a la source...) qui se révéleront importants dans plusieurs
de nos considérations ultérieures (au moins pour certains aspects techniques).

3.1. Définitions

Les morphismes de monoides de M vers le monoide multiplicatif K, seront aussi
appelés poids. Un tel morphisme w s’étend de fagcon unique en un morphisme de K-
algébres w : K[M] — K, dont on rappelle (cf. page que m,, désigne le noyau, qui
est donc un idéal mazimal de K[M].

Définition 3.1.1. — Soient w : M — K, un poids et F' un foncteur de Fet(C, ).

1. On dit que F est homogéne de poids fort w s’il est non nul et appartient a la
sous-catégorie pleine U(Fct(C,£);my,) de Fct(C,E) — autrement dit, si, pour
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tout objet = de C et tout élément A de M, 'endomorphisme A, de = est envoyé
par F sur la multiplication par w()). La catégorie U(Fct(C,&); m,,) est notée
Fct(C, &)y

. On dit que F est homogéne de poids faible w s’il est non nul et appartient &

la sous-catégorie pleine V(Fct(C, £);my,) de Fct(C,E). Cette sous-catégorie est
notée Fct(C, &) cw>.

. On dit que F admet une décomposition en poids forte (resp. faible) s’il est

isomorphe & une somme directe, éventuellement infinie, de foncteurs homogénes
pour certains poids forts (resp. faibles).

. On dit que F' admet une décomposition en poids forte (resp. faible) finie s’il

posséde une décomposition en somme directe finie (resp. une filtration finie)
dont chaque terme (resp. chaque sous-quotient) est homogéne d’un certain poids
fort.

Remarque 3.1.2. — La condition de non-nullité est destinée & garantir l'unicité
du poids d’un foncteur homogéne. Par ailleurs, la premiére assertion de la proposi-
tion [2.3.1] montre qu’une décomposition en poids d’un foncteur est nécessairement

unique (& isomorphisme pres).

Proposition et définition 3.1.3. — Soit w: M — K, un poids.

1. La sous-catégorie Fct(C, &), de Fct(C,E) est prébilocalisante. C’est en par-

ticulier une sous-catégorie abélienne de Fet(C,E). Ladjoint o droite (resp. a
gauche) du foncteur d’inclusion Fct(C,E),, — Fct(C,E) est noté F — FY
(resp. F— Fy,).

. Plus généralement, pour r € N, on note F' Fg] l’adjoint & gauche du foncteur

d’inclusion U(Fct(C,&);ml) — Fct(C, ).

. La sous-catégorie Fct(C,E)<w> de Fct(C,&) est prélocalisante. On note F' —

F<*> Padjoint & droite du foncteur d’inclusion Fct(C, &)<y — Fet(C, E).

b F-oF

m€Mon(M,K,,)

. Le morphisme canonique

est un monomorphisme. Le foncteur canonique
11 Fct(C, &) crs — Fet(C,E)
m€Mon(M,K,,)

(donné par la somme directe des projections composées avec les inclusions) est
pleinement fidéle.

Démonstration. — Le caractére prébilocalisant (resp. prélocalisant) de la sous-
catégorie Fct(C, &)y (resp. Fet(C, E)cws) de Fet(C,E) est un cas particulier de la
proposition m (resp. du corollaire . La derniére assertion provient pour sa
part de la proposition [2.3.1 O
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Remarque 3.1.4. — Une décomposition en poids (faible ou forte) d’un foncteur de
type fini est nécessairement finie. Par ailleurs, un foncteur posséde une décomposition
en poids (faible ou forte) si et seulement s'il est colimite de sous-foncteurs possédant
une décomposition en poids (faible ou forte) finie.

En particulier, si la catégorie £ est localement de type fini, alors un foncteur de
Fct(C, £) posséde une décomposition en poids (faible ou forte) si et seulement si tous
ses sous-foncteurs de type fini possédent une décomposition en poids (faible ou forte)
finie. On peut ainsi souvent se limiter & étudier les décompositions en poids finies.

Exemple 3.1.5. — Soient c un objet de C et w € Mon(M, K,). Le foncteur (Pg).,
est donné par (P§),(t) = K[C(c,t)] ® K, ou K, désigne le K-espace vectoriel
K[M]

K muni de 'action de M donnée par w; plus généralement, le plus grand quotient
de Pg appartenant a U(Fct(C,€);m],) (ou r € N) est donné par t — K[C(c,t)] ®
K[M]

(K[M]/my,).

Remarque 3.1.6. — Par la proposition 2.1.4] un foncteur F' posséde une décompo-
sition en poids faible finie si et seulement s’il existe r,n € N et des poids deux & deux
distincts wy, ..., w, : M — K, tels que le morphisme canonique F' — @?:1 FI[L] soit
un isomorphisme.

Définition 3.1.7. — Etant donné un foncteur F de Fct(C, &), on note Iy (F), ou
simplement II(F'), 'ensemble des morphismes de monoides w : M — K, tels que
F* #£ 0. Les éléments de II(F') sont appelés poids de F'.

Remarque 3.1.8. — La condition F'* # 0 équivaut a F<%> £ 0. Si de plus F
admet une décomposition en poids faible finie, elle équivaut également & F,, # 0.

Si F' est un foncteur possédant une décomposition en poids faible, et si x € M est
tel que w(z) € K* pour tout w € I, (F), alors F(x) est inversible dans Z(End(F)).
Par conséquent, le lemme [I.1.2] implique :

Proposition 3.1.9. — Soient F un foncteur de Fct(C,E) possédant une décompo-
sition en poids faible (resp. forte) et S un sous-monoide de M tels que :

Vw e Iy (F) Yo e S w(z) e K* .

Alors il existe un foncteur F de Fct(C[S™1], &), unique a isomorphisme pres, tel que
F soit isomorphe a la composée de F et du foncteur canonique C — C[S™1].

De plus, F posséde une décomposition en poids faible (resp. forte) relativement a
Uaction de M[S™1], et l'on a HM[S—I](F) = {w|w € Uy (F)}, onw : M[S™] —
K, désigne l'unique morphisme de monoides tel que w soit la composée de W et du
morphisme canonique M — M[S™1].
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3.2. Interprétation en termes d’algébres d’endomorphismes

Notation 3.2.1. — Soit F un foncteur de Fct(C,E). On note 3y (F), ou simple-
ment 3(F), la K-algébre image du morphisme canonique K[M] — Z(End(F)).

L’énoncé suivant est immédiat.

Lemme 3.2.2. — Un foncteur F' est homogéne d’un certain poids fort si et seule-
ment si dimg 3(F) = 1. Son poids est alors donné par la composée du morphisme de
monoides canonique M — K[M],, de la projection canonique K[M] — 3(F) et de
lunique isomorphisme de K-algébres 3(F) ~ K.

On en déduit en particulier, en utilisant la proposition et le fait que ’anneau
(non nécessairement commutatif) d’endomorphismes d’un objet simple est un corps :

Proposition 3.2.3 (Lemme de Schur). — Supposons que le corps K est algébri-
quement clos. Alors tout foncteur simple & valeurs de dimensions finies de F(C; K)
est homogene d’un certain poids fort M — K,,.

Lemme 3.2.4. — Soit F un foncteur de Fct(C,E). Supposons que la K-algébre
3(F) se décompose en produit fini 3(F) ~ [[;_, A;. Alors il existe une décomposition
F~@._, F; dans Fet(C,E) avec 3(F;) ~ A;.

Démonstration. — La décomposition en produit de la sous-algébre 3(F) de
Z(End(F)) fournit une famille compléte d’idempotents centraux orthogonaux
€1,...,e, de End(F). La conclusion s’obtient en prenant pour F; 'image de e;. O

L’utile propriété suivante peut étre vue comme un analogue de la deuxiéme asser-
tion de la proposition [2.3.1

Proposition 3.2.5. — Soit F' un foncteur de Fct(C,E).
1. Le foncteur F posséde une décomposition en poids forte finie si et seulement si
la K-algebre 3(F) est semi-simple et déployée.
2. Le foncteur F posséde une décomposition en poids faible finie si et seulement
st la K-algebre 3(F) est semi-primaire et déployée. Dans ce cas, il existe un
diagramme commutatif d’algébres

K[M] _ @eenny | pner)
3(F) ————=3(F)/JB((F))

Démonstration. — Notons R la K-algébre 3(F). Les lemmes et et
montrent que si R est semi-simple déployée, alors F' posséde une décomposition en
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(D) werr(r . . .
~wel® e I(F) induit un isomor-

poids forte finie, et que le morphisme K[M]
phisme d’algébres R =y K1) Réciproquement il est clair que si F admet une
décomposition en poids forte finie, alors R est semi-simple déployée.

Notons I 'idéal de K[M] noyau du morphisme canonique K[M] — Z(End(F))
et J la racine de I. Si R ~ K[M]/I est semi-primaire déployée, alors K[M]/J est
semi-simple déployée et il existe n € N tel que J™ C I. La premiére assertion et la pro-
position montrent alors que F' posséde une filtration finie dont les sous-quotients
admettent une décomposition en poids forte finie, ainsi F' admet une décomposition
en poids faible finie. De plus, si G est le plus grand sous-foncteur de F' ayant une
décomposition en poids forte finie, on a II(G) = II(F) et 3(G) = R/J(R), ce qui
permet d’obtenir le diagramme commutatif souhaité.

Réciproquement, si F' posséde une décomposition en poids faible finie, alors F' ap-
partient a la sous-catégorie épaisse engendrée par les foncteurs homogénes d’un certain
poids fort (cf. corollaire, donc il existe un nombre fini de poids wq, ..., w, : M —
K tels que le morphisme canonique K[M] — Z(End(F)) soit nul sur my,, ...m,, , par
le lemme Il s’ensuit que R est un quotient de la K-algébre K[M]/m,, ...my, ,
qui est semi-primaire déployée, donc R est elle-méme une algébre semi-primaire dé-

ployée (cf. lemme [1.2.7)). O

Corollaire 3.2.6. — Si la K-algébre 3(F) est de dimension finie et que le corps K
est algébriguement clos, alors F' posséde une décomposition en poids faible.

Le résultat suivant est élémentaire mais fondamental.

Corollaire 3.2.7. — Supposons K algébriquement clos. Alors tout foncteur F a
valeurs de dimensions finies de F(C; K) posséde une décomposition en poids faible.

Démonstration. — Si F est de plus de type fini, alors 3(F') est de dimension finie, par
la proposition [1.5.1] et le corollaire [3.2.6] permet de conclure. Le cas général s’obtient
en écrivant F' comme colimite de ses sous-foncteurs de type fini (cf. remarque [3.1.4)).

O

L’énoncé suivant généralise le corollaire [3.2.7]

Corollaire 3.2.8. — Supposons que K est un corps de décomposition non additif
de C. Alors tout foncteur F o valeurs de dimensions finies de F(C; K) posséde une
décomposition en poids faible.

Démonstration. — Comme dans la démonstration du corollaire on peut se
contenter de montrer le résultat lorsque F est de plus de type fini. Alors 3(F') est de
dimension finie, par la proposition m En particulier, la K-algébre 3(F') est semi-
primaire, de sorte qu’il suffit de montrer qu’elle est déployée. Le lemme [3.2.4] permet
de se ramener au cas ot 3(F') est également locale.
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Notons I et J les idéaux de K[M] noyaux des morphismes canoniques K[M]| —
3(F) et K[M] — 3(F) — L respectivement, ou L désigne le corps 3(F)/ J(3(F)).
Alors T C J, et il existe n € N tel que J" C I puisque le noyau de 3(F) — L est
nilpotent.

Par définition de 3(F'), F' appartient a U(F(C; K);I) C U(F(C;K);J"). Par la
propositionm il s’ensuit que F' posséde un quotient non nul G dans U(F(C; K); J).
Alors G est de type fini et & valeurs de dimensions finies car c’est un quotient de F,
et 3(G) ~ L car G appartient & U(F(C; K);J) (donc 3(G) est un quotient de L) et
est non nul. Ainsi, G posséde un quotient simple S, et Uon a 3(S) ~ L car S est
encore un objet non nul de U(F(C; K);J). Mais S est a valeurs de dimensions finies,
donc absolument simple puisque K est un corps de décomposition non additif de C.
Ainsi 3(S) = K, d’ou L = K, ce qui montre que 3(F) est bien déployée et achéve la
démonstration. O

Remarque 3.2.9. — La réciproque du corollaire [3.2.8] est vraie : si tout foncteur,
ou méme seulement tout foncteur simple, de Ff(C; K) posséde une décomposition en
poids faible, alors K est un corps de décomposition non additif de C. Cela résulte du
lemme et de 'observation qu’'un foncteur simple possédant une décomposition
en poids faible est nécessairement homogéne d’un certain poids fort.

Le résultat suivant permet d’obtenir des décompositions en poids a extension (finie)
des scalaires (au but) pres.

Corollaire 3.2.10. — Supposons que la K-algébre 3(F') est de dimension finie.
1. Il existe une extension de corps finie K — K’ telle que le foncteur F % K’ de
Fct(C, €& % K') posséde une décomposition en poids faible.
2. Si le corps K est parfait, alors F' admet une décomposition en somme directe
finie de foncteurs G; tels qu’il existe une extension de corps finie K — L; et des
foncteurs T; de Fet(C,E % L;) possédant une décomposition en poids faible finie

relativement a des poids M — L; et que G; soit isomorphe a la postcomposition
de T; et du foncteur d’oubli £ % L, — €.

Démonstration. — Comme une K-algébre de dimension finie se décompose en pro-
duit fini d’algebres locales, le lemme [3:2.4 montre qu’on peut supposer sans perte de
généralité que algébre 3(F) est locale. Son corps résiduel L est une extension finie
de K.

Pour la premiére assertion, I’extension quasi-galoisienne K’ de K engendrée par L
convient.

L’extension L convient pour la deuxiéme assertion dés lors qu’elle est séparable —
donc en particulier si K est parfait — car le morphisme de K-algébres A — L est
alors scindé d’aprés un théoréme classique de Wedderburn [Boul2, § 13, cor. 1 ou 2
de la prop. 7]. O
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3.3. Interprétation en termes de réduction d’endomorphismes linéaires

Lorsque C est la catégorie & un objet M (munie de Paction tautologique de M),
un foncteur de Fet(M, £) consiste en la donnée d’un objet X de £ muni d’une action
de M, c’est-a-dire d’un morphisme de monoides (non nécessairement commutatif au
but) M — Endg(X), ou encore d’un endomorphisme de K-algébres (non nécessaire-
ment commutative au but) K[M] — Endg(X). En particulier, F(M; K) s’identifie &
K[M]-Mod.

Supposons que M est le monoide (commutatif) libre N[E] sur un ensemble E. Un
objet de Fct(N[E], £) consiste en la donnée d’un objet X de £ et d’une famille (¢;)ice
d’endomorphismes de X commutant deux-a-deux. Cela nous permet de donner la
définition suivante.

Définition 3.3.1. — Une famille commutative (¢;);c g d’endomorphismes d’un ob-
jet de & est dite collectivement diagonalisable (resp. collectivement trigonalisable) si
le foncteur correspondant de Fct(N[E], £) posséde une décomposition en poids forte
(resp. faible). Un endomorphisme ¢ de E est dit diagonalisable (resp. trigonalisable)
si {¢} est collectivement diagonalisable (resp. collectivement trigonalisable).

Lorsque £ = K-Mod, on retrouve la notion usuelle de diagonalisabilité et de trigo-
nalisabilité, au moins pour les espaces vectoriels de dimension finie. La généralisation
aux espaces vectoriels de dimension arbitraire, moins étudiée, présente quelques sub-
tilités ; on pourra se référer a [IMR16] pour ce qui concerne la diagonalisabilité et a
[Mes18] pour la trigonalisabilité. L’équivalence de la définition qui généralise
directement la décomposition en sous-espaces caractéristiques, avec celle de [Mes18|
deéf. 4], généralisation directe a la dimension infinie de I’existence d’une base ou 1’en-
domorphisme posséde une matrice triangulaire, est donnée par [Mes18, théoréme 8|.

Remarque 3.3.2. — Une famille commutative d’endomorphismes diagonalisables
(resp. trigonalisables) d’un espace vectoriel de dimension infinie n’est pas nécessai-
rement collectivement diagonalisable (resp. collectivement trigonalisable) — voir par
exemple [IMRI16] ex. 2.13 ou 4.17]. En revanche, une famille commutative collecti-
vement trigonalisable d’endomorphismes diagonalisables d’un objet de £ est collecti-
vement diagonalisable.

La proposition ci-dessous, qui constitue un simple jeu d’écriture, est laissée en
exercice.

Proposition 3.3.3. — Etant donné un foncteur F de Fct(C, E), les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. F posséde une décomposition en poids forte (resp. faible) ;
2. la famille {F(X\) |\ € M} d’endomorphismes de F est collectivement diagonali-
sable (resp. collectivement trigonalisable) ;
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3. pour tout objet t de C, la famille {F (M) | A € M} d’endomorphismes de l'objet
F(t) de & est collectivement diagonalisable (resp. collectivement trigonalisable).

On ne peut généralement pas oter ’adverbe collectivement de ’énoncé précédent ;
on a toutefois le résultat partiel suivant.

Proposition 3.3.4. — Etant donné un foncteur F de Fct(C,E), les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

1. pour tout objet t de C et tout élément A de M, l’endomorphisme F(\;) de F(t)
est diagonalisable (resp. trigonalisable) ;

2. pour tout A\ € M, l'endomorphisme F(\) de F' est diagonalisable (resp. trigona-
lisable) ;

3. le foncteur F posséde une décomposition en poids forte (resp. faible) relativement
a l'action de tout sous-monoide de type fini de M.

Si elles sont vérifiées avec des décompositions fortes et que le foncteur F satisfait
a la condition (Dec), alors F' posséde une décomposition en poids forte.

Démonstration. — L’équivalence des trois assertions se déduit directement de
[Mes18l §4| dans le cas trigonalisable et de [IMR16l cor. 4.15] dans le cas dia-
gonalisable. Si elles sont vérifiées avec des décompositions fortes et que F est
indécomposable, alors pour tout sous-monoide de type fini N de M, F est homo-
géne d'un certain poids fort wy : N — K. Les wy s’assemblent pour fournir un
morphisme de monoides w : M — K, ; il est clair que F' est homogéne de poids
fort w. Le cas ou F satisfait a la condition (Dec) se déduit immédiatement du cas
indécomposable. O

3.4. Changement de monoide agissant a la source

Nous omettrons la démonstration de la proposition suivante, immédiate et d’usage
courant.

Proposition 3.4.1. — Soient N un monoide, D une catégorie essentiellement petite
munie d’une action de N, ¢ : N — M un morphisme de monoides, et ® : D — C un
foncteur p-équivariant, c’est-a-dire tel que, pour tout objet x de D, le diagramme

N—*% M

| |

Endp(z) —=> Ende(®(z))

dont les fleches verticales sont données par laction de M (resp. N ) sur C (resp. D)
commute.
1. Pour tout poids w : M — K,,, le foncteur ®* : Fct(C,&) — Fct(D,E) envoie
Fct(C,&)w (resp. Fct(C,E)<ws) dans Fct(D,E)woyp (resp. Fet(D, E) cuop> )-
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2. St un foncteur F' de Fet(C,E) posséde une décomposition en poids forte (resp.
faible) relativement o Uaction de M, alors ®*F posséde une décomposition en
poids forte (resp. faible) relativement a laction de N. On a de plus Iy (D*F') C
{wop|w eIy (F)}, avec égalité lorsque ®* est fidéle (par exemple, lorsque @
est essentiellement surjectif o facteur direct pres).

Lemme 3.4.2. — Supposons que le monoide M est engendré par un nombre fini de
sous-monoides Ny, ..., N;. Alors un foncteur de Fct(C, E) posséde une décomposition
en poids forte (resp. faible) finie relativement & laction de M si et seulement s’il en
posséde une par rapport & chacun des Nj.

Démonstration. — La K-algébre 35/ (F) est engendrée par les sous-algébres 3, (F).
La conclusion découle donc de la proposition [3:2.5] et du lemme [[.2:8] O

Proposition 3.4.3. — Supposons que le monoide M est engendré par un nombre
fini de sous-monoides N1, ..., N;. Alors un foncteur de Fct(C, E) posséde une décom-
position en poids forte (resp. faible) relativement & laction de M si et seulement s’il
en possede une par rapport a chacun des Nj.

Démonstration. — Cela découle du lemme et de la remarque O]

Exemple 3.4.4. — Si M ~ Ny (cf. notation pour un sous-monoide NV, alors
M est engendré par N et par le sous-monoide {0, 1}, par rapport auquel tout foncteur
posséde une décomposition en poids forte finie, qui correspond au scindement de la
partie constante d’un foncteur. Ainsi, un foncteur de Fet(C, &) posséde une décom-
position en poids (faible ou forte) relativement & M si et seulement s’il en posséde
une relativement a N.

Le résultat suivant est immeédiat.

Lemme 3.4.5. — Soient & est une catégorie de Grothendieck K -linéaire et ® : £ —
E" un foncteur exact K-linéaire.

1. La post-composition ®, : Fct(C,E) — Fet(C,E') par © préserve les foncteurs
possédant une décomposition en poids faible (resp. forte) finie.

2. Si ® est cocontinu, alors @, préserve les foncteurs possédant une décomposition
en poids faible (resp. forte).

3. 51 ® est fidéle et que F est un foncteur de Fct(C,E) tel que .(F') posséde une
décomposition en poids faible (resp. forte) finie, alors F posséde une décompo-
sition en poids faible (resp. forte) finie.

4. Si ® est fidele et cocontinu et que F est un foncteur de Fct(C,E) tel que P.(F)
posséde une décomposition en poids faible (resp. forte), alors F posséde une
décomposition en poids faible (resp. forte).

Le principe suivant de « séparation des variables » pour les décompositions en
poids des bifoncteurs nous sera utile a plusieurs reprises.
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Proposition 3.4.6. — Soient D une catégorie essentiellement petite munie d’une
action d’un monoide N et X : C x D — £ un foncteur. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. X posséde une décomposition en poids forte (resp. faible) relativement a Uaction
de M x N ;

2. limage de X par lisomorphisme de catégories Fet(CxD, &) ~ Fct(C,Fct(D, £))
posséde une décomposition en poids forte (resp. faible) relativement & action
de M et est & valeurs dans les foncteurs de Fet(D, &) ayant une décomposition
en poids forte (resp. faible) relativement a l'action de N ;

3. pour tout objet ¢ de C, le foncteur X (c,—) de Fct(D, ) posséde une décomposi-
tion en poids forte (resp. faible) relativement a laction de N et pour tout objet
d de D, le foncteur X(—,d) de Fct(C,E&) posséde une décomposition en poids
forte (resp. faible) relativement & l’action de M.

De plus, lorsqu’elles sont satisfaites, Uimage de la fonction My (X) <
Mon(M x N, K,) - Mon(M, K,,) égale | copp N (X (—,d)).

Démonstration. — La proposition [3.4.3] montre que X posséde une décomposition
en poids forte (resp. faible) relativement a laction de M x N si et seulement si
I'image de X par I'isomorphisme canonique de catégories K-linéaires Fct(C x D, ) ~
Fct(C,Fct(D, £)) posséde une décomposition en poids forte (resp. faible) relativement
a laction de M et I'image de X par lisomorphisme canonique Fct(C x D,€&) ~
Fct(D,Fct(C, £)) posséde une décomposition en poids forte (resp. faible) relativement
a laction de N.

Pour conclure & I’équivalence des assertions, il suffit de voir que I'image de X par
I’isomorphisme canonique Fct(C x D, E) ~ Fct(C,Fct(D, £)) posséde une décomposi-
tion en poids forte (resp. faible) relativement a l'action de M si et seulement si, pour
tout objet d de D, le foncteur X(—,d) de Fet(C,E) posséde une décomposition en
poids forte (resp. faible) relativement a I’action de M. Cela découle du lemme
appliqué au foncteur exact, cocontinu et K-linédaire de Fct(D, £) dans £ donné par
I’évaluation en les différents éléments d’un ensemble T de représentants des classes
d’isomorphisme d’objets de D.

La derniére propriété, relative aux ensembles de poids, est claire lorsque X est
homogeéne d’un certain poids (w,w’) € Mon(M, K,) x Mon(N, K,) ~ Mon(M x
N,K,), car X(—,d) est alors soit nul, soit homogéne de poids w, et est non nul pour
au moins un d; le cas général s’en déduit aussitot en décomposant X est somme
directe de foncteurs homogeénes. O

Remarque 3.4.7. — L’assertion analogue obtenue en remplagant décomposition en
poids par décomposition en poids finie dans I’énoncé précédent est erronée. Considé-

rons ainsi lecas ot K = Q,C =D =P(Q), X = PA" K A" (ou A" désigne la
neN
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n-iéme puissance extérieure sur Q). Les monoides considérés sont le groupe multi-
plicatif M = N = Q*. Si V ~ Q7 est un objet de P(Q), alors X (V,—) ~ X(—,V)
admet une décomposition en poids forte finie, puisque A™(V) = 0 pour n > d, mais
la décomposition en poids de X n’est pas finie.

En revanche, les variantes des deux corollaires suivants obtenues en remplagant dé-
composition en poids (forte ou faible) par décomposition en poids finie sont clairement
valides.

Corollaire 3.4.8. — Sous les mémes hypothéses, soient F' un foncteur de F(C; K)
et G un foncteur de F(D; K). Si F (resp. G) posséde une décomposition en poids,
faible ou forte, relativement a l'action de M (resp. N ), alors il en est de méme pour
le foncteur FIRG de F(C x D; K) relativement a laction de M x N. Si de plus F et G
sont non nuls, la réciproque est vraie, et I« v (FRQG) est image de T (F) xIn(G)
par Uisomorphisme canonique Mon(M, K,,) x Mon(N, K,,) = Mon(M x N, K,,).

Corollaire 3.4.9. — Soit (F;)1<i<n une famille finie de foncteurs de F(C; K). Sup-
posons que, pour tout i, F; posséde une décomposition en poids faible (resp. forte).
Alors F1 @ - -+ ® F,, posséde une décomposition en poids faible (resp. forte). De plus,
My(Fi @ F,) =Ty (Fy) ... Iy (F,).

3.5. Critéres d’existence de décompositions en poids fortes

En Pabsence de lourdes hypothéses de finitude (sur le foncteur ou sur le monoide
M), Texistence d’une décomposition en poids d’'un foncteur de Fct(C,E) constitue
un phénomeéne plutdt exceptionnel (cf. proposition ci-apres). Le corollaire
ci-avant et ses variantes comptent parmi les critéres les plus importants d’existence de
décompositions en poids faibles. Nous donnons maintenant quelques critéres généraux
garantissant ’existence de décompositions en poids fortes.

La proposition suivante indique quand un poids faible est automatiquement fort.

Proposition 3.5.1. — Soit w : M — K,, un poids. Les assertions sutvantes sont
équivalentes.

1. L’inclusion F(M; K )y < F(M; K) <> est une égalité.

2. L’inclusion m% C m,, d’idéaur de K[M] est une égalité.

3. Toute dérivation non additive M — K relative ¢ w est nulle.

Elles impliquent la propriété suivante :

4. Uinclusion Fct(C, )y — Fet(C, &) <ws est une égalité.

Démonstration. — Les implications 1.<<2.=-4. sont des cas particuliers du corol-
laire 2.1.5] L’équivalence entre 2. et 3. résulte de I'isomorphisme de K-espaces vecto-
riels du dual de m,,/m? vers les dérivations non additives M — K relatives a w (cf.

(1), page [21)). O
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Exemple 3.5.2. — Si M est un groupe, il découle de I'exemple que les condi-
tions précédentes équivalent a M de torsion si p =0 et & M p-divisible si p > 0.

L’assertion suivante découle de la proposition [B.5.1] et de la remarque [I.3-8

Corollaire 3.5.3. — Supposons que la caractéristique p du corps K est non nulle
et que l’endomorphisme x — xP du monoide M est surjectif. Alors pour tout poids
w: M — K,, Uinclusion Fct(C, &), — Fct(C,E) <w> est une égalité.

Le résultat suivant montre que, pour un foncteur possédant une décomposition en
poids faible, le caractére fort de cette décomposition est une propriété de caractére
local par rapport au monoide M.

Proposition 3.5.4. — Soit F' un foncteur de Fct(C, E) possédant une décomposition
en poids faible (relativement & M ). Si M est colimite filtrante de sous-monoides M;
tels que F' posséde une décomposition en poids forte par rapport a l’action de chaque
monoide M;, alors F admet une décomposition en poids forte relativement a M.

Démonstration. — La K-algébre 3,,(F') est semi-primaire déployée, par la propo-
sition de sorte qu’il suffit de montrer qu’elle est réduite pour conclure (en
utilisant la méme proposition). Or 3,/ (F) est colimite filtrante de ses sous-algébres
3, (F), qui sont semi-simples (toujours par la méme proposition), donc réduites, d’ou
la conclusion. O

Remarque 3.5.5. — On peut aussi démontrer cette proposition avec le point de

vue du §[3.3] en combinant la remarque [3:3:2] aux propositions [3.3.3] et [3.3.4]

Nous considérerons pour terminer ce chapitre le cas ot M est fini, puis localement
fini.

Proposition 3.5.6. — Supposons que M est fini et que le corps K contient assez
de racines de 'unité, au sens ot tout entier qui est l'ordre du groupe des éléments
inversibles du sous-semi-groupe de M engendré par un élément de M appartient a
v(K).
1. Tout foncteur de Fct(C,E) posséde une décomposition en poids faible finie.
Ainsi, le foncteur canonique
11 Fct(C, &) cns — Fet(C,E)
m€Mon(M,K,,)
est une équivalence.
2. Si M est un groupe dont l’ordre est inversible dans K, tout foncteur de Fct(C, )
posséde une décomposition en poids forte finie. Ainsi, le foncteur canonique
11 Fct(C,&)r — Fet(C, €)
m€Mon(M,K )

est une équivalence.
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Démonstration. — Comme M est fini, la K-algébre K[M] est artinienne, et en par-
ticulier semi-primaire. Du fait que K contient assez de racines de l'unité, elle est
déployée (cf. exemple . Si de plus M est un groupe d’ordre inversible dans K,
alors K [M] est semi-simple par le théoréme de Maschke. La conclusion provient donc
de la proposition [3.2.5] O

Proposition 3.5.7. — Supposons que le corps K contient assez de racines de l'unité
et que M est un groupe dont tous les éléments sont d’ordre fini et premier a l’exposant
caractéristiqgue de K. Alors tout foncteur de Fct(C,E) vérifiant la propriété (Dec)
posséde une décomposition en poids forte relativement a l’action de M.

Démonstration. — Combiner la proposition [2.3.4] le corollaire et I'observation
que tous les idéaux maximaux de K[M] sont de la forme m,, pour un poids w vu que
K a assez de racines de I'unité. O

Corollaire 3.5.8. — Supposons que k est un sous-corps localement fini de K et que
A est une petite catégorie k-linéaire. Tout foncteur de Fet(A, E) vérifiant la propriété
(Dec) posséde une décomposition en poids forte relativement & Uaction de k.

Démonstration. — Comme k est localement fini et de méme caractéristique que K,
les éléments du groupe multiplicatif £* sont d’ordre fini premier & ’exposant carac-
téristique de K. Par ailleurs, comme K contient k, K contient assez de racines de
l'unité (relativement a k). La conclusion découle donc de la proposition et des

exemples |1.2.11] et O

Les deux énoncés précédents peuvent aussi se déduire de la propriété suivante, qui
est trés analogue a la proposition 2:3.4]

Proposition 3.5.9. — Supposons que M est colimite filtrante de sous-monoides M;
et que F est un foncteur de Fct(C,E) vérifiant la condition (Dec) et possédant une
décomposition en poids forte relativement & l’action de chaque monoide M;. Alors F
posséde une décomposition en poids forte relativement a l’action de M.

Démonstration. — 1l suffit de montrer le résultat lorsque F' est indécomposable. Dans
ce cas, pour tout i, I’ est homogéne d'un certain poids fort w; : M; — K, et les w;
s’assemblent en poids w : M — K,,. Alors F' est homogéne de poids fort w, d’ou le
résultat. O






CHAPITRE 4

POIDS DES FONCTEURS SUR UNE CATEGORIE
ADDITIVE

Convention 4.1. — Dans tout le chapitre[f), A désigne une catégorie additive A-
linéaire essentiellement petite. Elle est en particulier munie d’une action du monoide
multiplicatif A, ; toutes les notions de poids considérées dans la suite sont relatives a
cette action.

Notation 4.2. — Soit d € N. On désigne par ©q : A — A le foncteur de somme
directe d-itérée, et par 64 : A — A le foncteur de diagonale d-itérée. On note sim-
plement 6 : A — A x A pour ds.

Dans toute la suite de ce mémoire, c’est cette situation additive qui nous intéres-
sera; le présent chapitre donne un certain nombre de conséquences simples des résul-
tats du chapitredans ce contexte, dans la catégorie F (A, K) ou, parfois, plus généra-
lement, dans Fct(A, £), ou € est une catégorie de Grothendieck K-linéaire. Il est aussi
I'occasion de rappeler, a la section [4.2] des définitions et propriétés fondamentales
liées & a notion de foncteur polynomial, provenant notamment d’Eilenberg-MacLane
et Pirashvili, mais aussi de développements plus récents (dus aux auteurs et a Vespa
[IDTV23]) qui introduisent la notion plus générale de foncteur Hom-polynomial, celle
de foncteur antipolynomial et donnent des décompositions & la Steinberg quun des
objectifs de ce mémoire consiste a préciser.

Une premiére classe de résultats de ce chapitre consiste a caractériser les situations
ou tous les foncteurs, ou bien tous les foncteurs polynomiauz, de F(A, K), possédent
une décomposition en poids (§ et . Ils serviront principalement d’échauffement
pour la suite, ainsi qu’a illustrer, dans le cas ou I'anneau A est infini, & quel point
lexistence d’une décomposition en poids est rare sans hypothése de finitude supplé-
mentaire, et notamment que la condition des valeurs de dimensions finies pour un
foncteur de F(A; K), qui apparait au corollaire et sera cruciale dans de nom-
breux énoncés de la fin de ce mémoire, n’est nullement surperflue.
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La deuxiéme partie du chapitre est consacrée a I’étude des poids dans notre situa-
tion additive, c’est-a-dire & celle du monoide Mon(A,,, K,). Dés lors que le quotient de
A par son nilradical est infini, la structure de ce monoide semble en général hors d’at-
teinte, et en tout cas difficile & exploiter, par exemple lorsque A = Z : la compréhension
d’une fonction fortement multiplicative & partir de ses valeurs sur les nombres premiers
est tout sauf évidente! C’est pourquoi nous introduisons, a la section la notion
de poids ordinaire. Les poids ordinaires forment un sous-monoide de Mon(A4,, K,,)
dont on peut décrire assez bien la structure. Nous verrons que les poids des foncteurs
polynomiaux (ou plus généralement analytiques, ou encore Hom-polynomiaux), ainsi
que des foncteurs a valeurs de dimensions finies de F(A; K), sont toujours ordinaires.
Nous verrons qu’il est rare que tous les poids de Mon(A4,,, K,,) soient ordinaires : par
exemple, si A est un anneau noethérien, cela survient si et seulement si A est fini
(corollaire ; si K est au plus dénombrable, Mon(Z,, K,) a la puissance du
continu tandis que son sous-monoide de poids ordinaires est dénombrable.

L’une des propriétés de pure algébre commutative des poids qui jouera un roéle au
chapitre |§| est la structure du lieu d’annulation des poids de Mon(A4,, K,,) : le lieu
d’annulation d’un poids ordinaire est toujours une réunion finie d’idéaux premiers de
A (corollaire — le cas de A = Z illustre ici encore que c’est loin de valoir pour
un poids quelconque (toutes les réunions d’idéaux premiers sont des lieux d’annulation
de poids).

Enfin, le chapitre se conclut, & la section par des lemmes d’arithmétique élé-
mentaire sur ’écriture p-adique des entiers qui nous serviront pour I’étude des poids
(ordinaires) des foncteurs : le lemme sert & montrer la proposition sur la
décomposition des poids polynomiaux, propriété de finitude qui consistue 'un des
fondements du chapitre [f] Quant au lemme [£.877] il interviendra au chapitre [7]

4.1. Décompositions en poids pour le foncteur P4

Les propositions suivantes montrent que ’existence d’'une décomposition en poids
pour tout foncteur de F(A, K) reléve de l'exception.
On rappelle que Pensemble d’entiers v(K) est défini page[16] et le foncteur projectif

P4 page

Proposition 4.1.1. — Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. Tout foncteur de F(A, K) posséde une décomposition en poids faible finie ;
tout foncteur de F(A, K) posséde une décomposition en poids faible ;

le foncteur PA de F(A, K) posséde une décomposition en poids faible ;
Ualgebre K[A,] est semi-primaire déployée ;

Uanneau A est fini et Ualgébre K[A*] est déployée ;

S ok W

A est fini et le groupe multiplicatif A* est somme directe de groupes cycliques
dont les ordres appartiennent ¢ v(K).
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Si elles sont vérifiées, alors tout foncteur de Fct(A,E), ou € est une catégorie de
Grothendieck K-linéaire, posséde une décomposition en poids faible finie.

Démonstration. — Les implications [[=2}=3] sont évidentes.

Comme P4 est un foncteur de type fini, s’il posséde une décomposition en
poids faible, elle est nécessairement finie. De plus, le morphisme d’algébres canonique
K[A,] — End(P#) est un isomorphisme par le lemme de Yoneda. La proposition
montre donc I'implication B4 Comme tout quotient d’une K-algébre semi-primaire
déployée est semi-primaire déployé (lemme , cette méme proposition montre que
entraine que tout foncteur de Fect(A,E) (ou € est une catégorie de Grothendieck
K-linéaire) posséde une décomposition en poids faible finie, et en particulier

11 ne reste donc plus qu’a montrer 'équivalence de [4 [f] et [6}

L’implication [G=f5] résulte de l'observation que, pour un groupe abélien fini G,
Palgebre K [G] est déployée si et seulement si G est somme directe de groupes cycliques
dont les ordres appartiennent & v/(K) (cf. exemple [L.2.9).

11 suffit d’établir 'implication 5] sous hypothése supplémentaire que A est local.
En effet, un anneau fini se décompose en produit direct d’anneaux locaux, et la classe
des K-algébres semi-primaires déployées est stable par produit tensoriel (lemme.
Il suffit de plus de montrer que K[A,] est déployée, puisque K[A] est de dimension
finie, donc semi-primaire, si A est fini. Si A est local et fini, tout élément non inver-
sible de A est nilpotent, de sorte que I’exemple montre que l’algébre K[A,] est
déployée si et seulement si K[A*] lest, d’on

Supposons maintenant 1’algébre K[A,] semi-primaire déployée. Elle est en parti-
culier semi-locale, de sorte que [WJ87, th. 2.4] implique que A/Nil(A) est fini. Cela
implique que A est semi-parfait (proposition , on peut donc supposer A local.
Par ailleurs, I’algebre de groupe K[A*] est un quotient de K[A,], elle est donc semi-
primaire, et a fortiori parfaite. On en déduit par un théoréme de Woods [WooT1]
que A* est fini. Mais comme A est local, cela implique que A est lui-méme fini (si
x € A est non inversible, 1+ x est inversible). Combiné a la discussion précédente sur

le déploiement de K[A,], cela établit 'implication O
Remarque 4.1.2. — La condition [6] de la proposition [{.1] peut se reformuler en

disant que A est fini et que K est un corps de décomposition non additif de la catégorie
P(A).

Proposition 4.1.83. — Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. Tout foncteur de F(A, K) posséde une décomposition en poids forte finie ;

tout foncteur de F(A, K) posséde une décomposition en poids forte ;

le foncteur PA de F(A, K) posséde une décomposition en poids forte ;
Dalgebre K[A,] est semi-simple déployée ;

Uanneau A est un produit fini de corps finis dont le cardinal q est tel que q — 1
appartient o v(K) et est inversible dans K.

SL L
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Si elles sont vérifiées, alors tout foncteur de Fct(A,E), ou € est une catégorie de
Grothendieck K -linéaire, posséde une décomposition en poids forte finie.

Démonstration. — La démonstration est entiérement analogue & celle de la propo-
sition (et méme plus simple pour I'implication puisqu’une algébre semi-
simple déployée est de dimension finie) ; le seul point qui différe est le fait suivant :
si Panneau A est fini, alors I'algébre K[A,] est semi-simple si et seulement si A est
un produit fini de corps finis dont le cardinal ¢ est tel que ¢ — 1 est inversible dans
K. 11 suffit de I’établir lorsque A est local. L’exemple le caractére cyclique du
groupe multiplicatif d’un corps fini et 'observation qu’un élément nilpotent non nul
de A n’est pas régulier dans A, permettent de conclure. O

4.2. Rappels sur les foncteurs polynomiaux et antipolynomiaux

4.2.1. Foncteurs polynomiaux. — Comme A posséde un objet nul, tout foncteur
de A vers une catégorie abélienne se scinde de fagon naturelle et unique en la somme
directe d’un foncteur constant (en sa valeur sur 'objet nul 0 de A) et d’un foncteur
réduit (c’est-a-dire nul en 0). Cette décomposition se généralise & tout multifoncteur
en d variables dans A : un foncteur X : A? — £, ot £ est une catégorie abélienne, se
scinde de fagon unique et naturelle en somme directe de foncteurs qui par rapport a
chaque variable sont soit constants, soit réduits. Le facteur direct réduit par rapport
a chaque variable s’appelle partie multiréduite de F'. Le d-iéme effet croisé d’un fonc-
teur F' de Fct(A,E) est par définition la partie multiréduite du foncteur F o @4 de
Fct(A4, €). Cet effet croisé est noté crg(F).

Remarque 4.2.1. — 1. La notion d’effet croisé remonte a Eilenberg-MacLane
[EML54, chap. II], au moins lorsque la source et le but des foncteurs sont
des catégories de modules. Pour davantage de références bibliographiques et de
détail sur cette notion classique, on pourra consulter par exemple [DTV23] §2].

2. La décomposition d’un multifoncteur en termes constants ou réduits par rapport
a chaque variable peut s’exprimer en termes de poids : elle correspond &
I’étude de I’action (variable par variable) du monoide {0,1}? sur .A%. Dans le
cas d’une composition F o @, elle prend la forme

(6) Foody~ @ C""Card(E)(F) OLlE
EC[1,d]
ot v : A% — ACHd(E) ot la composée de la projection A% ~ AlLdl 5 AE
induite par 'inclusion E < [1,d] et de 'équivalence AP ~ AIC2rd(E)] ghtenue
en munissant F de l'ordre induit par celui de [1,d] (cf. [EML54] th. 9.1]).

(1) Au moins si le but est une catégorie de Grothendieck K-linéaire, mais la définition s’étend sans
changement au cas d’une catégorie abélienne générale au but.
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On obtient ainsi un foncteur continu et cocontinu crq : Fct(A, &) — Fect(A%, )
pour tout d € N. Un foncteur F' de Fct(A, &) est dit polynomial de degré au plus d
si crgi1(F) est nul. La sous-catégorie pleine des foncteurs polynomiaux de degré au
plus d de Fct(A, E) est notée Poly(A, E); elle est bilocalisante. On notera Polg(A; K)
pour Poly(A, K-Mod) et Polg(A, K) pour Polg(P(A); K).

Le foncteur d’inclusion Polg(A,E) — Fct(A, E) posséde un adjoint a droite noté
p, et un adjoint & gauche noté q,. Pour tout foncteur F de Fct(A,E), py(F) est le
plus grand sous-foncteur polynomial de degré au plus d de F, et q,(F) son plus grand
quotient polynomial de degré au plus d. Un argument formel fondé sur l’adjonction
somme/diagonale fournit classiquement des suites exactes naturelles

(7) Sqr1crar1(F) = F — qq(F) —0;

(8) 0= py(F) = F =0y crap1(F) .

L’un des résultats fondamentaux de structure des foncteurs polynomiaux est le
suivant, di & Pirashvili [Pir88.
Théoréme 4.2.2 (Pirashvili). — Soit £ une catégorie de Grothendieck. Le fonc-

teur crq induit une équivalence de catégories

Polg(A,E)/Polg_1(A E) = Addy(A,E) x &y.

Dans 1’énoncé précédent, la notation x est celle de la définition (page :
le groupe symétrique &, agit sur la catégorie Addy(A, ) des multifoncteurs mul-
tiadditifs A? — £ par permutation des facteurs du produit & la source.

Dauns le cas particulier fondamental A = P(A), au vu de I’équivalence (4] (page
et de la remarque (page , le théoréme précédent prend la forme suivante :

Corollaire 4.2.3. — Si & est une catégorie de Grothendieck K -linéaire, le foncteur
F— crg(F)(A,..., A) induit une équivalence

Poly(P(A),€)/Pola—1(P(A),€) = €1 (AK z Gd).

(Pour la signification du symbole ?, voir la notation page [211})
En particulier, pour £ = K-Mod, on obtient :

Corollaire 4.2.4. — Le foncteur F — crq(F)(A4,..., A) induit une équivalence

Poly(A, K)/Polg_1(A, K) = (Ax 1 S4)-Mod.

Nous aurons besoin du résultat suivant pour établir le corollaire
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Proposition 4.2.5. — Soit S un foncteur polynomial simple de F(A, K). Il existe
une extension de corps K C L telle que S soit isomorphe & la composée d’un foncteur
polynomial simple de F¥(A, L) et du foncteur de restriction des scalaires L-Mod —
K-Mod.

Démonstration. — Comme S est simple, L = Z(End(S)) est une extension du corps
K ; S est évidemment isomorphe & la postcomposition par la restriction des scalaires
d’un foncteur S, nécessairement simple et polynomial, de F(A,L). De plus, S a le
méme corps (non nécessairement commutatif) d’endomorphismes que S. La proposi-
tion (page 212)), [DTV 23, prop. 1.8], le corollaire et le fait que tout objet
simple de Ax-Mod a un corps d’endomorphismes commutatif (puisque Ag est un an-
neau commutatif) montrent que End(S) est de dimension finie sur L. La conclusion
découle donc de [DTV23| prop. 6.3]. O

Remarque 4.2.6. — Ce résultat, qui repose fortement sur la commutativité de A
(et de K), peut s’exprimer de fagon plus intrinséque par I’endofinitude centrale des
foncteurs simples polynomiaux de F(A, K)

4.2.2. Foncteurs Hom-polynomiaux. — Les effets croisés constituent une ver-
sion fonctorielle des déviations d’une fonction entre groupes abéliens — cf. Eilenberg-
MacLane [EML54. § 8], qui permet d’introduire la notion de fonction polynomiale
(qui est beaucoup moins rigide que celle de polynéme), et la notion de degré corres-
pondante, entre groupes abéliens. On pourra aussi consulter, par exemple, [Pas79l
chap. V, §1] ou [DTV23] §2.2] pour les définitions précises et propriétés de base de
cette notion classique.

Dans [DTV23| §2.3] est introduite la généralisation suivante des foncteurs poly-
nomiaux :

Définition 4.2.7. — Un foncteur F' : A — &, ou £ est une catégorie abélienne, est
dit Hom-polynomial si pour tous objets = et y de A, la fonction ensembliste entre
groupes abéliens A(z,y) — E(F(x), F(y)) qu’induit F est polynomiale.

Un foncteur polynomial est toujours Hom-polynomial. Si £ est Q-linéaire, tout fonc-
teur Hom-polynomial de type fini de Fct(A, &) est polynomial (cf. proposition [4.3.1]
ci-aprés). Un foncteur Hom-polynomial de type fini et de type cofini, ou plus géné-
ralement, possédant un support fini et un co-support fini, de Fct(A4, &) est toujours
polynomial [DTV23] prop. 2.11]. En revanche, un foncteur Hom-polynomial de type
fini n’est pas nécessairement polynomial [DTV23| ex. 2.7].

P Dans [DTV23|, cette propriété est nommée EML-polynomiale (pour bien la distinguer des po-
lynomes formels). Dans le présent article, sauf mention du contraire, la polynomialité des fonctions
sera toujours cette notion due & Eilenberg et MacLane.
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La classe des foncteurs Hom-polynomiaux de Fct(.A, £) est stable par sous-quotient
et par sommes directes finies. Lorsque le but est une catégorie de modules, elle est
stable par produit tensoriel.

L’un des objectifs de ce mémoire consiste & mieux comprendre la structure des
foncteurs Hom-polynomiaux — voir notamment ci-apreés le corollaire [7.3.10] et la sec-
tion

Nous aurons besoin du lien simple suivant entre foncteurs polynomiaux et Hom-
polynomiaux.

Proposition 4.2.8. — Soit £ une catégorie abélienne. Considérons les propriétés
sutvantes d’un foncteur F de Fct(A,E).
(1) F est Hom-polynomial ;
(2a) pour tout objet a de A, ’épimorphisme F(a) — qq(F)(a) est un isomorphisme
st d est assez grand ;
(2b) pour tout objet a de A, le monomorphisme py(F)(a) — F(a) est un isomor-
phisme si d est assez grand.

Alors (2a) ou (2b) impliquent chacune (1). Réciproquement, si F' est & support (resp.
co-support) fini, alors (1) implique (2a) (resp. (2b)).

Démonstration. — Supposons (2a) vérifié. Soient a et b des objets de A et d un
entier assez grand pour que la projection F'(b) — q,(F)(b) soit un isomorphisme.
Considérons le diagramme commutatif

(@)

Ala, b) E(F(a), F(b))

(u)l (**)\LN
(%)

E(qq(F)(a), qq(F)(b)) — E(F(a), qq(F)(D))

ou (7) (resp. (ii)) est la fonction ensembliste induite par F' (resp. q;(F')) et (*) (resp.
(**)) la fonction additive induite par F'(a) — qu(F)(a) (resp. F(b) — qu(F)(D)).
Comme q,(F') appartient a Polg(A,E), la fonction (i¢) est polynomiale de degré au
plus d; il en est de méme pour sa composée avec la fonction additive (*). Comme
(**) est un isomorphisme de groupes abéliens, il s’ensuit que (i) est également une
fonction polynomiale. Ainsi, F' est Hom-polynomial.

L’implication (2b)=-(1) est duale de la précédente.

Supposons maintenant que F' est a support fini et Hom-polynomial. Soit a un
objet de A. Considérons un support fini {z1,...,2,} de F et notons d le maximum
des degrés polynomiaux des fonctions A(z;,a) — E(F(z;), F(a)) induites par F. Pour
tout objet t de A, la fonction A(t, a) — E(F(t), F(a)) induite par F' est polynomiale de
degré au plus d (ce fait simple se montre exactement comme [DTV23| lemme 2.12]).
Prenons t = a®(@+1) . cela implique que le morphisme F(a®(@+1)) — F(a) somme
alternée sur les parties I de [1,d+1] des F(r;), ot w7 : a®@*+D) — g a pour composante
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Id, ou 0, selon que l'indice appartient ou non a I, est nul. Comme q;(F)(a) est le
conoyau de ce morphisme (cf. (7)), (2a) est vérifie.
Le fait qu'un foncteur Hom-polynomial & co-support fini vérifie (2b) est dual. O

4.2.3. Foncteurs antipolynomiaux. — Suivant [DTV23| §4.1], nous dirons
qu’une catégorie additive B est K -triviale si pour tous objets x et y, le groupe abélien
B(z,y) est fini d’ordre inversible dans K. Un foncteur de Fct(A,E), ou & est une
catégorie abélienne K-linéaire, est dit antipolynomial s’il se factorise & travers un
foncteur additif de A vers une petite catégorie additive K-triviale.

Un foncteur est simultanément Hom-polynomial et antipolynomial si et seulement
s’il est constant.

On rappelle également que 'anneau A est dit K-trivial si la catégorie P(A) est
K-triviale, autrement dit, si A est fini d’ordre inversible dans K. Un idéal I de A est
dit K -cotrivial si Panneau A/I est K-trivial.

La classe des foncteurs antipolynomiaux de Fct(A, £) est stable par sous-quotients
et sommes directes finies. Dans F(A; K), elle est également stable par produit tenso-
riel.

4.2.4. Décompositions a la Steinberg globales. — La terminologie suivante
reprend et étend [DTal, déf. 4.3].

Définition 4.2.9. — Soit F' un foncteur de Fct(A,E), ou £ est une catégorie de
Grothendieck K-linéaire. On dit que F' posséde une décomposition a la Steinberg de
type PAP (resp. HPAP) ¢’il existe un bifoncteur B : A x A — & tel que :

1. B est polynomial (resp. Hom-polynomial) par rapport a la premiére variable,
i.e. B(—,z) est un foncteur polynomial (resp. Hom-polynomial) de Fct(A, &)
pour tout objet x de A;

2. B est antipolynomial par rapport & la deuxiéme variable;

3. F est isomorphe a la composée de B et du foncteur diagonale A — A x A.

Remarque 4.2.10. — 1. Lorsque F est a support fini, cela implique I'existence
d’une petite catégorie additive K-triviale B telle que B se factorise a travers
A x @ pour un foncteur additif @ : A — B (cf. [DTal lemme 4.5]).
2. Une décomposition a la Steinberg d’un des types précédents est unique a iso-
morphisme preés, grace a [DTV 23| prop. 4.9].

L’un des résultats principaux de [DTV23]| est le suivant :

Théoréme 4.2.11. — [DTV23, th. 4.10] Tout foncteur de type fini de FI(A; K)
posséde une décomposition a la Steinberg de type HPAP.

Corollaire 4.2.12. — |[DTV23| cor. 4.11] Tout foncteur de longueur finie de
FY¥(A; K) posséde une décomposition a la Steinberg de type PAP.
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(On a en fait besoin seulement de ’hypothése légérement plus faible que le foncteur
soit de type fini et de type co-fini.)

L’un des objectifs du présent travail est de renforcer les résultats précédents, dans
plusieurs directions : soit en remplagant I’hypothése de valeurs de dimension finie par
une hypothése a priori plus faible, soit en obtenant une décomposition de type PAP
sous des hypothéses plus faibles que celle du corollaire [4.2.12] soit en précisant la
décomposition de type HPAP. Les résultats les plus significatifs seront obtenus dans
la catégorie F(A, K); nous introduisons a cette fin la notion suivante.

Définition 4.2.13. — On décomposition de type FP d’un foncteur F de F(A, K)
tout isomorphisme de la forme F' ~ o*B, ou I est un idéal cofini de A, B : P(A) x
P(A/I) — K-Mod un bifoncteur polynomial par rapport a la premiére variable et
a:P(A) — P(A) x P(A/I) le foncteur canonique.

(Les lettres F'P abrégent Fini et Polynomial.)

4.3. Décompositions en poids des foncteurs analytiques

On rappelle qu'un foncteur est dit analytique s’il est colimite (filtrante) de ses
sous-foncteurs polynomiaux.

La théorie des foncteurs analytiques (ou Hom-polynomiaux) est beaucoup plus
simple lorsque K est de caractéristique nulle, en raison du résultat classique suivant :

Proposition 4.3.1. — Supposons que K est de caractéristique nulle et que £ est
une catégorie de Grothendieck K-linéaire. Soit d € N.

1. Si F est un foncteur analytique (resp. polynomial de degré au plus d) de
Fct(A, &), alors F posséde une décomposition en poids forte relativement
a laction de Z,, et lensemble de ses poids est contenu dans celui des
Z = Q A= X" pourn €N (resp. 0 < n < d), dot une décomposition
naturelle F ~ @, . Fln) avec Fpn) homogeéne de poids X — ™.

2. Tout foncteur Hom-polynomial de Fct(A,E) est analytique.

3. Le foncteur Polg(A,E) — Polg(A,E)/Polqg—1(A,E) x Polg_1(A,E) dont les
composantes sont le foncteur canonique Polg(A,E) — Poly(A,E)/Poly—1(A,E)
et la restriction & Poly(A,E) de q _, est une équivalence.

De plus, Uendofoncteur idempotent de Poly(A,E) composé du foncteur ca-
nonique Polg(A,E) — Pola(A,E)/Poly—1(A,E) et de son adjoint & gauche est
isomorphe a F' — Flg.

4. Le foncteur canonique A — Ag = A ®z Q induit une équivalence de catégories

Poly(Ag, E) = Poly(A,E)

Démonstration. — On pourra trouver une démonstration des deux premiéres asser-
tions (celle de la seconde consistant a observer que la décomposition en poids de la
premiére vaut aussi pour les foncteurs Hom-polynomiaux) dans [DTV23| prop. 2.8]



64 CHAPITRE 4. POIDS DES FONCTEURS SUR UNE CATEGORIE ADDITIVE

— le résultat y est fourni seulement lorsque le but de la catégorie de foncteurs est une
catégorie de modules sur une Q-algébre, mais la démonstration fonctionne pareille-
ment pour toute catégorie abélienne Q-linéaire au but.

La troisiéme assertion se déduit de la premiére et du théoréme [£.2.2] de Pirashvili,
dans lequel il est facile de lire la décomposition en poids du premier point. (Pour mon-
trer Péquivalence Polg(A,E) = Pola(A,E)/Poly_1(A,E) x Polg_1(A,E), on peut
aussi raisonner directement & partir du fait que la norme est un isomorphisme entre
Q[64]-modules.)

La derniére assertion se déduit de la premiere et de la proposition [3.1.9] O

Remarque 4.3.2. — Lorsque K est de caractéristique p > 0 et que £ est une caté-
gorie de Grothendieck K-linéaire, tout foncteur analytique de Fct(A, £) posséde une
décomposition en poids faible relativement a l'action de Z,,, mais pas nécessairement
une décomposition en poids forte (cf. propositions et ci-aprés). L’existence
d’une décomposition en poids faible peut se voir directement & partir de I’observation
élémentaire et bien connue (cf. corollaire ci-aprés) que le foncteur canonique
A — A/p® induit une équivalence Poly(A/p?, E) = Polq(A, E) lorsque & est une
catégorie abélienne Z/p-linéaire. Ce résultat s’étend aux foncteurs Hom-polynomiaux

(cf. remarque ci-apreés).

Remarque 4.3.3. — On déduit de la proposition [£:3.1] que, si A est un corps de
nombres, alors tout foncteur polynomial de F(A, K) posséde une décomposition en
poids forte si K est un corps de décomposition de P(A), et que tout foncteur poly-
nomial de type fini de F(A, K) est a valeurs de dimensions finies.

On en déduit en appliquant la proposition [3.5.9] que si A est une extension algé-
brique de Q et K un corps de décomposition de P(A), alors tout foncteur polynomial
de F(A, K) vérifiant la condition (Dec) posséde une décomposition en poids forte.

Le résultat suivant améliore le corollaire pour les foncteurs Hom-polynomiaux.

Proposition 4.3.4. — Supposons que K est un corps de décomposition de A. Alors
tous les foncteurs analytiques et tous les foncteurs Hom-polynomiauz de FI(A; K)
possédent une décomposition en poids faible.

Démonstration. — Comme la classe des foncteurs admettant une décomposition en
poids faible est stable par colimite, il suffit de montrer qu’un foncteur Hom-polynomial
de type fini F' de FY(A; K) posséde une décomposition en poids faible (un foncteur
analytique de type fini étant polynomial).

Commengons par le cas ou F est polynomial : F est alors fini [DTV23|
lemme 11.10], il suffit donc de traiter le cas ou F est simple, qui est contenu
dans [DTV23, th. 5.5].

Dans le cas général ou F est seulement de type fini, soit £ un support fini de ce
foncteur. Il existe d € N tel que la projection F(x) — q,(F)(z) soit un isomorphisme
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pour tout € E, par la proposition On en déduit que le morphisme d’algébres
(non commutatives) End(F) — End(q,(F)) est injectif. Il s’ensuit que 3(F) est une
sous-algebre de 3(qu(F)). La conclusion découle donc du cas polynomial déja traité,
de la proposition [3:2:5] et du lemme [T.2.7] O

Dans la suite du § on se limite par commodité a la catégorie F(A, K). On peut
facilement généraliser la plupart des résultats a Fet(A, E), par exemple en utilisant
la notion de spectre d’un foncteur introduite a la définition ci-aprés (ainsi, la

proposition donnera lieu a la proposition [9.2.1]).

Le résultat suivant est & comparer a la proposition

Proposition 4.3.5. — Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. La K-algébre Ak est semi-primaire déployée ;

2. si k est le sous-corps premier de K, la k-algébre Ay, = A®y k est semi-primaire
et le quotient par son radical est un produit de sous-extensions d’extensions
finies galoisiennes de k admettant un plongement dans K ;

3. tout foncteur analytique de F(A, K) admet une décomposition en poids faible ;

4. tout foncteur polynomial de F(A, K) admet une décomposition en poids faible
finie ;

5. tout foncteur additif de F(A, K) admet une décomposition en poids faible ;

6. tout foncteur additif de F(A, K) admet une décomposition en poids faible finie.

Démonstration. — De maniére générale, si k — K est une extension de corps sépa-
rable et B une k-algébre, il découle de [Boul2l §12, n°4, pr. 3| que la K-algébre
B ®; K est semi-primaire déployée si et seulement si B est semi-primaire et que
B/ J(B) est un produit de corps L contenant k tels que L ®; K soit isomorphe a K"
pour un entier n > 0. Cette condition équivaut a dire que k — L est une extension
finie et qu’elle est isomorphe & une sous-extension d’une extension galoisienne finie de
k contenue dans K. On en déduit I’équivalence entre [1] et

L’équivalence de et [6] se déduit de I’équivalence entre la sous-catégorie pleine
des foncteurs additifs de F(A, K) et Ax-Mod.

Montrons l'implication [6=f] On suppose donc [6] vérifiée et I’on montre par récur-
rence sur d € N que tout foncteur F' de Poly(A, K) posséde une décomposition en
poids faible finie. Pour d = 0, la propriété est immédiate. On suppose donc d > 0 et
I’assertion établie pour les foncteurs de degré au plus d — 1. Notons Tfé le foncteur
V i (V®z K)® de F(A,K) et posons G = T A crq(F)(A, ..., A). On dis-

K d

pose d’un morphisme d’adjonction G — F dont le noyau et le conoyau appartiennent
a Polg_1(A, K) (cf. corollaire [4.2.4). Ceux-ci possédent donc une décomposition en
poids faible finie, par 'hypothése de récurrence. Par ailleurs, T posséde une décom-
position en poids faible finie car c’est le produit tensoriel de d copies d’un foncteur
additif, qui admet donc une décomposition en poids faible finie (hypothése @, ce qui
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entraine la méme propriété pour G. Il s’ensuit que F' posséde lui-méme une décom-
position en poids faible finie.

Comme les implications sont triviales (puisque la classe des foncteurs
ayant une décomposition en poids faible est stable par colimite), la proposition est
établie. O

Remarque 4.3.6. — Nous verrons a la proposition [0.3.1] que, sous les hypothéses
de la proposition tous les foncteurs Hom-polynomiaux de F(A, K) possédent
une décomposition en poids faible.

On rappelle que p désigne la caractéristique du corps K.

Proposition 4.3.7. — Sip =0, les assertions suivantes sont équivalentes.

1. La K-algébre Ak est semi-simple déployée ;

2. la Q-algebre Ag est un produit fini de sous-extensions d’extensions finies galoi-
siennes de Q admettant un plongement dans K ;

3. tout foncteur analytique de F(A, K) admet une décomposition en poids forte ;

4. tout foncteur polynomial de F(A, K) admet une décomposition en poids forte
finie ;

5. tout foncteur additif de F(A, K) admet une décomposition en poids forte ;

6. tout foncteur additif de F(A, K) admet une décomposition en poids forte finie.

Démonstration. — Cette proposition s’établit de fagon analogue a la proposition [£.3.5]
(et parfois plus simplement), en utilisant la proposition m O

Dans le lemme et la proposition qui suivent, si V' est un groupe abélien et d > 0
un entier, on note Q4(V) le quotient de 1'idéal d’augmentation de la K-algébre K[V]
par sa puissance (d + 1)-iéme.

Lemme 4.3.8. — Sip >0 et que V est un groupe abélien annulé par p* et tel que
la multiplication par p sur V induise 0 sur QP(V), alors V' est annulé par p.

Démonstration. — Si V' n’est pas annulé par p, alors V contient un facteur direct
Z/p?. 1l suffit donc de vérifier que la multiplication par p sur Z/p? n’induit pas
I'endomorphisme nul de Q,(Z/p?). En effet, la K-algébre K|[Z/p?] est isomorphe a
K[x]/(xpg), et Q,(Z/p?) a son sous-quotient (z)/(zP*1); & travers cet isomorphisme,
la multiplication par p sur Z/p? envoie z sur z”, qui n’y est pas nul. O

Proposition 4.3.9. — Sip > 0, les assertions suivantes sont équivalentes.

1. L’anneau A est isomorphe au produit d’une Z[1/p]-algébre et d’un nombre fini
de corps finis admettant un plongement dans K ;

2. tout foncteur analytique de F(A, K) admet une décomposition en poids forte ;

3. tout foncteur polynomial de F(A, K) admet une décomposition en poids forte

finie ;
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4. tout foncteur polynomial de degré au plusp de F(A, K) admet une décomposition
en poids forte ;

5. tout foncteur polynomial de degré au plus p de F(A, K) admet une décomposition
en poids forte finie.

Démonstration. — Comme pour les propositions précédentes, on vérifie aisément que
tout foncteur additif de F(A, K) posséde une décomposition en poids forte si et seule-
ment si la Z/p-algébre A/p est isomorphe & un produit fini de corps finis admettant
un plongement dans K.

Supposons maintenant que le foncteur V — Q,(V/p?) de Poly(A, K) admette une
décomposition en poids forte. Comme il est réduit et que K est de caractéristique
p, cela entraine que la multiplication par p & la source induit 0 en 'appliquant. En
effet, tout poids polynomial A — K non constant en 1 envoie nécessairement p sur
0. Le lemme montre alors que p est nul dans A/(p?), i.e. que I'idéal (p) de
A est idempotent, ce qui entraine que l'anneau A est isomorphe au produit d’une
Z[1/p)-algebre et d'une Z/p-algebre.

En rassemblant les observations précédentes, on voit que [d] implique [T}

Si l'on suppose maintenant |1 vérifié, écrivons A ~ B x k ou B est une Z[1/p]-
algébre et k£ un produit fini de corps finis admettant un plongement dans K. Alors
le foncteur canonique F(k, K) — F(A, K) induit par la projection de A sur k a la
source induit une équivalence entre les sous-catégories de foncteurs polynomiaux, car
une fonction polynomiale d’un Z[1/p]-module vers un Z/p-espace vectoriel est néces-
sairement constante. Comme tout foncteur de F(k, K) posséde une décomposition en
poids forte finie, par la proposition on en déduit I'implication

Les implications B2 et B=Ef étant claires, la proposition est démontrée. [

4.4. Poids ordinaires

Siw € Mon(A4,,, K,,) est un poids, notons S,, le foncteur de F(A, K) prolongement
intermédiaire de la représentation K-linéaire K,, de dimension 1 de A, associée &
w — autrement dit, S,, est I'unique foncteur simple (& isomorphisme preés) tel que
Sw(A4) ~ K, (cf. par exemple [DTV23|, §1.3]). Explicitement, S,,(V') est I'image de
I’application linéaire

K[V] = K" [v]— (1= w(l(v)))
ou V* := Homyu (V, A).
Ainsi, S,, est homogéne de poids fort w.
Définition 4.4.1. — On dit que le poids w est :
1. ordinaire si le foncteur S,, est a valeurs de dimensions finies ;

2. polynomial si le foncteur S,, est polynomial;
3. antipolynomial si le foncteur S,, est antipolynomial.
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Proposition 4.4.2. — Soit w € Mon(4,, K,,).
1. Le poids w est polynomial si et seulement s’il définit une fonction polynomiale
entre les groupes additifs sous-jacents a A et K.
2. Le poids w est antipolynomial si et seulement s’il se factorise a travers la ré-
duction de A modulo un idéal K -cotrivial.

Démonstration. — Si w est une fonction polynomiale, [DTV23| lemme 2.12] montre
que S, est un foncteur polynomial. La réciproque est évidente.
L’assertion relative a la propriété antipolynomiale est immédiate. O]

Proposition 4.4.3. — Soient €& une catégorie de Grothendieck K-linéaire et F' un
foncteur de Fct(A,E).

1. Si F est Hom-polynomial ou analytique, alors tout poids de F' est polynomial.
2. Si F' est antipolynomial, alors tout poids de F' est antipolynomial.

Démonstration. — Quitte & remplacer F' par son sous-foncteur £, on peut supposer
que F est un foncteur homogene de poids fort w. Soit a un objet de A tel que F(a) # 0.

Si F' est Hom-polynomial, la fonction End4(a) — Endg(F(a)) est polynomiale,
donc sa composée avec le morphisme canonique A — End4(a), qui est additif, 'est
également. Cette composée coincide avec la composée de w et du morphisme cano-
nique K — Endg(F(a)), qui est additif et injectif. Par conséquent, w est polynomial.

Tout poids d’un foncteur analytique est poids d’un sous-foncteur polynomial, et
donc polynomial par ce qui précéde.

Pour montrer ’assertion relative aux foncteurs antipolynomiaux, on peut supposer
que A est K-triviale. Le A-module End4(a) a alors un ensemble sous-jacent fini
d’ordre inversible dans K, ce qui implique 'existence d’un idéal K-cotrivial I de A
qui I’annule. Par conséquent, si ¢ et u sont des éléments de A tels que t—u € I, ’action
de w(t) — w(u) € K sur F(a) est nulle. Comme K est un corps et que F(a) est non
nul, il s’ensuit que w(t) — w(u) est nul. Ainsi, w se factorise a travers la projection
A — A/I, ce qui achéve la démonstration. O

Proposition 4.4.4. — Notons Mongq(A, K) (resp. Mony (A, K), Monap(A, K))
le sous-ensemble de Mon(A,, K,,) constitué des poids ordinaires (resp. polynomiauz,
antipolynomiauz).
1. Les sous-ensembles Moneq(A, K), Mon.(A, K) et Monap(A4, K) sont des
sous-monoides de Mon(A,,, K,,).
2. Le morphisme de monoides canonique Monpe (A, K) x Monap(4,K) —
Mon(A,, K,,) induit un isomorphisme

Monypqi(A4, K) x Monap (A4, K) = Mon,,4(4,K) .

Démonstration. — La premiére assertion résulte de ce que S; ~ K et de ce que Sy,
est un sous-quotient de S,, ® S,,» pour tous poids w et w'.
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L’inclusion Monap(A,K) C Mongq(A4, K) est évidente; Monp(A,K) C

Mon,q(A, K) découle de [DTV23| prop. 6.3].
L’injectivité du morphisme de monoides induit Mony,, (A4, K) x Monap (4, K) —
Mong,q(4, K) se déduit de [DTV23|, prop. 4.9] et sa surjectivité du corollaire [4.2.12]
O

L’importance des poids ordinaires provient notamment du résultat suivant :

Proposition 4.4.5. — Soit F un foncteur de FY¥(A; K). Tout poids w de F est
ordinazire.

Démonstration. — Quitte & remplacer F' par un sous-foncteur approprié, on peut
supposer que ce foncteur est de type fini et homogéne de poids fort w. La conclusion

résulte donc du théoreme [£:2.11] et des propositions [1.43] et [£.4:4] O

4.5. Lieu d’annulation des poids

Notation 4.5.1. — Pour w € Mon(A,, K,), on note z(w) l’ensemble des éléments
a de A tels que w(a) = 0.

Le lieu d’annulation z(w) d’un poids w constitue un outil important, notamment
pour les poids ordinaires, que nous étudierons dans les sections suivantes. La consi-
dération de lieux d’annulation de poids interviendra au §[0.7] pour démontrer 'un des
résultats de structure principaux de ce mémoire.

Les assertions suivantes, immédiates, résument les propriétés formelles qui nous
serviront pour manipuler les lieux d’annulation de poids.

Proposition 4.5.2. — Soient w et w' des éléments de Mon(A,,, K,,).
1. z(waw') = z(w) Uz(w') ;
2. les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) z(w) =& ;

(b) 0 ¢ z(w) ;

(¢c) w=1.
La notation (LA) introduite ci-dessous abrége lieu d’annulation.

Proposition et définition 4.5.83. — On dit qu’un sous-ensemble E de A vérifie la
condition (LA) s’il satisfait aux trois propriétés suivantes :

(LA1) 1¢ E;

(LA2) Ve e E Vte A xteE;

(LA3) V(z,y) € A2 (z.y€E)= (x€F ouy€E).

Alors, pour tout w € Mon(A,, K,) :

1. z(w) vérifie (LA) ;
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2. si B est une partie de A vérifiant (LA), la fonction £g : A — K égale ¢ 0 sur
E et a1 ailleurs est un élément de Mon(A,, K,) ;

3. tout idéal premier de A vérifie (LA) ;

4. Uensemble des parties de A vérifiant (LA) est stable par réunion arbitraire ;

5. le complémentaire d’une partie de A vérifiant (LA) est une partie multiplicative
de A ;

6. st S = A\ z(w), ou plus généralement, si S est une partie multiplicative de A
incluse dans A\ z(w), alors il existe un unique w € Mon(A[S™!],, K,,) tel que
w soit la composée de W et du morphisme d’anneauz canonique A — A[S™1].

On déduit par ailleurs de la proposition I’assertion suivante :

Proposition 4.5.4. — Soit F un foncteur de Fct(A, &) possédant une décomposi-
tion en poids forte (resp. faible). On pose

Ap = A[( N A\ Z(w)))_l}.

well(F)

1l existe un foncteur F de Fct(A®4 Ap, &), unique & isomorphisme pres, tel que F
soit isomorphe a la composée de F et du foncteur canonique A — A®4Ap. De plus, F
possede une décomposition en poids forte (resp. faible) et I1 ; (F) = {w|w € Ts(F)},
avec la notation de la proposition [[.5.3[6

4.6. Poids antipolynomiaux

Le sous-monoide Monap(A, K) de Mon(A4,,, K,,) est la colimite filtrante des sous-
monoides Mon((A/I),, K,), ou I parcourt I'ensemble des idéaux K-cotriviaux de A.

Commencons donc par étudier le monoide Mon(A,, K,,) lorsque 'anneau A est
K-trivial. Un tel anneau est en particulier semi-parfait : ¢’est un produit fini d’an-
neaux locaux, disons A ~ A; x --- x A,. Cela fournit un isomorphisme de monoides
Mon(A4,, K,) ~ Mon((A41),,K,) x --- x Mon((4,),, K,). Autrement dit, on se
rameéne au cas ou A est local. Comme les A; sont quasi-parfaits, on dispose d’isomor-
phismes canoniques Mon((A4;),, K,,) ~ Ab(A, K*) (exemple [1.2.12).

Si 'on revient au cas ou A est un anneau quelconque, il résulte de la discussion
précédente que :

Proposition 4.6.1. — Pour w € Monap(4,,K,), z(w) est une réunion finie
d’idéauxr mazimauzx K -cotriviaux de A. Si w est non trivial, la réunion est non vide.

La proposition va nous aider & caractériser les anneaux A dont tous les poids
sont antipolynomiaux. Commencons par un énoncé facile :

Proposition 4.6.2. — Si A posséde un idéal K -cotrivial de carré nul, alors tous les
poids de Mon(A,,, K,,) sont antipolynomiauz.
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Démonstration. — Un tel anneau A est semi-primaire ; comme ci-dessus, on peut se
ramener au cas ou A est local, et 'on a alors Mon(A,,K,) ~ Ab(A*,K*) . 1l
s’agit donc de montrer que, si ¢ : A* — K* est un morphisme de groupes, il existe
un idéal K-cotrivial I de A tel que ¢ se factorise a travers le morphisme canonique

AX = (AJD)*.
Soit v un idéal K-cotrivial de A tel que t? = 0. Soient N := {z € t| (1 +z) = 1}
et a,...,a, des relevés dans A des éléments du groupe multiplicatif (A/t)* ; posons

I := ﬁ ai_lN.
i=1

Comme t? = 0, on dispose d'une suite exacte de groupes abéliens

0 = tadd 2205 A% 5 (Aft)" = 0.

Etant donné que A/t est fini, on en déduit I’existence de N € N* tel que a” = 1 pour
tout a € A*. Ainsi, 'image de ¢ est incluse dans le sous-groupe uy(K) des racines
N-iémes de I'unité de K. Il s’ensuit que Ker ¢ est un sous-groupe d’indice fini de A%,
puis que N est un sous-groupe (additif) d’indice fini de ¢, et donc de A.

Vérifions que I est un idéal de A : pour € I et t € A, soit t € v et a2t € t2 =0,
soit il existe i € [1,n] tel que t — a; € v, auquel cas xt = xa; € N. Ainsi A.I C N,
d’ott 'on déduit A.I = I, ce qui achéve la démonstration. O]

La réciproque est vraie si K est assez gros :

Théoréme 4.6.3. — Supposons que tout poids de Mon(AM, Ku) est antipolynomial.
1. L’anneau A est quasi-parfait et son quotient A/ J(A) est K -trivial.
2. Si de plus K contient assez de racines de l'unité au sens ot toutes les puissances
de la caractéristique de A appartiennent & v(K), alors :
(a) A est semi-primaire ;
(b) A posséde un idéal K -cotrivial de carré nul.

Ce résultat, qui figure avant tout ici a titre culturel (nous ne nous en servirons pas
dans la suite), sera établi dans ’appendice (§ En effet, bien qu’élémentaire,
sa démonstration requiert un certain nombre d’étapes, et est sans rapport avec les
catégories de foncteurs.

Remarque 4.6.4. — On ne peut pas se passer de 'hypothése que K contient assez
de racines de 'unité pour conclure que A est semi-primaire. Ainsi, si k est un corps
fini de caractéristique [ # p, et A un anneau local quasi-parfait de corps résiduel k,
et que le polynéme X! — 1 € K[X] n’a pas d’autre racine que 1 (ce qui est possible
sans que A soit semi-primaire — il suffit d’adapter légérement 1’exemple , alors
I'injection canonique Mon(k,, K,,) - Mon(A,, K,,) est bijective, de sorte que tout
poids de Mon(A,, K,,) est antipolynomial.

Corollaire 4.6.5. — Les assertions suivantes sont équivalentes :
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1. A est noethérien et tous les poids de Mon(A,, K,,) sont antipolynomiaux ;
2. A est K-trivial.

4.7. Poids polynomiaux

4.7.1. Décomposition a la Steinberg des poids polynomiaux. — Tout mor-
phisme d’anneaux A — K définit un poids polynomial (de degré 1 si A est non nul);
par conséquent, tout produit (fini) de morphismes d’anneaux A — K est un poids
polynomial.

Définition 4.7.1. — Un poids polynomial de Mon(A,,, K,,) est dit déployé si c’est
un produit fini de morphismes d’anneaux de A dans K.

On dit qu’une extension de corps K — L déploie un poids polynomial w €
Mon(A,, K,) si 'image de w par le monomorphisme de monoides Mon(4,,, K,,) —
Mon(A,,, L,,) est un poids polynomial déployé.

Comme conséquence d’un théoréme de décomposition & la Steinberg des foncteurs
simples polynomiaux de F (A, K), [DTV23] établit le résultat suivant :

Proposition 4.7.2. — [DTV23| prop. 10.1] Tout poids polynomial A — K se
déploie sur une extension finie de K.

De plus, la décomposition d’un poids en produit de morphismes d’anneaur est
unique st K est de caractéristique nulle, et unique a l’action du morphisme de Frobe-
nius de K pres sinon.

En particulier, si K est algébriquement clos, tout poids polynomial A — K est
déployé. Plus généralement, si K est un corps de décomposition de la catégorie P(A)
(i.e. si K est un corps de décomposition de la K-algébre Ay — cf. [DTV 23] rem. 3.5]),
alors tout poids polynomial A — K est déployé. Par exemple, si A est un corps fini
se plongeant dans K, alors tout poids polynomial A — K est déployé.

En revanche, on ne peut généralement pas se passer d’une extension finie de corps
dans la décomposition précédente si K n’est pas un corps de décomposition de P(A)
(condition qui revient & dire que tout morphisme d’anneaux de A dans une extension
finie de K est a valeurs dans K) en vertu du résultat de théorie des corps élémentaire
suivant, dont nous nous servirons au chapitre [5 :

Lemme 4.7.3. — Soient L une extension finie du corps K et ¢ : A — L un mor-
phisme d’anneauz. Il existe une extension finie L' du corps L et une famille finie
ai,...,0n, de morphismes d’anneauxr A — L' telle que o coincide avec la composée
de p et de L — L’ et que le produit des «; soit a valeurs dans K.

De plus, si L est une extension séparable de K, on peut supposer qu’il en est de
méme pour L.
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Démonstration. — Soit L' Iextension quasi-galoisienne de K engendrée par L (dans
une cloture algébrique de L) : c’est une extension finie de L [Bou81l, chap. 5, § 9, cor. 1
de la prop. 5], et une extension séparable de K si c’est le cas de L [Bou81l chap. 5,
page 55, discussion précédant la prop. 1]. Cette extension L’ convient en prenant
pour les «; des composés de ¢ et des K-automorphismes du corps L (éventuellement
répétés, si L n’est pas une extension séparable de K) par [Bou81l chap. 5, prop. 4
du §8 et prop. 3 du §9]. O

La propriété d’unicité de la proposition [£.7.2] entraine aussitot :

Corollaire 4.7.4. — Supposons le corps K parfait. Sim: A — K est un poids po-
lynomial déployé, pour toute décomposition de w en produit de morphismes d’anneaux
a; : A= L, ot L est une extension du corps K, les c; sont & valeurs dans K.

Corollaire 4.7.5. — Pour tout m € Monp(A, K), z(m) est une réunion finie —
non vide si m # 1 — d’idéauz premiers p de A tels que A/p se plonge dans une
extension finie du corps K. Si de plus w est de torsion, alors ces idéauzx premiers sont
cofinis.

Corollaire 4.7.6. — Pour tout 71 € Mongq(A, K), z(7) est une réunion finie
d’idéaux premiers de A.

Démonstration. — Combiner les propositions [4.4.4] et le corollaire O

Le corollaire suivant s’applique en particulier lorsque le corps K est algébriquement
clos et que F est un foncteur de type fini de F(A; K), par le corollaire et la

proposition [£-4.5]

Corollaire 4.7.7. — Soient £ une catégorie de Grothendieck K-linéaire et F' un
foncteur de Fct(A,E) possédant une décomposition en poids faible. Supposons que
II(F) est fini et constitué de poids ordinaires. Alors 'anneau Ap est semi-local.

Corollaire 4.7.8. — Si K est algébriquement clos de caractéristique nulle, le mo-
noide (commutatif) Monye (A, K) est libre sur Ann(A, K).

Dans ce qui suit, pour un entier p > 0, on note N[1/p] le sous-monoide des éléments
positifs (pour I'ordre usuel) du groupe additif Z[1/p].

Corollaire 4.7.9. — Supposons que K est algébriquement clos de caractéristique
p > 0. Notons ~ la relation d’équivalence sur Ann(A, K) engendrée par laction de
lendomorphisme de Frobenius de K et ¢ — [p] la fonction canonique Ann(A, K) —
Ann(AK)/ ~.

Le monoide Monyqi(A, K) est isomorphe & la somme directe sur [p] € Ann(A, K)/ ~
du sous-monoide engendré par les éléments de [p]. Celui-ci est isomorphe a :

1. (Z/(qg — 1))+ si l'image de ¢ est de cardinal fini q ;

2. N[1/p] si ¢ est d’image infinie.
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Dans la définition qui suit, la relation d’équivalence ~ sur Ann(A, K) est celle du
corollaire précédent si p > 0, et 1’égalité si p = 0.

Définition 4.7.10. — Une famille («;) de morphismes d’anneaux A — K est dite
indépendante si les deux conditions suivantes sont réalisées :

1. chaque «; est d’image infinie;

2. les images des a; dans Ann(A4, K)/ ~ sont deux a deux distinctes.

(En caractéristique p = 0, cela se réduit & demander que les «; soient deux a deux
distincts.)

Cette terminologie est motivée par 'indépendance linéaire des caractéres, qui im-
plique que la famille (;);eg est indépendante au sens précédent si et seulement si la
famille (af )(i.j)eExn+ de ses puissances est linéairement indépendante dans 'espace
vectoriel K4.

4.7.2. Critéres de polynomialité des poids. — Si p est un nombre premier, on
appelle p-anneau fini tout anneau fini A vérifiant les conditions équivalentes suivantes :

1. le cardinal de A est une puissance de p;
2. la caractéristique de A est une puissance de p;
3. 'anneau semi-simple A/ J(A) est de caractéristique 1 ou p.

Proposition 4.7.11. — Supposons que p est non nul et que A est un p-anneau fini.
Alors tout poids A — K est polynomial.

Démonstration. — En effet, toute fonction d’un p-groupe fini vers un corps de carac-
téristique p est polynomiale [Pas79, chap. VI, th. 1.2]. O

Proposition 4.7.12. — Supposons que p est non nul et que la caractéristique de

A est une puissance de p. Alors le morphisme canonique Mon((A/Nil(A)),, K,) —

Mon(A,, K,) est un isomorphisme.

Démonstration. — Soient x,y € A tels que x —y € Nil(4) : il existe n € N tel que

(z — y)?" = 0. Si la caractéristique de A est p™, on en déduit 22" " = 4P,
N ntm—1 n4m—

d’ott (x)?P = m(y)P

téristique p, il s’ensuit que 7(z) = 7(y). O

' pour tout 7 € Mon(A4,,, K,,). Comme K est de carac-

Lemme 4.7.13. — Soit V un groupe abélien non nul. Si la fonction V — K en-
voyant 0 sur 0 et V' \ {0} sur 1 est polynomiale, alors p # 0 et V est un p-groupe
fini.

Démonstration. — Si V est infini, on peut construire par récurrence une suite (v;);en
d’¢léments de V' telle que ), pv; # 0 pour toute partie finie non vide £ de N.
On en déduit que V est nécessairement fini. L’hypothése entraine maintenant que
toute fonction V' — K est polynomiale, puisque les fonctions polynomiales forment
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un sous-espace vectoriel de KF invariant par translation & la source. La conclusion
résulte donc de [PasT9, chap. VI, th. 1.2]. O

L’énoncé et la démonstration du résultat suivant présentent de nombreuses simili-
tudes avec son pendant antipolynomial, le théoréme [4.6.3]

Proposition 4.7.14. — Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. tout poids de Mon(A,,, K,,) est polynomial ;
2. A/Nil(A) est un produit fini de corps finis de méme caractéristique que K.

Démonstration. — Si A/Nil(A) est un produit fini de corps finis de méme caracté-
ristique que K, p € Nil(A4), donc les propositions et montrent que tout
poids de Mon(A,,, K,,) est polynomial.

Réciproquement, le lemme montre que pour tout p € Spec(A4), A/p est un
p-anneau fini (considérer le poids §, introduit & la proposition-définition , et
donc un corps fini de caractéristique p. En particulier, tout idéal premier de A est
maximal, et il suffit pour conclure de vérifier que A ne posséde qu'un nombre fini
d’idéaux maximaux. Supposons par l'absurde qu'il existe une suite infinie (m;);en
d’idéaux maximaux deux & deux distincts de A. La polynomialité du poids &y, m, et le
corollaire fournissent un nombre fini d’idéaux premiers py, ..., p, € Spec(A) tels
que Jm; = U?:l p;. Comme les m; sont maximaux, on a forcément m; € {p1,...,p,}
pou;ecﬁlllaque i, par [Bou85| ch. II, § 1, prop. 2], contradiction qui achéve la démons-
tration. O

Pour un prolongement de I’énoncé précédent, on renvoie au théoréme

Proposition 4.7.15. — Supposons que tout poids de Mon(A,,, K,,) est ordinaire.
Alors A est quasi-parfait, A/ J(A) est fini et A est le produit d’un anneau A’ tel que
tout poids de Mon(A],, K,,) est polynomial et d'un anneau A" tel que tout poids de
Mon(Aj}, K,,) est antipolynomial.

Démonstration. — Soit p € Spec(A). Le poids &, est le produit d’un poids antipoly-
nomial « et d’un poids polynomial 7 (proposition . Sia # 1, alors p = z(&,)
contient un idéal maximal K-cotrivial de A (proposition , donc p est maximal
et A/p fini. Sinon, £, est polynomial, et on voit comme dans la démonstration de la
proposition précédente que p est maximal et que A/p est fini.

Ainsi, tous les idéaux premiers de A sont maximaux et cofinis. Par ailleurs, en
utilisant le corollaire et en raisonnant comme dans la démonstration précédente,
on voit que A n’a qu'un nombre fini d’idéaux maximaux. Il s’ensuit que A est quasi-
parfait et A/ J(A) fini.

En particulier, A est isomorphe & un produit fini d’anneaux locaux, de sorte que,
pour démontrer la derniére propriété, il suffit de vérifier que, si A est local, alors soit
tous les poids de Mon(A,,, K,) sont polynomiaux, soit ils sont tous antipolynomiaux.
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Si la caractéristique de A est une puissance de p, alors A n’a pas d’idéaux cotriviaux
autres que A, donc il n’y a pas de poids antipolynomial non trivial dans Mon(A4,,, K,,),
et Mony,o (A, K) = Mone4(A, K) = Mon(A,, K,,) par la proposition Si la
caractéristique de A est étrangére a 'exposant caractéristique de K, alors il n'y a
pas de morphisme d’anneaux de A dans une extension de K, donc pas de poids
polynomial non trivial dans Mon(A4,,, K,,) par la proposition de sorte qu’on a
alors Monup(A, K) = Mong4(A, K) = Mon(A,, K,), cqfd. O
Corollaire 4.7.16. — Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est noethérien et tout poids de Mon(A,,, K,,) est ordinaire ;
2. A est fini.

Ce corollaire implique en particulier que, si A est un anneau noethérien infini, alors
il existe dans F(A, K) au moins un foncteur simple n’appartenant pas a F(4, K).

4.8. Lemmes arithmétiques

Notation 4.8.1. — Soit Il > 1 un entier. On note s;(n) la somme des chiffres d’un
élément n de N[1/1] dans son écriture l-adique.

Le résultat suivant, classique et facile, est laissé en exercice.
Lemme 4.8.2. — Pour toute famille presque nulle (a;);en d’entiers naturels et tout

Zai zsl(Zaili).

i€eN 1€EN

entier I > 1, on a

Proposition 4.8.3. — Soit (ai,...,ay) une famille finie indépendante de mor-
phismes d’anneaux A — K. Alors pour tous entiers naturels iy, ..., i,, le degré poly-
nomial de la fonction [[_, air : A— K est > _ i, sip=0 et > _, sp(ir) sinon.

Démonstration. — Cela découle du résultat d’unicité de la proposition [£.7.2] et, pour

p premier, du lemme (.82 O

Sip > 1 est un entier, on définit une fonction C, : N x N — N par récurrence
comme suit : Cp,(0,n) =1sin=0et 0sin>0,et, pour d >0,
Cp(dn)=n. Y Cpld—1,n—1+u(p-1)).
0<u< 4=z
P
On note que Cp(d,n) = 0 pour n > d. Une estimation grossiére montre qu’'on a

toujours Cp(d,n) < (d!)2.

Lemme 4.8.4. — Soient d > 0 et p > 2 des entiers et r € N[1/p|. L’ensemble des
suites presque nulles d’entiers naturels (a;)icz telles que Y, a; =d et ), . a;.p' =
7 est fini, de cardinal magjoré par Cy,(d, s,(r)), donc par (d!)?.
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Démonstration. — Notons E(d,r) 'ensemble en question et, pour j € Z, E;(d,r) :=
{(a;) € E(d,r)|a; > 0}.

On montre par récurrence sur d que Card E(d,r) < Cp(d, sp(r)) pour tout r € N.
La propriété est évidente pour d = 0, on suppose donc d > 0 et 'inégalité Card E(d —
1,7) < Cp(d —1,sp(r)) vérifiée.

Soient j € Z et (a;)iez un élément de E;(d,r). On a donc p’ < r; notons ¢ le plus
petit entier supérieur a j tel que d; # 0,007 =), d;.p* (avec 0 < d; < p—1) est
écriture p-adique de r. On a alors s,(r — p/) = s,(r) — 1 +u(p— 1) ot u =t — j.
En considérant la suite (a}) donnée par a’; = a; — 1 et a; = a; pour i # j, on en tire
Card Ej(d,r) < Cp(d —1,sp(r) — 1 +u(p — 1)) grace a I'hypothése de récurrence. Si

cet entier est non nul, on a s,(r) —1+u(p—1) <d—-1,doa0<u< %”1@. Ainsi
Card E(d,r) < Z Card E;(d,r) < Z Z Cp(d—1,s,(r) —1+u(p—1)).
JEL €L <y A=2p ()
de#0 — =Pl
Comme l'ensemble {t € Z|d; # 0} est de cardinal majoré par s,(r), cela termine la
démonstration. O
Remarque 4.8.5. — La majoration est trés éloignée de 'optimalité, mais seul nous

importe de disposer d’une borne ne dépendant que de d.

Le lemme [£:8:4 nous permet d’établir le résultat suivant, qui jouera un role impor-
tant dans la section [l

Proposition 4.8.6. — Soient d € N et m € Mon(A,,, K,,). L’ensemble

d
{(ala s 7ad) € Ann(A, K)d | ™= Haz}
i=1
est fini.
Démonstration. — Quitte & agrandir le corps K, on ne perd pas en généralité a

le supposer algébriquement clos. Le cas ou sa caractéristique est nulle découle du
corollaire [1.7.8] Sinon, cela provient du corollaire [£.7.9] et du lemme [£:8.4] O

Nous aurons également usage, pour p > 2, de la fonction o, : N — N définie par
op(n) = max{s, (i) |7 € [0,n]}. On vérifie aussitdt que o, (n) est le plus grand N € N
tel que (T;(N) < n, ol UL(N) = (r+ 1)p® — 1 si a (resp. r) est le quotient (resp.
le reste) de la division euclidienne de N par p — 1. Par exemple, o4(N) = 2V — 1
et o2(n) = [loga(n + 1)] (ou les crochets désignent la partie entiére); en général
PP 1< 0L (V) < 711 — 1 (i [4] i= —[—a]) et (p— [log, (n + 1)] < 0,(n) <
(p — D[log,(n + 1)] + p — 2. Nous n’aurons pas besoin de ces relations, mais elles
permettent de donner une borne explicite au degré polynomial dans le théoréme [7.3.9]
ci-apres.

Le lemme suivant interviendra dans la démonstration de la proposition [7.2.13
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Lemme 4.8.7. — Soient n, rg,...,ry, et ag,...,a, des entiers naturels. On a
n n
Up(Zai) < max{sP(thp”) |0<t; < aj}.
i=0 §=0
Démonstration. — Quitte a réordonner les a; et les r;, on peut supposer que la suite

finie (r;) est croissante. Quitte a retrancher ¢ a tous les r;, on peut également supposer
ro = 0.

On montre le résultat par récurrence sur n. Il est trivial pour n = 0, on suppose
donc n > 0 et 'assertion établie pour n — 1.

Supposons d’abord ag < p™. Quitte & remplacer la suite (a;) par une suite (a}) avec

0<a;,<a;ets, ( > ag) =0, ( > a,;), on voit qu’il suffit de montrer qu’il existe

des entiers 0 < t; < a; (pour 0 < j < n) tels que 317(2?:0 ai> < sp<Z;.L=0 tjpﬁ).
L’hypothése de récurrence fournit des entiers naturels ¢; < a; pour 1 < j < n tels
que sp(Z?:1 ai) < sp ( Z?Zl tjp’"ﬂ'). Par ailleurs, comme ag < p", on a s,(ap+u) =

sp(ag) + sp(u) pour tout entier naturel u divisible par p™. On a donc

51?(2”:%') < sp(ao) + 31)(2”:%) < sp(ao) + Sp(iltjp”) = Sp(iotjp”)

comme souhaité.
Supposons maintenant ag > p"*. L’hypothése de récurrence montre qu’il existe des
entiers 0 < t' < ag + a; et 0<t; <aj pour 2 < j < ntels que

n

ap(Zai) <sp (t’ + zn:tjpr-f).
j=2

ie
Sit' < ag, le choix tg = t' et t; = 0 convient. Supposons désormais t' > ag. Comme
ap > p't, il existe un entier 0 < ¢y < ag congru a t' modulo p™ ; considérons le plus
grand d’entre eux : on a tg < ag < to + p™, et t' = tg+t1p™ pour unt; € N. On a
donc

t1 =p " (t' —to) < p " (a1 +ag —to) <p (a1 +p™) < a1+ 1,

d’ou t; < a;. Cela termine la démonstration. O



CHAPITRE 5

PROPRIETES DE FINITUDE DES FONCTEURS
POLYNOMIAUX A POIDS

Convention 5.1. — Dans tout le chapitre@ m € Mon(A,,, K,,) désigne un poids, d
un entier naturel, v un entier strictement positif, A une catégorie additive A-linéaire
essentiellement petite et £ une catégorie de Grothendieck K -linéaire.

L’objectif principal de ce chapitre consiste & démontrer que tout foncteur polyno-
mial noethérien de F(A, K) possédant une décomposition en poids est a valeurs de
dimension finie. De plus, I’hypothése noethérienne peut étre affaiblie en une hypo-
thése de type-finitude sous une hypothése de finitude raisonnable sur A (par exemple,
si A est un anneau essentiellement de type fini), et la conclusion s’étend aussitdt aux
foncteurs Hom-polynomiaux possédant une décomposition en poids.

Ces résultats, établis dans la section[5.3] reposent lourdement sur des considérations
de pure algebre commutative exposées dans la section [5.1} Celles-ci ne sont toutefois
pas dénués de liens avec la théorie élémentaire des poids des foncteurs de F(A, K)
du chapitre [4 car elles utilisent de fagon fondamentale la proposition qui est
déduite de résultats fonctoriels de [DTV23].

La section [5.2) présente le lien, direct, entre les constructions de la section [5.1] et
les foncteurs polynomiaux a poids de F(A, K) (ou plus généralement Fct(A,¢E));
elles seront également utilisées plus tard dans ce mémoire, pour 1’étude des foncteurs
polynomiaux hyper-diagonalisants et hyper-trigonalisants.

Nous terminons ce chapitre en donnant une condition suffisante, & la section
pour qu’un foncteur polynomial de type fini de F(A, K) posséde une décomposition
en poids faible si et seulement s’il est fini.

5.1. L’algébre Wy(A,)

Notation 5.1.1. — On désigne par Wy(A,w) le quotient de la K-algébre A%d ~
K ®7 A% par lidéal Ty(A,7) engendré par les éléments 1 @ a®? — m(a) @ 194 pour
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a € A. Plus généralement, on note W(y] (A, ) le quotient de A?}d par la puissance
r-ieme de lidéal Z4(A, ).

Cette construction est fonctorielle en A au sens suivant : tout morphisme d’anneaux
¢ : B — A induit un morphisme de K-algébres Wg] (B,moyp) — Wg[lr} (A, ). Il existe
une fonctorialité analogue en le corps K.

On note que Zy(A, ) est stable par Paction canonique du groupe symétrique Sy
sur l’algébre A?}d, de sorte que Wy(A, ) posséde une action naturelle de &,.

Remarque 5.1.2. — Pour «,3 € Mon(A,,, K,,) et i,j € N, I'isomorphisme cano-
nique A?;(Hj) = A% @ A% envoie ;4 (A, aff) dans Z;(A, @) ®A}8}j + A RI;(A,B),
d’ou un morphisme surjectif de K-algebres Wi ;(A4,aB) — Wi(A,a) @ W;(A,S)
et plus généralement Wi[:_?s_l] (A, aB) - Wi[r] (4,0) ® W][s] (A, 8) pour tous entiers
r,s > 0.

On en déduit par récurrence sur n € N, pour tous poids p1, ..., p, € Mon(A4,, K,,)
et tous i1, ...,4, € N, un morphisme surjectif de K-algébres

(9) WD A prpa) — WA ) @ - @ WA, p).

Proposition 5.1.8. — 1. L’anneau Wy] (A, ) est quasi-parfait.
2. L’algébre W(y] (A, W)/J(W(y] (A, 7)) est de dimension finie sur K.
3. La K-algébre W4(A, ) est déployée dans chacun des deux cas suivants :
(a) K est un corps de décomposition de P(A) ;
(b) 7 est un poids polynomial déployé et K est un corps parfait.

Démonstration. — Un idéal premier p de W(ET](A,W) est le noyau d’un morphisme
de K-algébres de Wa[lr] (A, ) vers une extension L du corps K. Un tel morphisme
est donné par des morphismes d’anneaux «; : A — L pour 1 < i < d tels que le
morphisme K ®7 A®?¢ - L A®a; ® - ®aq = Aai(ar)...aq(aq) soit nul sur
Za(A,7), c’est-a-dire tels que m = H,‘:Zl «;. La proposition montre alors que les
«; prennent leurs valeurs dans une sous-extension finie de I’extension L du corps K.
Cela entraine que Wg] (A, m)/p est de dimension finie sur K, et est donc un corps.
Ainsi, tout idéal premier de WCET] (A, ) est maximal. La proposition montre que
Wy] (A,7) n’a quun nombre fini d’idéaux maximaux, ce qui achéve de prouver les
deux premiéres assertions.

Si K est un corps de décomposition de P(A), alors tout morphisme d’anneaux de
A vers une extension finie du corps K est a valeurs dans K, donc ’algébre Wa[f] (A, )
est déployée. La méme conclusion vaut lorsque 7 est un poids polynomial déployé et
que le corps K est parfait grace au corollaire [£.7.4] O

Remarque 5.1.4. — La démonstration précédente montre aussi que la K-algébre
Wa(A, ) est non nulle si et seulement si 7 posséde une décomposition en produit de
d morphismes d’anneaux de A vers une extension de K. Dans ce cas, le poids 7 se
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factorise de fagon unique en un poids 7 : Ay = k®z A — K, ou k est le sous-corps
premier de K, & travers le morphisme canonique A — Ayg. Il est clair que Wy(A4, )
s’identifie & Wy(Ag, 7). Autrement dit, on peut sans perte de généralité supposer que
A est une k-algébre.

Corollaire 5.1.5. — Si Wg] (A, ) est un anneau noethérien, alors dim g Wy] (A, )
est finie.
Démonstration. — Si Wo[lr] (A, ) est un anneau noethérien, la premiére assertion de

la proposition et la proposition montrent que la K-algébre W(ET](A,’/T)
est artinienne. Comme son quotient par son radical est de dimension finie (grace a la
proposition également), cela donne la conclusion. O

Corollaire 5.1.6. — Si la K-algébre Ay est essentiellement de type fini (c’est-a-
dire isomorphe & une localisation d’une K-algébre de type fini), alors WU[IT] (A, ) est
de dimension finie sur K.

Démonstration. — La K-algébre A%d est essentiellement de type fini comme Ag,
elle est donc noethérienne. L’algebre WCET] (A, ), qui en est un quotient, est également
noethérienne. On conclut par le corollaire [5.1.5] O

Corollaire 5.1.7. — Le foncteur canonique £ % Wy] (A, ) — & préserve les objets

noethériens.
Démonstration. — Cela résulte de la proposition [5.1.3] et du corollaire 2.1.10] O

Dans I’énoncé suivant, si p est un nombre premier, nous disons qu’une F,-algébre
est p—parfaz’te si son endomorphisme de Frobenius est surjectif.

Proposition 5.1.8. — Supposons que p est non nul et que la Fy-algébre A/p est
p-parfaite (par exemple, que A est un corps parfait de caractéristique p).

Alors l'algébre Wg] (A, ) est semi-simple et de dimension finie sur K.

Démonstration. — On peut supposer sans perte de généralité que A est une Fp-
algebre (remarque , et que le corps K est parfait, quitte a le plonger dans un
corps parfait et étendre les scalaires.

Il suffit de montrer que Wg] (A, ) est semi-simple, puisqu’on sait, grace a la pro-
position [5.1.3] que le quotient de cette algebre par son radical est de dimension finie
sur K. De plus, comme de (A, ) est quasi-parfait, on peut se contenter de montrer
que cet anneau est réduit.

(1) Cette notion généralise celle de corps parfait mais n’a rien a voir avec celle d’anneau parfait !
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Montrons d’abord la conclusion sous I’hypothése supplémentaire que 1’endomor-
phisme de Frobenius de A = A/p est bijectif. C’est alors aussi le cas des endomor-
phismes de Frobenius de A}e}d et de Wc[lr] (A, ), par fonctorialité de la construction
Wy]. En particulier, ces algébres sont réduites.

Si I'on suppose maintenant seulement que ’endomorphisme de Frobenius de A est
surjectif, il existe un morphisme surjectif de [Fp-algébres B — A ou le Frobenius de
B est bijectif (prendre par exemple pour B la colimite de copies de la F,-algébre
libre sur A le long du Frobenius). Comme le foncteur Wy] préserve les morphismes
surjectifs et qu’un quotient d’une algébre semi-simple est semi-simple, la conclusion
s’ensuit. O

Afin de généraliser la proposition précédente, nous utiliserons le lemme facile sui-
vant :

Lemme 5.1.9. — Soit v : B — A un morphisme d’anneauz. Si A est une B-algébre
de type fini (resp. essentiellement de type fini), alors WG[lT] (A, 7) est une Wg] (B, mou)-
algebre de type fini (resp. essentiellement de type fini).

Démonstration. — A®29 est une B®2%-algébre de type fini (resp. essentiellement de
type fini). Le produit tensoriel par K et le passage au quotient qui définissent WCET]
préservent également la propriété (essentiellement) de type fini pour les algebres, d’ou
le lemme. O

Le résultat suivant généralise & la fois le corollaire et la proposition

Proposition 5.1.10. — Supposons que p est non nul et que A/p est une algébre
essentiellement de type fini sur une IFp-algébre p-parfaite B.
Alors Wc[lr] (A, m) est de dimension finie sur K.

Démonstration. — Par la proposition 5.1.8|, V[/g](B7 7) est de dimension finie sur K.
Il s’ensuit grace au lemme [5.1.9| que W(y] (A, ) est une K-algébre essentiellement de
type fini, donc en particulier noethérienne. Le corollaire permet de conclure. [

Proposition 5.1.11. — Considérons les assertions suivantes.

1. Pour toute extension finie L du corps K et toute décomposition de A = K —
L en produit de d morphismes d’anneaur o«; : A — L (i € [1,d]), on a
dimg Der,, (A4, L) < oo (resp. Dery, (A, L) = 0) pour tout i € [1,d].
2. Pour tout v € N et tout p € Spec(W(y](A,w)), on a dimg p/p? < oo (resp.
PP =p)
3. Pour tout r € N, tout quotient semi-primaire de la K-algébre Wc[lr] (A, ) est de
dimension finie sur K (resp. semi-simple de dimension finie).
Alors[1={2=13 et[3={1] si toutes les extensions de corps K C L qui apparaissent dans
sont séparables — en particulier, si le corps K est parfait.
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Démonstration. — Pour p € Spec(W(y] (A, 7)), notons p 'image réciproque de p par
la projection A%d —» Wd[r](A, m) : il existe une extension finie L du corps K et une
décomposition de A = K < L en produit de d morphismes d’anneaux «; : A — L
(i € [1,d]) telles que p soit le noyau du morphisme de K-algébres A2¢ — L donné
par a1 ®---®ag — a1(ay)...aq(aq), on &; : Ax — L est le morphisme de K-algebres
prolongeant a; € Ann(A, L). 1l s’ensuit que

d
i=1

(ot m,, = Ker&;). Comme p/p? est un quotient de p/p?, on en déduit I'implication
en utilisant (page [21)).

L’implication 2={3]découle du lemme|[T:2.10]ainsi que des propositions[T.2.4]et [5.1.3]

Enfin, supposons [3] vérifiée et soient L, as,...,aq comme dans[I} Si L est une ex-
tension séparable de K, alors tout quotient semi-primaire de Wg[lr] (A, 7)® L est de di-
mension finie (resp. semi-simple de dimension finie), parce qu’on a alors J (Wy] (A, m)®
L) ~ J(W(ET](A,ﬂ')) ® L [Boul2l §12, cor. de la prop. 10], ce qui permet de trans-
porter les critéres du lemme par extension des scalaires de K 4 L. On peut
donc, quitte & étendre les scalaires, supposer K = L. Le morphisme surjectif @ de
la remarque montre alors que tout quotient semi-primaire de Wlm (A, «;) (pour
tout ¢ € [1,d]) est de dimension finie (resp. semi-simple de dimension finie). Comme
7, (A, o) est 'idéal m, de Ax pour tout o € Ann(A4, K), la K-algébre W1[2](A, o) est
semi-primaire, et elle est de dimension finie (resp. semi-simple de dimension finie) si
et seulement si dimg Der, (A, K) < oo (resp. Der, (A, K) = 0), d’ou[1] O

Corollaire 5.1.12. — Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. pour tous d € N, r € N* et m € Mon(A4,,, K,,), tout quotient semi-primaire de
la K-algébre Wy] (A, ) est de dimension finie (resp. semi-simple de dimension
finie) ;

2. la condition (CFD)T (resp. (CAD)™) introduite page [21] (resp. [29) est vérifice.

Démonstration. — La proposition [5.1.11] montre 'implication 2}={I}
Supposant maintenant la condition [I] vérifiée, grace a la proposition [5.1.11] et au
lemme on voit que Der, (4, L) = 0 si « est un morphisme d’anneaux de A vers

une extension finie séparable L de K. Le lemme permet de conclure. O
Proposition 5.1.13. — 1. Sip est nul ou supérieur ou & égal & d, alors t* =0

pour tout t € J(Wy(A,)).
2. Sip est nul ou strictement supérieur a d!, alors J(Wy(A, 7)) =0, et 'anneau
W(y] (A, ) est semi-primaire.

Démonstration. — Tout élément de A%d annule un polynoéme unitaire de degré d! a
coefficients dans la sous-algébre des invariants (A?}d)ed. Si p est nul ou supérieur a
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d, cette sous-algébre est engendrée par les éléments 1 ® a®? ot a parcourt A (et les
tenseurs sont pris sur Z). Comme I'image d’un tel élément dans W;(A, 7) appartient
a K, on en déduit que tout élément ¢ de Wy(A, ) annule un polynéme unitaire de
degré d! a coefficients dans K. Si t appartient a J(W4(A, 7)), il s’ensuit que t% = 0.
La nullité de J(W4(A, )% pour p = 0 ou p > d! découle de la premiére asser-
tion et de l'observation générale que si un idéal I d’'un anneau est tel que 2™ = 0
pour tout x € I et que n! est inversible dans cet anneau, alors I™ = 0. Comme
W(y] (A, ) est manifestement semi-primaire dés lors que Wy(A, ) Uest, cela termine
la démonstration. O

Remarque 5.1.14. — Pour d > 2, 'exposant d! qui apparait dans ’énoncé précé-
dent n’est peut-étre pas optimal. Mais on ne peut pas se passer de 'hypothése que p
est nul ou assez grand pour conclure que Wy(A, ) est semi-primaire, méme si A est

un corps (cf. exemple [5.1.18] ci-apres).
En combinant la proposition et le corollaire il vient :

Corollaire 5.1.15. — Supposons p = 0. Alors la condition (CFD)* (resp. (CAD)*)
est vérifiée si et seulement si la K-algébre WCET] (A, m) est de dimension finie (resp.
semi-simple) pour tout poids m € Mon(A,,, K,,) et tous entiers d > 0 et r > 0.

Remarque 5.1.16. — Si A est un corps s’injectant dans K, (A, K) vérifie la condi-
tion (CAD)™ si et seulement si A est sans dérivation (proposition-définition .
La proposition [5.1.8 montre donc qu’on peut se passer de toute hypothése sur la ca-
ractéristique p de K dans ’énoncé précédent si A est un corps. On prendra toutefois
garde que ce n’est pas le cas si A est un anneau quelconque, comme nous le verrons

dans l'exemple [5.1.20]

Proposition 5.1.17. — Supposons que K et A sont de méme caractéristique p pre-

miere; soit @« € Ann(A, K). Alors il existe un morphisme surjectif de K-algébres

Wy(A,a) » An®uK, qui est un isomorphisme st p = 2, ou Fr désigne I’endomor-
A

phisme de Frobenius de la Fp-algébre A.

Démonstration. — Le produit p-itéré tensorisé par K est un morphisme surjectif
d’anneaux K ® A®? — K ® A (ou les produits tensoriels sont pris sur Z); il induit un
morphisme surjectif de W),(4, o) sur le quotient de K ® A par 'idéal engendré par
les éléments a(z) ® 1 — 1 ® aP, quotient qui n’est autre que Ka%)FrA.

Sip =2, comme « est additif, 1®a®1+1®1®a appartient a Zo(A, ) pour tout
a € A, de sorte que Wh(A, o) s’identifie au quotient de K ®z A par Iidéal engendré
par les éléments 1 ® a? + a(a) ® 1, d’ott le résultat. O

Exemple 5.1.18. — Supposons que A est un corps de caractéristique p > 0 de
degré infini sur 'image AP de son endomorphisme de Frobenius. On vérifie facilement
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que anneau A p,®p, A n’est pas semi-primaire (en utilisant une p-base de A sur AP
A

— cf. [Bou81l, chap. V, §13, deéf. 1 et th. 2]), il en est donc de méme pour W,(4, a),
si a: A — K est un morphisme de corps avec K parfait.

Corollaire 5.1.19. — Supposons que p est premier et que A est une IFp-algébre
augmentée dont ’endomorphisme de Frobenius est nul sur l’idéal d’augmentation.
Notons o € Ann(A, K) la composée de l'augmentation A — T, et du morphisme de
corps B, — K. Alors il existe un morphisme surjectif de K -algébres Wp,(A, a) - Ak,
qut est un isomorphisme si p = 2.

Exemple 5.1.20. — Soit P I'ensemble des parties vides ou infinies de N. Munissons
le F,-espace vectoriel A := F,[P] d’une structure de Fp-algébre a I'aide de la multi-
plication donnée par [I].[J] = [I U J] si I et J sont des éléments disjoints de P, et
[I].[J] = 0 sinon. L’application linéaire A — F,, envoyant [I] sur 0 pour I # & (et
[@] = 14 sur 1) est une augmentation sur A; A est un anneau local dont le radical est
I'idéal d’augmentation, noté m. Comme m est engendré linéairement par des éléments
de carré nul, ’endomorphisme de Frobenius de A est nul sur m. On remarque que
m? = m (car toute partie infinie de N est la réunion disjointe de deux parties infi-
nies), d’ou 'on déduit que (A, K) vérifie la condition (CAD)™T. Ainsi, tout quotient
semi-primaire de Wp(4, o) (ot « est défini comme dans le corollaire est iso-
morphe & K, par le corollaire Mais 'anneau quasi-parfait W,(A, a) n’est pas
semi-primaire, ni méme parfait. En effet, par le corollaire il suffit de vérifier
la méme propriété pour 'anneau A, ce qui provient de I'observation suivante : si I;
désigne, pour [ € N premier, I’ensemble des puissances de [ autres que 1, alors ([f;])
est une suite de m dont aucune sous-suite finie n’est de produit nul.

Remarque 5.1.21. — Poursuivons 'analyse de ’exemple précédent, en supposant
pour simplifier p = 2 et K = Fy (cette derniére condition n’étant pas restrictive, quitte
a étendre les scalaires). Tout d’abord, de maniére générale, si A est une Fo-algébre
munie d’une augmentation o : A — Fo dont le noyau m est constitué d’éléments de
carré nul, alors I'idéal Z5(A, o) de A ® A est engendré par les éléments x @ 1 +1® x
pour z € m. En effet, un tel élément appartient a Z5(A, ) puisqu’il égale la somme
de (2 +1)%2 + a(z + 1) et 292 4 a(z), et la relation

t@t+al)=teD).f1+1H)+l+a(t)=(t®1).f@1+101)

pour t € A, ou t := ¢ + «a(t) appartient & m, montre que l'idéal engendré par les
éléments de ce type contient Zo(A, ) (on a t? = a(t) car 2 = 0 par hypothése).
Vérifions que, dans la situation de 'exemple [5.1.20] (avec p = 2), I'idéal Z,(4, ) de
A® A n’est pas égal a son carré. Si E désigne ’ensemble des parties infinies de N, les
xy := [I], pour I € E, constituent une base du Fa-espace vectoriel m. Dans lalgébre
R:=A® A notonsay :=x;®let by :=1®x; pour I € E : 1, les ay, les by et les
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arby, pour (I,.J) € E?, constituent une base de R sur Fy. Considérons I’application Fa-
linéaire ¢ : R — A envoyant 1 sur 1, ay sur zy, by sur 0, et a;by sur xyysiIlNJ =g
et min I < min J (pour l'ordre usuel de N) et sur 0 sinon. Alors ¢ n’est pas nulle sur
To(A, ), car ar + by € Iy(A, «) est envoyé sur xy # 0. En revanche, ¢ est nul sur
I'idéal Zo(A, a)? de R : cet idéal est engendré par les éléments (ay +br)(ay +by) (pour
(I,J) € E?); une famille génératrice de Zy(A, a)? comme Fa-espace vectoriel est donc
constituée des éléments (ayr+br)(ay+by), ar(ar+br)(as+by), by(ar+br)(ay+by)
et arby (ar +br)(ay+by) pour (I,J,T,U) € E*. Montrons par exemple que 1) annule
les éléments de la forme arby (ar + br)(ay +by) (les autres cas sont similaires) : si I,
J, T et U ne sont pas deux a deux disjoints, alors ¢ (arby (ar +br)(ay+by)) = 0 car
1 envoie sur 0 tous les termes obtenus en développant le produit. Si I, J, T et U sont
deux & deux disjoints, alors

arby(ar +br)(ay +by) = arusurby + arurbsuu + asurbov + arbruguu

fait apparaitre un nombre pair de termes dans lesquels I, J, T ou U figure en indice
de a, de sorte qu’on a bien ¥ (arby (ar + br)(ay + b)) = 0.
On a donc bien Zy(A, a)? # Ty(A, «).

5.2. Lien avec les effets croisés

Comme la catégorie A (resp. &) est A-linéaire (resp. K-linéaire), la catégorie de
multifoncteurs multiadditifs Addg(A, £) est A®2¢ @z K ~ A linéaire, de méme que
la catégorie Addy(A,E) x Sy.

Notation 5.2.1. — On note ’Pold(.A,E)Lr] la sous-catégorie pleine de Fct(A,E)
constituée des foncteurs polynomiauz de degré au plus d de U(Fct(A,E);m.).

Lorsque A = P(A) et £ = K-Mod, on note simplement Poly(A, K)L:’] cette caté-
gorie.

Le résultat suivant, qui justifie les considérations de la section [5.1] est immeédiat.

Proposition 5.2.2. — 1. Le foncteur Addg(A,E) — Poly(AE) de pré-
composition par la diagonale d-itérée envoie U(Addy(A,E);Zq(A, 7)) =
Add,(A,¢€) = Wc[l"] (A, 7) dans Poly(A, &Y.

AK

2. Le foncteur Poly(A,E) — Addy(A,E) qu’induit cry envoie Pold(A,E)LT] dans
U(Addd(A7 8)’ Id(Aa ﬂ-)r) .

Avant de donner, a la section [5.3] les conséquences principales des résultats de la
section[5.1]sur les foncteurs polynomiaux a poids déduites de 'observation précédente,
nous abordons la question générale de savoir quand toute décomposition en poids
faible pour un foncteur polynomial de Fct(A4, £) est automatiquement forte, obtenant
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4 la proposition ci-aprés un analogue partiel de la proposition pour les
foncteurs polynomiauz.

Corollaire 5.2.3. — Considérons les assertions suivantes :

1. pour toute petite catégorie additive A-linéaire A et toute catégorie de Grothen-
dieck K-linéaire &, tout foncteur polynomial homogéne de poids faible w de
Fct(A, &) est homogéne de poids fort m;

2. tout foncteur polynomial de F(A, K) homogene de poids faible w est de poids
fort 7 ;

3. pour tout d € N, l'idéal T4(A, ) de A?}d est égal a son carré.

Alors[1={2=13, et[F={1 si p = 0.

Démonstration. — L’implication est triviale.

Utilisant 1’équivalence du corollaire (da a Pirashvili), la sous-catégorie
Pola(A, K Poly_1 (A, ) de Poly(A, K)/Poly_1 (A, K) s'identifie a W (A, 7) x
&4-Mod, par la proposition [5.2.2] Ainsi, la condition [2] implique que le foncteur
Wa(A,7) x 64-Mod — de] (A, ) x 64-Mod de restriction le long de la projection
WA, ) % &4 — Wa(A,7) x &4 = (ALY T4(A, 7)? — ALY T4(A, 7)) x &4 est une
équivalence, c’est-a-dire que D'inclusion Zy(A, )% C Zy(A, ) d’idéaux de A est une
égalité. Ainsi [2={3

Si la condition [3] est vérifiée et que p est nul, alors la proposition [5.2.2] et le scinde-
ment par le degré des foncteurs polynomiaux de but Q-linéaire (proposition
montrent que l'inclusion Pol4(A, E)er] C Polg(A, E)Lrl] est une égalité, d’ou O

Remarque 5.2.4. — Nous ignorons si 'implication |3=1{1]| persiste en caractéristique
p premiére.

On observe par ailleurs (& partir de I’équivalence , page que la condition
Der,(A,K) = 0, pour ¢ € Ann(A, K), équivaut au fait qu'un foncteur additif de
F(A, K) homogene de poids faible ¢ est nécessairement homogéne de poids fort ¢, et
implique la méme propriété pour les foncteurs additifs de Fct(A, ).

Ainsi, la condition (CAD) équivaut au fait qu'un poids d'un foncteur additif de
F(A, K) est nécessairement fort, mais elle ne suffit pas & garantir la méme propriété
pour les foncteurs polynomiaux de degré supérieur (c’est toutefois le cas si K est assez
gros, par exemple algébriquement clos, et de caractéristique nulle, comme il résultera

de la proposition [5.2.5)).

Proposition 5.2.5. — Si toute décomposition en poids d’un foncteur polynomial de
F(A,K) est forte, alors la condition (CAD)T est vérifiée.

Réciproquement, si (CAD)T est vérifiée et que la caractéristique p de K est nulle,
alors toute décomposition en poids d’un foncteur polynomial de Fct(A,E) est forte.
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Démonstration. — Supposons que toute décomposition en poids d’un foncteur po-
lynomial de F(A, K) est forte. Soient L une extension finie du corps K et ¢ €
Ann(A, L). Choisissons une extension finie L' du corps L et aq,...,a, € Ann(A, L)
comme dans le lemme [£.7.3] et notons 7 le produit des a;, qu’on peut voir comme
élément de Mon(A4,,, K,,).

Supposons Der,(A, L) non nul : il existe alors un foncteur additif homogeéne de
poids faible non fort ¢ dans F(A, L), et donc dans F(A, L’); soit X; un tel foncteur.
Par ailleurs, notons X;, pour ¢ € [2,n] le foncteur de F(A, L") d’extension des scalaires
le long de «; ; c’est un foncteur additif homogeéne de poids «;, & valeurs toujours non
nulles, sauf en 0. L’image du foncteur ®?=1 X, dans F(A, K) par la postcomposition
par la restriction des scalaires de L’ a K est polynomiale, homogéne de poids faible
7. Comme X; n’est pas homogéne de poids fort a; et que les X;, pour i > 2, sont
4 valeurs non nulles hors de I'objet nul, il s’ensuit que notre foncteur ne peut étre
homogene de poids fort m. Cette contradiction montre que (CAD)™ est nécessairement
vérifiée.

Supposons maintenant (CAD)™ vérifiée et p nul. Alors le corollaire entraine
que l'idéal Z,(A, ) de A%d est égal a son carré. Le corollaire permet de conclure.

O

Remarque 5.2.6. — Le sens réciproque de 1’énoncé précédent peut tomber en
défaut si I'on omet ’hypothése de caractéristique nulle, comme l'illustre le cas de
A =7/p? (qui vérifie (CAD)™ alors qu’il existe des foncteurs de F(Z/p?, K) admet-
tant une décomposition en poids faible mais non forte, par les propositions [£.3.5] et
4.3.9)).

Nous verrons toutefois ultérieurement (corollaire que si p est non nul et que
A est une F,-algebre vérifiant une hypothése de finitude raisonnable (par exemple, A
de type fini comme anneau) et la condition (CAD)™, alors toute décomposition en
poids d’un foncteur polynomial de F(A, K) est nécessairement forte.

Néanmoins, méme si A est une F,-algebre, sans hypothése de finitude supplémen-
taire, la condition (CAD)™ ne suffit généralement pas a garantir que toute décom-
position en poids d’un foncteur polynomial de F(A, K) soit forte, comme le montre

I’exemple combiné a la remarque [5.1.21] et au corollaire [5.2.3]

5.3. Applications aux foncteurs polynomiaux a poids

Commengons par donner une conséquence générale simple des résultats rappelés
dans la section 2] :

Lemme 5.3.1. — 1. Les foncteurs cry : Fct(AE) — Fct(ALE) et 6
Fct(A%, &) — Fct(A, &) préservent les objets de type fini.
2. Si F est un objet noethérien de Polq(A,E), alors crqa(F') est un objet noethérien
de Addy(A,E).
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Démonstration. — Le premier point résulte formellement de ce que les foncteurs @,
dont crq est facteur direct, et ¢} sont adjoints des deuz cotés (en particulier, ils sont
exacts et commutent aux colimites) et de ce que la type-finitude d’un objet X d’une
catégorie de Grothendieck équivaut a la commutation de Hom(X, —) aux colimites
filtrantes de monomorphismes.

Si F est un objet noethérien de Poly(A,E), alors [Pop73| chapitre 5, lemme 8.3]
et le théoréme de Pirashvili montrent que crq(F') est un objet noethérien de
Addy(A, E) xSy. Comme S, est un groupe fing, il s’ensuit, par la proposition
que cry(F) est noethérien dans Addy(A,E). O

Dans la suite de ce chapitre, nous nous plagons sur la catégorie source P(A), sur
laquelle les foncteurs (multi)additifs se décrivent bien.

Proposition 5.3.2. — Soit F un foncteur de Poly(P(A), &)Y

1. Supposons que F est de type fini et que la K -algébre Wy] (A, ) est de dimension
finie. Alors le multifoncteur crq(F) est & valeurs dans les objets de type fini de
E.

2. Supposons que F' est noethérien. Alors le multifoncteur crqy(F) est a valeurs
dans les objets noethériens de E.

Démonstration. — L’équivalence de catégories (page , la proposition et
le lemme montrent que crq(F') est un objet de type fini dans le premier cas,

noethérien dans le second, de Addy(P(A),¢E) %d WU[IT] (A,m) ~ & % W(y] (A, 7). Si
AK

W{y] (A, ) est de dimension finie sur K, il définit donc un objet de type fini de &;
autrement dit, le multifoncteur cry(F') est a valeurs dans les objets de type fini de &.

Si F est noethérien, on conclut grace au corollaire [5.1.7} O
Remarque 5.3.3. — De la méme facon, si la K-algébre Ag est absolument plate

et déployée (ou plus généralement s’il existe une extension finie de L de K telle que
Ay, soit déployée), alors pour tout foncteur polynomial noethérien F de Fct(P(A), ),
crq(F) est a valeurs noethériennes. Il suffit pour le voir de raisonner comme précédem-
ment, en utilisant la proposition m (et le corollaire au lieu du corollaire

Ainsi, la deuxiéme assertion du théoréme [5.3.4] ci-dessous vaut pour tous les fonc-
teurs polynomiaux noethériens (sans condition de décomposition en poids) sous 1'hy-
pothése précédente sur A et K.

L’un des résultats principaux de ce chapitre est le suivant.

Théoréme 5.3.4. — Soit F' un foncteur de ”Pold(P(A)f)Lf].

1. Si F est de type fini et que pour tout entier n < d, l’algébre W,[f] (A, 7) est de
dimension finie sur K, alors F est a valeurs dans les objets de type fini de £.
2. Si F' est noethérien, alors F prend ses valeurs dans les objets noethériens de .



920 CHAPITRE 5. FONCTEURS POLYNOMIAUX A POIDS

Démonstration. — On montre le théoréme par récurrence sur d. Le cas d = 0 étant
trivial, on suppose d > 0 et les assertions établies pour les foncteurs de degré au plus
d—1.

Le foncteur q,_; (F') est de type fini dans le premier cas, noethérien dans le second,
car c’est un quotient de F. Il appartient par ailleurs a Pold_l(P(A),S)LT]. Ainsi,
I’hypotheése de récurrence montre qu’il est a valeurs dans les objets de type fini de £
dans le premier cas, noethériens dans le second.

Il en est de méme pour §crq(F) par la proposition Par conséquent, la suite
exacte 85crqa(F) — F — qq_1(F) — 0 (cf. (@), page achéve la démonstration. [

L’énoncé précédent s’étend aussitot aux foncteurs Hom-polynomiaux :

Corollaire 5.3.5. — Soit F un foncteur Hom-polynomial de type fini de
Fct(P(A), &), homogéne de poids faible w. Supposons que pour tous entiers n,r > 0,
lalgébre Wy (A,7) est de dimension finie sur K. Alors F est & valeurs dans les
objets de type fini de .

Corollaire 5.3.6. — Tout foncteur Hom-polynomial noethérien de Fct(P(A),E)
possédant une décomposition en poids faible est a valeurs noethériennes.

Démonstration des corollaires[5.3.0 et[5.3.600 — Comme toute décomposition en
poids faible d’un foncteur de type fini est finie, il suffit de démontrer que si F' est un
foncteur Hom-polynomial de type fini de U(Fct(P(A),E);m’), et que les W (A, )
sont de dimension finie (resp. que F' est noethérien), alors F est a valeurs de type
fini (resp. noethériennes).

Pour tout d € N, le foncteur q,(F) est polynomial, de type fini (resp. noethérien),
et appartient a Poly(P(A), & )er ], il est donc a valeurs de type fini (resp. noethériennes)
par le théoréme [5.3.4] La conclusion résulte alors de la proposition [4.2.8| O

Comme D’évaluation sur A% définit un foncteur exact et fidele Polg(P(A), &) — &,
elle détecte les objets noethériens et les objets finis (cf. [DTV23l Im 11.10] et [DT23]
Im 6.20]). Par conséquent, le théoréme entraine :

Corollaire 5.3.7. — Soit F' un foncteur de Pold(P(A),E)L:].

1. Supposons le foncteur F' noethérien et la catégorie € localement finie. Alors F
est fini (dans Fct(P(A),E)).

2. Supposons que F' est de type fini, que la catégorie € est localement noethérienne
(resp. localement finie) et que pour tout entier n < d, l’algébre WT[LT] (A, ) est
de dimension finie sur K. Alors F est noethérien (resp. fini).

Dans le cas particulier fondamental de la catégorie F(A, K), le théoréme et
le corollaire fournissent :
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Théoréme 5.3.8. — Soit F' un foncteur de ’Pold(A7K)£rﬂ.
Supposons que l'une des conditions suivantes est satisfaite :

1. F est noethérien ;
2. pour tout entier n < d, l'algébre W,[f] (A, ) est de dimension finie sur K, et F
est de type fini.

Alors F est fini et a valeurs de dimension finie.

Remarque 5.3.9. — Ce théoréme dit en particulier qu'un foncteur polynomial
simple & poids de F(A, K) est a valeurs de dimension finie, ce qui permet de lui
appliquer les résultats de [DTV23] §5].

Ce résultat peut également se déduire des propositions [£:2.5] et [£.7.2] Inversement,
le cas particulier du théoréme m (dont la démonstration n’utilise pas la proposi-
tion oll F' est simple donne une nouvelle démonstration de la proposition
car si S est un foncteur polynomial simple de F(A, K), 'action tautologique sur S du
surcorps L := Z(End(S)) de K fournit un foncteur S de F(A, L) polynomial, simple,
et qui posséde un poids par le lemme [3.2.2]

En caractéristique p = 0, la structure des foncteurs polynomiaux a poids se déduit
plus directement de celle des algébres WT[LT] (A, ), car le scindement de la filtration

polynomiale (proposition 4.3.113), combiné au corollaire de Pirashvili et a la
proposition [5.2.2] fournit une équivalence de catégories

d
(10) Pola(A, K)T ~ TT(WI(A 7) x &,)-Mod  (si p =0).
n=0
Corollaire 5.3.10. — En caractéristique p = 0, les assertions suivantes sont équi-

valentes :
1. la condition (CAD)™ est vérifiée ;
2. tout foncteur analytique de F(A, K) possédant une décomposition en poids faible
est semi-simple.

Démonstration. — Cela résulte du corollaire [5.1.15} de la proposition et de

I'équivalence (10)). O
Corollaire 5.3.11. — En caractéristique p = 0, les assertions suivantes sont équi-
valentes :

1. la condition (CFD)™ est vérifiée ;

2. tout foncteur analytique de F(A, K) possédant une décomposition en poids faible
est localement fini;

3. tout foncteur analytique de F(A, K) possédant une décomposition en poids faible
est localement noethérien ;

4. tout foncteur polynomial de type fini de F(A, K) possédant une décomposition
en poids faible est o valeurs de dimension finie.



92 CHAPITRE 5. FONCTEURS POLYNOMIAUX A POIDS

Démonstration. — Le corollaire [5.1.15| et 1’équivalence montrent que les condi-
tions[I] et [4] sont équivalentes. L’implication découle d’un argument d’évaluation

(cf. corollaire [5.3.7)) ; implication [2=1{3] est évidente. L’implication [3=4] résulte du
théoréme [5.3.8) 0

Nous spécifions maintenant des conséquences directes du théoréme et de ré-
sultats antérieurs de ce chapitre en caractéristique p premiére.

Corollaire 5.3.12. — Supposons que p est premier et que l'anneau A/p est une
algebre essentiellement de type fini sur une IFp-algébre p-parfaite.

1. Tout foncteur Hom-polynomial de type fini de Fct(P(A),E) possédant une dé-
composition en poids faible est a valeurs de type fini (dans £ ).

2. Si la catégorie & est localement noethérienne (resp. localement finie), alors
tout foncteur polynomial de Fct(P(A), &) possédant une décomposition en poids
faible est localement noethérien (resp. localement fini).

Démonstration. — Cela résulte de la proposition [5.1.10] et des corollaires [5.3.5] et
637 O

En particulier, pour £ = K-Mod, on a les résultats suivants.

Corollaire 5.3.13. — Supposons que p est premier et que l'anneau A/p est une
algébre essentiellement de type fini sur une Fp-algébre p-parfaite. Alors tout foncteur
Hom-polynomial de type fini de F(A, K) possédant une décomposition en poids faible
est a valeurs de dimensions finies.

Corollaire 5.3.14. — Supposons que p est premier et que l'anneau A/p est une
algébre essentiellement de type fini sur une Fp-algébre p-parfaite. Alors tout foncteur
polynomial de F(A, K) possédant une décomposition en poids faible est localement fini
et localement a valeurs de dimensions finies.

Remarque 5.3.15. — On dispose de la réciproque partielle suivante au corol-
laire 53140

Supposons la F,-algébre A/p de type fini (ici, essentiellement de type fini ne suffit
pas, et l’on ne peut pas se contenter de supposer que A/p est de type fini sur un corps
parfait arbitraire). Alors tout foncteur polynomial simple de F(A, K) est a valeurs de
dimension finie [DTV23| proposition 7.10] (ladite proposition suppose que anneau
A est de type fini, mais la méme démonstration fonctionne dés que la F,-algébre
A/p est de type fini), donc posséde un poids, au moins si K est algébriquement clos
(proposition , ou plus généralement si K est un corps de décomposition de la
catégorie additive P(A) (proposition . Tout foncteur polynomial localement fini
de F(A, K) posséde alors une décomposition en poids faible.
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Exemple 5.3.16. — Si k est un corps de caractéristique p > 0 qui est une extension
de type fini d’un sous-corps parfait, alors tout foncteur polynomial de type fini de
F(k, K) possédant une décomposition en poids faible est fini et a valeurs de dimension
finie.

5.4. La condition de finitude des dimensions des valeurs d’un foncteur
polynomial de F(A4, K)

Nous commengons cette section par un résultat qui n’utilise pas les résultats an-
térieurs du présent chapitre, mais qui posséde un intérét intrinséque et met en pers-
pective la proposition [5.4.3| ci-apres.

Proposition 5.4.1. — Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. dimg Ag < o,

2. tout foncteur additif de type fini de F(A, K) est a valeurs de dimensions finies ;
3. tout foncteur polynomial de type fini de F(A,K) est & valeurs de dimensions
finies;

tout foncteur polynomial de type fini de F(A, K) est fini;

tout foncteur polynomial de type fini de F(A, K) est artinien ;

tout foncteur polynomial de type fini de degré au plus 2 de F(A, K) est artinien ;
les K -algébres Ak et A‘?}z sont artiniennes.

o ot

Démonstration. — L’équivalence entre (1| et [2] est immédiate (cf. , page .

La proposition [1.3.1] et le corollaire [£:2.4] montrent I'implication [[=3] lorsque K
est de caractéristique nulle. En caractéristique p > 0, la condition [I] signifie que
Panneau A/p est fini, ce qui entraine que A/p" est fini pour tout n € N. Comme
tout foncteur polynomial de F(A, K) se factorise par la réduction modulo p™ pour
n € N assez grand (ce fait classique et élémentaire est redémontré au corollaire
ci-aprés, sans utiliser la présente proposition), cela montre dans le cas de la
caractéristique premiere.

L’implication résulte de [DTV23| lemme 11.10]; les implications
sont triviales.

Si la condition |§| est vérifiée, alors le corollaire et [Pop73, chap. 5, cor. 8.4]
montrent que les algébres Ax et Ax ! Gy (cette derniére étant non commutative)
sont artiniennes a gauche. Comme G2 est un groupe fini, on en déduit que A‘?}z est
également artinienne par [Grz85, thm 2| (ou la proposition [A.2.5)), d’ou I'implication
Bl={1

Enfin, [7] entraine [I] grace au lemme [5.4.2] ci-dessous, d’ou la proposition. O

Lemme 5.4.2. — Soit R une K-algébre. Si les algébres R et R @k R sont arti-
niennes, alors dimg R est finie.
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Démonstration. — 1l est classique que, si K C L est une extension de corps, alors
Panneau L ® x L n’est artinien que si cette extension est finie ([Sha77| montre que
Pextension est nécessairement algébrique, et [Vam78| th. 11] qu’elle est nécessaire-
ment de type fini). Par conséquent, si m est un idéal maximal d’une K-algébre R telle
que R® R soit artinienne, alors R/m est une extension finie de K. Si de plus l’algébre
R est artinienne, cela entraine que dimg (R/ J(R)) < co. Comme J(R) est nilpotent
et que les R/ J(R)-modules J(R)"/J(R)"*! sont de type fini pour tout n € N, cela
démontre le lemme. O

Nous utilisons maintenant les résultats de la section [5.3] pour établir le lien im-
portant suivant entre ’existence d’une décomposition en poids et des propriétés de
finitude fortes pour un foncteur polynomial de F(A, K), sous une hypothése de fini-
tude sur A.

Proposition 5.4.3. — Supposons que K est un corps de décomposition de P(A) et
que la K-algébre Ak est de type fini. Soit F' un foncteur polynomial de F(A, K). Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. F est fini;

2. F est a valeurs de dimensions finies ;

3. F est de type fini et admet une décomposition en poids faible.

Démonstration. — L’implication découle de [DTV23| prop. 6.3] (cet énoncé
suppose que A est un anneau de type fini, mais la méme démonstration s’applique au
cas plus général ou Ag est une K-algébre de type fini).

Si F est un foncteur polynomial & valeurs de dimensions finies, alors il est fini, donc
de type fini, par [DTV23| lemme 11.10]; comme K est un corps de décomposition
de P(A), F posséde une décomposition en poids faible par la proposition d’ou
I'implication 2=

Enfin, [3] entraine [T] grace au théoréme [5.3:4] et au corollaire [5.1.6] O



CHAPITRE 6

SPECTRE D’UN FONCTEUR

Convention 6.1. — Dans tout ce chapitre, A désigne une catégorie additive A-
linéaire essentiellement petite et £ une catégorie de Grothendieck K -linéaire.

Nous introduisons dans ce chapitre trois invariants d’un foncteur de Fct(A,E) :
son radical, qui est un idéal de A, son algébre caractéristique, qui est un quotient de
l'algebre K[A,], et son spectre, qui est un foncteur de F (A4, K), quotient du foncteur
projectif PA. Ces invariants sont de plus en plus précis : 'algébre caractéristique
détermine le radical et le spectre détermine ’algébre caractéristique. Le spectre, qui
constitue de loin la notion la plus importante de ce chapitre, et I'un des outils les
plus importants de ce mémoire avec les décompositions en poids, détecte certaines
propriétés déja rencontrées, comme la polynomialité, ’existence d’une décomposition
en poids finie ou I'existence de certaines décompositions a la Steinberg. Si le spectre
ne détecte pas la noethérianité, il nous servira de fagon cruciale pour établir, ultérieu-
rement, la noethérianité locale de F4f(A, K).

6.1. Radical d’un foncteur
Proposition et définition 6.1.1. — Soit F' un foncteur de Fct(A,E). Notons
t(F) = {x € A|V(z,y) € ObA® V(f,9) € A(z,9)* F(f+Ag)=F(f)}

Alors t(F) est un idéal de A. De plus, F' se factorise de maniére & travers le foncteur
canonique A — A/t(F), et tout idéal I de A tel que F' se factorise a travers A — A/I
est inclus dans v(F).

L’idéal t(F) est appelé radical de F relativement ¢ A ; l'anneau quotient A/¢(F)
sera noté A, p.

La notation A,p est analogue a celle de I'anneau Aj; des homothéties d'un A-
module M utilisée dans [Boul2]. La terminologie de radical est inspirée de celle du
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radical de Jacobson, qui est constitué des éléments d’'un anneau qui agissent trivia-
lement sur tout module simple. Il n’y aura pas de confusion possible avec la notion
générale de radical d’'un objet d’une catégorie abélienne (I'intersection de ses sous-
objets stricts maximaux), que nous n’utiliserons jamais dans ce mémoire.

Remarque 6.1.2 (Changement de catégories source ou but)
1. Dans cette définition, le fait que la catégorie but &€ soit K-linéaire, ou méme

abélienne, ne joue aucun roéle. Nous n’aurons toutefois besoin de cette notion
que dans ce contexte.

2. En particulier, si ® : £ — £’ est un foncteur arbitraire, alors t(® o F') D t(F)
pour tout foncteur F' de Fct(A, E), avec égalité si O est fidele.

3. Si B est une catégorie additive A-linéaire essentiellement petite, ¥ : B — A un
foncteur A-linéaire et F' un foncteur de Fct(A, E), alors t(F o ¥) D v(F), avec
égalité si U est plein et essentiellement surjectif.

Exzemple 6.1.3. — Tout idéal I de A est le radical d’un foncteur de F(A, K). Plus
précisément, si 7wy : P(A) — P(A/I) désigne la réduction modulo I, on vérifie aussitot
que t(7y Plf(/i/])) = I et que, de plus, 7} Plf(/i/l) est le plus grand quotient du foncteur
PA de F(A, K) dont le radical égale I.

Comme le foncteur canonique A — A/I est plein et essentiellement surjectif pour
tout idéal I de A, la précomposition par celui-ci, qui, comme tout foncteur de pré-
composition, est bicontinue, et commute au produit tensoriel pour £ = K-Mod, est
pleinement fidéle, et son image essentielle est stable par sous-quotient. Ainsi :

Proposition 6.1.4. — Pour tout idéal I de A, la sous-catégorie pleine des foncteurs
F de Fct(A,E) tels que v(F) D I est prébilocalisante. Pour & = K-Mod, elle est
également stable par produit tensoriel.

Remarque 6.1.5. — Le théoréme d’excision [DTal, th. 5.1] montre que F(A/I, K)
est une sous-catégorie épaisse de F (A, K) si et seulement si I /I?®7 K = 0, et que cette
condition implique plus généralement que Fct(A/1,E) est épaisse dans Fct(A, ).

Notation 6.1.6. — Si a est un objet de A, on note 7, le foncteur de décalage par
a dans Fct(A,E), c’est-a-dire son endofoncteur de précomposition par a @ —.

Dans le deuxiéme point de 1’énoncé suivant, si I est un idéal de A, on voit le sous-
espace vectoriel K[I] (idéal d’augmentation de K[I], vu comme K-algébre du groupe
additif sous-jacent a I) de K[A] comme un idéal de lalgebre K[A,], qui agit sur la
catégorie abélienne Fct(A,E).

Proposition 6.1.7. — Soient I un idéal de A et F un foncteur de Fct(A,E). Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1.v(A) D I;

2. pour tout objet a de A, 7,(F) € U(Fct(A,€); K[I]) ;
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F(1 XM-F(1 0)

3. pour tout objet x de A et tout X € I, le morphisme F(x @ x)
F(x) de € est nul;

4. pour tout objet x de A et tout \ € I, le morphisme F(x)
F(z®x) de £ est nul.

Démonstration. — Comme K[I] est engendré comme K-espace vectoriel par les élé-
ments [A] — [0] pour A € I, la condition [2| signifie que pour tous objets a et z de A
et tout A € I, endomorphisme F (1, ® A.1,) — F(1, ® 0,) de F(a ® ) est nul. La

définition de t(F') montre donc 'implication [1}={2)
F(1 MN-F(1 0)

Comme le morphisme F'(z @) F(z) égale la composée de 'endo-
morphisme F(1,®A.1;)— F(1, ®0,) de F(z®z) et du morphisme F(z®x) — F(x)
induit par la somme x @ s — x, 2] entraine [3]; de méme, [2] entraine [

Soient a, b des objets de A et f, g des éléments de A(a,b). Posons x := a ® b. Le
morphisme F(f + Ag) — F(f) : F(a) — F(b) de & égale la composée du morphisme

1

Q O

F(1 MN-F( 0)

Fla) ——— F(a®b®a®b) = F(x ®z), de F(z @ x) F(z) =
Fla@b) et de F(a @b — b). Il s’ensuit que [3| entraine [1] La démonstration de
I'implication d=fI] est entiérement analogue, d’ou la proposition. O

Corollaire 6.1.8. — Soient F et G des foncteurs non nuls de F(A; K). On a
(FRG)=t(F)Nnt(G).

Démonstration. — Soit a un objet de A tel que G(a) soit non nul. Alors le foncteur

To(G) contient un facteur direct K (foncteur constant), donc 7,(F ® G) = 74(F) ®

To(G) contient un facteur direct 7,(F'). La proposition montre donc que t(F ®

G) C t(F). De méme t(F ® G) C t(G), don t(F ® G) C t(F) Nt(G).
L’inclusion inverse, immédiate, figure déja dans la proposition [6.1.4] O

Corollaire 6.1.9. — Soit 0 - G — F — H — 0 une suite exacte courte de
Fct(A,E). On a une inclusion

t(G).x(H) Cv(F) Ce(G)Ne(H)
d’idéaux de A.
Démonstration. — La propositionet le lemme montrent que, pour («, 8) €

t(G) x v(H), 'élément [aB] — [0] = ([a] — [0])([5] — [0]) de K[A,] appartient a t(F),
d’ott a8 € ©(F), toujours par la proposition Comme t(F') est un idéal de A,
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il s’ensuit que v(G).v(H) C v(F). L’autre inclusion, immédiate, figure déja dans la
proposition [6.1.4] O

Le résultat suivant est classique mais nous n’en connaissons pas de référence
explicite dans la littérature (il est mentionné, sans démonstration, dans [DT24]
lemme 5.7.2]).

Corollaire 6.1.10. — Si F' est un foncteur de Poly(A,E) et que K est de caracté-
ristique p > 0, alors t(F) contient l’idéal (p?) de A.

Démonstration. — Si X est un foncteur de Addy(A4, ), la multiplication par p sur
n’importe laquelle des d variables & la source induit, par multiaddtivité, la multipli-
cation par p, c’est a dire 0, au but, puisque & est Z/p-linéaire. On en déduit que le
radical du foncteur §5(X) de Fct(A, &) contient 'idéal (p).

On montre maintenant ’assertion par récurrence sur d : on peut supposer d > 0 et
lassertion établie pour les foncteurs de Poly—1 (A, E), puisqu’elle est triviale en degré
0. Il existe une suite exacte courte 0 - G — F — q4_(F) — 0 ou G est un quotient
de &}(crq(F)). L'hypothése de récurrence montre linclusion (p¢=1) C v(qu_q(F));
comme G est un quotient de 0jj(crq(F)) et que crq(F') appartient & Addg(A,E)
(puisque F' est polynomial de degré au plus d), ce qui précéde (et la proposition [6.1.4)

mountre l'inclusion (p) C v(G). Le corollaire permet de conclure. O
Remarque 6.1.11. — 1. Le corollaire est le pendant en caractéristique

premiére de la derniére assertion de la proposition [£:3.1] qui implique pour sa
part que, en caractéristique p = 0, si F' est un foncteur analytique de Fct(A4,E),
alors v(F') contient l'idéal des éléments de Z-torsion de A.

2. Le corollaire qu’on mentionne ici comme simple illustration de la notion
de radical d’un foncteur (on ne s’en servira pas par la suite), n’est pas optimal :
en examinant les quotients de la K-algébre du groupe Z par les puissances de
son idéal d’augmentation, on peut montrer qu’on a en fait (p") C v(F) pour F
dans Poly(A, E) dés lors que p” > d.

Nous terminons cette section par d’autres considérations élémentaires sur le radical
des foncteurs, liées aux foncteurs antipolynomiaux.

Proposition 6.1.12. — 1. Un foncteur F de F(A, K) est antipolynomial si et
seulement si l'anneau A, p est K-trivial.

2. Si le A-module A(a,b) est de type fini pour tous objets a et b de A, alors tout

foncteur F' de Fct(A, E) tel que l'anneau A, p soit K-trivial est antipolynomial.

Démonstration. — La premiére assertion résulte de la définition. La seconde découle
de ce que, si I est un idéal K-cotrivial de A et M un A-module de type fini, alors
M/I.M est un A/I-module de type fini, donc un groupe abélien fini dont le produit
tensoriel sur Z avec K est trivial. O
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Les deux énoncés suivants sont immeédiats.

Proposition 6.1.13. — Soient M un objet non nul de &€ et X : A — Ab un
foncteur additif. L’anneau (resp. l'idéal) A prix) (resp. v(M[X])) est l'image (resp. le
noyau) du morphisme d’anneaur A — Z(End(X)) donné par la structure A-linéaire

de A.

Corollaire 6.1.14. — Soient a un objet de A et M un objet non nul de €. L’an-
neau (resp. l'idéal) A/nrjaca,—) (resp. ©(M[A(a,—)])) est l'image (resp. le noyau) du
morphisme d’anneaur A — Z(End 4(a)) donné par la structure A-linéaire de A.

Corollaire 6.1.15. — Si F est un foncteur antipolynomial & support fini de
Fct(A, &), alors l'anneau A/ est K-trivial.

Démonstration. — Quitte a remplacer A par A/Z pour un idéal Z approprié de la
catégorie additive A (cf. remarque 7 on peut supposer que celle-ci est K-
triviale. Comme F' est & support fini, il existe un ensemble fini £ d’objets de A et une
famille (M, )acr d’objets de A telle que F' soit un quotient de @, Ma[A(a, —)]. La
proposition [6.1.4) montre alors I'inclusion

o(F) D () o(Mq[Ala, -)])
acE
tandis que le corollaire montre que t(M,[A(a, —)]) est un idéal K-cotrivial de
A (le quotient de A par cet idéal s’injecte dans Z(End 4(a)), qui est un anneau K-
trivial puisque la catégorie A est K-triviale). Le corollaire résulte donc de ce qu'une
intersection finie d’idéaux K-cotriviaux de A est K-cotriviale. O

Remarque 6.1.16. — Si F est un foncteur antipolynomial de F(A; K), 'anneau
A/p n'est généralement pas K-trivial, méme si tous les A-modules A(a,b) sont de
type fini. Il suffit pour le voir de considérer, pour A = Z et A la sous-catégorie pleine
de ADb constituée des groupes abéliens finis d’ordre inversible dans K, la linéarisation
F du foncteur d’oubli X : A — Ab : le morphisme d’anneaux Z — Z(End(X)) est
manifestement injectif, ainsi A,r = Z par la proposition @

6.2. Algébre et fonction caractéristiques d’un foncteur

Définition 6.2.1. — Soit F' un foncteur de Fct(A,€). On note xp : A, —
Z(End(F o ®)),, le morphisme de monoides donné par a — F(1 @ a). On 'appelle
fonction caractéristique de F' (relativement a A).

L’image du morphisme de K-algébres K[A,] — Z(End(F o)) qui prolonge x r est
appelée algébre caractéristique de F' (relativement a A) et notée A4 (F), ou sim-
plement 2A(F'). Son noyau est noté J4(F) (ou J(F')) et appelé idéal caractéristique
de F.
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Le morphisme xr étant a valeurs dans 24 (F), on notera xr : A, — Aa(F), le
morphisme de monoides induit par xg.

Si elles sont loin de caractériser le type d’isomorphisme d’un foncteur F' de F (A, K)
(ou Fct(A,E)), la fonction et Ialgébre caractéristiques de F' contiennent beaucoup
d’informations sur ce foncteur, au moins si A est assez gros, comme nous le verrons
par la suite (cf. par exemple théoréme . La terminologie employée est inspirée
de celle de caractére en théorie classique des représentations.

Remarque 6.2.2 (Changement de catégories source ou but)

Soit p : B — A un morphisme d’anneaux. Si B est une catégorie additive
essentiellement petite B-linéaire, £’ une catégorie de Grothendieck K-linéaire et @ :
E — & (resp. ¥ : B — A) un foncteur K-linéaire (resp. B-linéaire, ou B agit sur A
via p), alors pour tout foncteur F de Fct(A, &), ona Jg(PoFoW) D Kp] 1 (Ta(F)),
avec égalité si @ est pleinement fidéle et U plein et essentiellement surjectif. (Cf.
remarque [6.1.2] )

Au lieu de supposer que ¥ est plein et essentiellement surjectif, on peut plus géné-
ralement supposer que la précomposition par ¥ est pleinement fidéle, ce qui est aussi
le cas lorsque A = B[S™!] pour une partie multiplicative S de A, que A = B[S™!]
et que p : B — B[S™!] (resp. ¥ : B — B[S™!]) est le morphisme (resp. foncteur)
canonique.

Le résultat suivant, analogue a la proposition est immeédiat.

Proposition 6.2.3. — Pour tout sous-ensemble E de K[A], la sous-catégorie pleine
des foncteurs F' de Fct(A, E) tels que I(F) D E est prébilocalisante.

Remarque 6.2.4. — En revanche, la sous-catégorie pleine des foncteurs F' de
F(A; K) des foncteurs dont l'idéal caractéristique contient un sous-ensemble donné
de A n’est généralement pas stable par produit tensoriel, voir 'exemple
ci-dessous.

La démonstration de la proposition suivante est facile et trés semblable & celle de
la proposition [6.1.7] nous la laissons donc en exercice.

Proposition 6.2.5. — Soient & = > | \i[a;] un élément de K[A] (ot a; € A et
Xi € K) et F un foncteur de Fct(A,E). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. £€T3(F);

2. pour toutes fleches paralleles f et g de A, Y i | MF(f +ai.g) =0;

3. pour tout objet x de A, limage de & par la projection K[A,] - 3(1(F)) est

nulle ;

4. pour tout objet x de A, le morphisme F(z @ x) M)

nul ;

F(z) de & est
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( : )
;L=1 AiF
a;

Ezemple 6.2.6. — En caractéristique p = 0, on vérifie a partir de I’équivalence [[}=3]
ci-dessus que A (T9) ~ K9+ (K-algébre produit), ot T¢ désigne le foncteur d-iéme
puissance tensorielle dans F(K, K). La fonction caractéristique de 7% s’identifie via
cet isomorphisme & K — K1 X\ (A\)g<i<q.

En particulier, si d > 0, Ax (T? ® T?) n’est pas un quotient de A (T?), de sorte
que T (T¢ @ T?) ne peut pas contenir Jg (T'%).

5. pour tout objet x de A et tout A\ € I, le morphisme F(x)
Fx®x) de & est nul.

Avant de donner un autre exemple simple de calcul d’idéal caractéristique (propo-
sition [6.2.9)), nous donnons trois résultats préliminaires.

Lemme 6.2.7. — Soit w € Mon(A,, K,,) un poids tel que
Yae A (w(a) #0) = (a € A™).
Alors le foncteur P est facteur direct de Ta(P2) dans F(A, K).

Démonstration. — Considérons le morphisme ¢ : P4 — 74 (P2) composé de la fléche
PA — 74(P#) donnée sur V par PA(V) — 74(PA) (V) = PAADV) [v] — [(1,v)]
pour tout v € V et de la projection 74(P#4) — 74(P2). Par ailleurs, le morphisme
74(P4) — P4 donné sur V par [(a,v)] — w(a)ja=t.v] si a € A* et [(a,v)] — O si
a ¢ A* induit un morphisme 1 : 74(P2) — P4 grace a 'hypothése faite sur w. La
composée 1) o ¢ égale l'identité de P4, d’out le lemme. O

Lemme 6.2.8. — Soient F un foncteur de Fct(A,E) et a un objet de A. Les idéaux
J(F) et I(1a(F)) de K[A,] sont égauz.

Démonstration. — Comme F' est facteur direct de 7,(F), on a J(7,(F)) C JI(F)
(proposition [6.2.3)). L’inclusion réciproque résulte de I’équivalence |1}=3| de la propo-

sition [0.2.9 O]
Proposition 6.2.9. — Pour tout w € Mon(A,,, K,,), on dispose d’un morphisme

d’algébres A(P2) ~ K[(A/I),] ot I est l'idéal des éléments de A annulant un élément
de A\ z(w).

Démonstration. — L’idéal I est le noyau du morphisme d’anneaux canonique A —
A[(A\ z(w))~1]. Par conséquent, la proposition montre que, quitte & remplacer
A par A[(A\ z(w))7!] (cf. remarque , on peut supposer z(w) = A\ A*. La
conclusion résulte alors des lemmes [6.2.7] et [6.2.8] et de la nullité, immédiate, de
J(PA). O

La propriété suivante nous servira notamment au §[9.5.2] On rappelle que la notion
de bi-idéal est introduite page
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Proposition 6.2.10. — L’idéal caractéristique de tout foncteur de Fct(A,E) est un
bi-idéal de K[A].

Démonstration. — Soit F un foncteur de Fct(A, £). Par définition, J(F) est un idéal
de K[A,]. Si Y1 | Aila;] est un élément de J(F) (o a; € Aet \; € K) et t un élément
de A, en substituant f 4 t.g a f dans I’égalité du point [2] de la proposition [6.2.5 on
voit que > 1", A\;[a; + t] appartient également & J(F'), qui est donc aussi un idéal de
K[Aza4)- O

Réciproquement, tout bi-idéal de K[A] est I'idéal caractéristique d’un foncteur de
F(A, K). Plus précisément, on a ’analogue suivant de l’exemple :

Proposition 6.2.11. — Soit T un bi-idéal de K[A]. Définissons un quotient P# de
P4 par la formule PA(V) = K[V]/(K[V]* (Z.K[V])). (Ici, on voit K[V] comme un
K[A,]-module d’une part, d’ot la notation T.K[V], et comme K-algébre du groupe
additif sous-jacent a V' d’autre part, avec la notation * pour la multiplication.)

Alors T est lidéal caractéristique de Pf‘, et Pf est le plus grand quotient de P4
ayant cette propriété.

Démonstration. — De maniére générale, il résulte de ’équivalence de la propo-
sition que tout foncteur F' de Fct(A, E) posséde un plus grand quotient Fr tel
que Z C J(Fz), donné par
"LMF( a
Fr(z) = Coker @ Flz®x) Zim NP o),
§=2"11, Ailas]e€T

Fx) |

en particulier, Pf‘ est le plus grand quotient de P4 tel que Z C 3(Pf‘). Il ne reste
donc plus qu’a montrer l'inclusion J(P#) C Z.

Comme T est un bi-idéal de K[A], on a K[A] x (Z.K[A]) = T et donc PA(A) =
K[A]/Z. Du fait que P# est un quotient de P#, le morphisme End(P#) — P#(A) =
K[A]/T induit par I’évaluation en A est injectif. La composée du morphisme canonique
K[A] — End(P#) et de l'injection précédente égale la projection K[A] — K[A]/Z.
Comme son noyau Z contient Z(PIA), la proposition est démontrée. O

Remarque 6.2.12. — La structure des foncteurs Pfx est difficile & comprendre en
général. Par exemple, si Z = K[A]*™ pour un n € N, P# est polynomial si A n’a pas
de quotient fini de caractéristique p par le théoréme [7.3.9] ci-aprés, mais nous n’en

connaissons pas de démonstration directe, et PI‘%[ Al n’est pas polynomial si n est

*T

assez grand et que A posséde un quotient fini de caractéristique p.

Propriétés de finitude de 1’algébre caractéristique. — Les foncteurs dont 1’al-
gébre caractéristique posséde certaines propriétés de finitude ou de régularité joueront
un role considérable dans ce mémoire (cf. proposition-définition [7.1.11] ci-aprés). Une



6.2. ALGEBRE ET FONCTION CARACTERISTIQUES D’UN FONCTEUR 103

observation fondamentale est la généralisation presque immeédiate suivante de la pro-
position qui s’applique notamment aux foncteurs de type fini et a valeurs de
dimension finie.

Proposition 6.2.13. — Soit F un foncteur de F(A; K). Supposons qu’il existe un
ensemble fini E d’objets de A qui constitue un support ou un co-support de F et tel
que dimg F(x @ ) < oo pour tout x € E. Alors End(F o @), donc UA(F), est de
dimension finie sur K.

Démonstration. — Si E est un support de F' (le cas d’un co-support s’établit de fa-
con analogue), alors la fleche canonique F(A; K)(F,G) — @, Homg (F(z), G(x))
est injective pour tout foncteur G. La conclusion découle donc de l'isomorphisme
d’adjonction somme/diagonale End(F o @) ~ F(A; K)(F,F o®04). O

Corollaire 6.2.14. — Si F est un foncteur de type fini de F¥(A;K), alors
dimg A(F) est finie.

Nous verrons un peu plus tard (cf. corollaire que, réciproquement, tout fonc-
teur de type fini de F(A, K) (ou plus généralement de F(A; K), sous une hypothése
de finitude sur les morphismes de .A4) dont I’algébre caractéristique est de dimension
finie est a valeurs de dimension finie.

La proposition suivante nous servira au chapitre [I0] par l'intermédiaire de son cas
particulier fondamental qu’est le corollaire [6.2.16]

Proposition 6.2.15. — Supposons que A = B ®z A pour une petite catégorie ad-
ditive B, et que F' est un foncteur de type fini de Fct(A,E) tel que A (F) soit une
K-algebre de type fini. Alors il existe un sous-anneau de type fini A’ de A tel que
limage de F dans Fet(B @z A, E) par la précomposition par le foncteur canonique
Bz A — Bz A=A soit de type fini.

Démonstration. — Soit E un sous-ensemble fini de A tel que la K-algébre 204 (F) soit
engendrée par les xr(a) pour a € E. Notons A’ le sous-anneau de A engendré par E.
Pour tout x € A et toute paire (f,g) de fleches paralleles de A, F(f + x.g) est ainsi
déterminé par les F(f 4+ a.g) avec a € A’ : il existe ay,...,a, € A" et A\1,..., N\, € K
tels que F(f +x.9) = >.i_, NiF(f + a;.g). Par conséquent, le foncteur de restriction
a la source Fct(A, &) — Fct(B @z A, €) induit un isomorphisme entre 1'ensemble
ordonné des sous-objets de F' et celui de son image, d’oul la proposition. O

Corollaire 6.2.16. — Soit F' un foncteur de type fini de F(A, K) tel que A(F) soit
une K-algébre de type fini. Il existe un sous-anneau de type fini A’ de A tel que limage
de F dans F(A', K) (par la précomposition par le changement de base P(A") — P(A))
soit de type fini.
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Idéal caractéristique et radical. — La proposition élémentaire suivante nous ser-
vira & de multiples reprises.

Proposition 6.2.17. — Soient F' un foncteur de Fct(A,E) et a, b des éléments de
A. On a xr(a) = xr(b) si et seulement si a — b € v(F).
Par conséquent, xr induit une fonction multiplicative injective A,p — A4 (F).

Démonstration. — En utilisant la définition de xr et J(F') puis la proposition [6.2.10
on obtient les équivalences

(xr(a) = xr (b)) < ([a] = o] € 3(F)) & ([a — b] — [0] € 3(F)).

La proposition (équivalence [I}={2) montre que cette derniére condition équi-
vaut a a — b € t(F). O

Corollaire 6.2.18. — Soit F un foncteur de Fct(A,E) tel que A4 (F) est de di-
mension finie sur K. Alors A p est fini si K est fini, et Card A;p < Card K sinon.

Corollaire 6.2.19. — Si le corps K est fini, la catégorie F¥(A, K) est localement
noethérienne.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que tout foncteur F' de F(A, K) de type fini
et a valeurs de dimensions finies est noethérien. La proposition et le corol-
laire @ montrent que A/ est un anneau fini; autrement dit, on peut supposer
que A est fini. La conclusion est alors donnée par le théoréme [I.5.6] de Putman-Sam-
Snowden. O

Remarque 6.2.20. — Nous verrons ultérieurement (théoréme [10.3.1)) qu’on peut
s’affranchir de ’hypothése de finitude de K, mais la démonstration est beaucoup plus
difficile.

6.3. Les foncteurs adjoints Hom et @

Les notions rappelées dans cette section sont dues au second auteur — voir par
exemple [Tould §4.1 et 4.2].
Pour F dans Fct(A,E) et V dans P(A), on note Fy := F o (V ® —) (voir page
A

pour la définition du produit tensoriel Gj) : P(A) x A = A) et FV = Fy., ou
V =Homyu(V, A).
6.3.1. Définitions. — On définit un foncteur Hom : Fct(A, £)°P x Fct(A, &) —
F(A, K) par

Hom(F,G)(V) = Fct(A, E)(F,Gy)(~ Fct(A,E)(FY,Q))
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et un foncteur ® : F(A, K) x Fct(A,€) — Fct(A, E) par
(U,V)=(U*,VQa)

(T®X)(a) == Coend(P(A)P x P(A) —* 5 P(A) x A 125, )
(pour les rappels utiles sur Coend — et End — voir par exemple [ML98| chap. IX,
§5-6]), ou X désigne le produit tensoriel extérieur sur K : (TXX)(a,b) := T'(a) @ X (b)
(ot ® : K-Mod x & — €& est le bifoncteur cocontinu par rapport a chaque variable
tel que K @ — =1Idg).

On dispose d’un isomorphisme d’adjonction

Fct(A,E)(T®X,Y) ~ F(A, K)(T,Hom(X,Y))

naturel en les foncteurs T de F(A, K), X et Y de Fct(A, E).

Le bifoncteur Hom (resp. ®) commute aux limites (resp. colimites) par rapport
a chaque variable. De plus, on dispose d’isomorphimes naturels PY®F ~ Fy, en
particulier PA®— ~ Idpee(a,e), et Hom(Pg, F) ~ Fo (— % a) (en particulier, dans

F(A,K), Hom(P4, —) = Idz(a x))-

Sur F(A, K), ® définit une structure monoidale symétrique d'unité P4. De facon
plus générale, la dissymétrie de la définition de ® : F(A, K) x Fct(A, &) — Fet(A, &)
n’est qu’apparente, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 6.3.1. — Soient T un foncteur de F(A,K) et F un foncteur de
Fct(A,E). Notons T Vestension de Kan o gauche de T le long de Uinclusion de
P(A) —» A-Mod.

Pour tout objet a de A, on dispose dans € d’un isomorphisme naturel

(T®F)(a) ~ Coend (A x A

AT § Mod x A T2, g).

Démonstration. — Cela découle de ce que le bifoncteur ® est caractérisé, a isomor-
phisme canonique prés, par le fait qu’il commute aux colimites par rapport & chaque
variable et que 'on dispose dans Fct(A,&) d’un isomorphisme PV ®@M[A(a, —)] ~
MV (%J A(a,—)] naturel en les objets V' de P(A), a de A et M de &. O

On dispose également d’un foncteur, encore noté Hom (il coincide avec le précédent
pour A=P(A) et £ = K-Mod), F(A, K)°? x Fct(A, &) — Fct(A, ) donné par

FxXo(—
><o(§>a)

Hom(F, X)(a) = End(P(A)°® x P(A) ——2— (K-Mod)® x £ Hom g £).
(Pour £ = K-Mod, on a donc Hom(F, X)(a) = F(A, K)(F, Xo(-@a)),) Ce foncteur

Hom posséde des propriétés formelles analogues au précédent.

6.3.2. Foncteurs @ et Hom et finitude des valeurs. —

Proposition 6.3.2. — 1. Soient F et G des foncteurs de F(A; K). Supposons
que F' est de type fini et G & valeurs de dimension finie. Alors Hom(F, Q)
appartient @ FY4(A, K).
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2. Soient T un foncteur de type fini de F(A,K) et F un foncteur de FI (A, K).
Alors TRF appartient & F¥(A, K).

Démonstration. — Si F' est un foncteur de type fini de F(A; K), c’est un quotient
d’une somme directe finie de foncteurs de la forme P® avec a € Ob A. Il s’ensuit que
Hom(F, G) est un sous-foncteur d’une somme directe finie de foncteurs de la forme
Hom(P* G) ~ Go (— % a). En particulier, si G est a valeurs de dimensions finies, il
en est de méme pour Hom(F, G).

La deuxiéme assertion s’établit de facon analogue. O

Comme l'extension de Kan a gauche le long de linclusion P(4) — A-Mod ne
préserve pas les foncteurs & valeurs de dimensions finies, on voit facilement, a partir
de la proposition que, si T est un foncteur de FI(A, K) et F un foncteur
de type fini de F(A; K), T®F n’appartient généralement pas a F(A; K). Pour y
remédier, nous introduisons la condition de finitude suivante sur les morphismes de
A.

(MTF) Pour tous objets a et b de A, le A-module A(a,b) est de type fini.

(La notation abrége Morphismes et Type Fini.)

Lemme 6.3.3. — Soit T un foncteur de F(A,K), et T son extension de Kan a
gauche o A-Mod.

1. Le foncteur T préserve les épimorphismes.
2. Si T appartient & F¥(A, K), alors T prend des valeurs de dimensions finies sur
les A-modules de type fini.

Démonstration. — Le foncteur T est un quotient d’une somme directe de foncteurs de
la forme PA" pour n € N, dont 'extension de Kan a gauche & A-Mod est V + K[V™"].
Un tel foncteur préserve les épimorphismes. I1 s’ensuit que 7" est quotient d’un foncteur
qui préserve les épimorphismes, et donc préserve lui-méme les épimorphismes.

La deuxiéme assertion résulte de la premiére et de ce que la restriction de 7' & P(A)
est T, puisque 'inclusion P(A) — A-Mod est pleinement fidéle. O

Proposition 6.3.4. — Supposons que la condition (MTF) est satisfaite. Soit T
un foncteur de FY (A, K) et F un foncteur de type fini de F(A;K). Alors TQF
appartient & FY4(A; K).

Démonstration. — Ce résultat s’établit a partir de la proposition [6.3.1] et de la
deuxiéme assertion du lemme [6.3.3| comme la proposition [6.3.2 O

6.3.3. Foncteur ® et bifoncteurs. — Dans I’énoncé suivant (comme a plusieurs
autres endroits de ce mémoire), qui constitue une variation autour de l’adjonction
somme/diagonale, on identifie F(A4% K) a F(P(A4)?%; K).
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Proposition 6.3.5. — Soient X un foncteur de F(A%, K) et F un foncteur de
Fct(A,E). On dispose d’un isomorphisme naturel 6*(X)QF ~ §*(X®(®*F)) dans
Fct(A,¢E).

(Le foncteur X®(®*F) de Fet(A?, £) est défini en utilisant la structure A2-linéaire
de A2.)
Démonstration. — Soient U et V des objets de P(A). On dispose d’isomorphismes
naturels §*(P(U'V)) ~ PUSV dans F(A, K) donc 6*(PUV)NRF ~ Fo(U®V)® —)
A
dans Fct(A, ). On a par ailleurs un isomorphisme naturel

PUg(@ F) = (& F)o (UV) ® -)

dans Fct(A x A, ), ie. (PUVIQ(@F))(z,y) ~ F((U ® xz)®(V ® y)), d’ou en

particulier (PUYV)g(&*F))(z,z) ~ F((U eV) (% x) Ainsi, on a dans Fct(A4, &) un
isomorphisme

" (PUR(@ F)) ~ Fo(UoV)g -) ~ 6" (PU)aF

naturel en F, U et V. Comme les P(V"Y) engendrent la catégorie F (A2 K) et que
les foncteurs X — 0*(X)QF et X — 0*(X®(®*F)) commutent aux colimites, la
conclusion s’ensuit. O

Nous aurons également besoin de la propriété élémentaire suivante de compatibilité
entre le produit tensoriel interne ® et le produit tensoriel extérieur X.

Proposition 6.3.6. — Soient F,G, F',G' des foncteurs de F(A, K). On dispose
dans F(A% K) d’un isomorphisme naturel (F R G)Q(F' R G') ~ (FRF') XK (GRG")
dans Fct( A, E).

(Dans le terme de gauche, c’est encore la structure A2-linéaire de P(A4)? qui est
utilisée.)
Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de I'isomorphisme naturel (XX
Y) @ (X'KY') ~(X@X)®((Y®Y’),ouC et D sont des petites catégories et X, X',
CxD c D

Y, Y’ des foncteurs de F(C°P; K), F(C; K), F(D°?; K) et F(D; K) respectivement.
L]

6.4. Spectre d’un foncteur

6.4.1. Définition ; premiéres propriétés. — Nous introduisons maintenant I'une
des notions nouvelles les plus importantes du présent mémoire, le spectre d’un fonc-
teur. La plupart de nos théorémes principaux s’exprimeront en termes de spectre, ou
se déduiront facilement de résultats concernant le spectre. La terminologie employée
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provient notamment de ce que, si F' est un foncteur de type fini de Ff(A; K) et que
le corps K est algébriquement clos, alors les valeurs propres de l'image par F' des
endomorphismes diagonaux des A-modules A™ peuvent se déduire du spectre de F,
comme nous le verrons au chapitre suivant (cf. propositions et .

Définition 6.4.1. — Soit F' un foncteur de Fect(A,E). On note sp4(F'), ou sim-
plement sp(F), le quotient du foncteur P4 de F(A, K) image du morphisme P4 RN
Hom(F, F) correspondant a I’élément Idp € Fct(A,E)(F, F) via les isomorphismes
canoniques F(A, K)(P4, Hom(F, F)) ~ Hom(F,F)(A) ~ Fct(A,&)(F, F). On dit
que sp(F) est le spectre du foncteur F' (relativement a A).

On note que 7 est adjoint a I'isomorphisme canonique PA®F = F.

La notation sp(F) désignera tantot le foncteur correspondant de F(A, K), tantot
un élément de I’ensemble ordonné des quotients du foncteur P4 ; nous ne préciserons
explicitement ce qu’il en est que lorsque ce sera nécessaire pour éviter toute confusion.

Remarque 6.4.2. — L’espace vectoriel sp(F')(0) est nul si F' est réduit, et de di-
mension 1 sinon.

L’espace vectoriel sp(F)(A) est nul si et seulement si F est nul; il est de dimension
1 si et seulement si F' est homogéne d’un certain poids fort.

On dispose de la caractérisation concréte suivante du spectre d’un foncteur :

Proposition 6.4.3. — Soient F' un foncteur de Fct(A,E) et n € N.

1. Comme quotient de K[A"] = PA(A™), sp(F)(A") est limage du morphisme
canonique

(11) EW: K[A"] = Endpegan.e)(F o @) an,. .. a0] = Flag @ - @ ay,).

S Ailal, ... al)] de K[A"] = PA(A™) c&)];a;“ti_en} au noyau de la projection
K[A"] = PA(A™) — sp(F)(A") si et seulement si, pour tout n-uplet (f1,..., fn)
de fleches paralléles de A, on a Y ;_, AiF(Z?:1 aéfj) =0.

Démonstration. — La premiére assertion provient de ’isomorphisme

Hom(F, F)(A") ~ Hom(F, Fo(A”(%)—)) ~ Hom(F, Fo®,,06,) ~ Hom(Fo&®,,, Fo®,)

déduit de I’adjonction la somme itérée @, et la diagonale itérée J,,, par lequel I’élément
nr(lal,...,ay]) est envoyé sur F(a; @ -+ @ ay).
La deuxiéme assertion découle de la premiére. O

L’énoncé précédent, qui est a rapprocher des propositions [6.1.7] et [6.2.5] dit es-
sentiellement que le spectre d’un foncteur code ses relations sur les morphismes qui
proviennent de la structure A-linéaire a la source.
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Remarque 6.4.4. — Le spectre ne définit pas de foncteur de Fct(A,E) dans
F(A,K) (ni dans l’ensemble ordonné des quotients de P4), comme on le déduit
aisément de la deuxiéme assertion de la proposition Certaines des propriétés
que nous présenterons dans la section [6.5] s’apparenteront toutefois a une forme de
fonctorialité du spectre.

Proposition 6.4.5. — Soit F un foncteur de Fct(A, E). La projection P4 — sp(F)
induit des isomorphismes

Hom(sp(F), F) = Hom(P4,F) = F et F~ PAQF = sp(F)QF.

De plus, sp(F) est le plus petit quotient de P4 possédant cette propriété : si f : PA —
T induit un isomorphisme Hom(T,F) — Hom(P#, F) =y F ou un isomorphisme
PAQF = TQF, alors P — sp(F) se factorise a travers f.

Démonstration. — Comme le morphisme 7 est adjoint & I'isomorphisme canonique
PAQF =5 F, ce dernier se factorise par la projection PAQF — sp(F)®F, laquelle
est donc un isomorphisme.

Si PA — T induit un isomorphisme F ~ PAQF = T®F, alors son inverse induit
par adjonction un morphisme 7" — Hom(F, F), et la composée P4 — T' — Hom(F, F')
coincide avec ng, d’ou la factorisation cherchée.

Les assertions relatives & Hom s’établissent de fagon analogue. O

Proposition 6.4.6. — Soit F' un foncteur de type fini de F(A; K).
1. Si F appartient o F¥(A; K), alors sp(F) appartient & FI (A, K).
2. Supposons que la catégorie A vérifie la condition (MTF). Si sp(F) appartient
a F¥(A, K), alors F appartient o F¥(A; K).

Démonstration. — Si F est un foncteur de type fini de F4f(A; K), la proposition
montre que Hom(F, F') est & valeurs de dimensions finies, c’est donc a fortiori le cas
de son sous-foncteur sp(F).

Sous I'hypothése (MTF), si sp(F) appartient a FI(A, K), alors sp(F)®F est &
valeurs de dimensions finies, puisque F' est de type fini, grice & la proposition
La proposition [6.4.5] permet alors de conclure. O

6.4.2. Lien avec l’algébre caractéristique. — Soit F' un foncteur de Fct(A4, E).
Notons © : K[A] — K[A?] I'application K-linéaire telle que O([a]) = [1,a]. Il résulte
des propositions [6.2.5] (équivalence et (deuxiéme point) qu’un élément & de
K[A] appartient & J(F') si et seulement si ©(§) appartient au noyau de la projection
K[A?] = PA(A?) — sp(F)(A?); en particulier, le spectre d’un foncteur (et méme sa
seule évaluation sur A?) détermine son algébre caractéristique.

Nous allons maintenant voir que, réciproquement, les algébres caractéristiques des
différents foncteurs F o @,, de Fct(A",£), pour n € N, déterminent au moins P'effet
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sur les objets de sp(F'). Le point de départ de ces considérations est le morphisme
Egl) : K[A"] = Endpeg(ang)(F o ®,) (cf. (1)) de la proposition

Ce morphisme, a priori K-linéaire, définit en fait un morphisme d’algébres
K[A}}] = Z(Endpet(an ) (F o @y)). En particulier, sp(F')(A™) est naturellement une
sous-algébre de Z(Endpct(an,e)(F © ®,)) (et un quotient de K[A}]) — sp(F)(A")
s'identifie a l’algebre 3,4:; (F o @,,), selon la notation On prendra toutefois
garde que sp(F') ne prend pas naturellement ses valeurs dans les K-algébres : la
structure d’algébre ainsi obtenue sur sp(F)(V), ot V est un A-module libre de rang
fini, dépend du choix d’une base de V.

Pour 1 < i < n, notons Y2 : A" — A? le foncteur (ai,...,a,) (D2 aj. ).
On dispose d’un isomorphisme évident @ o Y!, ~ @,,, ainsi la précomposition par Y7,
induit un morphisme d’algébres (non nécessairement commutatives)

Ozln : Encht((_Az’g)(F o EB) — Encht(Anyg) (F o @n)

(qui pour n > 2 est injectif, car T? est alors un épimorphisme scindé). On a ainsi

n
(12) 2 (a1, -, an)) = [T af (xe(ar):
i=1
Par conséquent :

Proposition 6.4.7. — Pour tout n € N et tout foncteur F de Fct(A, &), on a
SP(F)(A") = 340 (F o @) ; cette K-algebre est un quotient de A(F)®".

De plus, A(F) s’identifie manifestement & une sous-algebre de sp(F)(A?) (et lui
est isomorphe si F' est homogéne d’un certain poids fort). Il en découle :

Corollaire 6.4.8. — Soit F un foncteur de Fct(A, £). Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. Ualgeébre caractéristique A(F') est de dimension finie sur K ;
2. sp(F) appartient a FY¥ (A, K);
3. sp(F)(A?) est un K-espace vectoriel de dimension finie.

Démonstration. — L’implication [I=2] résulte de la proposition L’implication

213 est triviale, et [3=1{1] provient également de la proposition car 2A(F') est par
définition une sous-algébre de 342 (F o @). O

En combinant le corollaire précédent avec la proposition il vient :

Corollaire 6.4.9. — Supposons que A vérifie la condition (MTF). Soit F' un fonc-
teur de type fini de F(A; K). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. dimg A(F) < 00 ;

2. sp(F) appartient & F¥ (A, K);

3. F appartient a F¥(A; K).
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Dans I’énoncé suivant, qui découle directement des considérations du début de ce
§6.4.2| (ou méme simplement de la premiére assertion de la proposition , on
identifie les catégories F(P(A)", K) et F(A™, K) a I’aide de ’équivalence induite par
I'inclusion P(A™) — P(A)™.

Proposition 6.4.10. — Soient F un foncteur de Fct(A,€) et n € N. On dis-
pose dans F(A™ K) d’isomorphismes naturels sp,(F) o @, =~ spyn(F o ®,) et
crn(spa(F)) = span (crn(F)).

Corollaire 6.4.11. — Soient F un foncteur de Fct(A,E) et d € N. Alors F appar-
tient a Poly(A,E) si et seulement si sp(F) appartient a Polg(A, K).

Nous verrons ultérieurement (corollaire [7.3.6)) que la propriété Hom-polynomiale
est également détectée par le spectre, sous des hypothéses raisonnables.

6.5. Les catégories Fctr(A, &)

Il est généralement trés difficile de dire quoi que ce soit du treillis des sous-foncteurs
d’un foncteur donné de Fct( A, £), ou méme seulement de F (A, K). Toutefois, pour un
foncteur F dont le spectre T posséde de bonnes propriétés, la sous-catégorie Fr (A, K)
que nous allons définir ci-dessous se raméne parfois & des catégories de foncteurs
beaucoup plus simples; comme c’est une sous-catégorie prélocalisante de F(A, K)
qui contient F, le treillis des sous-foncteurs de F' est le méme dans F (A, K) et dans
Fr(A, K). En particulier, si Fr(A, K) est localement noethérienne et F' de type fini,
alors F' est noethérien. C’est ainsi que nous montrerons, au chapitre que la catégo-
rie FY (A, K) est localement noethérienne, a partir de I’étude du spectre des foncteurs
de type fini de F4(A, K).

6.5.1. Définition, généralités. —

Proposition 6.5.1. — Soit X un quotient de P* dans F(A,K). Alors X est égal
a son spectre.

Démonstration. — De fagon générale, si @ : F — G est un morphisme de F(A4, K),
le diagramme

pA o Hom(F, F)
ne iHorn(Fﬁ)
Hom(a,G
Hom(G, G) Hom(e,) Hom(F, G)
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commute. Si ¢ : P4 — X désigne la projection, on a donc un diagramme commutatif

NpA

pPA - Hom(P#4, PA4) —== pA

nxl chn(PA,q)J( lq

Hom(X, X)—220Y _ Hom(PA, X) —= > X

qui donne la conclusion. O

Corollaire 6.5.2. — Pour tout foncteur F de Fct(A,E), on a t(sp(F)) = v(F),
A(sp(F)) = A(F) et sp(sp(F)) = sp(F).

(I’égalité des algébres caractéristiques s’entend comme égalité de quotients de I’al-
gébre K[A,], elle est équivalente & 1'égalité des idéaux caractéristiques; I’égalité des
spectres s’entend comme égalité de quotients du foncteur P4 de F(A, K).)

Démonstration. — Comme sp(F') est un quotient de P4, 1’égalité sp(sp(F)) = sp(F)
découle de la proposition [6.5.1] Comme Dalgebre caractéristique d’un foncteur est
déterminée par son spectre (cf. début du §[6.4.2), I'égalité A(sp(F)) = A(F) s’en
déduit. Enfin, le radical d’un foncteur est déterminé par son idéal caractéristique
(grace aux propositions et , de sorte que cette derniére égalité entraine
t(sp(F)) = v(F). O

Définition 6.5.3. — Soit T un quotient de P“. On note Fctr(A,€E) la sous-
catégorie pleine de Fct(A, £) constituée des foncteurs F tels que sp(F) < T. Lorsque
A=P(A) et £ = K-Mod, on notera simplement Fr (A, K) cette sous-catégorie.

D’apreés la proposition un foncteur F' de Fct(A, ) appartient & Fetr (A, E) si
et seulement si I’épimorphisme canonique F' — T'®F est un isomorphisme, ou encore
si et seulement si le monomorphisme canonique Hom(T', F') < F est un isomorphisme.
On en déduit en particulier les deux énoncés suivants.

Proposition 6.5.4. — Soit T un quotient de P*. Alors les endofoncteurs
Hom(T,—) et T®— de Fct(A,E) sont a valeurs dans Fetr(A,E). Les foncteurs
Fct(A, &) — Fetr(A,E) qulils induisent sont adjoints respectivement & droite et
gauche au foncteur d’inclusion Fctp (A, E) — Fct(A,E).

(Les morphismes canoniques précédents ne sont autres que 1'unité et la cotinité des
adjonctions.)

Proposition 6.5.5. — La sous-catégorie Fetr(A,E) de Fet(A,E) est prébilocali-
sante et stable par Uopération F' — Fy pour tout V € P(A).

De plus, pour tout foncteur X de F(A,K), Fctr(A,E) est stable par Hom(X, —)
et X®—.

On dispose de la réciproque suivante :
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Proposition 6.5.6. — Soit G une sous-catégorie prébilocalisante de F(A, K) stable
par F v Fy pour tout V € P(A). Alors il existe un unique quotient T de P4 tel que
Gg= ]:T(A7 K)

Démonstration. — Soit q : F(A,K) — G ladjoint a gauche de l'inclusion : ¢(X)
est le plus grand quotient de X appartenant a G, pour tout X € ObF(A, K). Si
G = Fr(A, K), on a nécessairement T = q(P#), d’oti I'unicité de T. Vérifions que
G = Fyprs (A K).

Si F appartient & F,(pa)(4, K), alors F ~ q(P*)®F (proposition [6.4.5). Comme
F est un quotient d’une somme directe de foncteurs de la forme PV, il s’ensuit que F
est quotient d’une somme directe, donc sous-quotient d’un produit direct, de foncteurs
de la forme q(P*)®PY ~ q(P*)y~, et appartient donc & G.

Réciproquement, si F' est un foncteur de G, alors Hom(F, F') est un sous-foncteur
d’un produit de foncteurs du type Hom(P", F) ~ Fy,, donc appartient & G. Par consé-
quent, sp(F), qui s’injecte dans Hom(F, F), appartient & G. Comme g(P4) est le plus
grand quotient de P4 appartenant a G, on a sp(F) < q(P4) ie. I € Fapay (A, K),
d’otut la proposition. O

Une structure monoidale symétrique sur un foncteur F' de F(A, K) est la donnée
de morphismes F(U) ® F(V) — F(U ®4 V) naturels en U et V et d’'un élément
de F(A) vérifiant les conditions d’unité, associativité et symétrie usuelles. Par ad-
jonction, il revient au méme de se donner des morphismes FQF — F et P4 — F de
F(A, K) faisant de F' un monoide commutatif dans la catégorie monoidale symétrique
(F(A, K), 8, PA).

Si X est un foncteur de F(A, K) muni d’une structure monoidale symétrique, son
extension de Kan a gauche X : A-Mod — K-Mod le long de linclusion P(A) —
A-Mod hérite d’une structure monoidale symétrique. On peut définir une catégorie
K-linéaire X A ayant les mémes objets que A, dont les morphismes sont donnés par
(X A)(a,b) = X(A(a,b)), ot la composition est donnée par

X (A(a,b)) @ X (A(b,c)) = X(A(a,b) @4 A(b,c)) = X(A(a, c)),

la premiére fleche venant de la structure monoidale de X et la seconde de la compo-
sition de A. On définit de méme 'unité.

Si X est un quotient de P4, les propositions et fournissent un isomor-
phisme X®X =5 X qui définit une structure monoidale symétrique sur X. La pro-
jection P4 — X en constitue I'unité ; elle est en particulier compatible aux structures
monoidales.

Proposition 6.5.7. — Soit X un quotient de P*. La précomposition par le foncteur
K-linéaire ® : K[A] = PAA - XA induit par la transformation naturelle monoidale
PA — X identifie la sous-catégorie Fetx (A, E) de Fct(A, E) (identifiée a la catégorie



114 CHAPITRE 6. SPECTRE D’UN FONCTEUR

des foncteurs K-linéaires de K[A] vers £) a la catégorie des foncteurs K -linéaires de
XA vers E.

Démonstration. — Comme P est plein et essentiellement surjectif, ®* identifie la ca-
tégorie des foncteurs K-linéaires de X A vers £ a la sous-catégorie pleine des foncteurs
F de Fct(A, &) tels que, pour tous objets z,y de A et tout élément & de K[A(z,y)]
dont Pimage dans X (A(z,y)) est nulle, F(£) = 0. En considérant la suite exacte
canonique €, ey perer(PA(A7)—X(An)) PA" - PA 5 X — 0 de F(A, K), on voit
qu’il revient au méme de demander que, pour tout élément o = Y7_, A;[al, ..., al]

de Ker (K[A"] = PA4(A") — X(A")) (avec \; € K et a’ € A), le morphisme

K[A(z,y)"] o, K[A(z,y)] ELN E(F(x), F(y)) soit nul. Si f1, ..., fn sont des éléments
de A(z,y), on a a*([f1,..., fal) = 2oi_y NF (32—, @} f;), de sorte que la deuxieme
assertion de la proposition fournit donc la conclusion. O

La description des catégories Fctx (A, E) donnée par la proposition précédente
nous servira, au chapitre[8] a d’établir un lien entre spectre et structures polynomiales
strictes généralisées.

6.5.2. Comparaison de catégories de la forme Fctr(A,E). — La propriété
suivante constitue une conséquence directe de la proposition et de I’associativité
du produit tensoriel ®.

Proposition 6.5.8. — Soient T et U des quotients de PA. Alors TQU est la
borne inférieure de {T,U} dans l’ensemble ordonné des quotients de P?. La sous-
catégorie Fetrgy (A, E) de Fet(A, E) est Uintersection des sous-catégories Fetr (A, )
et Fety (A, €).

Proposition 6.5.9. — Soient T et U des quotients de P*. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. le morphisme P4 — T @ U dont les composantes sont les projections P4 — T

et P4 — U est un épimorphisme ;

2. le foncteur TQU de F(A, K) est nul.

Lorsque ces conditions sont vérifiées, le foncteur Fctr(A,E) x Fety(A,E) —
Fct(A, &) composée de Uinclusion Fetp(A,E) x Fety(AE) — Fet(AE) x
Fct(A, &) et de la somme directe sur Fct(A,E) induit une équivalence de caté-
gories Fetr (A, E) x Fety (A, E) = Fetrgu (A, E).

Démonstration. — Si le morphisme P4 — T'@U est un épimorphisme, comme P4 —»
T se factorise a travers celui-1a, la proposition et le corollaire montrent que
I’épimorphisme canonique T ~ PAQT — (T & U)QT ~ (T®T) @ (TRU) est un
isomorphisme. Comme la premiére composante de ce morphisme est I'isomorphisme
canonique T ~ T®T (donné également par la proposition et le corollaire 7
il s’ensuit que T®U est nul.
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Supposons réciproquement T®U nul et notons X le conoyau du morphisme P4 —
T @ U. Comme P4 — T est un épimorphisme, X est un quotient de U, de sorte que
X®U ~ X. De méme, X®T ~ X. Il s’ensuit que X ~ X®(TQU) est nul. De plus, si
F (resp. G) est un foncteur de Fetr (A, E) (resp. Fety (A, E)), alors

Hom(F,G) ~ Hom(T®F, Hom(U, G)) ~ Hom(UKQT®F,G) =0

et en particulier Fct(A, £)(F, G) ~ Hom(F, G)(A) est nul; de méme Fct(A, E)(G, F) =
0. On en déduit que la somme directe induit un foncteur pleinement fidéle
Fctp(A, ) x Fety (A, E) — Fetray (A, E). Montrons son essentielle surjectivité : si
F est un foncteur de Fetrgu(A,€), on a F ~ (T @ U)QF ~ (TQF) ® (URF), or
TQF appartient a Fctr(A,E) et URF a Fety (A, E), d’ou la conclusion. O

Remarque 6.5.10. — On vérifie aussitot que, de maniére générale, si T' et U sont
des quotients de P4, I'image S du morphisme canonique P4 — T @ U est leur borne
supérieure dans I’ensemble ordonné des quotients de P4. Il ne semble toutefois pas
exister de description simple de Fctg(A, &) a partir de Fetr(A,E) et Fety (A, E)
hors de la situation de la proposition [6.5.9

Dans I’énoncé suivant, on identifie F(A?, K) a F(P(A)?% K).

Proposition 6.5.11. — Soit X un quotient de PA*4 ~ (PA)®2 dans F(A? K).
Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. le morphisme ¢ : P4 — (P4)®? ~ (PYY¥2 0§ - X 0§ (ou PA — (P4)®? est
le coproduit) de F(A, K) est un épimorphisme ;
2. la restriction du foncteur 6* : F(A%, K) — F(A,K) a la sous-catégorie
Fx (A2, K) est pleinement fidéle et son image essentielle est stable par quotient.
Lorsqu’elles sont vérifiées, le foncteur 6* : Fet(A2, €) — Fct(A, E) induit une équi-
valence de catégories Fetx (A2, E) = Fcts-x (A, E).

Démonstration. — En composant ’adjonction somme/diagonale avec celle de la pro-
position on voit que le foncteur @ : Fetx (A%, €) — Fct(A2,€) LN Fct(A )
est adjoint & droite au foncteur ¥ : F' — X® &* I’ et que 'unité n de cette adjonc-
tion s’identifie au morphisme F' ~ PAQF — §*(X® ©* F) ~ §*X®F (grace a la
proposition obtenu en appliquant —®F au morphisme ¢ : P4 — §*X.

Si le foncteur ® est pleinement fidéle et que son image essentielle est stable par
quotient, alors 7 est un épimorphisme (ng est la projection de F' sur son plus grand
quotient appartenant & cette image essentielle). En particulier, la deuxiéme condition
implique la premiére.

Réciproquement, supposons que ¢ est un épimorphisme, ce qui entraine que 7
est un épimorphisme. Si ¢ désigne la coiinité de ’adjonction, pour tout objet G de
Fctx (A2, €), la composée PG O pPPG M ®G est I'identité. Comme 7y ()
est un épimorphisme, il s’ensuit que c’est un isomorphisme, de méme que P(eg).
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Puisque @ est exact et fidéle, cela montre que € est un isomorphisme. Cela entraine
pour des raisons formelles que ® est pleinement fidéle, et que son image essentielle
est constituée des objets F' de Fct(A,E) tels que np soit un isomorphisme, c’est-a-
dire Fctg- x (A, E), qui est une sous-catégorie de Fct(A, £) stable par quotient. Cela
termine la démonstration. O

Proposition 6.5.12. — Soient T et U des quotients de PA. L’image essenticlle
de la sous-catégorie Fetrry (A x A, E) de Fet(A x A, E) par Iéquivalence canonique
Fct(A x A,E) = Fet(A, Fet(A, E)) égale Fetr (A, Fety (A, E)).

Démonstration. — 11 découle par exemple de la proposition que l'image
de Fetrgpa(A x A E) (resp. Fetpagy(A x A E)) par Fet(A x A,E) =
Fct(A,Fct(A,E)) égale Fetr(A,Fet(A,E)) (resp. Fet(A,Fety(A4,E))). Comme
(TR PYYR(PAXU) ~ TRU par la proposition la conclusion découle de la

proposition [6.5.8] O
Le résultat suivant découle des propositions et [6.5.12
Corollaire 6.5.13. — Soient T et U des quotients de PA. Les assertions suivantes

sont équivalentes :

1. le morphisme P4 — (PY)®2 o T @ U (o PA — (PA)®? est le coproduit) de
F(A, K) est un épimorphisme ;

2. la restriction du foncteur 6* : F(A?,K) — F(A,K) a la sous-catégorie
Fctp(P(A), Fu (A, K)) de Fet(P(A), F(A,K)) ~ F(A x A, K) est pleinement
fidele et son image essentielle est stable par quotient.

Lorsqu’elles sont vérifiées, le foncteur Fet(A,Fet(A, £)) ~ Fet(A% €) LA Fct(A,€)
induit une équivalence de catégories Fetp(A, Fety (A, £)) = Fetrgy (A, E).

6.5.3. Quelques exemples fondamentaux. —

Exemple 6.5.14. — Le corollaire[6.4.11|peut se reformuler par I’égalité Poly(A, E) =
Fctq,(pay(A, E) pour tout d € N.

Exemple 6.5.15. — Si I est un idéal de A, alors Fet . pa/i(A, &) = Fet(A/I,€)
(on 7wy : P(A) — P(A/I) désigne la réduction modulo I) est la sous-catégorie de
Fct(A, E) des foncteurs F tels que ¢(F) D 1.

On peut combiner les deux exemples précédents pour obtenir :

Proposition 6.5.16. — Soient I un idéal de A tel que (A/T)@K =0 etd € N. Alors
z

le morphisme P4 — PA® P4 — ﬂ'f(PA/I) ®qy(PA) composé du coproduit et du pro-
duit tensoriel des projections est un épimorphisme. De plus, Fctﬂ.;(PA/I)®qd(PA)(A, &)
s’tdentifie a Fct(A/I, Pola(A,E)) (catégorie plongée dans Fct(A x A, E) par précom-
position par la diagonale).
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Démonstration. — Le fait que P4 — P4 ®@ PA — 75 (PA/T) @ qu(P*) soit un épi-
morphisme découle, par dualité, de [DTV23| lemme 4.20]. Le reste s’en déduit alors
par le corollaire [6.5.13| et les exemples précédents. O

Corollaire 6.5.17. — Soit F un foncteur a support fini de F(A, K). Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. F posséde une décomposition & la Steinberg de type PAP ;

2. sp(F) posséde une décomposition a la Steinberg de type PAP ;

3. il existe un idéal K-cotrivial I de A et un entier naturel d tels que sp(F) <
mi (PAT) @ qq(PA).

Exzemple 6.5.18. — Si T est un bi-idéal de K[A], alors Fctpa(A,£) est la sous-
catégorie des foncteurs F' de Fct(A, E) tels que J(F) D Z (cf. proposition [6.2.11)).

Ezemple 6.5.19. — Soit w € Mon(A,, K,) un poids. On a Fctpa(A, &) =
Fct(A,E),. Plus généralement, pour n € N, la sous-catégorie U(Fct(A,E), m],)
de Fct(A, &) égale Fetpa (A, €), o P{f},n désigne le plus grand quotient de P4
appartenant & U(F (A, K),Ymﬁ,).

Ezemple 6.5.20. — Si w et w’ sont deux poids distincts de Mon(A,,, K,), alors
PA@PA = 0 (il était non nul, ce foncteur serait homogéne de poids fort a la fois
w et w’, d’aprés 'exemple précédent). Il découle donc d’une application itérée de
la proposition [6.5.9] et de 'exemple précédent que si wy,...,w, est une famille fi-
nie de poids deux & deux distincts de Mon(A,, K ), alors Fetpa o..ops (A, €) ~
Fct(A, &)y, X+ x Fct(A, E),, s’identifie & la sous-catégorie de Fet(A,E) des fone-
teurs F' admettant une décomposition en poids forte et tels que II(F') C {w1,...,w,}.

De méme, plus généralement, étant donné n € N, on a FCtPlf}l‘"@...@Pﬁ‘}ryn (A,€) ~
U(Fct(A,E),my ) x --- x U(Fct(A, &),my, ).

L’exemple précédent implique directement le résultat suivant.

Proposition 6.5.21. — Soient F' un foncteur de Fct(A,E) et w € Mon(A,, K,,)
un poids.
1. Le foncteur F' de Fct(A,E) est homogéne de poids fort w si et seulement si le
foncteur sp(F') de F(A, K) est homogéne de poids fort w.
2. Le foncteur F posséde une décomposition en poids forte (resp. faible) finie si et
seulement si sp(F') en posséde une. Le cas échéant, on o II(F) = II(sp(F)).

Remarque 6.5.22. — La deuxiéme assertion tombe en défaut si 'on omet I'hypo-
these de finitude des décompositions en poids.

Considérons par exemple le cas A = K = Q et la catégorie F(Q,Q). Le foncteur
F =@y S? (ot S? désigne la d-iéme puissance symétrique) posséde une décompo-
sition en poids forte, et son ensemble de poids est {z — 2 |d € N} € Mon(Q,,,Q,,).
On vérifie aisément que sp(F) = P2, foncteur qui ne posséde pas de décomposition
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en poids (méme faible). De plus, II(P?) est réduit au poids trivial (mais tout élément
de Mon(Q,,,Q,,) est le poids d'un quotient de I1(PY)).



CHAPITRE 7

POIDS ET EFFETS CROISES

Convention 7.1. — Dans ce chapitre encore, A désigne une catégorie additive A-
linéaire essentiellement petite et £ une catégorie de Grothendieck K -linéaire.

Hors des foncteurs polynomiaux (cf. chapitre, I’existence d’une décomposition en
poids pour un foncteur F' de Fct(A, E) ne permet pas de dire beaucoup sur sa struc-
ture. Le lemme en donne une illustration : remplacer le foncteur P4 de F(A4, K)
par son plus grand quotient homogéne d’un certain poids fort w nul sur les éléments
non inversibles de A ne diminue pas réellement sa complexité. En revanche, 'exis-
tence d’une décomposition en poids pour le bifoncteur F' o @ (relativement a l'action
de A, x A,) implique des propriétés de structure et de finitude remarquables, comme
nous le verrons ultérieurement. Dans le présent chapitre, nous donnons d’abord les
définitions et premiéres propriétés relatives aux foncteurs F' dits hyper-trigonalisants
ou hyper-diagonalisants, c’est-a-dire tels que F o & posséde une décomposition en
poids faible ou forte respectivement. Cela nous permettra, en utilisant également les
notions développées au chapitre [6] de démontrer a la section que tout foncteur
Hom-polynomial de type fini de Fct(A, £) est polynomial lorsque 'anneau A n’a pas
de quotient fini de méme caractéristique que K (corollaire .

7.1. Définition des foncteurs hyper-diagonalisants et hyper-trigonalisants

Les propositions et ci-aprés découlent d’une application itérée de la
proposition [3.:4.6] de la proposition [3.3-3] et de la décomposition de la précomposition
d’un foncteur par ®,, a laide des effets croisés [EML54] th. 9.1].

Proposition et définition 7.1.1. — Soit F un foncteur de Fct(A,E). Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1. le foncteur F o @ de Fct(A2, &) posséde une décomposition en poids faible (re-
lativement o Uaction de A?);
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2. pour tout n € N, le foncteur F o ®,, de Fct(A™,E) posséde une décomposition
en poids faible (relativement a l'action de A}});

3. pour tous objets ay,. .., an de A, Uensemble {F(x1®- - -®xy) | (x1,...,2,) € A"}
d’endomorphismes de F(a1 @ - -+ @ ay,) est collectivement trigonalisable ;

4. pour tout n € N, le foncteur cr,(F) de Fct(A™ E) posséde une décomposition
en poids faible (relativement a laction de A};) ;

5. pour tous objets ay, ..., a, de A, Uensemble {cr,(F)(x1,...,2n) | (z1,...,2,) €
(A\{0})"} d’endomorphismes de cr,(F)(a1,...,a,) est collectivement trigona-
lisable ;

6. pour tout objet a de A, le foncteur 7,(F) de Fct(A, E) posséde une décomposition
en poids faible.

Si ces conditions sont vérifiées, on dira que F' est un foncteur hyper-trigonalisant
(relativement a A).

La sous-catégorie pleine des foncteurs hyper-trigonalisants de Fct(A,E) (resp.
F(A,K)) sera notée To(A,E) (resp. T(A,K)).

Proposition et définition 7.1.2. — Soit F un foncteur de Fct(A,E). Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1. le foncteur F o® de Fct(A2,E) posséde une décomposition en poids forte (rela-
tivement o Uaction de A?);

2. pour tout n € N, le foncteur F o ®,, de Fct(A™, E) posséde une décomposition
en poids forte (relativement a laction de A};);

3. pour tous objets ay,. .., an de A, Uensemble {F(x1®- - -®xy,) | (x1,...,2,) € A"}
d’endomorphismes de F(ay @ -+ @ ay) est collectiverment diagonalisable ;

4. pour tout n € N, le foncteur cr,(F) de Fct(A™, E) posséde une décomposition
en poids forte (relativement a 'action de A}, ) ;

5. pour tous objets a1, ..., a, de A, Uensemble {cr,(F)(z1,...,2n) | (®1,...,2n) €
(A\ {0})"} d’endomorphismes de cry,(F)(ai,...,a,) est collectivement diago-
nalisable ;

6. pour tout objet a de A, le foncteur 7,(F) de Fct(A, E) posséde une décomposition
en poids forte.

Si ces conditions sont vérifiées, on dira que F' est un foncteur hyper-diagonalisant
(relativement a A).

La sous-catégorie pleine des foncteurs hyper-diagonalisants de Fct(A,E) (resp.
F(A,K)) sera notée ® 4(A,E) (resp. D(A, K)).

Les caractérisations en termes de familles collectivement diagonalisables ou trigona-
lisables d’endomorphismes prennent une forme particuliérement frappante, qui justifie
la terminologie employée, dans le cas des catégories F(k, K), ou k est un corps :

Corollaire 7.1.3. — Si k est un corps, un foncteur de F(k,K) est hyper-
diagonalisant (resp. hyper-trigonalisant) si et seulement si pour tout n € N*, l”image
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par F' de l’ensemble des matrices diagonales de GL,, (k) est un ensemble collectivement
diagonalisable (resp. collectivement trigonalisable) d’endomorphismes de F(k™).

Nous introduisons également la définition suivante, en général strictement moins
forte que les notions de foncteur hyper-diagonalisant ou hyper-trigonalisant (cf. pro-
positions et : elle jouera un role beaucoup moins important car elle donne
lieu & bien moins de bonnes propriétés que les précédentes.

Définition 7.1.4. — On dit qu'un foncteur F' de Fct(A,E) est diagonalisant
(resp. trigonalisant) si, pour tous objets aq,...,a, de A et tous éléments x1,...,x,
de A, 'endomorphisme F(z; @ --- P x,) de F(a; B - P a,) est diagonalisable (resp.
trigonalisable).

Remarque 7.1.5. — La définition de foncteur diagonalisant apparait dés les années
1960 dans le travail d’Epstein [Eps69, 1.4] (amélioré dans Epstein-Kneser [EK69]),
sous le nom de foncteur diagonal. Toutefois, Epstein ne considére que des foncteurs
entre espaces vectoriels de dimensions finies (a la source comme au but, mais sur des
corps éventuellement différents), et n’obtient des résultats significatifs qu’en caracté-
ristique nulle.

Epstein [Eps69, 3.3-3.4] utilise une décomposition en poids. Les méthodes
d’Epstein-Kneser [EK69| sont pour leur part plus proches de celles employées
ultérieurement dans [DTV23| §4.4].

Remarque 7.1.6. — Les définitions et propriétés précédentes relatives aux décom-
positions en poids des effets croisés, ainsi que la plupart des propriétés formelles des
quelques pages qui suivent, valent plus généralement pour une catégorie source non
nécessairement additive, mais monoidale symétrique, dont I'unité (monoidale) est ob-
jet nul, et munie d’une action d’un monoide avec un élément absorbant (agissant par
le morphisme nul sur la catégorie source) compatible avec sa structure monoidale.

Le critére le plus important pour garantir qu’un foncteur est hyper-trigonalisant
est le suivant, qui découle du corollaire et de la proposition

Proposition 7.1.7. — 1. Si K est un corps de décomposition non additif de A
(par exemple, si K est algébriquement clos), alors tout foncteur de FY(A; K)
est hyper-trigonalisant.

2. Si K est un corps de décomposition de A, alors tout foncteur analytique ou
Hom-polynomial de FY¥(A; K) est hyper-trigonalisant.

Lorsque le corps K n’est pas assez gros, nous utiliserons parfois la variante suivante :

Proposition 7.1.8. — Soit F' un foncteur de type fini de F¥(A; K). Il existe une
extension finie de corps K C L telle que le foncteur F @k L de F(A; L) soit hyper-
trigonalisant.
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Démonstration. — Le foncteur F o @ de F(A x A; K) est également de type fini et
a valeurs de dimensions finies. Le résultat découle donc du corollaire 3.2.10] et de la

proposition [[.5.1] O
La propriété suivante découle quant a elle du corollaire [3.5.3]

Proposition 7.1.9. — Supposons K de caractéristique p > 0 et la fonction A —
Az 2P surjective. Alors TA(A,E) =D a(AE).

En combinant les propositions [7.1.7] et [7.1.9] on obtient :

Corollaire 7.1.10. — Supposons que K est un corps de décomposition non additif
de A (par exemple, que K est algébriquement clos) de caractéristique p > 0 et que
la fonction A — A x v aP est surjective. Alors tout foncteur de FY¥(A; K) est
hyper-diagonalisant.

Nous travaillerons le plus souvent sur des foncteurs hyper-trigonalisants ou hyper-
diagonalisants vérifiant la propriété de finitude introduite dans I’énoncé suivant.

Proposition et définition 7.1.11. — Soit F' un foncteur de Fct(A,E). Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1. le foncteur F o® de Fct(A?, E) posséde une décomposition en poids forte (resp.

faible) finie relativement a laction de Ai ;

2. pour tout n € N, le foncteur F o ®,, de Fct(A™, E) posséde une décomposition

en poids forte (resp. faible) finie relativement a l’action de Aj ;

3. pour tout n € N, le foncteur cr,(F) de Fct(A™, &) posséde une décomposition

en poids forte (resp. faible) finie relativement a laction de Al

4. Dalgebre caractéristique A4 (F) est semi-simple (resp. semi-primaire) déployée ;

5. le spectre sp(F) est un foncteur hyper-diagonalisant (resp. hyper-trigonalisant)

de F(AK).
Lorsqu’elles sont vérifiées, on dira que F est hyper-diagonalisant a caractére fini (resp.
hyper-trigonalisant & caractére fini).

On note DF(A,E) (resp. TH(A,E)) la sous-catégorie pleine de Fet(A,E) des
foncteurs hyper-diagonalisants (resp. hyper-trigonalisants) a caractére fini. On pose
DA, K) = D (P(A), K-Mod) et (A, K) = T¢(P(A4), K-Mod).

Tout foncteur hyper-diagonalisant (resp. hyper-trigonalisant) de type fini de
Fct(A,E) est hyper-diagonalisant & caractére fini (resp. hyper-trigonalisant) a
caractére fini.

Tout foncteur hyper-diagonalisant (resp. hyper-trigonalisant) de Fct(A,E) est co-
limite filtrante de ses sous-foncteurs hyper-diagonalisants (resp. hyper-trigonalisants)
G caractére fini.

Démonstration. — L’équivalence entre les quatre premiéres conditions se déduit de la
proposition de la discussion qui préceéde la proposition[6.4.7, de la décomposition
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de Fo®,, al’aide des effets croisés et du fait que la classe des K-algébres semi-simples
(resp. semi-primaires) déployées est stable par sous-quotient et produit tensoriel.

La précomposition par @ préserve les foncteurs de type fini, grace a ’adjonction
somme/diagonale. Si un foncteur de type fini F' est hyper-trigonalisant, la décom-
position en poids de F' o & est donc nécessairement finie : F' est & caractére fini.
Comme sp(F) est toujours de type fini, et a méme algébre caractéristique que F'
(corollaire , cela implique I’équivalence de |5| avec les conditions précédentes.

Supposons maintenant que F est un foncteur de T4 (A, E) (resp. Da(A,E)). Le
bifoncteur F o & est colimite filtrante de sous-foncteurs X; possédant une décompo-
sition en poids faible (resp. forte) finie relativement & l’action de Ai. Si l'on note G;
I'image du morphisme X; 00 — F de Fct(A, £) déduit de l'inclusion X; < F o@® par
adjonction somme/diagonale, on vérifie aisément que F est la colimite filtrante des
sous-foncteurs X; et que ceux-ci appartiennent a T (A, €) (resp. DG (A, E)). O

Le résultat suivant donne une liste de propriétés élémentaires d’usage courant des
classes de foncteurs précédemment introduites. Il se déduit aussitot des généralités
sur les décompositions en poids exposées au chapitre [3| (par exemple, de la proposi-

tion [3.4.6] pour le point 5).

Proposition 7.1.12. — 1. Les sous-catégories Da(A,E) et Ta(AE) de
Fct(A, &) sont prélocalisantes.
2. La sous-catégorie DG (A, E) de Fct(A,E) est semi-épaisse; la sous-catégorie
TL(A,E) est épaisse.
3. Les sous-catégories D o(A; K), DG (A K), TA(A K) et TG (A; K) de F(A; K)
sont stables par produit tensoriel.
Soient B un anneau et B une catégorie additive B-linéaire essentiellement petite.

4. Si ¢ : B — A est un morphisme d’anneaux et ® : B — A un foncteur ad-
ditif p-linéaire, le foncteur de précomposition ®* : Fct(A,€) — Fet(B,€)
envoie D A(A,E) (resp. DE(A,E), Ta(AE), TH(A,E)) dans D (B,E) (resp.
@CBf(B,g), 53(87 5); ECBf(ng))

5. Un bifoncteur F de Fet(A x B,E) est hyper-diagonalisant (resp. hyper-
trigonalisant) si et seulement s’il est par rapport o chaque variable. Plus
précisément, F appartient & Daxp(A x B,E) (resp. Taxp(A x B,E)) si et
seulement si, pour tout a € Ob A et tout b € Ob B, le foncteur F(a,—) appar-
tient o Dp(B,&) (resp. Tp(B,E)) et le foncteur F(—,b) appartient ¢ D 4(A,E)
(resp. Ta(AE)).

Remarque 7.1.13. — Si F est un foncteur de ®(K,K) et X un foncteur de
Da(A; K), alors F o X appartient & D 4(A; K). (Lorsque F prend des valeurs de di-
mension infinie, il faut remplacer F' par son extension de Kan & gauche F a K-Mod
pour définir la composition F o X.)
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Remarque 7.1.14. — Des propriétés analogues aux précédentes valent pour les
classes de foncteurs diagonalisants et trigonalisants.

Remarque 7.1.15. — La sous-catégorie T4 (A, E) de Fct(A, E) n'est pas nécessai-
rement épaisse (cf. exemple [B.2.6]).

7.2. Poids partiels et multipoids

Définition 7.2.1. — Soit F' un foncteur de T4(A, E). Pour d € N, on note

Wy(F) := v (crq(F)) C Mon(AZ, K") ~Mon(A4,, K,)?

et VNVd(F) i=1l4a (F o@®gq). Les ¢léments de Wy(F) sont appelés d-multipoids (rela-
tivement & A) de F.
On note

P(F) =Wy (F)U{w € Mon(4,,K,)| 3w’ € Mon(A,,K,) (w,w') e Wy(F)}

(ou quelquefois P4 (F) si une ambiguité sur A est possible) et

P(F) := {w € Mon(4,,K,)| 3w’ € Mon(A,,K,) (w,w') € Wy(F)}.

Les éléments de B(F') sont appelés poids partiels de F' (relativement a A).

Les deux propositions suivantes seront trés souvent utilisées dans la suite de ce

mémoire, parfois sans méme étre citées.

Proposition 7.2.2. — Soient F un foncteur de To(A,E), dyn,m € N, et f :
[1,n] — [1,m] une fonction surjective.

1.

2.

Les sous-ensembles Wy(F') et Wd(F) de Mon(A,,, K,,)¢ sont stables par 'action
de &4 par permutation des facteurs du produit cartésien.
On a Wy(F) = Wa(F)n (Mon(A,, K,)\{lask})?, et Wa(F) est le saturé par
Vaction de &4 de | |,y Wi(F) x {1a—k}?~" dans Mon(A,,, K,,)?.
Pour tout w = (w1, ..., wy,) € WR(F), le m-uplet f.(w) = (vj)i<j<m défini par
v = [ w; appartient & Win(F).

=i
Pour éo)ut] multipoids w € W, (F), on a fo(w) € Wy (F). En particulier, le
produit des coordonnées d’un multipoids non vide de F appartient a Wy (F).

Démonstration. — La premiére propriété découle de l'invariance (& isomorphisme
prés) de F o @4 et crg(F) par Paction de &4 sur A%

Comme le multifoncteur cry(F') est réduit par rapport a chaque variable, on a
Wa(F) € (Mon(A,, K,) \ {lask})? En utilisant la décomposition de F o @y en
effets croisés @ (page , on en déduit ’assertion

Pour établir ’assertion suivante, on considére les foncteurs

DA™ 5 A" (aj)i1<i<m = (api))i<isn et
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U A" - A™ (Clj)lgjgm = (a? card fﬁl({j}))lﬁjﬁm :
Alors ® est f*-linéaire, ou f* : A™ — A" désigne le morphisme d’anneaux
(aj)1<j<m = (@p@))1<i<n, et essentiellement surjectif a facteur direct prés parce que
f est surjectif, de sorte que II(F o @, 0 ®) = Wy (F) o f* = f.(Wa(F)), tandis que ¥
est A-linéaire, et ¥ de sorte que II(F o®,, 0 ¥) C Wm(F)7 grace & la proposition
Comme le diagramme

Am i>./4n

Am Lo g
commute & isomorphisme prés, on en déduit la troisiéme assertion.
Enfin, comme un poids est distinct de 14, si et seulement s’il envoie 0 sur 0,
tout produit fini non vide de poids distincts de 14,k est distinct de 14_,x. Par
conséquent, la derniére assertion se déduit des deux précédentes. O

L’énoncé suivant donne les caractérisations générales simples des poids partiels
d’un foncteur hyper-trigonalisant.

Proposition 7.2.3. — Soient F un foncteur de T4 (A, &) et d € N.

1. Les coordonnées d’un multipoids de F sont des poids partiels de F'. Plus géné-
ralement, si (wy,...,wq) est un multipoids de F, pour toute partie non vide I
de [1,d], wy := [];c; wi est un poids partiel de F'.

2. On aP(F) = P(F)N(Mon(A,,, K,)\{1ak}). Si F est non nul, on a B(F) =
P(F) U {Lakc}.

3. 0n aB(F) = Ugecob.a (7a(F)) € Mon(A,, K,).

Démonstration. — Soient (wi,...,wy) un multipoids de F', I une partie non vide
de [1,d] et J la partie complémentaire. La derniére assertion de la proposition m
montre que wy appartient & Wi (F) C P(F) si J est vide, et que (wr,wy) € Wa(F),
donc wy € P(F) si J est non vide. Cela établit la premicre assertion.

La deuxiéme propriété se déduit directement de la proposition [7.2.2} tandis que
I'assertion [3| est un cas particulier de la proposition [3.4.6] O

La proposition suivante établit un lien simple mais important entre poids partiels
et algébre caractéristique.

Proposition 7.2.4. — Soient F un foncteur de T¢(A,E) et d € N.
1. Un poids w € Mon(A,, K,,) appartient & B(F) si et seulement s’il existe un
morphisme de K -algébres o : A4 (F) — K tel que w = @ o Xp.
2. On a B(F) = R(sp(F)) et Wa(F) = Wa(sp(F)).
3. Le morphisme canonique de K-algébres K[A,] — K¥F) induit un isomor-
phisme AA(F)/ J(AA(F)) = KPE),
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4. Side plus F est hyper-diagonalisant, alors ce morphisme induit un isomorphisme
AL (F) = KFE),

Démonstration. — Sil’on munit la catégorie A x A de 'action du monoide A, sur le
deuzieme facteur, on a A (F) =34, (F o®) et ‘P(F) =114, (F o®). Par conséquent,
les assertions [T}, B] et [4] se déduisent de la proposition [3.2.5 L’assertion 2] se déduit

quant & elle des propositions [6.4.10] et [6.5.21] O

La conséquence suivante de la proposition interviendra au chapitre [9]

Corollaire 7.2.5. — Soient F un foncteur de T5(A,E) et I un idéal de A. On
suppose que I C z(m) pour tout m € P(F'). Alors il existe n € N tel que I C t(F).

Démonstration. — Soit n 'indice de nilpotence du radical de ’algébre caractéristique
A4 (F). La proposition montre que 'image de [x] — [0] dans A4 (F') appartient
a J(A4(F)) pour tout x € I. Ainsi, pour z1,...,z, € I, l'image de [[;_, ([z;] —
[0]) = [z1...2,]—[0] dans A4 (F) est nulle. La proposition permet d’en déduire
x1...2, € t(F), dot le résultat. O

Comme tout poids non trivial de Mon(A,,, K,,) est nul sur les éléments nilpotents
de A, on en déduit en particulier :

Corollaire 7.2.6. — Si I est un foncteur de T4 (A, &), alors Uidéal Nil(A)r) de
A, p est nilpotent.

Remarque 7.2.7. — Une autre conséquence du corollaire et de la nullité d’un
poids non trivial de Mon(A,,, K,,) sur Nil(A) est la suivante.

Supposons que I est un nilidéal de A égal a son carré (par exemple, A = k[Z[1/p]/Z]
o k est un anneau de caractéristique p, et I est I'idéal d’augmentation). Alors I C
t(F) pour foncteur F de T4 (A, E) (le cas des foncteurs de T (A, £) s’étend a tous les
foncteurs hyper-trigonalisants grace & la derniére assertion de la proposition [7.1.11)).
On en déduit aussi que I C t(F) pour foncteur F' de FY(A; K) (le cas ot K est
algébriquement clos se déduit de ce qui précede et de la proposition [7.1.7]; le cas
général s’y raméne par extension des scalaires au but, car cette opération ne change
pas le radical d’un foncteur).

La conséquence directe suivante de l’assertion [I] de la proposition [7.2.3] va nous
servir a établir le corollaire [7.2.14]

Corollaire 7.2.8. — Soit F un foncteur de T%(A,E) et d € N. Si la fonction
caractéristique x g est polynomiale de degré au plus d, alors tous les poids partiels de
F sont des fonctions polynomiales de degré au plus d.

La proposition suivante nous sera utile dans la section [8.2
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Proposition 7.2.9. — Tout poids partiel d’un foncteur Hom-polynomial de
TA(A,E) est polynomial déployé.

Démonstration. — Comme la classe des foncteurs Hom-polynomiaux et celle des fonc-
teurs hyper-trigonalisants sont stables par sous-quotient et par translation, et que
tout foncteur simple Hom-polynomial est polynomial, la proposition [7.2-3|[3] montre
qu’il suffit de vérifier que l'existence d’un foncteur polynomial F' de degré d, hyper-
trigonalisant et homogéne de poids faible w entraine que le poids polynomial w est
déployé (remplacer le foncteur de départ par un facteur de composition du plus grand
quotient homogene de poids fort w d’un de ses décalages). Le multifoncteur cry(F)
est non nul, additif par rapport & chaque variable, et posséde une décomposition en
poids faible. Soit (a1, ...,aq) un poids de crq(F) : les poids a; : A — K sont des
morphismes d’anneaux (par multiadditivité de cry(F')), et l'on a w = a1 ... a4 par la
proposition comme souhaité. O

La propriété suivante, qui compléte la quatriéme assertion de la proposition
découle de la proposition |3.4.1

Lemme 7.2.10. — Soient B un anneau, B une catégorie additive B-linéaire essen-
tiellement petite, ¢ : B — A un morphisme d’anneaux et ® : B — A un foncteur
p-linéaire. Si F' est un foncteur de Ta(A,E), alors Pp(P*(F)) C Pa(F) o, avec
égalité si @ est essentiellement surjectif a facteur direct pres.

Lemme 7.2.11. — Soient n € N et Fy,..., F, des foncteurs de T4(A,E). Alors

PBFL @ - F,) =P(F1) ... B(F,) et
‘B(F1®"'®Fn) U Hgﬁ(Fi)CMon(AuvKu)-

@£IC[1,n] i€1

Démonstration. — La proposition[7.2.3|3|et corollaire [3:4.9| montrent la premiére éga-
lité. La deuxiéme s’en déduit en utilisant la proposition [7.2.3]2 et fait qu'un produit
non vide d’éléments de Mon(A,,, K,,) distincts de 1 est distinct de 1. O

Lemme 7.2.12. — Soient d € N* et F un foncteur non nul de F(K,K) qui est
un quotient ou un sous-foncteur de la d-iéme puissance tensorielle T¢. Alors F est
hyper-diagonalisant et

P(F) = {A— N |ie[l,d]}.

Démonstration. — Les décalages de T4 sont des sommes directes des T? avec i < d,
qui apparaissent tous dans 7 (7¢). Comme T est homogéne de poids fort A — A%,
T donc F, est hyper-diagonalisant et B(F) C P(T?) = {A — A |i € [1,d]} grace a
la proposition [7.2.3|3]

Le foncteur F est de degré polynomial exactement d (conséquence directe et clas-
sique de 'adjonction somme/diagonale itérées), donc cry(F) est un quotient ou un
sous-foncteur non nul de crq(T4). Or crg(T4)(V4, ..., Vy) ~ Docs, Vo) @ @V,
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dott Wy(T?) = {(ldk,...,Idx)} C Mon(K,, K,)?. Sous-ensemble non vide de
Wa(T4), Wa(F) est donc également égal & {(Idg,...,Idx)}. La proposition
implique donc I'inclusion PB(F) D {\ = A |i € [1,d]}, d’ou le résultat. O

Nous sommes désormais préts pour établir deux énoncés qui sont & la base de la
démonstration de I'un des principaux de ce chapitre, le théoreme [7.3.9] La notation
op qui y apparait est celle introduite page

Proposition 7.2.13. — Supposons que l’anneau A n’a pas de quotient fini de méme
caractéristique que K, et que ce corps est algébriquement clos. Soit S un foncteur
simple de FY¥(A, K), polynomial de degré d > 0. Alors le degré mazximal d’un poids
partiel de S est d si la caractéristique p de K est nulle, et vaut au moins o,(d) si
p>0.

(On sait déja, par la proposition [7.1.7, que S est hyper-trigonalisant.)

Démonstration. — Comme K est algébriquement clos, [DTV23| th. 5.5 et prop. 6.6]
montre que S posséde une décomposition de la forme S ~ @, af E; ot les o; : A —
K sont des morphismes d’anneaux deux a deux distincts et les E; sont des foncteurs
élémentaires non constants de F(K, K), c’est-a-dire des quotients simples d’une puis-
sance tensorielle T% avec d; > 0. Ici, la notation a* désigne la précomposition par
Pextension des scalaires P(A) — P(K) le long de «, foncteur qui est essentiellement
surjectif.

On déduit alors des lemmes [7.2.10}, [7.2.11] et [7.2.12] que

P(S) = {Ha?‘ (1, o) € [0, ]\ {(07...,0)}}.
i=1 i=1

Sip=0, H?zl a;' est de degré polynomial Z?zl r;, tandis que S est de degré d =
>, d;, ce qui permet de conclure. On suppose désormais p > 0 et I'on regroupe les «;
qui coincident & une puissance du morphisme de Frobenius prés et I’on utilise que A est
sans quotient fini de caractéristique p (les ; sont donc d’images infinies) pour obtenir
une famille indépendante de morphismes d’anneaux (81, ..., Bm) telle que {a; |i €

c(t,5)

[1,n]} = {ﬁf |j € [1,m],t € [1,u(j)]} o, pour chaque j, (c(t,7))i1<i<u(j) €st
une famille finie non vide d’entiers naturels deux a deux distincts. On a alors
u“ uijl) r(t,7)pct9) . .
B(s) = { [T 8= it ) € [0, NI\ {1asxc)
j=1

pour des entiers d(t,j) > 0 de somme d.

(D Rappelons que cette notion d’indépendance est introduite dans la définition [4.7.10
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B (Pt
J

Par la proposition [4.8.3 H;’;l est de degré polynomial

u(j)

2}42: )dm)

Ainsi, le degré maximal d’un p01ds partiel de S est

max{ij: (%ﬂ) (t,7)p C(t’])) 10 < r(t,5) < d(t, J)} =
u(y)

zmax{sp(z Pt A)p ) [0 < (e, ) < d(t,)

qui vaut au moins, par le lemme [£:8.7]

u(j)

z%(zd” ) >0p(§;

i M“-

):%uy
O

Corollaire 7.2.14. — Supposons que ’anneau A n’a pas de quotient fini de méme
caractéristique que K. Soit S un foncteur simple de F(A, K), polynomial de degré
d > 0. Alors le degré polynomial de la fonction xs est au moins d si p = 0, et au
moins o,(d) sip > 0.

Démonstration. — Quitte & agrandir le corps K, on peut supposer que S est a valeurs
de dimensions finies, par la proposition Le foncteur S ® K (ou K désigne une
cloture algébrique de K) de F4(A, K) posséde un quotient simple polynomial 7' de
degré d. Par la proposition [7.2.13] T' posséde un poids partiel de degré au moins d
si p =0, et au moins o,(d) si p > 0. Il s’ensuit, par le corollaire [7.2.8 que le degré
polynomial de la fonction caractéristique xp vaut au moins d ou o,(d) selon que p
est nul ou non. Grace au lemme ci-dessous, la méme propriété vaut pour X g i
puisque T est un quotient de S ® K, et donc pour xg, comme souhaité. O

Lemme 7.2.15. — Pour tout n € N, la sous-catégorie pleine des foncteurs F de
Fct(A,E) dont la fonction caractéristique est polynomiale de degré au plus n est
prébilocalisante.

Démonstration. — La fonction x r est polynomiale de degré au plus n si et seulement
si idéal caractéristique J 4 (F) contient K[A]*("+1) (puissance (n + 1)-iéme de 1'idéal
d’augmentation de K[A]). Le résultat se déduit donc de la proposition O

Remarque 7.2.16. — En utilisant les résultats de [DG24], on peut aussi décrire les
poids partiels des foncteurs simples antipolynomiauz S de F(A, K), qui sont hyper-
trigonalisants (grace a la proposition si K est un corps de décomposition non
additif de A — ce que nous supposerons dans la suite de cette remarque — car a
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valeurs de dimensions finies. Par [DG24l th. 10.2], on a S ~ Q(T, M) ou T est un
A-module fini et M un K[Aut(7T)]-module simple, uniquement déterminés a isomor-
phisme prés (pour les notations Q7™ et Q(T, M), on renvoie & [DG24, § 5]). Comme
le radical de Q(T', M) contient annulateur I de T dans A, quitte a remplacer A par
A/I, on peut supposer que T est un A-module fidele.

Il existe une suite exacte 0 — Q(T, M) — Q"M — F — 0 avec F dans F,_1(4, K)
(sous-catégorie de F(A, K) introduite dans [DG24, déf. 8.1]), grace aux résultats de
[IDG24] §6], et un objet x de P(A) tel que K[T % —] soit facteur direct de 7, (QTM)

par [DG24| prop. 5.7] (et les résultats de dualité [DG24l cor. 3.6 et prop. 4.3]).
Dans la suite exacte 0 — 7, (Q(T, M)) — 7,(QTM) — 7,(F) — 0, 7,(F) appartient &
Fa—1(A, K) par [DG24! prop. 8.3]. Comme tout morphisme de Q7 C K[T%—] vers un

foncteur de Fy_1(A, K) est nul par [DG24, th. 9.9], il s’ensuit que 7,,(QT*™) contient
QT. En utilisant de nouveau [DG24, prop. 5.7|, on déduit de la proposition
que tout élément de Mon(A,,, K,,) est poids partiel de S.

7.3. Application aux foncteurs Hom-polynomiaux

Cette section applique les résultats de la fin de la précédente ainsi que les notions de
spectre et de fonction caractéristique aux foncteurs Hom-polynomiaux pour établir un
énoncé important, le corollaire Celui-ci garantit que certains foncteurs Hom-
polynomiaux sont polynomiaux en caractéristique p > 0 — & comparer aux énoncés
faciles de [DTV23l prop. 2.8 et 2.11].

Commengons, pour fixer les idées, par un énoncé simple sur les foncteurs polyno-
miaux, laissé en exercice.

Proposition 7.3.1. — Si F' est un foncteur polynomial de degré d de Fct(A,E), la
fonction caractéristique xp : A — K est polynomiale de degré au plus d.

Proposition 7.3.2. — Soit F' un foncteur Hom-polynomial de Fct(A,E). Si F est
a support fini, ou a co-support fini, alors xr est une fonction polynomiale.

Démonstration. — Supposons que E est un ensemble fini d’objets de A constituant
un support, ou un co-support, de F. Alors le morphisme de K-algébres (non commu-
tatives) canonique
End(F o ®) - [ Endg(F(z & x))
zeE
est injectif.
On en déduit par composition avec xp une fonction multiplicative

(13) A= End(Fo@®) — [[ Endx(F(x o )
el
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dont chaque composante A — Endg (F(x @ x)) égale

A 22180 Bnd 4 (z @ 2) — Endg (F(z & 2)),

qui est polynomiale (la premiére fleche est affine, et la seconde est polynomiale car
F est Hom-polynomial). Comme E est fini, est polynomiale, ce qui entraine que
xr lest également, puisque (|13)) est la composée de xr suivie d’une fonction additive
injective. O

Remarque 7.3.3. — On ne peut s’affranchir de toute hypothése de finitude sur
F dans Dénoncé précédent. Ainsi, dans F(K, K), le foncteur @ o A% est Hom-
polynomial, mais on vérifie facilement que sa fonction caractéristique n’est pas polyno-
miale lorsque le corps K est infini (cela se déduit aussi directement du théoréme
ci-apreés).

Lemme 7.3.4. — Soit X un foncteur Hom-polynomial de F(A, K). L’extension de
Kan o gauche X de X le long de Uinclusion de P(A) dans la catégorie des A-modules
de type fini est Hom-polynomiale.

Démonstration. — Soient M et N des A-modules de type fini. Choissisons des sur-
jections A-linéaires u: U — M et v: V — N avec U et V dans P(A) et considérons
le diagramme commutatif

Vy

Homyu (M, N) ¢ Hom 4 (U, N) Hom 4 (U, V)

i(l) (2 l(3)

Homp (F(M), F(N)) 2% Homy (F(U), F(V) £ Hom (F(U), F(V))

dont les fleches verticales sont induites par F (qui coincide avec F' sur P(A)). La
fonction (3) est polynomiale car F est Hom-polynomial ; comme F(v)* est additive,
et v, additive surjective (car v est surjective et U projectif), il s’ensuit que la fonction
(2) est également polynomiale. Comme u* est additive, et F(u)* additive injective

(F'(u) est surjective par le lemme|6.3.3)), il s’ensuit que la fonction (1) est polynomiale,
donc que le foncteur F' est Hom-polynomial. O

*

Proposition 7.3.5. — 1. Soient F et G des foncteurs de Fct(A,E). On suppose
que F est a support fini et G Hom-polynomial. Alors le foncteur Hom(F, G) de
F(A, K) est Hom-polynomial.

2. Soient X wun foncteur & support fini de F(A,K) et F un foncteur Hom-
polynomial de Fct(A,E). Alors Hom(X,F) et XQF sont des foncteurs
Hom-polynomiauz de Fct(A,E).

3. Supposons que la condition (MTF) est satisfaite. Soient X un foncteur Hom-
polynomial de F(A,K) et F un foncteur a support fini de Fct(A,E). Alors
XQ®F est un foncteur Hom-polynomial de Fct(A,E).
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Démonstration. — Montrons la premiére assertion (trés analogue a la proposi-
tion . Si F' est a support fini, c’est un quotient d’une somme directe finie
de foncteurs de la forme M[A(a,—)](:= M®A@7)]) pour des objets M de £ et
a de A. Or Hom(M[A(a,—)],G) ~ E(M,—) o G o (— % a). Comme les foncteurs

E(M,—) et — ® a sont additifs, il s’ensuit que, si G est Hom-polynomial, alors

Hom(M|[A(a,—)],G) et Hom(F, G) sont Hom-polynomiaux.
La deuxiéme assertion s’établit de fagon entiérement similaire. La derniére se
montre également de la méme maniére, en utilisant la proposition [6.3.1] et le

lemme [7.3.4] O

Corollaire 7.3.6. — Soit F' un foncteur a support fini de Fct(A,E).

1. Si F est Hom-polynomial, alors le foncteur sp(F) de F(A,K) est Hom-
polynomaal.

2. Supposons que la condition (MTF) est satisfaite. Si sp(F') est Hom-polynomial,
alors F' est Hom-polynomial.

Démonstration. — Si F est a support fini et Hom-polynomial, la premiére assertion
de la proposition montre que Hom(F, F'), et donc son sous-foncteur sp(F’), sont
Hom-polynomiaux.

Sous I’hypothése (MTF), si F est a support fini et sp(F) Hom-polynomial, la
troisiéme assertion de la méme proposition montre que sp(F)®F, qui est isomorphe
a F par la proposition [6.4.5] est Hom-polynomial. O

Proposition 7.8.7. — Soit F un foncteur de Fct(A,E). Sa fonction caractéris-
tique xr est polynomiale si et seulement si son spectre sp(F) est un foncteur Hom-
polynomial de F(A, K).

Démonstration. — De maniére générale, comme le foncteur P4 de F(A, K) est en-
gendré par [Id4] € PA(A), un quotient X de P# est Hom-polynomial si et seulement
si, pour tout objet V' de P(A), la fonction

v [v]

1% K[V]~PAV) - X(V)

est polynomiale (cette observation simple se démontre exactement comme [DTV23|
lemme 2.12|). Il s’ensuit que sp(F') est Hom-polynomial si et seulement si, pour tout
n € N, la fonction

A" LM) K[V] ~ PA(An) M HO7HI(F7 F)(A”) ~ Endpct(A7L75)(F o @)

(ou g est la transformation naturelle de la définition [6.4.1)) est polynomiale. Or cette

fonction coincide avec (aq,...,a,) — Egl)([al, ooy ap)) (cf. , page , avec les
notations du §[6.4.2) de sorte que la formule (12)) (page|110) et le fait qu'un produit
de fonctions polynomiales est polynomial permettent de conclure. O
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Le dernier ingrédient nécessaire & la démonstration du résultat principal de cette
section est le lemme général suivant sur les foncteurs polynomiaux (qui est indépen-
dant des autres considérations de ce chapitre).

Lemme 7.3.8. — Soient i € N et F un foncteur de F(A; K) dont tous les sous-
quotients simples appartiennent & Pol;(A; K). Alors F appartient a Pol;(A; K).

Démonstration. — Comme Pol;(A; K) est stable par colimites, on peut supposer
que F est de type fini. Le plus grand quotient q,(F') de F' appartenant a Pol;(A; K)
est le conoyau d’un morphisme naturel F o ®;11 0 ;41 — F (cf. , page . Or
Fo®;y100;41 est, comme F, de type fini, donc le noyau G de la projection F' — q,(F)
également. Supposons G non nul : ce foncteur posséde alors un quotient simple S,
qui appartient par hypothése a Pol;(A; K). En formant la somme amalgamée T des
morphismes G — S et G < q;(F), on obtient une suite exacte courte 0 — S — T —
q;(F) — 0, ou T est un quotient de F'. Comme Pol;(A; K) est une sous-catégorie
épaisse de F(A; K), T lui appartient. Cela contredit le fait que q;(F') est le plus
grand quotient de F' dans Pol;(A; K), de sorte que I’hypothése que G est non nul est
absurde. Ainsi F' ~ q,(F) appartient bien a Pol;(A4; K). O

Si p est premier, o, et O'Z!) désignent les fonctions N — N introduites page et
pour p = 0 on pose oy = oy, = Idy. En particulier, on a ,(n) < o,(n+1) < op(n) +1
et o), (d) = max{n € N|o,(n) < d} pour tous n,d € N.

Théoréeme 7.3.9. — Supposons que l'anneauw A n’a pas de quotient fini de carac-
téristique p. Si F est un foncteur de F(A,K) dont la fonction caractéristique est
polynomiale de degré d, alors F est polynomial de degré au plus az!,(d).

Démonstration. — D’aprés la proposition et le corollaire F est Hom-
polynomial. 11 s’ensuit que tous les facteurs de composition de F' sont polynomiaux,
car un foncteur Hom-polynomial simple est polynomial, et un sous-quotient d’un
foncteur Hom-polynomial est Hom-polynomial. Le corollaire [7.2.14] et le lemme [7.2.15]
montrent que le degré des facteurs de composition de F' ne peut pas excéder UZ!)(d).
Le lemme [7.3.8] fournit alors la conclusion. O

Corollaire 7.3.10. — Supposons que l'anneau A n’a pas de quotient fini de carac-
téristique p. Alors tout foncteur Hom-polynomial & support fini F de Fct(A,E) est
polynomial.

Démonstration. — Le foncteur sp(F') est Hom-polynomial (corollaire(7.3.6)) et & sup-
port fini, donc sa fonction caractéristique est polynomiale (proposition [7.3.2)). On
conclut alors par le théoréme précédent et le corollaire [6.4.11] O

Remarque 7.3.11. — 1l résultera du corollaire [I0.2.6] ci-aprés que, si A est noe-
thérien (ou vérifie plus généralement la condition (IMQ) introduite page [L81]) et que
F est un foncteur Hom-polynomial de type fini de F(A; K) prenant des valeurs de
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dimensions finies, alors il existe un idéal cofini I de A tel que F' se factorise comme
composée du foncteur canonique A — A/I x A et d'un foncteur de F(A/I x A; K)
qui est polynomial par rapport & la deuxiéme variable. Nous ignorons si cette géné-
ralisation partielle du corollaire [7.3.10] subsiste lorsqu’on supprime 'hypothése que F'
prend des valeurs de dimensions finies.



CHAPITRE 8

FONCTEURS HYPER-DIAGONALISANTS

Convention 8.1. — Dans ce chapitre, A désigne toujours une catégorie additive
A-linéaire essentiellement petite et £ une catégorie de Grothendieck K -linéaire.

Nous donnerons, au théoréme [8.3.10] une caractérisation compléte des fonc-
teurs hyper-diagonalisants & caractére fini a4 ’aide de quotients finis de A et de
(multi)foncteurs strictement polynomiaux sur K. Ceux-ci, introduits dans les années
1990 par Friedlander et Suslin [FS97| (nous en rappellerons la définition dans
la section , sont beaucoup mieux compris que les foncteurs polynomiaux et
possédent une structure beaucoup plus rigide (qui ne dépend presque que de la
caractéristique de K). Nous donnerons des applications de notre théoréme principal
dans la section notamment & la structure de }"df(I_Fp,I_Fp), frappantes dans la
mesure ot celle de F(F,, F,,) semble hors d’atteinte, & partir de 'observation que tout
foncteur a valeurs de dimensions finies de cette catégorie est hyper-diagonalisant.

8.1. Propriétés élémentaires

Nous donnons dans cette section des conditions suffisantes, et quelquefois néces-
saires, pour qu’un foncteur soit hyper-diagonalisant ; nous traiterons aussi parfois de
foncteurs diagonalisants (a titre essentiellement culturel, afin d’illustrer les similitudes
et différences entre foncteurs hyper-diagonalisants et diagonalisants).

Notre premier énoncé repose sur les résultats du chapitre [5]

Proposition 8.1.1. — Supposons que K est un corps de décomposition de P(A) et
que l'une des conditions suivantes est réalisée :

1. p=0 et la condition (CAD) est vérifiée;

2. p>0 et la fonction A — A x> zP est surjective.

Alors tout foncteur Hom-polynomial de F(A, K) possédant une décomposition en
poids faible est hyper-diagonalisant.
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Démonstration. — On note tout d’abord que, du fait que K est un corps de décom-
position de P(A), la condition (CAD) implique (CAD)*.

Comme D(A, K) est stable par colimites, il suffit de montrer que tout foncteur
Hom-polynomial de type fini F' de F (A, K) est hyper-diagonalisant. Le corollaire[5.3.5]
et la proposition (pour p > 0) ou le corollaire (pour p = 0) montrent que
F' est a valeurs de dimensions finies. Comme F' est Hom-polynomial et que K est
un corps de décomposition de P(A), la proposition permet d’en déduire que
F' est hyper-trigonalisant. On conclut que F est hyper-diagonalisant en utilisant la
proposition [5.2.5] dans le cas p = 0 ou la proposition [7.1.9] dans le cas p > 0. O

Proposition 8.1.2. — Si F est un foncteur diagonalisant de Fct(A,E), alors l'al-
gebre caractéristique U (F) et Uanneau A,p sont réduits.

n

Démonstration. — Soit £ = >_."; \jla;] un élément de K[A], ou les a; (resp. ;)
sont des éléments de A (resp. K). Puisque F est diagonalisant, les endomorphismes
F(1®a;) de F o @ sont diagonalisables. Comme ils commutent deux a deux, la sous-
algebre de End(Fo®) qu'’ils engendrent est constituée d’éléments diagonalisables (cela
se montre comme dans le cas classique des espaces vectoriels de dimension finie; cf.
par exemple [IMR16, thm 4.14]), elle est donc réduite. Il s’ensuit que I'image de ¢
dans 2A(F) ne peut étre nilpotente que si elle est nulle, ainsi A(F') est réduit.

La fonction caractéristique y g induit un morphisme de monoides multiplicatifs
injectif (proposition o:Ap = AF). Sia e Ap est tel que a™ = 0, alors
(p(a)—p(0)™ = p(a™)—p(0) = 0, d’ott p(a)—p(0) = 0 et @ = 0, comme souhaité. [

Nous aurons besoin des deux énoncés généraux suivants pour établir la proposi-
tion [8. 1.9

Lemme 8.1.3. — Soientn € N et x € A. Supposons que x et x — 1 sont inversibles.
Alors toute représentation de GLy(A) sur laquelle les matrices diagonales dont les
valeurs propres sont des puissances de x opérent trivialement a une restriction au
sous-groupe engendré par les matrices élémentaires triviale.

Démonstration. — Cela découle de I'identité suivante dans GLy(A) :
1 a)y (1 0 1 a 1 0 1 a
01/ \0 2! 0 z—1 0 = 0 z—1

Lemme 8.1.4. — Soit F un foncteur de F(A, K) tel que, pour tout n € N, le sous-
groupe E,(A) de GL,(A) engendré par les matrices élémentaires opére trivialement
sur F(A™). Alors F est constant.

-1

O

Démonstration. — Soient U = A? et V = A7 des objets et f : U — V un morphisme

de P(A). Alors 'automorphisme ¢ de U @V donné matriciellement par ( 1}? 10 >
v
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appartient & E;1 ;(A), ainsi F() est 'identité. Comme f égale la composée
U=sUaV5UeV >V,

il s’ensuit que F(f) = F(Oy_v), ce qui entraine que F' est constant. O

Proposition 8.1.5. — Supposons que A est un corps fini de cardinal q.

1. Siqg—1 est inversible dans K et appartient a v(K) (par exemple, si K contient
k), alors (A, K) = F(A, K).

2. Inversement, si ¢ — 1 est nul dans K, ou n'appartient pas ¢ v(K), alors tout
foncteur diagonalisant de F(A, K) est constant.

Démonstration. — Le premier point résulte de la proposition

Sous les hypothéses du deuxiéme point, il existe un élément xz de A* différent
de 1 et appartenant au noyau de tout morphisme de groupes A* — K*. Si F' est
diagonalisant, cela entraine que I'image par F' de tout automorphisme diagonal de
A™ pour tout n € N, dont les valeurs propres sont des puissances de x est I'identité.
Les lemmes et permettent alors de conclure. O

Proposition 8.1.6. — Soit I un foncteur de F(A, K) tel que A, soit fini. Alors
F est hyper-diagonalisant si et seulement si A,p est isomorphe a un produit fini de
corps finis Fy tels que ¢ — 1 appartienne ¢ v(K) et soit inversible dans K.

Démonstration. — Quitte a remplacer A par A,p, on peut supposer que 'anneau
A est fini. En le décomposant en produit d’anneaux locaux et en utilisant la propo-
sition [7.1.12}5, on voit qu’on peut supposer également que A est local. Comme un
anneau local fini réduit est un corps, la proposition [§.1.2) montre que, si F' est hyper-
diagonalisant, alors A, est un corps fini F,. La proposition @ permet alors de
conclure. O

Remarque 8.1.7. — La proposition [8.1.6] s’applique en particulier aux foncteurs
antipolynomiaux de F(A, K). Elle permet de voir qu’il existe des foncteurs simples
antipolynomiaux (et donc en particulier a valeurs de dimensions finies) qui ne sont
pas hyper-diagonalisants, méme si K est algébriquement clos. Cela contraste avec
la situation des foncteurs simples polynomiaux de F4f(A, K) (cf. proposition
ci-apreés).

Proposition 8.1.8. — Soit F un foncteur diagonalisant de Fct(A,E). Supposons
de plus que l'une des conditions suivantes est réalisée :

1. F est hyper-trigonalisant ;

2. le bifoncteur F o @ vérifie la condition (Dec) ;
3. le bifoncteur F o @ est noethérien ;

4. £ = K-Mod et F appartient @ F¥(A; K).

Alors le foncteur F est hyper-diagonalisant.
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Démonstration. — Le premier cas est clair (cf. remarque . Le deuxiéme découle
de la proposition Le troisiéme s’y raméne par le corollaire Le dernier s’y
raméne également lorsque F' est de type fini par le corollaire et le cas général
s’en déduit par stabilité de D 4(A, K-Mod) par colimites. O

L’énoncé simple suivant s’applique notamment a F(F,,F,), qui contient par
contraste de nombreux foncteurs qui ne sont pas hyper-diagonalisants (cf. la propo-

sition et la fin de ce chapitre).

Proposition 8.1.9. — Supposons que A est un sous-corps localement fini de K.
Alors tout foncteur de Fct(A, &) est diagonalisant.

Démonstration. — Le corps A est colimite filtrante de ses sous-corps finis k, or ’al-
gebre Kk,| est semi-simple déployée (cf. I'implication [5={] de la proposition [4.1.3)),
ce qui permet de conclure. O

8.2. Structures polynomiales strictes

Pour d € N, on désigne par I'4, ou simplement I'?, I'endofoncteur des K-espaces
vectoriels de d-iéme puissance divisée, autrement dit, I'*(V) est le sous-espace de
V@4 des éléments invariants sous I’action du groupe symétrique &4. Le foncteur I'?
posséde une structure monoidale symétrique canonique (relativement au produit ten-
soriel sur K). Par conséquent, si B est une petite catégorie K-linéaire, on peut former
une catégorie K-linéaire I'*B ayant les mémes objets que B (cf. §. Les foncteurs
strictement polynomiaux (relativement a K) homogeénes de degré d de B vers £ sont
par définition les foncteurs K-linéaires de T'B dans &, dont la catégorie est notée
Py(B,&). On note P(B,E) la catégorie [[,on Pa(B,E); ses objets sont appelés fonc-
teurs strictement polynomiauz (relativement & K) de B dans €. Si B et C sont des
K-algebres, on note P(B,C) pour P(P(B),C-Mod).

On note P(B, &) la sous-catégorie pleine des foncteurs de P(B, &) dont seul un
nombre fini de composantes homogénes est non nul, ses objets sont appelés foncteurs
strictement polynomiaux & caractére fini de B dans £. (Attention, dans certaines
références, ce sont ces foncteurs qui sont nommeés foncteurs strictement polynomiaux.)

Le morphisme naturel K[V] — T4(V) [v] = v®¢ induit un foncteur K-linéaire
K[B] — T'?B égal a l'identité sur les objets; par précomposition, on en déduit un
foncteur canonique Py(B,E) — Fet(B,E€) qui est fidéle, continu et cocontinu. Ces
foncteurs s’assemblent de fagon unique en un foncteur cocontinu P (B, &) — Fct(B,E)
qui est également exact et fidéle.

L’image de Pg(B, E) est incluse dans les sous-catégories Poly(B, E) et Fet(B, E)w,
de Fct(B, &), ott wg : K — K est le poids x + 2%, ce qui explique la terminologie.

Remarque 8.2.1. — Les foncteurs strictement polynomiaux ont été introduits par
Friedlander et Suslin [FS97, § 2] dans le cas ou B = P(K) et £ = K-Mod ; on pourra
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consulter aussi [Toul3, §2.1] pour des généralités sur ces foncteurs. Nous suivons ici
le point de vue de [DT24], §2].

Dans [Toul?], le second auteur utilise des considérations de poids relativement a
laction de Z, pour controler la torsion (sur Z) des valeurs prises par les foncteurs
strictement polynomiaux entre R-modules, oit R est un anneau, avec des applications
en topologie algébrique et en algébre homologique.

Les notations v* et v, qui apparaissent dans ce qui suit ont été introduites page [24]

Définition 8.2.2. — On appelle structure polynomiale stricte faible (relativement
a K) sur un foncteur F' de Fct(A, ) tout isomorphisme entre F' et la composition
de I'image dans Fet(vf A x -+ x A, ) d'un objet X de P (yfA X - x A E) et
du foncteur canonique

A=y Ax - xyrA

dont les composantes sont les (7;)« : A = yfA, ouin € Net y1,...,7, : A — K sont
des morphismes d’anneaux.

Si X est un produit tensoriel extérieur de foncteurs de Pf (73 A, £), ..., PE (1 A, E),
on parle de structure polynomiale stricte faible tensorielle.

Si (y1,---,7vn) est une famille indépendante de morphismes d’anneaux, on parle
de structure polynomiale stricte (cf. définition .

L’intérét spécifique de cette derniére situation est illustré par les deux énoncés
suivants.

Le lemme ci-dessous est la forme duale d’un résultat de Borel-Tits [BT73] prop. 2.1]
(voir aussi [DTV23], corollaire 9.13]).

Lemme 8.2.3. — Si (71,...,7n) est une famille indépendante de morphismes d’an-
neaur A — K, alors pour tout m € N, le morphisme canonique

P @ (@)

1<t <m  i=1

de F(A, K) est un épimorphisme.

(Les composantes de ce morphisme sont obtenues a partir des morphismes K[V] —
YTYV) =TUV 4@, K) [v] = (v®1)®? en utilisant le coproduit n-itéré sur P4.)

On en déduit aussitot, en utilisant les propositions [6.5.7] et [6.5.9] et le corol-
laire :

Proposition 8.2.4. — Si (y1,...,7n) est une famille indépendante de morphismes
d’anneaur A — K, alors le foncteur canonique P(v A X -+ x v A E) — Fct(A,€E)
est pleinement fideéle et son image essentielle est stable par sous-quotient.
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De plus, I’image essentielle de sa restriction a Pt (yf Ax .- x5 A, E) est constituée
des foncteurs F' de Fct(A,E) tels qu’il existe m € N tel que

n
R < D (Qur).
1<j1 e fn<m  i=1
Remarque 8.2.5. — Pour A = P(A) et £ = K-Mod, on vérifie sans peine la
réciproque : si le foncteur canonique P(viP(A) x --- x v*P(A), K-Mod) — F(A, K)
est pleinement fidéle, alors (y1,...,7n) est une famille indépendante de morphismes
d’anneaux.

Proposition 8.2.6. — Tout foncteur de Fct(A, E) possédant une structure polyno-
miale stricte faible est hyper-diagonalisant.

Démonstration. — L’image essentielle du foncteur canonique P(K,K) — F(K, K)
est constituée de foncteurs ayant une décomposition en poids forte. Comme elle est
stable par translation, il s’ensuit qu’elle est incluse dans ©(K, K). La conclusion
provient alors de la proposition [7.1.12] O

Le résultat suivant, qui repose lourdement sur [DTV 23|, constitue 'une des clefs de
la démonstration du théoréme de structure des foncteurs hyper-diagonalisants (théo-

réme [8.3.10| ci-apres).

Proposition 8.2.7. — Soit S un foncteur simple de F(A, K), polynomial de degré
d. Les conditions suivantes sont équivalentes :

S posséde une structure polynomiale stricte faible tensorielle ;

S posséde une structure polynomiale stricte faible ;

les facteurs de composition de crq(S) dans F(A?, K) sont absolument simples ;
S est hyper-diagonalisant ;

S est hyper-trigonalisant ;

le multifoncteur crq(S) possede une décomposition en poids faible.

A e

Si lon suppose de plus K parfait, il suffit que S posséde un poids (global) polynomial
déployé pour que les conditions précédentes soient satisfaites.

Démonstration. — L’équivalence entre [1] et [3| est donnée par [DTV23] th. 5.3].

La proposition [8:2.6] fournit I'implication 2}={4]

Les implications [[=2] et @={E={0] sont triviales.

L’implication provient de ce qu'un foncteur simple de F(A?, K) additif par
rapport & chacune des d variables, qui s’identifie & un A%d—module simple, posséde un
poids si et seulement s’il est absolument simple.

Supposons maintenant que K est parfait et que S posséde un poids 7 déployé. Par

le théoréme S appartient a FI(A, K). Il s’ensuit (proposition [7.1.8)) qu'il existe
une extension finie de corps K C L telle que le foncteur Sz := S ® L de F(A, L) soit
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hyper-trigonalisant. Les propositions et montrent alors que la condition
[6] est vérifiée, d’otu la conclusion. O

Remarque 8.2.8. — On ne peut s’affranchir de ’hypothése de perfection de K
dans la derniére partie de la proposition. Supposons par exemple que K est de degré
fini n > 1 sur I'image de son endomorphisme de Frobenius . Notons ® € F(K, K)
le foncteur de restriction le long de ¢. On vérifie sans peine que ®®? est homogéne
de poids faible Idg. Ce foncteur est polynomial de degré p, & valeurs de dimension
finie, et donc fini. 11 posséde en particulier au moins un facteur de composition S
polynomial de degré p. Ce foncteur est homogéne de poids fort Id i, qui est polynomial
déployé. Mais cry(S) ne peut admettre de décomposition en poids, car il n’existe pas
d’endomorphismes oy, ...,a, du corps K dont le produit soit 'identité, puisque K
est imparfait (utiliser encore 'unicité au Frobenius prés de la proposition .

Le résultat suivant constitue une variante de la proposition qui se démontre
de la méme fagon, en utilisant la derniére assertion de la proposition (et le fait
que tout foncteur polynomial de F (A, K) est fini) au lieu de la proposition m

Proposition 8.2.9. — Supposons que le corps K est parfait et que ['une des condi-
tions suivantes est réalisée :

1. p=0 et la condition (CAD) est vérifiée;

2. p>0 et la fonction A - A x> zP est surjective.

Alors tout foncteur polynomial de F(A, K) homogéne d’un certain poids polynomial
déployé fort est hyper-diagonalisant.

8.3. Théoréme de structure

L’observation simple suivante, qui se rapproche de la proposition [6.5.12] est laissée
en exercice.

Proposition et définition 8.3.1. — Soient B une petite catégorie K -linéaire, C
une petite catégorie et F un foncteur de Fct(C x B, E). Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. limage de F par Uéquivalence canonique Fct(C x B,E) ~ Fct(B,Fet(C,E))
appartient @ l'image essentielle de P(B,Fct(C,E&)) (resp. P (B,Fct(C,E)));

2. Uimage de F par l’équivalence canonique Fct(C x B,E) ~ Fct(C,Fct(B,£)) est
& valeurs dans limage essentielle du foncteur canonique P(B,E) — Fct(B,E)
(resp. [14<,, Pa(B,E) = Fct(B,E) pour un certain n € N) ;

3. vu comme_foncteur K-linéaire K[CxB] — &, F est isomorphe a la somme directe
surd € N (resp. sur d <n pour un certain n € N) de foncteurs se factorisant &
travers le foncteur canonique K[C x B] ~ K[C] ® K[B] — K[C] ® T'YB.
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Lorsqu’elles sont satisfaites, on dira que F est strictement polynomial (resp. stricte-
ment polynomial & caractére fini) par rapport a B.

La définition suivante renforce la notion de décomposition de type F'P introduite

a la définition {.2.131

Définition 8.3.2. — On appelle décomposition de type F P stricte d’'un foncteur F
de Fct(A, E) tout isomorphisme entre F' et la composition du foncteur canonique

m n

A=CxB ot B=][vA et C=][A/m

j=1 i=1
et d’un foncteur de Fct(C x B, £) strictement polynomial & caractére fini par rapport
a B, ou n,m sont des entiers naturels, les m; (1 < i < n) sont des idéaux maximaux
deux & deux distincts de A tels que chaque corps A/m; soit de cardinal fini ¢;, ol
¢; — 1 appartient & K* et a v(K), et lesv; : A — K (1 < j < m) forment une famille
indépendante de morphismes d’anneaux.

Remarque 8.3.3. — Si ’on impose de plus que le multifoncteur qui apparait dans
la définition précédente ne soit constant par rapport a aucune variable, alors les idéaux
m; sont entiérement déterminés par F' (& I'ordre prés), et les morphismes d’anneaux +;
sont entiérement déterminés par F' & l'ordre et a [’action du morphisme de Frobenius,
si p > 0, pres.

Le morphisme canonique qui apparait dans ’énoncé suivant s’obtient en utilisant le
coproduit du foncteur Plf( A)» le morphisme Pl‘;‘( A ﬂ}Pﬁ (/i /1) de réduction modulo
I et le morphisme canonique du lemme [8:2.3]

Lemme 8.3.4. — Soient n,m € N, vy1,...,7, : A — K une famille indépendante
de morphismes d’anneaux et I un idéal cofini de A. Alors le morphisme canonique

A « pA/I - *Tj5 .
Ppay = 71 A/ @ @ (®% I ) = QAL (v1,00e7m)m

1<g1,gn<m i=1

de F(A, K) est un épimorphisme, ot 7y désigne la réduction modulo I.

Démonstration. — Le résultat se déduit par dualité de [DTV23| lemme 4.20 et co-

rollaire 9.13]. O
On en déduit, par le corollaire :
Proposition 8.3.5. — Dans cet énoncé, les lettres my, ..., My, Y1,---,Ym, B et C

ont la méme signification qu’a la définition[8.3.3

La restriction aux foncteurs strictement polynomiauz o caractére fini par rapport
a B du foncteur canonique Fct(C x B,E) — Fct(A,E) est pleinement fidéle et son
1mage essentielle est stable par sous-quotient.
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De plus, son image essentielle est constituée des foncteurs F' de Fct(A,E) tels qu’il
existe r € N tel que
sp(F) < Qa,my M, (Y1507 ) 7 -

La définition générale suivante nous servira & montrer, a la proposition que
le spectre d’un foncteur hyper-diagonalisant est déterminé par ses ensembles de mul-
tipoids.

Définition 8.3.6. — On dit qu’un foncteur hyper-trigonalisant de F(A, K) est
saturé si, pour tout d € N*, on a
Wa(F) = {(w1,...,ws) e BF) Vo £EC[1,d]  [[w €BE)}
i€k
D’aprés la proposition [7.2.3] on a toujours
Wa(F) C {(wy,...,wq) € B(F) |V # E C [1,d] [[wiep@)},
icE
de sorte que le foncteur hyper-trigonalisant F' est saturé si et seulement si ses en-
sembles de multipoids sont les plus grands possibles, ’ensemble de poids partiels B (F')
étant fixé, ce qui justifie la terminologie. La proposition [7.2.2]2| montre également que
la condition de saturation équivaut a
VdeN Wy(F)={(wi,...,wq) € BF)!|VE C [1.d] []ws € BEF)}.
icE
Le résultat suivant est simple mais crucial.
Lemme 8.3.7. — Soient n,m € N, v1,...,7, : A = K une famille indépendante
de morphismes d’anneaux et I un idéal cofini de A. On suppose également que le
groupe multiplicatif (A/I)* est somme directe de groupes cycliques dont les ordres
appartiennent a v(K). Alors le foncteur Qa1 (4,,... yn),m du lemme est hyper-
trigonalisant et saturé. Si 'anneau A/I est un produit de corps de cardinal q tel que
q — 1 appartienne a v(K) et a K*, il est méme hyper-diagonalisant. De plus,

%(QA,I,('Y1,-~7'M),W) = MOH((A/I)/L,K,L). {H%’ei |10<e; < m}
i=1
(o l'on désigne encore, par abus, par Mon((A/I),,K,) le sous-monoide de
Mon(A,, K,,) des morphismes se factorisant par la réduction modulo I).

Démonstration. — Le foncteur Plf(/i /0 est hyper-trigonalisant grace a la propo-
sition et hyper-diagonalisant sous 1’hypothése supplémentaire sur A/I par
la. proposition Les propositions [7.1.12] et [B.2.6] permettent d’en déduire que
QA,1,(v1,...yn),m ©st hyper-trigonalisant, et hyper-diagonalisant sous I’hypothése
supplémentaire. La conclusion résulte donc des observations générales suivantes :

1. %(FQ/@VG) = ‘}~3(F)‘1~3LG) pour tous foncteurs F' et G de F(A, K) (lemme7
d’ot Wy(F ® G) = W4(F).W,4(G) pour tout d € N;
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2. ‘JZ‘(PF’“,(,C)) = H(Pf,(k)) = Mon(k,, K,) pour tout anneau fini k, et Pr’?(k) est
&d) .

)

saturé (a cause de la propriété exponentielle Pl’i(k) oDy ~ (Pl’i(k))

3. P(y*T¥) = {+°|0 < e < i} pour tout e € N et tout morphisme d’anneaux

v: A — K (grace aux lemmes [7.2.12 et [7.2.10)), et v*T'* est saturé (a cause de

la propriété exponentielle graduée : v Tiody~ @ T K-.. . Ky*T[Jd);
Jit+ja=t

4. le morphisme d’anneaux canonique Mon((A4/I),,K,) x N* — Mon(4,, K,,)

correspondant & l'inclusion Mon((A/I),, K,,) — Mon(A,, K,,) et aux n élé-

ments 71, . .., 7, est injectif grace aux propositions [£.4.4] et ce qui permet

d’obtenir le caractére saturé de Q4 1,(+,,....v,),m-

O

Proposition 8.3.8. — Soient F et G des foncteurs de D% (A, E).

1. Pour toutd € N, la dimension du K -espace vectoriel sp(F)(A%) égale le cardinal
de Wy(F). En particulier, sp(F) appartient a FI' (A, K).
2. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) sp(F) =sp(G) (resp. sp(F) < sp(G)) dans l’ensemble ordonné des quo-
tients de P4 ;
(b) pour tout d € N, Wy(F) = Wa(G) (resp. Wa(F) C Wa(Q)) ;
(¢c) pour tout d € N, Wy(F) = Wu(G) (resp. Wa(F) C Wu(G)).

Démonstration. — Pour w € Wy(F), notons e,, I'élément de Hom(F, F)(A?) composé
du morphisme F ~ Fo (A®4 —) — Fo (A ®4 —) induit par la diagonale itérée
A — A et de I'idempotent de F o (A1 ®4 —) ~ F o @4 0 64 associé au poids w. Les
ey forment une famille libre dans le K-espace vectoriel Hom(F, F)(A%) en vertu de
I’isomorphisme d’adjonction

Fct(A,E)(F,Fo(AY®4 —)) ~ Fct(AL, E)(F o @4, F 0 ®y)

(induit par précomposition par I’adjonction entre somme et diagonale itérées).

Comme F' appartient a @%(A, £), les e, forment une base de 'espace vectoriel
sp(F)(A?). En effet, si a = (a1, ...,aq) est un élément de A%, 'image de [ay,. .., aq] €
K[A?) par la projection canonique P4 — sp(F) (évaluée sur A?) est

d
Z le(m) -

weEWg(F) =1

Ainsi, sp(F)(A?) est inclus dans I'espace vectoriel engendré par les e, ; il lui est
exactement égal car les poids de F' o @4, vus comme éléments de Mon(Az,K u) C
K Ad, forment une famille libre de ce K-espace vectoriel (indépendance linéaire des
morphismes de monoides — cf. par exemple [Bou81l chap. V, §6.1, corollaire]). On
en déduit 1'égalitée dimg sp(F)(A?) = Card Wd(F), d’ott la premiére assertion. Cela
montre également que sp(F) est entiérement déterminé, comme quotient de P4, par
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les ensembles Wd(F ), d’out lon tire I’équivalence entre [2a] et ﬁ L’équivalence de
et [2c| découle quant & elle de la proposition [7.2.2 O

Lemme 8.3.9. — Soit B : P(A) x P(A) — K-Mod un bifoncteur de type fini,
anti-polynomial par rapport a la premiére variable et Hom-polynomial par rapport a
la deuxieme. Si la composée de B avec la diagonale 6 de P(A) appartient ¢ D(A, K),
alors B appartient & D g4x 4(P(A) x P(A), K-Mod).

Démonstration. — Comme la précomposition par § préserve les foncteurs de type fini
et qu'un foncteur de type fini est hyper-diagonalisant si et seulement si son algebre
caractéristique est semi-simple déployée (proposition, il suffit de voir que B et
B o ont méme algébre caractéristique. La proposition [7.3.2] montre que la fonction
caractéristique de B est polynomiale, disons de degré d, par rapport a la deuxiéme
variable.

Il s’ensuit que, pour un idéal K-cotrivial I approprié de A, le morphisme d’algébres
K[A,xA,] = Z(End(Bo@)) qui prolonge x g se factorise par la projection canonique
K[Ax Al - K[A/[|®Qq(A), ot Qg := q, PA. Or [DTV23] lemme 4.20] montre (par
dualité) que la composée du morphisme K[A] — K[A x A] induit par la diagonale
avec ce morphisme K[A x A] - K[A/I] ® Qq(A) est surjective, d’ou le lemme. [

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat principal de ce chapitre :

Théoréme 8.3.10. — Un foncteur de Fct(A, E) appartient a D (A, E) si et seule-
ment s’il posséde une décomposition de type F'P stricte.

Démonstration. — Si F' est un foncteur possédant une décomposition de type F'P
stricte, alors la proposition et le lemme montrent que sp(F') appartient a
D (A, K). La proposition implique ensuite que F appartient & D% (A, ).

Réciproquement, soit F' un foncteur de D (A4, £). Le foncteur sp(F) de F(A4, K)
est de type fini, et a valeurs de dimensions finies par la proposition|[8.3.8] Par [DTV23|,
th. 4.10] (cité au théoréme du présent mémoire), il s’ensuit qu’il est isomorphe
a la composée de la diagonale P(A) — P(A) x P(A) et d’un bifoncteur B (néces-
sairement de type fini) antipolynomial par rapport a la premiére variable et Hom-
polynomial par rapport a la seconde. Le lemme [8.3.9] montre que B appartient a
Daxa(P(A) x P(A), K-Mod).

La proposition [B.1.6] montre donc que, par rapport a la premiére variable, B se
factorise par la réduction modulo un idéal I de A tel que A/I soit isomorphe a un
produit fini de corps finis F, de caractéristiques différentes de p, avec ¢ — 1 dans v(K)
et dans K*.

Chaque poids partiel de F s’exprime comme produit d’un morphisme de
Mon((A/I),, K,) et d’'un poids polynomial déployé (par la proposition .
Le lemme permet d’en déduire l'inclusion B(F) C B(Qa,s,(v1,...,yn),m) POUr
des entiers naturels convenables n et m, une famille indépendante convenable (7;)



146 CHAPITRE 8. FONCTEURS HYPER-DIAGONALISANTS

de Ann(A,K) et un idéal a quotient fini J intersection de I et d’un idéal J’
tel que A/J" soit un produit fini de corps finis de caractéristique p se plongeant
dans K (J’ s’obtient comme intersection des noyaux des morphismes d’anneaux
d’image finie dans une décomposition de la partie polynomiale des poids partiels
de F en produit de morphismes d’anneaux A — K). Comme Qg4 j (v,,...,yn),m €St
saturé (lemme , cela entraine Wy(F') C Wa(Qa,J,(11,....7n),m) Pour d, d’ott

sp(F) < sp(Qa,J,(y1,....7n),m) Par la proposition La proposition m permet
de conclure. |

Remarque 8.3.11. — Alors que la notion de foncteur hyper-diagonalisant est liée
a leffet du foncteur sur les endomorphismes diagonalisables, la démonstration précé-
dente fait un usage crucial de la décomposition a la Steinberg globale de [DTV23|,
qui repose sur I’examen de 'effet d’un foncteur sur les endomorphismes unipotents.

Les résultats suivants constituent des corollaires directs du théoréme [8.3.10| (en
utilisant la derniére assertion de la proposition [7.1.11| pour passer de D a D).

Corollaire 8.3.12. — Supposons qu’il n’existe pas de morphisme d’anneaux surjec-
tif de A sur un corps fini de cardinal q tel que g — 1 appartienne a v(K) et K*. Alors
tout foncteur de @%(A, &) possede une structure polynomiale stricte.

Réciproquement, si tout foncteur de D (A, K) est polynomial, alors il n’existe pas
de morphisme d’anneaux surjectif de A sur un corps fini de cardinal q tel que ¢ — 1
appartienne o v(K) et K*.

Le résultat suivant précise la proposition 8.1.5]

Corollaire 8.3.13. — Si les deux conditions suivantes sont réalisées, alors tout
foncteur de ® 4(A,E) est constant.
1. 1l n’existe pas de morphisme d’anneaux surjectif de A sur un corps fini de car-
dinal q tel que ¢ — 1 appartienne a v(K) et K*.
2. 1l n’existe pas de morphisme d’anneauz de A dans K.

Réciproquement, si tout foncteur de (A, K) est constant, alors les conditions pré-
cédentes sont remplies.

8.4. Applications

8.4.1. Propriétés de finitude des foncteurs hyper-diagonalisants. —

Théoréeme 8.4.1. — 1. Si K est de caractéristique nulle, alors la catégorie
D(A, K) est semi-simple.
2. La catégorie (A, K) est localement noethérienne. Elle est localement finie si et
seulement s’il n’existe pas de morphisme d’anneaur A — K d’image finie.



8.4. APPLICATIONS 147

Démonstration. — Pour montrer la premiére assertion, il suffit de voir que si K est
un corps algébriquement clos de caractéristique 0, alors la catégorie D (A, K) est semi-
simple. En effet, en général, si K est une cloture algébrique de K et F un foncteur
de D(A, K), alors F ® K appartient a D(A, K), et la semi-simplicité de FF ® K dans
F(A, K) entraine celle de F dans F(4, K).

Si K est de caractéristique 0 et que k est un corps fini, Kuhn [Kuh15] a montré
que F(k, K) est semi-simple, donc équivalente & un produit (infini) de copies de la
catégorie des K-espaces vectoriels si K est algébriquement clos (puisque les corps
d’endomorphismes des simples de F(k, K) sont de dimension finie sur K, k étant
fini). On en déduit par récurrence sur n € N que, si kq,...,k, sont des corps finis,
alors F(P(k1) x ...P(ky); K) est équivalente & un produit de copies de la catégorie
des K-espaces vectoriels.

Par ailleurs, il est classique (voir par exemple [FS97, th. 3.2] et [Gre80l (2.6e)])
que la catégorie P(K, K) est semi-simple.

En utilisant la proposition[8.3.7] le corollaire[6.5.13] et le théoreme [8:3.10} on déduit
de ce qui précéde que tout foncteur de D (A, K) est semi-simple, donc également tout
foncteur de D (A4, K).

Montrons maintenant la deuxiéme assertion (K est donc de caractéristique quel-
conque). Le fait qu'un foncteur de type fini de ©(A, K) soit noethérien (resp. fini
§’il n’y a pas de morphisme d’anneaux A — K d’image finie) résulte du théoréme
de la proposition du corollaire et du théoréme m (resp. de la
proposition . Si A posséde un quotient fini F; se plongeant dans K, le foncteur
canonique F(F,, K) — F(A, K) est pleinement fidéle et a une image essentielle prébi-
localisante ; comme F(F,, K) = ®(F,, K) (cf. proposition n’est pas localement
finie, F(A, K) ne peut pas non plus l'étre. O

On peut également établir que les foncteurs de type fini de ©(A, K) vérifient la
propriété pfe (dans F(A, K)), en utilisant le théoréme [8.3.10| et [DT23]. Nous mon-
trerons en fait ultérieurement un résulat plus général (grace aux propositions

et [6.4.6]), le théoréme [10.2.8

8.4.2. Structure de F(k, K) (k corps parfait infini de caractéristique p).
— Lorsque K est de caractéristique nulle, si k& est un corps infini, alors tout fonc-
teur de type fini de F4f(k, K) est polynomial (et donc constant si k& est de carac-
téristique premiére), par [DTV23| cor. 4.19]. Si l'on suppose de plus que k est une
extension algébrique de Q, alors (k, K) vérifie la condition (CAD)*, de sorte que
le corollaire montre que tout foncteur de F4f(k, K) est semi-simple. De plus,
dans ce cadre, tout foncteur analytique de F(k, K') admettant une décomposition en
poids est hyper-diagonalisant si K est un corps de décomposition de P(k), grace a la

proposition [8I.1]
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Nous donnons ci-aprés des résultats analogues lorsque la caractéristique p de K est
premiére, qui sont alors plus difficiles a établir directement.

Proposition 8.4.2. — Soit k un corps parfait infini de caractéristique p > 0. Sup-
posons que K est un corps de décomposition de P(k). Si F est un foncteur de type
fini de F(k,K), alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. F posséde une structure polynomiale stricte ;

2. F est hyper-diagonalisant ;

3. F est a valeurs de dimensions finies;

4. F est polynomial et posséde une décomposition en poids faible.

Démonstration. — L’équivalence entre et [ est un cas particulier du théo-
réme [B:3.10] et 'implication [[5f3] est immeédiate. Si F' est a valeurs de dimensions
finies, alors F' est Hom-polynomial par le théoréme [£.2.11] donc polynomial par le
corollaire Comme K est un corps de décomposition de P(k), il s’ensuit que F’
posséde une décomposition en poids faible par la proposition Ainsi, on a bien

Bl Enfin, la proposition fournit I'implication =2} O
Remarque 8.4.3. — Il découlera des résultats du chapitre[]que, sous les hypothéses

de la proposition [B.4.2] les conditions de 1’énoncé sont également équivalentes au
caractére hyper-trigonalisant de F', mais nous ne savons pas le montrer avec les seuls
résultats du présent chapitre. En revanche, si k est localement fini, cette équivalence
est claire, comme nous allons le voir dans la proposition suivante.

L’énoncé suivant illustre & quel point il est plus fort pour un foncteur d’étre hyper-
diagonalisant que diagonalisant — en effet, sous ses hypotheéses, tout foncteur de
F(k, K) est diagonalisant par la proposition

Proposition 8.4.4. — Supposons que k est un sous-corps infini et localement fini
de K. Etant donné un foncteur F de type fini de F(k,K), les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. F posséde une structure polynomaiale stricte ;
2. F est hyper-diagonalisant ;

3. F est hyper-trigonalisant ;

4. F est a valeurs de dimensions finies ;

5. Fo® est fini;

6. F o @ est noethérien ;

7. F o® vérifie la condition (Dec) ;

8. F est polynomial et posséde une décomposition en poids faible ;
9. F est polynomial et fini;
10. F' est polynomial et noethérien ;
11. F est polynomial et vérifie la condition (Dec).
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Démonstration. — Comme k est une extension algébrique de F,,, c’est un corps par-
fait, et le fait que k soit un sous-corps de K entraine que K est un corps de dé-
composition de P(k). Ainsi, équivalence entre et [8] est un cas particulier de
la proposition [8:4:2] L’équivalence entre [2] et [3] découle pour sa part de la proposi-
tion [C1.9

L’implication est triviale, et découle du corollaire tandis que
se déduit du corollaire qui montre aussi que [11] entraine [§] .

Les implications sont claires.

Pour conclure, il suffit de noter que [I] entraine [5} parce que F o @ posséde une
structure polynomiale stricte et est de type fini si c’est le cas de F'. O

Remarque 8.4.5. — Sous les hypothéses de la proposition précédente, il existe dans
F(k, K) des foncteurs additifs non hyper-diagonalisants (par exemple V' — V&7 K), et
des foncteurs simples & poids non hyper-diagonalisants (il existe dans Mon(k,, K,,)
des poids w non polynomiaux, et le foncteur P* de F(k, K) posséde au moins un
quotient simple, homogéne de poids w, qui ne peut étre hyper-diagonalisant).

Remarque 8.4.6. — Lorsque k est une extension algébrique de Q et K un surcorps
de la cléture galoisienne de k sur Q, plusieurs des équivalences de la proposition [8.4.4]
subsistent (cf. le début de ce paragraphe). Nous ne savons toutefois pas si sa condition
[7l ou méme [0} entraine [

8.4.3. Fonctions polynomiales homogénes. — Nous terminons cette section par
une application a un énoncé ou aucune catégorie de foncteurs n’apparait. Comme dans
tout le reste du texte, la notion de fonction polynomiale (entre groupes abéliens)
s’entend au sens d’Eilenberg-MacLane [EML54. §8|.

Définition 8.4.7. — Soient m : A — K un poids, V un A-module et E un K-
espace vectoriel. On dit qu’une fonction f : V — FE est homogéne de poids 7 si
V(A v) e AxV f(Aw) =x(N).f(v).

Lorsque A = K, on dit que f est d-homogeéne, pour d € N, si f est homogéne de
poids A — A%

Proposition 8.4.8. — Supposons que le corps K est parfait et que m: A — K est
un poids polynomial déployé. Supposons également que l'une des conditions suivantes
est réalisée :

1. p=0 et la condition (CAD) est vérifiée;

2. p>0 et la fonction A — A x — xP est surjective.

Soient n € N et f : A" — K wune fonction polynomiale homogéne de poids .
Alors il existe des morphismes d’anneaur aq,...,q, : A — K et un polynome P €
K[X; ili<i<ri<j<n tels que oq ..., =T et

V(’Ul, Ce ,’Un) c A" f(Uh Ce ,’Un) = P(az(vj))
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Démonstration. — Soit F € ObF(A, K) le sous-foncteur de J := KPA(—4) en-
gendré par f € K4" ~ J(A"). Comme f est une fonction polynomiale, [DTV23]
lemme 2.12] montre que F est un foncteur polynomial. Du fait que la fonction f est
homogene de poids 7, le foncteur F' est homogene de poids fort 7. La proposition [8:2.9]
montre donc que F' est hyper-diagonalisant. Comme F’ est de type fini, il posséde une
décomposition de type F'P stricte, par le théoréme La conclusion s’ensuit &
partir des observations suivantes :

1. sauf dans le cas trivial ou f est nulle, 'espace vectoriel F'(A) est de dimension
1, engendré par m € K4 ;

2. Iisomorphisme ¢ : K = F(A) qu’on en déduit, et le morphisme 1) : K — F(A™)
donné par f fournissent une fonction

Hom (¢,¢~ "
7 4

A" ~ P(A)(A™, A) 5 Hompy (F(A™), F(A)) ), Homp (K, K) ~ K

égale & f;
3. si k est un corps fini se plongeant dans K, toute fonction £ — K est induite
par un polynoéme en n variables sur K et un plongement de k dans K.
O

Corollaire 8.4.9. — Supposons que K est une extension algébrique de Q. Soient
n,d € N et f: K" — K une fonction polynomiale d-homogéne. Alors il existe un
polynome P € K[Xq,...,Xy,], homogéne de degré d, tel que

Y(vi,...,vn) € K™ flo1, ... vn) = Plug, ..., o).

Remarque 8.4.10. — En caractéristique p = 0, 'hypothése d’algébricité de K sur
Q équivaut a la nullité de toutes les dérivations absolues de K ; elle est également
nécessaire pour que la conclusion sur les fonctions polynomiales homogénes vaille. En
effet, si d : K — K est une dérivation, la fonction K2 — K (z,y) — 2.d(y) —y.d(z)
est 2-homogéne et polynomiale de degré au plus 2, et 'on vérifie sans peine qu’elle ne
satisfait la conclusion du corollaire 8:4.9] que si d est nulle.

Plus généralement, les fonctions polynomiales homogénes « exotiques » de degré
quelconque semblent liées aux dérivations supérieures.

Corollaire 8.4.11. — Supposons que K est parfait de caractéristique p > 0. Soient
n,d € N et f: K" — K une fonction polynomiale d-homogéne. Alors il existe r € N
et un polynome P € K[X1,...,X,], homogéne de degré dp”, de sorte que

—r o

V(vi,...,vn) € K" for, oo ov,) =Py 0008 ).

Remarque 8.4.12. — En caractéristique p > 0, I'hypothése de perfection du corps
K équivaut a la nullité de toutes les dérivations absolues de K, et I’on peut formuler
les mémes observations qu’a la remarque [8.4.10



CHAPITRE 9

FONCTEURS HYPER-TRIGONALISANTS

Convention 9.1. — Dans ce chapitre, A désigne toujours une catégorie additive
A-linéaire essentiellement petite et £ une catégorie de Grothendieck K -linéaire.

Notre objectif principal consiste & caractériser les foncteurs de T% (A, &) d'une
maniére analogue & ce qui a été fait pour ceux de D% (A, £) au chapitre précédent.
Pour y parvenir, nous commencerons par traiter deux cas particuliers fondamentaux :

— celui des foncteurs de T (A, E) dont tous les poids partiels sont sans torsion
(section : un argument combinatoire simple permet de voir qu’ils sont tou-
jours polynomiauz ;

— celui des foncteurs F' de T‘Z(A,E) dont tous les poids partiels sont de torsion
(section, pour lesquels on montre que A, est fini si K est de caractéristique
nulle ou A noethérien (voir le corollaire [9.5.3] pour une caractérisation dans le
cas général).

On montre enfin a la section [9.7] comment le cas général peut se ramener aux deux
cas particuliers précédents, en utilisant un argument de lieu d’annulation des poids
partiels et un principe formel de « séparation » de certains poids partiels établi & la
section

Les trois premiéres sections contiennent des préliminaires sur la propriété hyper-
trigonalisante pour des foncteurs F' possédant une propriété supplémentaire forte telle
que la polynomialité, 'Hom-polynomialité ou la finitude de 'anneau A .

9.1. Propriétés élémentaires

La proposition [4.1.1] permet de déterminer quand tous les foncteurs de F(A, K)
sont hyper-trigonalisants ; plus généralement :

Proposition 9.1.1. — Siles conditions de la proposition[{.1.1] sont satisfaites, alors
tout foncteur de Fct(A,E) appartient a T (A, E).
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On rappelle que p désigne la caractéristique du corps K.

Lemme 9.1.2. — Supposons p > 0. Soit F un foncteur de T4(A, E). Considérons la

fonction multiplicative canonique o : A;p — K¥(F)

sont induites par les éléments de P(F).

dont les composantes Ajp — K

1. Soit (z,y) € A?F. On a a(z) = aly) si et seulement s’il existe r € N tel que
P =yP .

2. Si de plus F appartient a ‘I‘X(A,E), alors il existe r € N tel que, pour tout
(z,y) € A?F, a(z) = a(y) si et seulement si 2P = yP".

Démonstration. — Comme F est la colimite filtrante de ses sous-foncteurs G apparte-
nant & T (A, £) et que P(F) (resp. t(F)) est la réunion (resp. l'intersection) filtrante
croissante (resp. décroissante) des PB(G) (resp. t(G)), il suffit de montrer la deuxiéme
assertion.

On suppose donc F dans T (A, £) ; ainsi, 'algébre 2 4 (F) est semi-primaire. Quitte
a remplacer A par A,p et A par A/t(F), on peut supposer également t(F') = 0. On
choisit pour 7 un entier naturel tel que J(A(F))?" = 0.

La composée de la fonction « et de I'injection canonique K¥F) s KR (dont
I'image est constituée des fonctions valant 1 sur le morphisme trivial A, — K,,) égale
la composée A X5 A(F) — A(F)/ J(A(F)) = K% o1t le dernier isomorphisme
est donné par la proposition Comme la fonction g est injective (proposi-
tion , il s’ensuit qu'on a a(x) = a(y) si et seulement si ([z] — [y])?" = 0 dans
K[A,], relation équivalente & [2P"] = [yP"] puisque K est de caractéristique p, et donc
axl =P, O

L’énoncé suivant, qui utilise la notation [L.2.15] (page[L9)), constitue une variante du
précédent en caractéristique nulle.

Lemme 9.1.3. — Supposons p = 0. Soit F un foncteur de T4(A,E). Alors la fonc-
tion multiplicative canonique
a: A?geg — A/p —)Ur)”gwm K¥®E)

est injective.

Démonstration. — Raisonnant comme dans la démonstration du lemme[9.1.2] on voit
qu'il suffit de montrer 1’énoncé lorsque F' appartient a T (A, £) et que t(F) est nul.
On voit également de méme que la relation a(x) = a(y) entraine que l'image de
[x] — [y] dans 2A(F') est nilpotente.

Si x est un élément de AP®™°8 alors la sous-algébre Kz] de A(F) engendrée par
Xr(z) est finie séparable, car z annule un polynome X" — X (avec n > 2) de K[X],
qui est séparable puisque K est de caractéristique 0. Si = et y sont des éléments de
APereg la sous-algebre K[z, y| de 2(F) qu’ils engendrent est donc également séparable,
et en particulier réduite. Ainsi, si a(xz) = a(y), 'image de [z] — [y] dans A(F) est
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nilpotente, donc nulle, d’ot xr(x) = xr(y) et x = y par la proposition[6.2.17, comme
souhaité. O

Lemme 9.1.4. — Soient F' un foncteur de To(A,E) et n € N*. Si le groupe A/XF
posséde un €lément x d’ordre n, alors n € v(K).

Démonstration. — Si p > 0, on peut supposer n étranger a p, vu que [ € v(K) <
pl € v(K) pour tout [ € N*.

Supposons n ¢ v(K). Alors il existe un élément non nul de Z/n appartenant au
noyau de tout morphisme de groupes Z/n — K*. Il existe donc une puissance y de
z, différente de 1, telle que 7(y) = 1 pour tout m € P(F). Les lemmes [9.1.3] (si p = 0)
ou m (si p > 0) montrent que c’est impossible, d’ou la conclusion. O

Le résultat suivant fait écho a la proposition [8:1.6] et s’applique notamment aux
foncteurs antipolynomiaux de F (A4, K).

Proposition 9.1.5. — Soit F' un foncteur de Fct(A, &) tel que l'anneau A,p soit
fini. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. F appartient @ T (A, E) ;
F' est hyper-trigonalisant ;
la K -algebre K[A},] est déployée ;
la K-algebre K[(A/r),] est déployée;
le groupe A/XF est somme directe de groupes cycliques dont les ordres appar-

CL N

tiennent a v(K).

Démonstration. — L’implication [[=[2 est triviale. Le lemme montre que 2] en-
traine [5] Les implications [F=f=B={1] découlent de la proposition O

9.2. Hyper-trigonalisabilité et polynomialité

La proposition indique quand tout foncteur polynomial de F(A, K) est hyper-
trigonalisant ; plus généralement :

Proposition 9.2.1. — Si les conditions de la proposition[[.5.5 sont satisfaites, alors
tout foncteur polynomial (resp. analytique) de Fct(A, E) appartient @ T4 (A, E) (resp.
‘IA (A7 5))

Démonstration. — 1l suffit de démontrer I'assertion relative aux foncteurs polyno-
miaux, puisque T (A, ) est stable par colimites. Elle résulte de la proposition [4.3.5]
appliquée au spectre du foncteur considéré (cf. précomposé avec le foncteur
de somme directe — en effet, si I'algébre Ax est semi-primaire déployée, il en est de
méme pour (A x A)g ~ A X Ak. O

Lemme 9.2.2. — Soient d € N et F' un foncteur de Polqa(A,E). Les assertions
sutvantes sont équivalentes :
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1. F appartient @ T (A, E) ;
2. crq(F) posséde une décomposition en poids faible finie (relativement & Uaction
de A?) et p,_,(F) appartient & TE(A,€) ;
3. crq(F) posséde une décomposition en poids faible finie (relativement & Uaction
de A?) et q,_,(F) appartient & T%(A,E).
Si ces conditions sont vérifiées et que de plus py_1(F) ou q _1(F) posséde une
filtration finie dont le gradué associé est hyper-diagonalisant, alors F posséde une
filtration finie dont le gradué associé est hyper-diagonalisant.

Démonstration. — Cela découle des suites exactes et (page p9) et de ce que si
X est un multifoncteur de Fet(A9, £) additif par rapport a chacune des d variables et
possédant une décomposition en poids faible finie (relativement a I’action de Aﬁ), alors
X posséde une filtration finie dont le gradué associé appartient a ’Di{d (A4, €), donc
8% X posséde une filtration finie dont le gradué associé appartient & D (A, £). O

Proposition 9.2.3. — Tout foncteur polynomial de T4 (A, £) posséde une filtration
finie dont le gradué associé appartient ¢ DY (A, E).

Démonstration. — La propriété se déduit du lemme [9.2.2] par récurrence sur le degré
polynomial. O
Remarque 9.2.4. — Ce phénoméne est spécifique aux foncteurs polynomiaux.

Supposons par exemple que ¢ est une puissance d’'un nombre premier, différente
de 2, que p est un diviseur premier de ¢ — 1 et K un corps de caractéristique p
contenant assez de racines de l'unité. Alors F(F,, K) ne contient aucun foncteur
hyper-diagonalisant non constant (proposition , tandis que tous ses foncteurs
sont hyper-trigonalisants (proposition . En particulier, cette catégorie contient
des foncteurs simples hyper-trigonalisants mais pas hyper-diagonalisants.

Il peut méme exister des foncteurs Hom-polynomiauz, noethériens, a valeurs de
dimensions finies et hyper-trigonalisants mais n’ayant aucune filtration dont le gra-
dué associé est hyper-diagonalisant. Pour I'illustrer, supposons que A est un p-anneau
fini non semi-simple, et que K contient assez de racines de I'unité. Alors tout fonc-
teur de F(A, K) est hyper-trigonalisant (proposition , et un foncteur F de
F(A, K) est hyper-diagonalisant si et seulement si A,p est un quotient de A/J(A)
(proposition . On en déduit facilement que le plus grand sous-foncteur hyper-
diagonalisant G' de P4 est V + K[I.V], ot I est I'idéal annulateur de J(A) dans A,
et que P4/G est un foncteur non nul de F(A, K) ne possédant aucun sous-foncteur
hyper-diagonalisant non nul. Ainsi P# est un foncteur Hom-polynomial (comme tout
foncteur de F(A, K)), noethérien (car F(A, K) est localement noethérienne), a va-
leurs de dimensions finies et hyper-trigonalisant ne possédant aucune filtration dont
le gradué associé est hyper-diagonalisant.

L’énoncé suivant utilise la construction Wy introduite au début du chapitre
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Proposition 9.2.5. — Soientd € N et m € Mon(A,,, K,,). Les assertions suivantes
sont équivalentes.

1. Tout foncteur de Poly(A, K) homogéne de poids faible 7 est hyper-trigonalisant.
2. Pour tout entier n < d, la K-algebre W, (A, ) est semi-primaire déployée.

Démonstration. — Si T désigne le plus grand quotient homogéne de poids fort 7w de
Vi (Ve K)® on a

CTn(T:)(Vl, ey Vn) ~ @ (Vo'(l) KRz Q7 Vg(n) X7z K) & Wn(A, 7T) s
cEG, AR

d’'ott 34z (crn(T7)) = Wi (A, m) et Pimplication

Pour montrer la réciproque, on peut se contenter de montrer que, sous ’hypothése
tout foncteur polynomial F' de degré n < d, de type fini, et homogéne de poids fort
7 est hyper-trigonalisant. La proposition et le caractére semi-primaire déployé
de W, (A, m) montrent que cr, (F) posséde une décomposition en poids faible, néces-
sairement finie puisque F' est de type fini. Par récurrence sur n, on peut supposer
que tout foncteur polynomial de degré < n de F(A, K) est hyper-trigonalisant, ce qui
implique que le foncteur polynomial de type fini q,, ;(F) appartient a T¢(A, K). On
conclut grace au lemme [9.2.2 O

Corollaire 9.2.6. — Supposons que K est de caractéristique nulle et que m: A, —
K, est un poids polynomial déployé. Alors tout foncteur polynomial homogéne de poids
faible m de F(A, K) est hyper-trigonalisant.

Démonstration. — Cela découle des propositions [9.2.5] [5.1.19] et [5.1.3]B} O

Remarque 9.2.7. — En revanche, sans hypothése polynomiale, il est exceptionnel
que tout foncteur homogéne de poids 7 soit hyper-trigonalisant, méme en caractéris-

tique nulle, comme le montrent les propositions et

En caractéristique p > 0, on a l'analogue suivant, qui nécessite davantage d’hy-
pothéses puisque les algébres W, (A, 7) ne sont alors plus automatiquement semi-

primaires (cf. exemple [5.1.18)) :

Proposition 9.2.8. — Supposons p > 0 et Uanneau A de type fini ou, plus gé-
néralement, que A/p est une algébre essentiellement de type fini sur une Fp-algébre
p-parfaite. Supposons également que K est un corps de décomposition de P(A).

Alors tout foncteur polynomial de Fct(A, E) possédant une décomposition en poids
faible est hyper-trigonalisant.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que tout foncteur F de Fct(A, E) possédant
une décomposition en poids faible finie est hyper-trigonalisant (cf. remarque [3.1.4)).
Le foncteur sp(F') de F(A, K) posséde alors une décomposition en poids faible finie

(proposition|6.5.21)), et est polynomial (corollaire|6.4.11f). Le corollaire|5.3.13|implique
que sp(F) appartient a F4 (A, K). La proposition montre alors que sp(F') est
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hyper-trigonalisant. Il s’ensuit que F' lui-méme est hyper-trigonalisant, d’ou la conclu-
sion. O

Remarque 9.2.9. — 1. Si l'on supprime I’hypothése que K est un corps de dé-
composition de P(A), la conclusion de la proposition subsiste sous la forme
affaiblie suivante : si F' est un foncteur polynomial de Fct(A, &) possédant une
décomposition en poids faible finie, alors il existe une extension finie L du corps
K tel que le foncteur F % L de Fct(A, €& % L) soit hyper-trigonalisant. La dé-

monstration est la méme sinon qu’il faut remplacer, a la fin, I'usage de la pro-
position par celui du corollaire (appliqué au bifoncteur sp(F') o @).
2. Dans la proposition [9.2.8 ou la variante mentionnée ci-dessus, on peut suppo-
ser seulement que F' est Hom-polynomial, dés lors que la condition (MTF) est
satisfaite (par exemple, dans F(A, K)). La méme démonstration s’applique, en

remplagant le corollaire [6.4.11] par le corollaire [7.3.6}

La proposition suivante, analogue pour les foncteurs polynomiaux hyper-
trigonalisants de résultats de la section nous servira notamment pour établir le
théoréme [9.7.9

Proposition 9.2.10. — Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. la condition (CFD) (introduite page est vérifiée ;

2. tout foncteur additif de type fini de F(A, K) possédant une décomposition en
poids faible est noethérien ;

3. tout foncteur additif de type fini de F(A, K) possédant une décomposition en
poids faible est fini;

4. tout foncteur additif de type fini de F(A, K) possédant une décomposition en
poids faible est a valeurs de dimensions finies ;

5. pour toute catégorie de Grothendieck K-linéaire £, tout foncteur additif de type
fini de Fct(P(A),E) possédant une décomposition en poids faible est a valeurs
de type fini;

6. pour toute catégorie de Grothendieck K-linéaire &£, tout foncteur polynomial
hyper-trigonalisant de type fini de Fct(P(A),E) est a valeurs de type fini;

7. pour toute catégorie de Grothendieck K -linéaire localement noethérienne (resp.
localement finie) £, tout foncteur polynomial hyper-trigonalisant de type fini de
Fct(P(A),E) est noethérien (resp. fini).

Démonstration. — Utilisant Péquivalence de catégories canonique Add(4,K) =~
Ax-Mod (cf. , page [32)) et la proposition [3.2.5] on voit qu’un foncteur additif de
type fini de F(A, K) possédant une décomposition en poids faible correspond & une
somme directe finie de Ax-modules pour lesquels I'action de Ak est nulle sur my,
pour un ¢ € Ann(A, K) et un r € N, on obtient alors I’équivalence entre les quatre

premiéres conditions grace au corollaire [2.1.10| et & 'isomorphisme (page .
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Pour la méme raison, la premiére assertion implique la cinquiéme, un foncteur de
type fini de Add(P(A),&) ~ & % Ag (cf. , page possédant une décomposition
en poids faible étant une somme directe finie d’objets provenant de £ % Ak /m{, pour

un ¢ € Ann(A, K) et un r € N.

Montrons Pimplication [B}2f6] Supposant [5] vérifiée, on montre d’abord que tout
foncteur hyper-trigonalisant de type fini de Addg(P(A), ) est a valeurs de type fini.
Cela découle par récurrence sur d de [p| et des équivalences de catégories canoniques
Add;(P(A),€) ~ Add(P(A), Add;—1(P(A),£)). On montre maintenant par récur-
rence sur d qu'un foncteur hyper-trigonalisant de type fini F' de Poly(P(A), &) est a
valeurs de type fini. On peut supposer d > 1. Le foncteur crq(F) de Addg(P(A),€E)
est comme F' de type fini et hyper-trigonalisant, il est donc & valeurs de type fini
d’aprés ce qu’on vient de voir. Le foncteur g, ;(F') est également & valeurs de type
fini d’aprés 'hypothése de récurrence. La conclusion résulte donc de la suite exacte
naturelle §5crqg(F) — F — qq4_1(F) — 0.

L’implication[6}={7] découle de [DTV 23| Im 11.10] et [DT23] Im 6.20] ; I'implication
s’obtient immédiatement en prenant £ = K-Mod, d’ou la proposition. O]

9.3. Hyper-trigonalisabilité et Hom-polynomialité

La proposition [£:3.5] donne des conditions suffisantes — et également nécessaires
dans F(A, K) — pour que tout foncteur Hom-polynomial soit hyper-trigonalisant :

Proposition 9.3.1. — Supposons les conditions de la proposition [[.5.5 satisfaites.
Alors tout foncteur Hom-polynomial F' de Fct(A, &) est hyper-trigonalisant.

Démonstration. — Comme T 4(A, &) est stable par colimite, on peut supposer que
F est a support fini. Par la proposition [7.3.2] sa fonction caractéristique xp est
polynomiale. Autrement dit, il existe d € N tel que l'application linéaire K[A] —
Z(End(F o @)) prolongeant xr se factorise par la projection K[A] — Q4(A), ou
Qq = q (P?*) € Ob F(A, K).

La condition [4] de la proposition [4.3.5 montre que Q4 posséde une décomposition en
poids faible finie, donc 3(Qq4) ~ Q4(A) est une algébre semi-primaire déployée. Ce qui
précéde montre donc que l'algébre caractéristique 24 (F') est semi-primaire déployée,
ainsi F appartient & T (A, ) (caractérisationde la proposition et déﬁnition7
d’ou le résultat. O

Remarque 9.3.2. — Nous ignorons si, sous les hypotheéses de la proposition |4.3.5
tout foncteur Hom-polynomial F de Fct(A, £) appartient a T (A, £).

Nous allons maintenant donner des conditions suffisantes pour que tout foncteur de
Tt (A, K) soit Hom-polynomial. Nous nous limitons ici au cas d'une caractéristicque p
premiére ; le corollaire ci-aprés montrera que, si K est de caractéristique nulle,
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alors tout foncteur de T (A, K) est Hom-polynomial (ou polynomial) si et seulement
si 'anneau A est sans quotient fini, au moins si K contient assez de racines de 'unité.

Notre raisonnement reposera essentiellement sur des propriétés de 1'algebre K[A,,],
fournies par les deux lemmes suivants.

Lemme 9.3.3. — Si p > 0 et que la caractéristique de A est une puissance
de p, alors la projection K[A] — K[A/Nil(A)] induit un isomorphisme d’algébres
K[AL)/Nil(K[AL]) — K[(A/Nil(A)),].

Démonstration. — Pour x,5 € A, on a z — y € Nil(A) si et seulement si 2P" = y?"
pour un n € N. Précisément, si A est de caractéristique p", et si x et ¢ sont des
éléments de A tels que ' = 0, alors la formule du binéme montre que zP" = (z +t)?"
dés que p" > ietn > r—i—;jll
caractéristique p (ou 1), on a (z —y)?" € Nil(A) donc  — y € Nil(A). La conclusion
résulte maintenant de ce que 1’élévation & la puissance p™ est pour tout n € N un

; réciproquement, si 2P = y?", comme A/Nil(A) est de

endomorphisme de 'anneau K[A,]| qui se restreint en un endomorphisme injectif de
K. O

Dans le lemme suivant, on fait un usage répété de la notion de bi-idéal et de la
notation * introduites page 20} ainsi que de la remarque [[.2.18]

Lemme 9.3.4. — Supposons A semi-primaire et A/ J(A) fini de caractéristique p.
Alors pour tout n € N, il existe d € N tel que le bi-idéal de K[A] engendré par
J(K[AL))" contienne K[A]*.
Démonstration. — Posons J := J(A), N := min{i € N| J"*t =0} et [ := JN C J.
Comme A/J est fini de caractéristique p, I'idéal d’augmentation de K[A/J] est *-
nilpotent [Pas79] chap. VI, th. 1.2]. Du fait que le noyau de ’épimorphisme canonique
K[A] - K[A/J] est K[A] x K[J], il existe donc r € N tel que
(14) K[A]*" C K[A]x K[J] .
Le lemme montre par ailleurs que J(K[A4,]) = K[A] x K[J].
Raisonnant par récurrence, on peut supposer la conclusion vraie

— pour n — 1 : on dispose donc de a € N tel que
(15) K[A]" C K[A]» (K[A]» K[J)"";

— pour l'anneau A/I : on dispose donc de b € N tel que K[A/I]** C
K[A/I] « (K[A/I] x K[J/I))"; comme le noyau du morphisme canonique
K[A]*® — K[A/I]*® est K[A]**~! x K[I], on en déduit

(16) K[A]* C (KA % K1) + (K[A] * (K[A] % K[J])"™).
Comme [.J =0,ona (1+z).(1+t)=14+2+tpourz €l ettec J. En utilisant
, on en déduit que
K[A] % (K[A] * K[J])" D K[A] % ((K[A] x K[1]).(K[A]  K[J])""') D
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K[A]x (K[A] * K[I]).(K[A] « K[J]**)) D K[A] x K[I] « K[J]*,
d’ou, grace a (14)),
(17) K[A] * (K[A] = K[J))" D K[A]**" » K[I].
Comme (I6) entraine
(18) K[A]*® € (K[A]*" % K[I)) + (K[A] * (K[A] % K[J))")
pour tout entier ¢ > b, pour d = max{b,ar + 1}, on a

K[A]* ¢ K[A]* (K[A]* K[J])",

ce qui achéve la démonstration. O

Proposition 9.3.5. — Si A est semi-primaire et que A/ J(A) est fini de caractéris-
tique p, alors tout foncteur F de T (A, K) est Hom-polynomial.

Démonstration. — L’algébre 204 (F) est semi-primaire déployée, donc 'idéal carac-
téristique J4(F) contient une puissance du radical de K[A4,]. Comme J4(F') est un
bi-idéal de K[A], le lemme fournit d € N tel que J4(F) D K[A]*?. Autrement
dit, J4(F) est un quotient de K[A]/K[A]*, ce qui signifie que la fonction caractéris-
tique xF est polynomiale de degré au plus d. On conclut par la proposition [7.3.7] et
le corollaire O

9.4. Foncteurs de T(A, £) aux poids partiels sans torsion

Lemme 9.4.1. — Soit F un foncteur de T%(A,E). Il existe un entier N tel que,
pour tout multipoids (w1, ..., wq) € Wy(F), le nombre d’indices i € [1,d] tels que le
poids partiel w; soit sans torsion dans le monoide Mon(A,,, K,,) soit majoré par N.

Démonstration. — Comme F est hyper-trigonalisant o caractére fini, I’ensemble
B(F) de ses poids partiels est fini; soient n son cardinal et N := n?.
Si ¢ est un poids partiel sans torsion de F' et (wi,...,wy) un multipoids de F,

notons r le nombre d’indices i tels que w; = t. La proposition montre que
tJ appartient a B(F) pour tout j € [1,i]. Comme ¢ est sans torsion, ces éléments
de Mon(A4,, K,) sont deux a deux distincts, d’ott ¢ < n. Par conséquent, le nombre
de composantes d’un multipoids de F' qui sont des poids partiels sans torsion est
majoré par n fois le nombre total de poids partiels sans torsion, donc par N, d’oul le
lemme. O

Proposition 9.4.2. — Soit F' un foncteur de T5 (A, E). Supposons que chaque €lé-
ment de B(F') est sans torsion dans le monoide Mon(A,, K,,).
Alors F est polynomial.
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Démonstration. — Le lemme précédent fournit N € N tel que tout multipoids de F'
a au plus N éléments. Autrement dit, le foncteur cry1(F), qui admet une décom-
position en poids faible, ne posséde aucun poids : il est nul, donc F est polynomial
de degré au plus N. O

Remarque 9.4.3. — Les mémes énoncés valent sans changement dans le cas plus
général ot A, plutot qu'une catégorie additive A-linéaire, est une petite catégorie
monoidale symétrique dont 1'unité est objet nul munie d’une action d’un monoide
commutatif.

Remarque 9.4.4. — On peut a posteriori améliorer la borne sur le degré d’un
foncteur F' vérifiant les hypothéses de la proposition déduite des démonstrations
précédentes, a savoir n?, oit n = Card(B(F)) : on a en fait deg(F) < n. Pour le voir,
supposons que S est un facteur de composition de F. Alors S est, comme F', poly-
nomial et hyper-trigonalisant, de sorte que la proposition [8:2.7 montre qu’il possede
une structure polynomiale stricte (la décomposition n’est pas faible car I’hypothése
sur F' exclut tout morphisme d’anneaux A — K d’image finie comme poids partiel de
F). On déduit alors directement de la proposition que le degré de S est au plus
égal au nombre de ses poids partiels, lui-méme majoré par n. Le lemme [7.3.§] fournit
alors I'inégalité deg(F') < n souhaitée.

9.5. Foncteurs de T°(A, £) aux poids partiels de torsion

L’objectif de cette section consiste a établir le théoréeme suivant.

Théoréme 9.5.1. — Soit F' un foncteur de T%(A, &) dont les poids partiels sont
périodiques. Alors A p est isomorphe au produit d’un anneau fini et d’un anneau

semi-primaire dont le quotient par le radical est un produit fini de sous-corps finis de
K.

La démonstration nécessitera un certain nombre d’étapes; on traitera indépendam-
ment le cas ou la caractéristique de K est premiére (au § et celui o K est de
caractéristique nulle (au §. Curiseusement, c’est ce dernier cas le plus délicat,
a Popposé de la plupart des considérations sur les foncteurs de source additive et de
but abélien (y compris celles du présent mémoire).

Avant d’aborder la démonstration du théoréme[0.5.1] nous en tirons quelques consé-
quences directes.

Corollaire 9.5.2. — Sous les hypothéses du théoreme[9.5.1] tous les poids partiels
de F' sont ordinaires.

Démonstration. — Cela découle des propositions et ainsi que du théo-
réme [9.5.1l O]
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Corollaire 9.5.3. — Etant donné un foncteur F de F(A, K), les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

1. F appartient o TX(A, K) et ses poids partiels sont périodiques ;

2. F possede une décomposition a la Steinberg de type HPAP et A, est isomorphe
au produit d’un anneau fini dont le groupe multiplicatif est somme directe de
groupes cycliques d’ordres dans v(K) et d’un anneau semi-primaire dont le quo-
tient par le radical est un produit fini de sous-corps finis de K.

Démonstration. — L’implication [[5f2] résulte du théoréme [0.5.1] du lemme [0:1.4] et
de la proposition [9.3.5] La réciproque se déduit des propositions [9.1.5] et [0.3.1] O

La conclusion du théoréme [9.5.1] nous conduit & introduire la condition suivante
(qui porte sur les Idéaux Maximaux & quotient Fini, d’ou la notation) :

(IMF) Si m est un idéal maximal de A tel que A/m soit un sous-corps fini de K,
alors m/m? est fini.

Cette condition est en particulier vérifiée lorsque p = 0 ou que A est un anneau
noethérien.

Remarque 9.5.4. — La remarque montre I'implication (CFD)=-(IMF).
Le corollaire [9.5.3] entraine aussitot le résultat suivant.

Corollaire 9.5.5. — Si la condition (IMF) est vérifiée, alors pour tout foncteur F
de T (A, E) dont les poids partiels sont périodiques, I’anneau Ap est fini.

Réciproquement, si tout foncteur F' de T(A, K) dont les poids partiels sont pério-
diques, l'anneau A,p est fini, alors la condition (IMF) est vérifice.

9.5.1. Cas de la caractéristique premiére. —
Hypothése 9.5.6. — Dans tout le §[9.5.1], on suppose que p est un nombre premier.
Les résultats de ce paragraphe reposent sur I’énoncé d’algébre commutative suivant.

Lemme 9.5.7. — Soit r € N, posons N := p". Supposons que le sous-ensemble
S:={zN|x € A} de A est fini. Alors A est isomorphe au produit direct d’un anneau
fini et d’un anneau B possédant les propriétés suivantes :

1. la caractéristique de B est une puissance de p ;
2. il existe un entier i tel que, pour tout élément x du radical m de B, x* soit nul;
3. lanneau quotient B/m est fini.

En particulier, A est quasi-parfait, et si m est un idéal de type fini — par exemple,
si A est noethérien — alors A est fini.
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Démonstration. — Comme Pensemble {2V |z € Z} est infini, A ne peut pas étre de
caractéristique nulle. Par décomposition primaire, on peut supposer que la caracté-
ristique de A est une puissance d’un nombre premier [ ; on distinguera plus tard selon
que [ égale ou non p.

Notons R le sous-anneau de A engendré par S. Comme S est stable par multiplica-
tion et fini, et que A est de caractéristique positive, R est fini. Par conséquent, R est
un produit fini d’anneaux locaux finis, et cette décomposition induit une décomposi-
tion en produit de A, ce qui permet de supposer que R est un anneau local. Comme il
est artinien, il existe un entier 5 > 0 tel que tout élément non inversible ¢t de R vérifie
t/ = 0. Il s’ensuit que, si  est un élément non inversible de A, on a (V)7 = 0. Ainsi,
A est local et la puissance i-éme de tout élément de J(A) est nulle, pour ¢ := Nj.

Le corps A/ J(A) est fini, car I’ensemble de ses puissances N-iémes est fini.

Il ne reste plus qu’a démontrer que, si p est inversible dans A, alors cet anneau
est lui-méme fini. L’endomorphisme z +— zV du groupe multiplicatif A* est d’image
finie, et son noyau est également fini, car il s’'injecte dans (A/J(A))* — en effet, si
t est un élément nilpotent non nul de A, on ne peut avoir (1 +#)~ = 1 (relation qui
implique N.t € (t?), donc t € (t?) puisque N € A*). Ainsi A* est fini; comme 1+ x
est inversible pour tout élément non inversible x de A, il s’ensuit que A est fini, ce
qui achéve la démonstration. O

Remarque 9.5.8. — Sous les hypothéses du lemme précédent, A n’est pas néces-
sairement semi-primaire, comme le montre I’exemple de

A=klxy, ... xp,... )/, . 2l ),
ou k est un corps fini de caractéristique p.

Proposition 9.5.9. — Supposons que F est un foncteur de T% (A, E) dont les poids
partiels sont périodiques. Alors il existe v € N tel que, en posant N := p", le sous-
ensemble {z™ |z € A/p} de Uanneau A/p soit fini.

Démonstration. — Le lemme [9.1.2) fournit r € N tel que le morphisme multiplicatif
canonique a : A,p — K¥WE) vérifie : V(z,y) € A?F alr) = aly) = 22" =y?' .

Il suffit donc de montrer que 'image de « est finie. Cela découle de la finitude de
PB(F) et du fait que les poids partiels de F' sont périodiques, donc d’images finies dans
K, d’ou la proposition. O

Démonstration du théoréme (pour p > 0). — Combinant la proposition m
au lemme on voit que A/ est isomorphe au produit d’un anneau fini et d’'un
anneau quasi-parfait A’ dont le quotient par le radical est fini de caractéristique p
ou 1. Le corollaire [7.2.6| montre alors que A’ est semi-primaire. Le fait que les corps
qui sont quotients de A’ s’injectent dans K se déduit du lemme [9.1.2] En effet, si
x est un élément de A"\ J(A’) dont la classe dans A’/ J(A’) est d’ordre n dans le
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groupe (A’/J(A’))*, alors x est d’ordre n.p® pour un s € N dans le groupe (A’)*.
Cela termine la démonstration. O

Remarque 9.5.10. — Sous les hypotheses du théoréme [0.5.1) A, n’est pas néces-
sairement fini, méme si I’on suppose de plus que F est fini, polynomial et & valeurs
de dimensions finies.

Exemple 9.5.11. — Supposons que K est infini et que A est le quotient d’un anneau
de polynomes sur F,, en une infinité dénombrable d’indéterminées (z;) par le carré de
son idéal d’augmentation. Notons ¢ : A — K le morphisme d’anneaux composé de la
projection A — F,, et de l'inclusion F, — K. Ainsi, ¢ définit un Ax-module simple
K, de dimension 1 sur K. Pour toute famille (§;) d’éléments de K, 'application F-
linéaire d : A — K envoyant 1 sur 0 et x; sur & est une p-dérivation A — K. Ainsi, d
définit un Ax-module My de dimension 2 sur K, extension de K, par lui-méme (cf.
, page . Mais si la famille (&;) est libre sur F,, — ce qui est possible puisque K
est infini — alors le morphisme d’anneaux (non nécessairement commutatif au but)
structural A — End 4, (My) est injectif.

Par conséquent, le foncteur additif F':= My ® — de F(A, K) vérifie les propriétés
suivantes : 4

L. t(F) = 0, donc A;p = A est infini;

2. F' est polynomial, fini, & valeurs de dimensions finies;

3. F appartient & Tf(A, K) avec pour unique poids partiel ¢, qui est de torsion
car d’image finie.

9.5.2. Cas de la caractéristique nulle. —

Hypothése 9.5.12. — Dans tout le §[9.5.9, on suppose que K est de caractéristique
nulle.

Lemme 9.5.13. — Pour tout foncteur F de Fct(A,E), soit l'idéal caractéristique
de F relativement a Z est nul, soit Az(F) est de dimension finie sur K.

Démonstration. — En effet, Jz(F) est un bi-idéal de K[Z] (proposition [6.2.10)), donc
en particulier un idéal de I'algébre K|[Z.qq] ~ K[t,t~1], dont tous les quotients stricts
sont de dimension finie. O

Lemme 9.5.14. — Soient F un foncteur de Fet(A,E), (x;)icr une famille finie
d’éléments de A et, pour tout i € I, (a;;);jcy) une famille d’éléments de A telle que
xrF(z;) € Vectk {xr(ai;)|j € J(i)}. Alors pour tout t € A, on a

XF(t+HJUi)€ Vect i {XF(t‘FHai,Lp(i)) WEHJ(i)} .

el icl iel
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Démonstration. — Pour t = 0, cela découle de la multiplicativité de yp. Comme
le noyau J4(F) du morphisme K-linéaire K[A] — A4 (F) est un *-idéal de K[A]
(proposition 6.2.10]), on en déduit le cas général. O

Lemme 9.5.15. — Supposons que A est un anneau de type fini et que F est un
foncteur de Fct(A, &) tel que lalgebre A4 (F) soit entiére sur K. Alors A (F) est de
dimension finie sur K.

Démonstration. — Le lemme [0.5.13| montre déja que 2z (F) est de dimension finie : il
existe une partie finie E de N telle que les xz (i) pour i € E engendrent linéairement
Az (F).

Considérons par ailleurs des éléments aq,...,a, de A engendrant cet anneau. Par
hypothése, pour tout i, il existe un polynome unitaire, disons de degré d;, de K[X]
qui annule yr(a;) € Aa(F). En utilisant de fagon itérée le lemme[9.5.14] on en déduit
que les éléments

XF Z T(sl,...,sn)Hafi

0<s;<d; i=1

de 2A4(F) 'engendrent comme K-espace vectoriel lorsque r parcourt l’ensemble fini
des fonctions de [];,[0,d; — 1] dans E. O

Lemme 9.5.16. — Si A est un anneau fini, alors Card(A) < Card(APees)2,

Démonstration. — Si 'anneau fini A est local, alors Card(AP®™®8) > 2 car 0 et 1
sont des éléments distincts de AP*®8 et Card(AP*°8) > Card(A)/2 car, si  est un
élément non inversible de A, alors 1 —x € A* C AP**&_ ]l s’ensuit que Card(A4) <
Card(APeres)?2,

Le cas général s’en déduit en décomposant A en produit d’anneaux locaux. O

Démonstration du théoréme (pour p =0). — Quitte & remplacer A par A,p et
A par A/t(F'), on peut supposer sans perte de généralité que t(F') est nul.

Comme les poids partiels de F' sont en nombre fini, disons n, et périodiques, il
existe i € N* tel que 7! = 7 pour tout m € B(F). Cela signifie que chaque 7 est a
valeurs dans {0} U u;(K) C K, ou u;(K) désigne le sous-groupe de K* des racines
i-émes de l'unité. Cela implique par ailleurs (cf. proposition que, pour tout
z € A, (xp(x)™*! — xp(z))? = 0 dans A4(F), ot j désigne I'indice de nilpotence
du radical de cette algébre semi-primaire. En particulier, 1'algébre 204 (F), qui est
engendrée par les xr(z), est entiére sur K.

Supposons dans un premier temps l'anneau A de type fini. Le lemme [9.5.15] permet
d’en déduire la finitude de dimg A4 (F). Il s’ensuit que sp(F) est un foncteur de type
fini et & valeurs de dimensions finies de F(A, K) (corollaire [6.4.8)). Par conséquent,
sp(F') posséde une décomposition & la Steinberg de type PAP [DTV23| cor. 4.19].
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Comme les poids partiels de F' sont de torsion, cela entraine que sp(F’) est antipoly-
nomial (utiliser la proposition et la propriété d’unicité de la proposition |4.7.2)).
Ainsi, Panneau A = A est fini. En utilisant le fait que les poids partiels de F' sont &
valeurs dans {0} U p;(K) C K et le lemme on obtient Card(APere8) < (i + 1),
puis, par le lemme Card(A) < (i + 1)

Traitons maintenant le cas général, ot A n’est pas nécessairement de type fini. Si B
est un sous-anneau de type fini de A, considérant A comme une catégorie B-linéaire,
F appartient & Tjg(.A, £), son ensemble de poids partiels n’a pas plus d’éléments que
Pa(F), et la relation 71 = 7 vaut aussi pour 7 dans Pp(F). Le raisonnement
précédent procure donc l'inégalité Card(B) < (i + 1)**. Comme elle est vraie pour
tout sous-anneau de type fini B de A, cet anneau est lui-méme fini de cardinal au
plus (i + 1)2". O

9.6. Décomposition des foncteurs hyper-trigonalisants selon les poids par-
tiels

Notation 9.6.1. — Dans tout le §[9.6, n désigne un entier naturel et My, ..., M,
des sous-monoides de Mon(A,, K ).

Notation 9.6.2. — Si M est un sous-monoide de Mon(A,, K,), on désigne
par Ty o) (A,E) (resp. Ei{c’[m](/l, E)) la sous-catégorie pleine de Ta(A,E) (resp.
TL(A,E)) constituée des foncteurs F tels que P(F) C M.

On note simplement Tjon, x...xom,,] (A", E) (resp. ‘I‘fgmxmxmn}(A”,E)) pour
Tan, oy x-oxomn] (A", E)  (resp. ‘ICfn’le”_Xgmn}(A”,8)), ot My X -+ x M, est
vu comme sous-monoide de Mon(Aj}, K,,) ~ Mon(A,, K,,)".

Grace a la proposition on dispose d’équivalences canoniques
(19) Ty xoma) (A%, €) = Fpomy) (A, Tpom) (A, €)) = Ty (A, Tpamy (A, €))
qui envoient Egﬁlxmg](AQ,g) dans T[:;ﬁl](A, Sgﬁz](A, £)) et ngm] (A, T’fifnl](A £)).

Définition 9.6.3. — On dit que My, ..., M, vérifient la condition de séparation
des poids partiels (Sep) si les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

1. le morphisme canonique My x --- x M, = Mon(A,,, K,) est injectif;

2. pour tout foncteur F non nul de ‘I[CS‘JTL.‘{U(”] (A, &) (ou My ... M, désigne le sous-
monoide de Mon(A4,, K,,) engendré par les 91;, qui est isomorphe a leur produit
vu ’hypothése précédente), on a

Wo(F)Nn (9 x --- xIM,,) #@ dans Mon(4,,K,)".

On a alors VNVn(F) N My x--- x M,) # @ pour tout foncteur F' non nul de
‘I[mlmn]<"4’ g)
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Remarque 9.6.4. — 1. Si M) C My et M) C My sont des sous-monoides de
Mon(A,, K,) et que M; et My vérifient la condition (Sep), alors il en est de
méme pour N et M5,

2. Si les n sous-monoides My, ..., M, vérifient la condition (Sep), alors, pour tout
i € [1,n — 1], les 2 sous-monoides My ... M; et NM; 11 ... M, la vérifient égale-
ment.

Théoréeme 9.6.5. — Supposons que le morphisme canonique My X --- x M, —
Mon(A,, K,) est injectif.
L. La restriction a Tpn, x...xom, (A", E) du foncteur Fct(A",E) — Fct(A,€) de
précomposition par la diagonale itérée 6, : A — A™ est pleinement fidéle.
2. Le foncteur Tpon, x...xom,] (A" E) = Tpom,..om,,| (A, E) qu’induit 5;, est une équi-
valence si et seulement si la condition (Sep) est vérifiée.
3. Si X est un foncteur de Tign, x...xom,,| (A", E) et Y un foncteur de ‘Ifénl K] (A" ),
alors le morphisme

Extpegan,e) (X, Y) = Extpeya,e)(0,X,0,Y)
induit par 0, est un isomorphisme.

Démonstration. — Etablissons d’abord [1l et Bl Soient X et Y des foncteurs de
Ty x--xom, ] (A", €).  L’adjonction somme/diagonale fournit un isomorphisme
naturel  Extpeya,e)(07X,03Y) =~ Extpeyan g)(X, ©5,0,Y), il s’agit donc de
montrer que le morphisme canonique Y — @54;Y induit un isomorphisme
Extpeg(an,e)(X,Y) = Extpeg(an,e) (X, @5,0,Y) lorsque le degré cohomologique
est nul ou que Y appartient a Tgnlxmxmn](A",é’). Comme X et @®)0;Y possédent
des décompositions en poids faibles, il suffit pour cela, d’aprés la proposition [2:2.3]
de vérifier que le morphisme canonique ¥ — @}0"Y s’identifie & l'injection dans
@ 0rY de la somme directe de ses parties homogénes de poids faibles appartenant a
Ny X -+ XM,

Par hypotheése, Y o 5;?” (ot 'exposant précise la catégorie additive sur laquelle ou
considére la diagonale n-itérée) posséde une décomposition en poids faible relative-
ment & l'action de (A}})" =~ AZ2 dont les composantes 7; ; € Mon(A4,, K,) (pour
1 <14,j <n),ou m; correspond a l'action de A, sur le j-iéme terme dans la i-éme
variable du n-multifoncteur Y, vérifient m; ; € ;.

Considérant le diagramme commutatif (& isomorphisme preés)

n_ %
AP —" A

sA” l J{&ﬁ
A’!L
(An)n Dn R An

on en déduit que les poids de @756, Y sont de la forme ([[;_, 7 j)1<j<n avec m; ;j € M;.
Vu Phypothése faite sur les M, on a [[\; 7 ; € M; si et seulement si 7; ; = 1 pour
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i # j. Comme la partie de poids 1 d’un foncteur défini sur A est exactement son
terme constant, cela termine la démonstration de [1] et

Montrons maintenant @ Tout d’abord, par [I} 4 induit un foncteur pleinement
fidele @ : Tion, ...xom,,] (A", E) — Tpom, ..o, (A, €). Utilisant la proposition et
ladjonction somme/diagonale, on voit que ® posséde un adjoint a droite ¥ donné par

Frs @ (L F)<"~.
WEM X--- XMy,

Comme ® est pleinement fidéle, ce foncteur est une équivalence si et seulement si ¥
est fidéle. Or ¥ est exact, car la restriction a la sous-catégorie pleine des foncteurs
admettant une décomposition en poids faible d’un foncteur de la forme X +» X <%~
est exacte (puisque facteur direct de 'identité). Ainsi, ¥ est fidéle si et seulement si
la relation U(F) = 0 entraine F' = 0. Comme V(F) = 0 équivaut, par définition, a
W, (F)N (Mg x -+ x M) = &, on en déduit |2} ce qui achéve la démonstration. [

Remarque 9.6.6. — L’énoncé et une partie de la démonstration du théoréme pré-
cédent sont trés analogues a ceux de [DTal th. 4.4]. Par ailleurs, si 'on se restreint
aux foncteurs hyper-diagonalisants, le théoréme [9.6.5| recoupe largement les proposi-

tions B.2.4 et [R.3.5]

L’énoncé suivant constitue, compte-tenu du théoréme [9.6.5] une variation du co-
rollaire [6.5.13]

Proposition 9.6.7. — Soient E un foncteur exponentiel de F(A; K) (c’est-a-dire
un foncteur monoidal symétrique fort de (A, ®,0) vers (K-Mod,®,K) — cf.
[Tou2l]) et p; : E — X; des épimorphismes, pour 1 < i < n. On suppose que X;
appartient @ Tpon,)(A; K) pour chaque i et que la condition (Sep) est vérifice. Alors
le morphisme

fiE— EO D20 v g @ X,

(0w la premiére fleche est le coproduit itéré déduit de la structure exponentielle de E)
est un épimorphisme.

Démonstration. — Notons Y := Coker f : le théoréme [9.6.5] montre 'existence d’un
foncteur T de F(A"; K) et d’'un épimorphisme ¢ : X3 K --- K X,, — T tels que
Y ~ 5T et que la projection X; ® --- ® X,, > Y s’identifie & §; (¢).

Comme I'adjoint de f (pour 'adjonction entre @7 et 6;) est py K- --Kp,, : E¥" —
X, XXX, I'adjoint de la composée E i> X1® - ®X, » Y ~§T, qui est nulle,
est ’épimorphisme

E¥n 2B, v kX, BT,

d’ou la nullité de T" et donc de Y. O
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9.7. Théorémes de structure
9.7.1. Premier théoréme de décomposition. —

Notation 9.7.1. — Si w = (wi,...,w,) € Mon(A,, K,)" est une suite finie de
poids, on note L(w) le nombre d’indices i € [1,n] tels que w; soit un élément sans
torsion du monoide Mon(A4,,, K,,).

Proposition 9.7.2. — Soit F un foncteur non nul de T4 (A, €).

1. Le sous-ensemble {{(w) |w € | |,c5y Whn(F)} de N posseéde un plus grand élément
s.

2. Siw=(a1,...,0,B1,...,0s) est un multipoids de F tel que les B; soient sans
torsion, alors les poids c; sont ordinaires.

3. 1l existe un multipoids w = (aq,..., 0, B1,...,8s) de F tel que les B; soient
sans torsion et que st w' = (af,..., a4, B, ..., ) est un autre multipoids de F
avec les Bl sans torsion et z(B.) C z(B;) pour tout i € [1,s], alors z(B.) = z(B;)
pour tout i € [1, s].

4. Siw est un multipoids comme dans[3, alors les B; sont des morphismes d’an-
neauz et le multifoncteur cr.y(F)<"> est additif par rapport & chacune des s
derniéres variables.

Démonstration. — La premiére assertion résulte du lemme [9.4.1]

Comme les ensembles de multipoids sont invariants par permutation des coordon-
nées, on peut se contenter, afin d’alléger 1’écriture, de montrer que a; est un poids
ordinaire, dans la situation [2} Soient as,...,a,,b1,...,bs des objets de A tels que
le foncteur G := crp 4 4(F)<">(—,a2,...,ar,b1,...,bs) de Fet(A, &) soit non nul; il
est donc homogeéne de poids faible «; et hyper-trigonalisant. De plus, si (1,...,7)
est un multipoids de G, alors (y1,...,Vn, @2, ..., Qr, B1,...,5s) est un multipoids de
F'. La maximalité de s montre que les ; sont nécessairement tous périodiques. Par
conséquent, le corollaire [0.5.2] montre que a; est un poids de torsion ordinaire.

L’assertion [3| résulte de (1| et de la finitude de B (F’). Pour montrer I'assertion |4} il
suffit de montrer que cr,45(F)<"> est additif par rapport a la (r + 1)-iéme variable
(si s > 0), ce qui entraine automatiquement que S; est un morphisme d’anneaux.
Supposons le contraire : il existe alors des objets ay,...,a,,ba,...,bs de A tels que
le foncteur H := crpi5(F)<*>(a1,...,ar, —, ba,...,bs) de Fct(A, E) soit non additif.
Comme H est hyper-trigonalisant, cela entraine que Wo(H) est non vide. Soit (y,~')
un de ses éléments : comme H est homogéne de poids faible 31, on a 31 = v .
Par ailleurs, (aq,...,ar,7,v,B2,...,8s) est un multipoids de F. La maximalité de
s montre que v et 7/ ne peuvent pas étre tous deux sans torsion. Ils ne peuvent pas
non plus étre tous deux périodiques, car sinon leur produit f; le serait aussi. On
peut donc supposer par exemple que v est périodique et +' sans torsion. La relation
B1 = 77 entraine z(y') C z(B1), de sorte que I'’hypothése de minimalité sur les z(/3;)
fournit z(y") = z(61), puis z(y) C z(y') = z(B1). Par ailleurs, v est un poids non
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trivial de torsion ordinaire par 2| donc z(vy) contient un idéal maximal cofini m de
A, grace aux propositions et au corollaire Comme PB(H) est fini, il
s’ensuit qu’il existe une intersection finie I d’idéaux maximaux cofinis de A telle que
I C z(w) pour tout 7 € P(H). Le corollaire montre alors que les poids partiels
de H se factorisent par la projection A — A/I™ pour un certain n € N. L’anneau
A/I™ est semi-primaire et le quotient par son radical est fini, ce qui implique que
tout poids de Mon((A/I"),, K,) est de torsion. (En effet, on peut se ramener au cas
local ; si A est un anneau local dont le radical J est nilpotent et le corps résiduel & fini,
Mon(A,, K,) ~ Ab(A*, K*) 4, et Ab(A*, K*) ~ Ab(r*, K*)®Ab((14+J),, K*),
or (14 J), est un groupe annulé par I”, ot [ est la caractéristique de x et r I'indice de
nilpotence de J.) Comme ~ est sans torsion mais se factorise par la réduction modulo
I™, c’est absurde, d’ou la proposition. O]

Notation 9.7.3. — On note Miora le sous-monoide Mon(A,, K,) constitué des
poids ordinaires de torsion, et My le sous-monoide engendré par les morphismes
d’anneaur A — K d’image infinie.

L’indice tord (resp. poli) abrége de Torsion ORDinaire (resp. POLynomial d’image
Infinie).

Corollaire 9.7.4. — Tous les poids partiels d’un foncteur hyper-trigonalisant sont
ordinaires. De plus, de tels poids partiels s’expriment comme produit d’un élément de
Miora €t d’un élément de My, et ce de facon unique.

Démonstration. — Tout poids partiel m d'un foncteur hyper-trigonalisant de
Fct(A, &) est le poids dun foncteur F de T%(A,E) homogeéne de poids faible
7. Appliquant les assertions [4 et [2] de la proposition [0.7.2] on obtient un multipoids
(a1, 0, B1,...,8s) de F tel quel les «; soient des poids de torsion ordinaires
et les 8; des morphismes d’anneaux. Il s’ensuit que 7 = o ...0,01...0s est un
poids ordinaire possédant une décomposition du type requis. L’unicité résulte des

propositions [£.44] et {72 O

Corollaire 9.7.5. — Les sous-monoides Miora et Mpo1 de Mon(A,, K,,) vérifient
la condition de séparation des poids partiels (Sep) (cf. définition .

Démonstration. — Cela découle de I'unicité du corollaire précédent et des assertions|[3]
et [4 de la proposition O

En combinant le théoreme [0.6.5] les corollaires [9.7.4] et [0.7.5] et les équivalences
(119) (page[165)), on obtient :

Théoréeme 9.7.6. — La précomposition par la diagonale A — A x A induit une
équivalence de catégories

T[Dﬂpolixmtord](A x A, 5) = ‘I(-A, 8) )
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d’ou des équivalences
T(A,€) ~ ‘Z[mpoli] (A, ‘I[Dﬁtord] (A, €)) ~ ‘I[mtord] (A, ‘I[m}')oli] (A,€)) .
Ces équivalences se restreignent en une équivalence
(I’Cf (A7 5) = ([:gfﬁpoli thord] (A X A7 5)

et envoient ces catégories respectivement dans ‘Ifgnpoli](A,‘I%%rd}(A?5)) et
‘z[cgfﬁmrd] ('A7 s[Ci)fjlpoli] (A, 5))

Corollaire 9.7.7. — Tout foncteur de T (A, K) posséde une décomposition a la

Steinberg de type HPAP (cf. définition .
Si la condition (IMF) est vérifice, tout foncteur de (A, K) posséde une décom-

position de type F'P (cf. définition .

Démonstration. — Ce résultat découle du théoréme de la proposition [9.4.2] et
des corollaires et O

9.7.2. Propriétés de finitude des foncteurs hyper-trigonalisants de 7 (A4, K).

Corollaire 9.7.8. — Tout foncteur hyper-trigonalisant noethérien F de F(A, K)
appartient & F4(A, K).

Démonstration. — Comme F appartient a T (A, K), puisque F est de type fini, le
corollaire précédent montre qu’il existe un quotient K-trivial A’ de A et un bifoncteur
B de F(P(A) x P(A'); K) tels que F soit isomorphe a la composée de B et du
foncteur canonique ¢ : P(A) — P(A) x P(A’), avec B Hom-polynomial par rapport
a la premiére variable et possédant une décomposition en poids. Comme ¢*B est
noethérien, [DTV23| prop. 4.9] montre que B est noethérien. Le corollaire
montre alors que l'image de B par ’équivalence de catégories canonique F(P(A) x
P(A"); K) ~ Fct(P(A), F(A’, K)) est a valeurs noethériennes. Or tout foncteur de
type fini de F(A’, K) est a valeurs de dimensions finies, puisque A’ est fini. Il s’ensuit
que F' lui-méme est a valeurs de dimensions finies. O

Le théoreme[9.7.6] permet de déterminer facilement quand tous les foncteurs hyper-
trigonalisants de F(A, K) sont localement noethériens :

Théoréme 9.7.9. — Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) la catégorie T(A, K) est localement noethérienne ;
(b) tout foncteur additif de T(A, K) est localement noethérien ;
(¢) la condition (CFD) est vérifiée ;
(d) tout foncteur de type fini de T(A, K) est a valeurs de dimensions finies.
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Démonstration. — La proposition montre que les conditions (b) et (c¢) sont
équivalentes et que (d), qui implique la condition [4] de la proposition entraine
().

Utilisant 1'équivalence T(A, K) =~ Tp . 1(P(A), Tjon,,.q) (4, K)) donnée par le
théoréeme [0.7.6] la proposition [0.4:2] qui montre que tout foncteur de type fini
de cette catégorie est polynomial (dans Fct(P(A),Tpn,... (A, K))) et la proposi-
tion on voit que, sous la condition (CFD), tout foncteur de type fini de T(A, K)
est & valeurs de type fini dans Tjon, (A4, K) (via I'équivalence précédente). Comme
la condition (CFD) entraine (IMF) (remarque [9.5.4)), le corollaire montre que,
pour tout foncteur F' de type fini de Tjon,, (A4, K), 'anneau A,p est fini. Cela
implique que F' est a valeurs de dimensions finies, d’ou implication (¢)=-(d), mais
aussi que F' est noethérien par le théoréme Comme un foncteur polynomial a
valeurs noethériennes de source P(A) est nocthérien [DT23) lm 6.20], cela montre
aussi 'implication (c)=(a).

Comme (a) entraine trivialement (b), ceci achéve la démonstration. O

Remarque 9.7.10. — Le corollaire donne une autre démonstration, plus di-
recte, de 'implication (a)=-(d) du théoréme précédent.

9.7.3. Décomposition primaire des foncteurs hyper-trigonalisants. — On
peut préciser les résultats précédents en introduisant le raffinement suivant de la
notation [9.7.3] :

Notation 9.7.11. — 1. Si I est un idéal mazimal cofini de A, on note Miord,1
le sous-monoide des poids w de Miorq se factorisant & travers la projection
A — A/I"™ pour un certain n € N.

2. St A = K est un morphisme d’anneauz d’tmage infinie, on note Myoli,
le sous-monoide de Myo1 engendré par o lorsque p = 0, et le sous-monoide
constitué des w € Mon(A,, K,,) tels qu’il existe (r,n) € N? tel que w? = a" si
p>0.

L’énoncé suivant découle des propositions [1.44] et de la décomposition dun
anneau fini en produit d’anneaux locaux.

Proposition 9.7.12. — 1. Sily,..., I, sont des idéaur maximauz cofinis deux a
deuz distincts de A, alors les monoides Miord, 1,5 - - -, Miord,1,, VETifient la condi-
tion de séparation des poids partiels (Sep).

2. Un foncteur F de Fct(A, E) appartient ‘Igﬁmrd] (A, &) si et seulement s’il existe
des idéaur maximaux cofinis deur & deux distincts Iy,..., I, de A tels que F
appartienne ngﬁm_dh e (A E).

Le résultat suivant se déduit quant a lui de la proposition [£.7.2] et des assertions
et [4 de la proposition [0.7.2
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Proposition 9.7.13. — 1. Si(a1,...,q,) est une famille indépendante de mor-
phismes d’anneaur A — K, alors les monoides Mpoti ays - - - s Mpoli,a, VETifient
la condition de séparation des poids partiels (Sep).

2. Un foncteur F de Fct(A, ) appartient & ‘ngfnpo”] (A, &) si et seulement s’il existe
une famille indépendante (o, ..., a,) de Ann(A, K) telle que F appartienne

(Z([gnpoli,al ~--g—npoli,an] (A7 8) .

Les deux propositions suivantes précisent la structure des foncteurs hyper-
trigonalisants dont les poids partiels appartiennent tous a l'une des « briques
élémentaires » introduites dans la notation [9.7.11]

Proposition 9.7.14. — Soient I un idéal mazximal cofini de A et F un foncteur de

T (A,E).

[Miora,1]
1. Il existe r € N tel que I" C ¢(F).
2. Si F est non constant, alors le cardinal q du corps fini A/I vérifie q—1 € v(K).

Démonstration. — La premiére assertion provient du corollaire [7.2.5] et la deuxiéme
se déduit de la proposition [9.1.5] O
Proposition 9.7.15. — Soient a : A — K un morphisme d’anneauz d’image infi-

nie, p son noyau et F' un foncteur de ‘I[Cgfﬁ

poli,a) ('A’ 5)

1. Il existe r € N tel que p” C v(F).

2. Il existe un foncteur de G de (sfﬂfﬁpou,a](A ®a (Ap/p"Ap), E), unique a isomor-
phisme prés, tel que F soit la composée de G et du foncteur additif canonique

A= A®Ra (Ap/p"Ayp).

Démonstration. — La premiére assertion découle du corollaire La deuxiéme
s’en déduit en utilisant la proposition [£.5.4 O

Remarque 9.7.16. — Dans les conditions de la proposition [9.7.15] si F' est non
constant, Panneau Ap (avec la notation de la proposition t local, semi-
primaire, et son corps résiduel Frac(A/p) est un sous-corps infini de K.

De fagon analogue, dans les conditions de la proposition [9.7.14] si F' est non
constant, 'anneau A,p est local, semi-primaire; son corps résiduel A/l est fini, et
s’il est de caractéristique p, il se plonge dans K.

On peut résumer une grande partie des résultats précédents les plus importants en
I’énoncé suivant :

Théoréme 9.7.17. — 1. Si (a1,...,qy) est une famille finie indépendante de
Ann(A,K) et que Ih,...,I,, sont des idéaux mazimauz cofinis deuxr & deux
distincts de A, alors le foncteur

n+m
S[mpoli,al X XMpoli, o XMiord, 17 X - XMiord, Iy, | (A ) 5) — FCt(Aa 5)
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restriction de & est pleinement fidéle et a pour image essentielle

n+m
‘I[mpoli,al - Mpoli,an - Mord, 17 - Miord, Iy, ] ("47 5) .
2. Si F est un foncteur de T (A, E), il existe un unique (n,m) € N2, une famille

(a1,...,qp) indépendante de Ann(A, K), unique & lordre, et a laction du mor-
phisme de Frobenius si p > 0, prés, une famille (I, ..., I,) d%désuz mazimauz
cofinis deux & deux distincts de A, unique a l'ordre prés, et un foncteur X
de T[Cﬁfﬁpou,alX-~~x9ﬁpou,anxmmrd,zl><~»-x93?mrd,1m](“4n+m’€) qui n'est constant par
rapport & aucune des n + m wvariables, unique & isomorphisme prés, tels que
Fo~o (X)),

3. Ce multifoncteur X vérifie de plus les propriétés suivantes :

(a) X est polynomial par rapport aux n premiéres variables ;

(b) pour j € [1,m], si A/I; est de caractéristique p, et que la condition
(MTF) est vérifiée, alors X est Hom-polynomial par rapport a la (n+ j)-
iéme variable ;

(c) pour j € [1,m], si A/I; est de caractéristique différente de p, et que la
condition (MTF) est vérifiée, alors X est antipolynomial par rapport a la
(n + j)-iéme variable.

Démonstration. — L’assertion [l et I’énoncé d’existence de ’assertion [2 découlent
des théorémes et ainsi que des propositions et (et de la
remarque [9.6.4). La famille indépendante (aq,...,an) de Ann(A, K) et la famille
(I1,...,Iy) didéauz mazimaux cofinis deux o deux distincts de A étant fixées, unicité
& isomorphisme prés de X dans ’ngnpo“’al X e X Mot e, X Mrorat 1, X__merdylm](,47l+m7 £)
tel que F' ~ 67 (X) résulte de l’assertion La propriété d’unicité plus forte énoncée
en [2] s’en déduit en regroupant les familles d’idéaux maximaux cofinis et les familles
indépendantes de morphismes d’anneaux apparaissant dans deux décompositions dis-
tinctes et en en supprimant les doublons (y compris au Frobenius prés pour les mor-
phismes d’anneaux, dans le cas ot p > 0) afin d’obtenir une famille d’idéaux maxi-
maux cofinis englobant celles des deux décompositions et une famille indépendante
de morphismes d’anneaux englobant (a action du Frobenius prés si p > 0) celles des
deux décompositions.

L’assertion [3a] résulte de la proposition [0.4.2] I’assertion [3D] des propositions
(qui s’étend de T (A, K) a T (A, £) sous I'hypothése (MTF) grace au corollaire|7.3.6))

et [0.7.14] et l’assertion [Bd du théoreme [9.5.1] O

Remarque 9.7.18. — Les idéaux premiers Ker ; et les idéaux maximaux cofinis
I; apparaissant dans ’énoncé précédent peuvent étre caractérisés comme étant exac-
tement les idéaux premiers qui sont le lieu d’annulation d’un poids partiel de F.
C’est pourquoi on peut penser a l'isomorphisme du théoréme [9.7.17] comme & une
décomposition primaire pour les foncteurs hyper-trigonalisants & caractére fini.
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9.7.4. Spectre des foncteurs hyper-trigonalisants. — Afin d’exprimer en
termes de spectre les résultats précédents, nous introduisons la notation suivante
(on rappelle que, si F' est un foncteur de F(A,K), w € Mon(A,, K,) un poids

et r un entier naturel, FI[UT] désigne le plus grand quotient de F' appartenant a

U(F(A,K);m!) — cf. définition 2]).

Notation 9.7.19. — Pour d,r,n € N, wy,...,w, : A — K des poids et I un idéal
de A, on définit dans F(A, K)

*« AT T r
Ta L (wr,n) =71 Pl @ (@%(PA)H) ,
i=1
ot wy : P(A) = P(A/I) désigne la réduction modulo I.

Proposition 9.7.20. — Soient d,r,n € N, wy,...,w, des éléments deur & deux
distincts de M1 et I un idéal cofini de A.

Alors le morphisme P4 — Ta, 1,4, (ws,....wn) de F(A,K) composé de la diago-
nale P4 — P4 ® P4 et du morphisme canonique P4 — W?Plf(/i/l) tensorisé par le

morphisme P4 — @), qd(PA)m dont les composantes sont les projections est un
épimorphisme.

Démonstration. — Quitte & agrandir K, on peut supposer ce corps algébriquement
clos.
1l existe un sous-anneau A’ de type fini de A tel que :

1. les restrictions & A’ des w; sont deux & deux distinctes;
2. chaque w; est produit de morphismes d’anneaux A — K dont la restriction &
A’ a une image de cardinal strictement supérieur a celui de A/I.

En vertu de la proposition tout foncteur polynomial de F(A, K) possédant
une décomposition en poids est hyper-trigonalisant relativement & ’action de A’.

Soit M; le sous-monoide de Mon(A],, K,,) constitué des morphismes se factorisant
par la réduction modulo I N A’, et soit My le sous-monoide constitué engendré par des
morphismes d’anneaux A" — K d’image de cardinal strictement supérieur a celui de
A/l Le corollaire la proposition et la remarquemontrent que Iy et
M, vérifient la condition (Sep). En effet, si I7, ..., I/ désignent les idéaux maximaux
(nécessairement cofinis) de A’ contenant I N A’, on a My C Mioed, 17 - - - Miord, 17
et Card(A’/I!) < Card(A/I), tandis que My est inclus dans le sous-monoide de
Mon(AL,K ) engendré par Myqy et par les Miora,m, o0l m est un idéal maximal
cofini de A’ tel que Card(A’/m) > Card(A/I) et que A’/m s’injecte dans K.

Comme le morphisme canonique P4 — P, qd(PA)m est un épimorphisme (cf.

proposition et exemple [6.5.20), la conclusion se déduit alors de la proposi-
tion [9.6.7] |
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Le corollaire suivant donne dans certains cas importants — par exemple lorsque
K est de caractéristique nulle, ou que K est un corps parfait et A un anneau de
type fini — une caractérisation compléte en termes de spectre des foncteurs hyper-
trigonalisants a caractére fini.

Corollaire 9.7.21. — Soit F' un foncteur de Fct(A,E).

1. Si la condition (IMF) est vérifice et que F appartient a T4(A,E), alors il
existe un idéal cofini I de A tel que (A/I)* soit somme directe de groupes cy-
cliques d’ordres appartenant o v(K), des entiers naturels v, d, n et des éléments
W, ..., W, de Mpon deux & deux distincts tels que

sP(F) < Ta 1.dr (wy.w,) -

2. Supposons que l'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

(a) K est de caractéristique nulle ;

(b) K est un corps parfait de caractéristique p > 0 et A/p est une algébre
essentiellement de type fini sur une Fp-algebre p-parfaite (par exemple, A
un anneau essentiellement de type fini).

Alors tout foncteur F vérifiant la condition précédente appartient ¢ T4 (A, E).

(On notera que chacune des deux conditions [2a] et [2b] implique (IMF).)

Démonstration. — Le corollaire et la proposition montrent que, si (IMF)
est vérifiée, alors pour tout foncteur F de T (A, E) tel que P(F) C Myora, il existe
un idéal cofini I, tel que (A/I)* soit somme directe de groupes cycliques d’ordres
appartenant a v(K) et que sp(F') < W?Plf(/i/l).

Par ailleurs, si F est un foncteur de T% (A4, &) tel que P(F) C M1, alors F posséde
en particulier une décomposition en poids faible finie, avec des poids wy, ..., w, dans
Mpoli, donc il existe r € N tel que sp(F) < P, qd(PA)v[f,l. La premiére assertion
résulte de ces deux cas particuliers, du théoréme et du corollaire [6.5.13

Sous ’hypothése le foncteur P, qd(PA)LZ appartient a T (A, K) par le co-
rollaire[0.2:6] C’est également le cas sous ’hypothése[2D] car le corollaire [5.3.14 montre
que ce foncteur est alors fini et & valeurs de dimensions finies ; comme ses poids sont dé-
ployés et que K est parfait, la proposition [8.2.7 montre que ses facteurs de composition
sont hyper-diagonalisants, ce qui implique que notre foncteur est hyper-trigonalisant.

Par ailleurs, si I est un idéal cofini de A tel que (A/I)* soit somme directe de
groupes cycliques d’ordres dans v(K), alors W}Pé{i/n appartient a T¢(A, K) par
la proposition [0.1.5] Il s’ensuit que, si I'une des hypothéses [2a] ou [2D] est remplie, le
foncteur T A 1,47 (w;,....w,) €St hyper-trigonalisant. En conséquence, tout foncteur F'
de Fct(A, ) tel que sp(F) < T4 1.4, (w:,...,w,) aPpartient a TL(A, E), ce qui achéve
la démonstration. O
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9.7.5. Retour sur les foncteurs polynomiaux hyper-trigonalisants. —

Proposition 9.7.22. — Supposons que p est premier, que A est de caractéristique
p et que la condition (CAD) est vérifie. Alors tout foncteur Hom-polynomial hyper-
trigonalisant de Fct(A,E) est hyper-diagonalisant.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que tout foncteur Hom-polynomial F' de
‘Z‘X(A, &) est hyper-diagonalisant. En utilisant le théoréme et la proposi-
tion [7.1.12] on voit qu’il suffit de le faire dans chacun des deux cas suivants :

— I appartient & ‘Z([:gﬁpoli,a](A7 E),ou a: A— K est un morphisme d’anneaux
d’image infinie;
— F appartient & ¥
car(A/I) = p.
Dans chacun des deux cas, il existe p € Spec(A) tel que le corps résiduel k :=
Frac(A/p) se plonge dans K et r € N tel que Ap soit un quotient de A, /p" A, par
les propositions [9.7.14] et [9.7.15] Comme la condition (CAD) est vérifiée, la proposi-
tion M montre que Ap est un corps parfait (ou ’anneau nul). Le corollaire
permet alors de conclure. O

cf

(Mor 1]<A’ &), ou I est un idéal maximal cofini de A tel que

Remarque 9.7.23. — Dans F(A, K), la condition (CAD) est aussi évidemment
nécessaire pour que tout foncteur Hom-polynomial hyper-trigonalisant soit hyper-
diagonalisant — en effet, elle signifie exactement que tout foncteur additif de F(A, K)
possédant une décomposition en poids faible (i.e. hyper-trigonalisant) admet une dé-
composition en poids forte (i.e. est hyper-diagonalisant).

Remarque 9.7.24. — On peut aussi déduire directement le cas particulier fonda-
mental suivant de la proposition d’un résultat cohomologique général [DTc,
th. 7.5] : si p est non nul, que A est de caractéristique p et que (CAD) est sa-
tisfaite, alors tout foncteur polynomial hyper-trigonalisant de F4(A, K) est hyper-
diagonalisant.

Remarque 9.7.25. — On déduit directement du théoréme que tout foncteur
hyper-trigonalisant de F (A, K) est hyper-diagonalisant si et seulement si tout foncteur
Hom-polynomial hyper-trigonalisant de F(A, K) est hyper-diagonalisant et que tout
idéal maximal K-cotrivial de A est égal a son carré.

Corollaire 9.7.26. — Supposons que K est un corps de décomposition de la caté-
gorie P(A) et que la condition (CAD) est vérifiée. Supposons de plus que l'une des
conditions suivantes est satisfaite :
1. p=0;
2. p> 0 et A une algébre essentiellement de type fini sur une F,-algebre p-parfaite
(par exemple, A est un anneau de type fini de caractéristique p).



9.7. THEOREMES DE STRUCTURE 177

Alors tout foncteur polynomial de Fct(A,E) possédant une décomposition en poids
faible est hyper-diagonalisant.

Démonstration. — Le corollaire (si p = 0) ou la proposition (sip >
0) montrent qu’'un tel foncteur est hyper-trigonalisant. On conclut qu’il est hyper-

diagonalisant en utilisant la proposition (si p=0) ou la proposition [9.7.22f O

Pour établir le corollaire [9.7.29| ci-aprés, nous aurons besoin de la variante suivante
du corollaire précédent :

Corollaire 9.7.27. — Supposons que la condition (CAD)T est vérifiée, ainsi que
l'une des conditions suivantes :
1. p=0;
2. p> 0 et A une algébre essentiellement de type fini sur une F,-algébre p-parfaite
(par exemple, A est un anneau de type fini de caractéristique p).

Soit F un foncteur polynomial de Fct(A, E) possédant une décomposition en poids
faible finie. Alors il existe une extension finie L du corps K telle que le foncteur F%L

de Fet(A, € % L) soit hyper-diagonalisant.

Si la condition (MTF) est également satisfaite, la méme conclusion vaut pour les
foncteurs Hom-polynomiaux de Fct(A, E) possédant une décomposition en poids faible

finie.

Démonstration. — Le corollaire et la proposition [£.7.2] (si p = 0) ou la propo-
sition et la remarque (si p > 0) montrent l'existence d’une extension finie
L de K telle que F' % L soit hyper-trigonalisant. Les propositions (sip=10) ou

[0.7:22) permettent de conclure. O

Remarque 9.7.28. — Si le corps K est parfait et que les poids de F' sont déployés,
alors F' lui-méme est hyper-diagonalisant, sans nécessité d’une extension de corps au

but (cf. proposition [8.2.7)).

L’énoncé suivant, qui découle directement du corollaire [0.7.27] compléte le sens
réciproque dans la proposition [5.2.5] :

Corollaire 9.7.29. — Supposons p > 0 et la condition (CAD)™T wvérifiée. Supposons
également que A une algébre essentiellement de type fini sur une Fp-algébre p-parfaite.

Alors toute décomposition en poids d’un foncteur polynomial de Fct(A, E) est forte.
C’est également vrai pour les foncteurs Hom-polynomiaux si la condition (MTF) est
satisfaite.






CHAPITRE 10

FONCTEURS DE TYPE FINI A VALEURS DE
DIMENSIONS FINIES

Convention 10.1. — Dans ce chapitre comme dans les précédents, A désigne une
catégorie additive A-linéaire essentiellement petite.

Tout foncteur de type fini de F4f(A; K) étant hyper-trigonalisant quitte & agrandir
le corps K (proposition , il n’est pas difficile de déduire des considérations des
chapitres précédents, notamment du chapitre [0} des résultats significatifs pour un
tel foncteur. Nous démontrerons ainsi deux conjectures de [DTV23l conj. 11.11],
toutefois sous 'hypothése supplémentaire, générale dans ce travail, que I’anneau a
la source soit commutatif. Ces conjectures traitent des propriétés localement finie et
localement noethérienne de Ff(A, K) ; nous verrons a la section que la premiére
est vérifiée si et seulement si A n’a pas de quotient fini de caractéristique p, et, a la
section [10.3] que la seconde toujours satisfaite. Nous utiliserons pour cela un théoréme
de décomposition primaire directement déduit du théoréme et présenté a la
section [10.2] qui I'applique également a l'existence de résolutions projectives de type
fini pour les foncteurs de type fini de F9f( A, K) (utilisant et généralisant notablement
les résultats principaux de [DT23|), sous une hypothése de finitude sur A.

10.1. Cas d’un anneau A sans quotient fini

On rappelle que 'anneau A est dit sans quotient fini s’il n’admet pas d’idéal propre
cofini.

Théoréme 10.1.1. — Supposons que l'anneau A est sans quotient fini. Alors tout
foncteur F de type fini de F¥(A; K) est polynomial.

Nous donnerons, exceptionnellement, deux démonstrations de ce résultat. Indé-
pendantes, elles établissent en fait chacune un résultat plus général que le théoréme
précédent.
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Premiére démonstration. — Comme A est sans quotient fini, la catégorie A ne pos-
séde aucun idéal K-cotrivial strict. Il s’ensuit, par le théoréme que F' est
Hom-polynomial. La conclusion résulte alors du corollaire O

Deuxiéme démonstration. — 11 existe une extension de corps K C L telle que le
foncteur F, := F @ L de F(A; L) soit hyper-trigonalisant (par exemple, une cloture
algébrique de K, par la proposition . Comme F est polynomial si et seulement
si F, l'est, on peut supposer que F' lui-méme est hyper-trigonalisant. La proposi-
tion [£.4.5] montre que tous les poids partiels de F' sont ordinaires. Le fait que A
est sans quotient fini, combiné a la deuxiéme assertion de la proposition [£.4.4] et a
la proposition montre que tous les poids partiels de F' sont sans torsion. La
proposition donne alors la conclusion. O

Nous abordons maintenant une situation plus générale que celle ot 'anneau A est
sans quotient fini, celle ol A n’a pas de quotient fini de caractéristique p. Le théoréme
suivant répond par affirmative a la conjecture [DTV 23| conj. 11.11 (2)], dans le cas
d’un anneau commutatif a la source.

Théoréeme 10.1.2. — Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Uanneau A ne posséde pas de quotient fini de caractéristique p ;

2. tout foncteur de type fini de F¥ (A, K) posséde une décomposition a la Steinberg
de type PAP ;

3. la catégorie FY¥ (A, K) est localement finie.

Si ces conditions sont vérifiées et que (CFD) l’est également, alors la catégorie
T(A, K) est localement finie.

Démonstration. — Le théoréme [£.2.11] et le corollaire [7.3.10] montrent que la pre-
miére condition entraine la seconde. La proposition et [DTV23, prop. 4.9 et
lemme 11.10] montrent que la seconde implique la troisiéme. Il est classique que la
troisiéme assertion entraine la premiére, car, si k est un corps fini de caractéristique
p, la catégorie F(k, K) n’est pas localement finie (le foncteur projectif de type fini P*
n’est pas fini, car sa filtration copolynomiale est infinie).

Si la condition (CFD) est satisfaite, le théoréme montre que tout foncteur
de type fini de (A, K) appartient a FI(A, K), et donc est fini si A n’a pas de
quotient fini de caractéristique p, d’aprés ce qu’on vient de voir. Cela termine la
démonstration. [

Le résultat précédent s’étend & certains anneaux non commutatifs :

Théoréme 10.1.8. — Supposons que l'anneau A n’a pas de quotient fini de carac-
téristique p et que k est une A-algébre non nécessairement commutative. Alors tout
foncteur de type fini F de FY(k, K) admet une décomposition a la Steinberg de type
PAP et est noethérien.
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Démonstration. — Le théoréme [4.2.11] et le corollaire montrent que F' pos-
sédent une décomposition a la Steinberg de type PAP. Comme la proposition [1.5.7]
et [DTV23, prop. 4.9 et lemme 11.10] valent également pour un anneau non com-
mutatif & la source, on en déduit que F' est noethérien comme dans la démonstration
précédente. O

10.2. Décomposition primaire

10.2.1. Préliminaires. — Commencons par introduire une variante de la condition
(IMF) (un peu plus forte que cette derniére) introduite page m :

(IMQ) Si m est un idéal maximal de A tel que A/m soit un corps fini de caracté-
ristique p, alors m/m? est fini.

Cette condition est en particulier vérifiée lorsque K est de caractéristique p = 0 ou
lorsque A est noethérien.

Il nous sera par ailleurs utile 'introduire les notations suivantes.

Notation 10.2.1. — On note Pol3 (A; K) la sous-catégorie pleine Polg(A; K) N
FU(A; K) de F(A; K) (qui est épaisse), et mjf(/t; K) la sous-catégorie prélocali-
sante de F(A, K) engendrée par PolS (A; K).

Lorsque A = P(A), ces sous-catégories de F(A,K) seront notées simplement
Pol (A, K) et mjf(A,K) respectivement.

Autrement dit, un foncteur F' de F(A; K) appartient a ij(A; K) si et seulement
’il appartient & Polg(A; K) et est localement a valeurs de dimensions finies, i.e.
colimite de sous-foncteurs a valeurs de dimensions finies.

L’observation suivante découle par exemple de [DTV23| lemme 11.10].

Lemme 10.2.2. — La catégorie mif(A,K) est une catégorie de Grothendieck lo-
calement finie.

Nous déduirons le théoréme de structure principal de cette section de ceux de la
section [0.7] et du lemme formel simple suivant sur extension des scalaires dans les
catégories abéliennes.

Lemme 10.2.3. — Soient &1, & des catégories de Grothendieck K -linéaires, avec
&1 localement de type fini, ® : & — & un foncteur exact, cocontinu et K-linéaire, et
K C L une extension de corps. On suppose que le foncteur ® % L:& % L— & % L
est pleinement fidéle et que son image essentielle est une sous-catégorie semi-épaisse
de 82 % L.

Alors @ est pleinement fideéle et son image essentielle £ est une sous-catégorie
semi-épaisse de Ey. De plus, tout objet T de & tel que T % L appartienne a limage

essentielle de ® % L appartient a £'.



182 CHAPITRE 10. FONCTEURS DE TYPE FINI A VALEURS DE DIMENSIONS FINIES

Démonstration. — Soient X et Y des objets de & . L’application L-linéaire canonique
SE(X,Y)QL — (& %L)(X@L, Y ®L) est injective, et bijective si X est de type fini, en
K K K

raison de I'isomorphisme d’adjonction (&; % L)(X (1% LY % L)~ & (X,0uy % L)) =
E1(X,L®Y),ouOu: & % L — & désigne le foncteur d’oubli.
K

Comme ® est K-linéaire et cocontinu, on dispose par ailleurs d’un isomorphisme
canonique (® % L)(X®L)~®X ® L. On en déduit un diagramme commutatif
K K

E(X,Y)®L £ (PX,Y) ® L
K K

| |

EXRD(XQL,YQL) —= (XL (X L, Y @ L)
K K K K K K
dont les lignes sont induites par ® et ¢ % L respectivement et dont les colonnes sont
bijectives si X est de type fini. Comme ¢ % L est pleinement fidéle, la ligne inférieure
est également bijective. Il s’ensuit que la ligne supérieure est bijective, donc que le
morphisme £ (X,Y) — &(PX, PY) induit par P est bijectif, dés lors que X est de
type fini. Comme ® est cocontinu, application £ (X,Y) — E(PX, DY) est aussi
bijective si X est localement de type fini. Comme &; est localement de type fini, cela
montre que ¢ est pleinement fidéele.

Comme @ est exact et pleinement fidéle, pour montrer que son image essentielle £’
est semi-épaisse dans &, il suffit d’établir qu’elle est stable par sous-objet. Soient X
un objet de & et T un sous-objet de ®(X). Comme 'image essentielle de ® % L est
semi-épaisse, il existe un objet Y de &; %L tel que (@%L)(Y) ~TRLCPX)RL ~

K K
(P % L)(X ® L). En appliquant le foncteur d’oubli & % L — &, on en déduit un
K
isomorphisme ®(Ou(Y)) ~ L ® T dans &. En particulier, T est facteur direct de
K

®(Ou(Y)) : il existe un idempotent de Endg, (®(Ou(Y))) dont I'image est T. Comme
® est pleinement fidéle, cet idempotent provient d’un idempotent de Endg, (Ou(Y)).
L’image de cet idempotent fournit un objet Z de &; tel que ®(Z) ~T.

Considérons maintenant un objet 1" de &; tel que T(I%)L o~ (@%L) (X)) pour un objet

X de & : appliquant de nouveau le foncteur d’oubli, on obtient L ® T' ~ ®(Ou(X))
K
dans & ; ainsi, T, qui est isomorphe & un sous-objet de L ® T', appartient a £ d’apreés
K

ce qui précéde, ce qui termine la démonstration. O

10.2.2. Résultat fondamental. —

Proposition et définition 10.2.4. — Soientn € N, I1,..., I, des idéaux de A et
d € N. On note p; := \/T;, pour i € [1,n], la racine de l'idéal I; ; on suppose que
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P1y ..., Pn sont des idéauz premiers deux & deuz distincts. Soient
E :={ie[l,n]] Card(A/p;) = oo}

et Cqlly, ..., 1,] la sous-catégorie pleine de F¥ (i (A®a (Ap,/1;.Ap,)); K) consti-
tuée des multifoncteurs qui sont polynomiaux de degré au plus d par rapport a la i-éme
variable lorsque © € E.

Désignons par ®5 o' 2 CyllL, ... 1] — F(A; K) la restriction a Cylly, ..., 1)
de la précomposition par le foncteur canonique A — [[i— (A®a (Ap, /1;-Ap,)). Alors
(I>él""’]" est pleinement fidele et son image essentielle est une sous-catégorie semi-
épaisse de F(A; K).

Lorsqu’une ambiguité est possible sur le corps K au but, nous noterons
CKIL,...,I,] (vesp. ®% ") pour Cyll,...,I,] (resp. ®}™). La propo-
sition précédente sera démontrée en méme temps que le théoréme fondamental
suivant.

Théoréme 10.2.5. — Soit F un foncteur de type fini de FY¥(A; K). Il existe des
entiers naturels n,d,r, des idéauz Iy, ..., I, de A et py,...,p, € Spec(A) tels que :

1. Vi e [1,n] prCI; Cyp,;
2. sicar(A/p;) # p, alors A/I; est fini;
3. F appartient a l’image essentielle de q)él """

Démonstration de la proposition et du théoreme[10.2.5

La sous-catégorie CX[I,...,I,] de F([[; (A ®a (Ay,/1;-4,)); K) est semi-
épaisse (et méme épaisse); notons (75{ [I1,...,1I,] la sous-catégorie prélocalisante
qu’elle engendre, qui est donc une catégorie de Grothendieck localement de type fini.

Supposons d’abord le corps K algébriquement clos. Tout foncteur de CCIZ( [I,...,1,],
et donc de CK[I4,...,I,], est alors hyper-trigonalisant (proposition [7.1.7)). Le corol-
laire [9.7.5] la proposition [9.7.13] et le théoréme [9.6.5] montrent que la restriction
@él""’I";K a éf[[l, ..., I,] de la précomposition par le foncteur canonique A —
[T, (A®4 (Ap,/I;.Ap,)) est pleinement fidele et a pour image essentielle une sous-
catégorie semi-épaisse de F(A; K) (constituée de foncteurs hyper-trigonalisants dont
les poids partiels appartiennent au sous-monoide Mon(A4,, K,) engendré par les
images canoniques de Mon((A/p;),,K,) pour ¢ € [1,n]). La proposition et

le théoréme [9.7.17| (ainsi que les propositions [9.7.14] et [9.7.15)) établissent pour leur
part le théoréme [10.2.5| pour K algébriquement clos.
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I K

On note par ailleurs que @ est un foncteur exact, cocontinu et K-linéaire.

De plus, pour toute extension de corps K C L, on dispose d’un diagramme commutatif

@f[ll,...,ln]%Li>(f§[11,...71n]

(bll ..... In K';%lLi &)11 ..... In;L
F(A; K) b L = F(A L) .

En prenant pour L une cléture algébrique de K, on voit que la proposition et
le théoréme[10.2.5] découlent du cas particulier établi ci-dessus et du lemme[10.2.3] O

Lorsque la condition (IMQ) est vérifiée, avec les notations du théoréme [10.2.5| et
de la proposition-définition [10.2.4] tous les idéaux I; tels que ¢ ¢ E sont cofinis, d’on
le corollaire suivant.

Corollaire 10.2.6. — Supposons que la condition (IMQ) est vérifiée. Soit F un
foncteur de type fini de FY(A; K). Alors il eviste un idéal cofini I de A, un entier
naturel d et une sous-catégorie épaisse C de Fct(A/I, PolS (A; K)) tels que la restric-
tion a C C Fet(A/I, F(A; K)) ~ F(A/I x A; K) de la précomposition par le foncteur
canonique A — A/T x A induise une équivalence entre C et une sous-catégorie semi-
épaisse de F(A; K) contenant F.

Le corollaire précédent dit en particulier que, sous ’hypothése (IMQ), tout foncteur
de type fini de F(A, K) posséde une décomposition de type F'P. Nous verrons a
I’exemple que ce n’est pas toujours vrai sans la condition (IMQ).

L’énoncé suivant, qui est & rapprocher du théoréme [9.7.9] sera bientot généralise,

au théoréeme [10.3.11

Corollaire 10.2.7. — Si la condition (IMQ) est vérifiée, alors tout foncteur de type
fini de F¥(A, K) est noethérien.

Démonstration. — La catégorie de Grothendieck ij(A,K ) étant localement
noethérienne (lemme |10.2.2)), la conclusion résulte du corollaire [10.2.6| et du théo-
réme [1.5.0] O

10.2.3. Application a la propriété pf,.. — Le théoréme suivant fournit une
généralisation substantielle de [DT23| cor. 8.3].

Théoréme 10.2.8. — Supposons que les anneaur A et A @z K sont noethériens
(par exemple, que 'anneau A est essentiellement de type fini). Alors tout foncteur de
type fini de FY¥ (A, K) appartient a pf (F(A, K)).

(On rappelle que pf_ (F(A4, K)) désigne la classe des foncteurs de F(A, K) qui
possédent une résolution projective dont tous les termes sont de type fini — cf. page
ainsi que [DT23] section 1].)
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Démonstration. — Pour tout idéal I de A, le foncteur F(A/I x A, K) — F(A, K)
de précomposition par le foncteur canonique P(A) — P(A/I) x P(A) préserve la
propriété pfoo grace a [DT23| cor. 7.3 et prop. 1.3] et a la noethérianité de Panneau
A. Le corollaire [10.2.6] montre alors qu’il suffit d’établir que, pour tout d € N, tout
idéal cofini I de A et tout foncteur de type fini F' de Fct(P(A/I), F(A, K)) a valeurs
dans Pol‘;f(A K) posseéde la propriété pfe.

Comme F est un foncteur de type fini de la catégorie de Grothendieck localement
noethérienne Fct(P(A/I),WSf(A,K)) (cf. démonstration du corollaire , il
vérifie la propriété pfeo, et donc a fortiori psfs (notion plus générale que pfo, dis-
cutée dans [DT23, §2]), dans Fet(P(A/I), Poly (A, K)) (ct. [DT23, prop. 1.3]).
Or la propriété psfo., est préservée par post-composition par tout foncteur exact
cocontinu (grace a [DT23| prop. 2.8 et 2.6] par exemple) : appliquant ceci a I'in-
clusion mjf(/l, K) — F(A,K), on voit que le foncteur F' vérifie aussi psf dans
Fct(P(A/I),F(A, K)). Ses valeurs sont des foncteurs polynomiaux de type fini (car
le foncteur F est de type fini et "anneau A/I fini) de FIf(A, K), elles appartiennent
donc a pf (F(A, K)) par [DT23| th. 6.14] (dont les hypothéses sont vérifiées parce
que A et A ®z K sont des anneaux noethériens). On conclut en appliquant [DT23]
cor. 2.15]. O

Remarque 10.2.9. — On peut obtenir la méme conclusion (ou la propriété pf,
pour les foncteurs de type fini de F4 (A, K), pour un n € N) sous des hypothéses un
peu plus faibles sur A, mais techniques, a savoir celles de [DT23], cor. 8.2]. Toutefois,
les hypotheéses de ce dernier énoncé semblent le plus souvent difficiles & vérifier hors
du cas particulier fondamental ou les anneaux A et A ®7 K sont noethériens.

On peut aussi affaiblir légérement ’hypothése de commutativité de A : la conclu-
sion du théoréme persiste si 'on remplace A un anneau non commutatif qui est
de type fini comme module & droite sur un sous-anneau commutatif vérifiant les hypo-
theéses du théoréme (la démonstration, a partir du théoréme est essentiellement
la méme que celle du corollaire ci-apres, en utilisant [DT23l cor. 7.3]).

10.3. La propriété localement noethérienne pour 74 (A, K) dans le cas gé-
néral

L’énoncé suivant ne nécessite aucune hypothése sur 'anneau A (sinon la commu-
tativité).
Théoréme 10.3.1. — Tout foncteur de type fini F de FI¥(A, K) est noethérien.
Démonstration. — Le corollaire [6.2.16| fournit un sous-anneau A’ de type fini, donc
noethérien et a fortiori vérifiant (IMQ), de A tel que le foncteur ® : F(A, K) —

F(A',K) de précomposition par l'extension des scalaires P(A’) — P(A) envoie F
sur un foncteur de type fini de FY¥(A’, K). Le corollaire [10.2.7| montre que ®(F) est
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noethérien. Comme & est exact et fidéle, cela entraine que F' est lui-méme noethérien.
O

Remarque 10.3.2. — L’argument de changement de base & la source qu’on vient
d’utiliser est efficace pour établir la propriété noethérienne mais échoue a dire beau-
coup plus sur la structure des foncteurs de type fini de F4 (A, K). Supposons ainsi que
A est un anneau local, semi-primaire, infini, dont le corps résiduel x est fini de carac-
téristique p. Alors les décompositions en poids, méme des effets croisés, d’un foncteur
de FY¥(A, K) ne disent essentiellement rien de lui en général, car la projection A — &
induit un isomorphisme Mon(#,,, K,,) — Mon(A,, K,,), qui est donc fini. Dans cette
situation, nous ignorons par exemple si tout foncteur de type fini de F4 (4, K) pos-
séde une filtration finie dont les sous-quotients possédent une décomposition de type

FP. (Cf. exemple [C.3.1])

Le théoréme[10.3.1]répond positivement & la conjecture 11.11 (1) de [DTV23] dans
le cas d’un anneau commutatif a la source. Les méthodes du présent article semblent
toutefois impuissantes a s’affranchir de I’hypothése de commutativité, au-dela de la
généralisation légére et immédiate suivante.

Corollaire 10.3.3. — Soit R un anneau non commutatif. On suppose que R est
de type fini comme module & droite sur un sous-anneau commutatif A. Alors tout
foncteur de type fini F' de F¥(R, K) est noethérien.

Démonstration. — Comme R est un A-module a droite de type fini, le foncteur de
précomposition par 'extension des scalaires F(R, K) — F(A, K) préserve les fonc-
teurs de type fini. La conclusion se déduit donc de I'exactitude et de la fidélité de ce
foncteur ainsi que du théoréme [10.3.1] O

Combiné au corollaire [0.7.8] le théoréme fournit ’équivalence suivante :

Corollaire 10.3.4. — Soit F un foncteur de type fini de F(A, K). Les assertions
suivantes sont équivalentes :
1. F appartient & FY¥(A K);
2. F est noethérien et il exriste une extension de corps finie K C L telle que le
foncteur F @ L de F(A, L) soit hyper-trigonalisant.

Démonstration. — La premiére condition implique la deuxiéme en vertu du théo-
réme [10.3.1] et de la proposition [7.1.8]

Réciproquement, si F' est noethérien et que K C L est une extension de corps
finie, alors F' ® L est noethérien dans F (A4, K), donc a fortiori dans F(A, L), on voit
donc par le corollaire m que F' ® L appartient a FY¥(A, L). Aussi F appartient-il
a Fi(AK). O
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Remarque 10.3.5. — Contrairement a la propriété noethérienne ici considérée, la
propriété pfs pour les foncteurs de type fini et a valeurs de dimensions finies de
F(A, K), montrée au théoréme lorsque A vérifie des hypothéses de finitude
satisfaites en particulier lorsque A est un anneau de type fini, ne s’étend pas au cas
d’un anneau (méme commutatif) arbitraire A. De fait, [DTV23| th. 13.17] donne une
condition nécessaire et suffisante sur A (et K) pour que tout foncteur simple a valeurs
de dimensions finies de F4 (A, K ) soit de présentation finie. Il existe des anneaux, et
méme des corps (commutatifs), qui ne la vérifient pas : si K n’est pas un corps de
type fini, le foncteur « identité » de F(K, K), qui est additif, simple et a valeurs de
dimensions finies, n’est pas de présentation finie.






CHAPITRE 11

FONCTEURS DE TYPE FINI A VALEURS DE TYPE
FINI

Convention 11.1. — Dans ce chapitre, A désigne toujours une petite catégorie
additive A-linéaire essentiellement petite. La lettre k désigne un anneau noethérien,
et £ une catégorie de Grothendieck.

Nous généralisons ici plusieurs des résultats fondamentaux du chapitre précédent
aux foncteurs de type fini de P(A) vers les k-modules de type fini. En revanche,
le théoréme de décomposition primaire ne s’étend pas a cette situation (voir
I’exemple . Les démonstrations consistent toujours & se ramener au cas ou k
est un corps par récurrence noethérienne sur cet anneau, a ’aide d’arguments en
partie formels de localisation et de quotient au but. Nous commencons toutefois par
constater que la propagation de la propriété localement noethérienne dans ce type de
situation (passage d’espaces vectoriels de dimension finie & des modules de type fini
sur un anneau noethérien au but) n’est pas automatique, méme pour des foncteurs
sur une catégorie additive, avant de donner des critéres élémentaires pour pouvoir le
faire (section. Nous suivons ensuite un plan analogue & celui du chapitre |§|, avec
parfois des détours rendus nécessaires par l’absence de décomposition primaire.

11.1. Changement de base et propriétés de finitude

Les résultats de ce mémoire concernant presque toujours les catégories de foncteurs
& valeurs dans des espaces vectoriels sur un corps K, pour en déduire des résultats,
comme la noethérianité, sur des foncteurs de F(A; k), nous sommes conduits a aborder
la question plus générale suivante : soient £ une catégorie de Grothendieck k-linéaire
et X un objet de £. Supposons que, pour tout morphisme d’anneaux k£ — K ou
K est un corps, 'objet X %) K de &£ % K est noethérien. Sous quelles hypothéses

supplémentaires peut-on conclure que X est noethérien ?
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(Sans hypothése supplémentaire, il est trivial que X peut ne pas étre noethérien,
méme si € est localement noethérienne, comme l'illustre ’exemple du groupe abélien
Q/Z, qui devient nul apres tensorisation par n’importe quel corps.)

Meéme lorsque £ est une catégorie de foncteurs du type F(C;k) et que X est un
foncteur de type fini et a valeurs de type fini, nous allons voir que la réponse est
généralement négative. Nous donnerons toutefois ensuite des critéres qui permettront
de parvenir a nos fins lorsque la catégorie source est P(A), a l'aide des résultats de
structure (beaucoup plus forts que les propriétés de finitude qu’ils impliquent) établis
antérieurement dans ce travail.

Remarque 11.1.1. — Ces questions de comportement par changement de base des
propriétés de finitude s’étendent de fagon naturelle (et manifestement délicate) au
produit tensoriel de catégories de Grothendieck introduit dans [LRGS18].

11.1.1. Un exemple de résultat négatif. — Dans cette section, nous allons
construire une petite catégorie additive A telle que FU¥(A; K) est localement noe-
thérienne pour tout corps K mais qu'il existe des foncteurs de F(A;Z) de type fini,
a valeurs de type fini et non noethériens.

Commengons par une construction générale. Si ® : B — C est un foncteur additif
entre catégories additives, on définit une catégorie additive B xg C par Ob (B x4
C) = ObB x ObC et (B xq¢ C)((x,y),(2',y")) = B(z,z') & C(y,y") ® C(P(x),y'), la
composition étant la composition évidente, de sorte que ’on dispose d’un diagramme
de foncteurs additifs B x C — B xg C — B x C dont la composée est l'identité.

Considérons la situation suivante : B = P(Z), C = [[,P(Z/p), ot le produit
est pris sur les nombres premiers p, et ® : B — C est le foncteur additif dont chaque
composante P(Z) — P(Z/p) est la réduction modulo p. On considére la sous-catégorie
pleine A de B x4 C des objets dont les composantes dans P(Z/p) sont nulles sauf pour
un nombre fini de nombres premiers p. (Noter que A est équivalente a la sous-catégorie
pleine de Ab des groupes abéliens de type fini dont la torsion /-primaire est annulée
par [ pour tout nombre premier [.)

Si Z est un idéal K-cotrivial de \A, alors la trace de Z sur B = P(Z) est aussi un
idéal cotrivial, donc de la forme N.B pour un entier N > 0. Il s’ensuit que A/Z est
un quotient de A/N.B; or on vérifie aisément que cette catégorie additive s’identifie
a (P(Z/N)x @, n P(Z/p)) ® D,y P(Z/p). Maintenant, si £ est une catégorie loca-
lement noethérienne, alors Fct(A/N.B,E) est localement noethérienne en raison du
théoréme et des observations suivantes :

— de fagon générale, si (A;);cg est une famille de petites catégories additives,
tout foncteur de type fini de Fct(@D, 5 Ai, €) se factorise par la projection
@D,cr Ai = B, Ai pour un sous-ensemble fini I de E;
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— si I est un ensemble fini de nombres premiers, alors (P(Z/N) x @,y P(Z/p))®
@D,c; P(Z/p) est équivalente & P(A;) pour un certain anneau non commutatif
fini A[.

Pour conclure que fdf(.A; K) est localement noethérienne, il suffit donc, par le
théoréme de vérifier que les foncteurs Hom-polynomiauz de F(A; K) sont lo-
calement noethériens. Ce résultat découle de ce que tout foncteur Hom-polynomial
de F(A; K) se factorise par :

— la projection A — P(Z) si K est de caractéristique nulle ;

— la projection A — P(Z) x P(Z/p) si K est de caractéristique p > 0.

Mais il existe des foncteurs, méme additifs, a valeurs de type fini de F(A;Z) qui
ne sont pas localement noethériens. Considérons le foncteur additif représenté par
I'objet Z de A : il est donné sur les objets par (U, (V,)) = U @& @V, (ou U est un
objet de P(Z) et les V,, pour p premier, des objets de P(Z/p)) et contient comme
sous-foncteur la somme directe infinie non triviale des (U, (V,)) — V; (o [ est un
nombre premier fixé). Il est donc de type fini mais non noethérien.

11.1.2. Un résultat positif pour des foncteurs a valeurs noethériennes. —

Notation 11.1.2. — Si x est un élément de k, £ une catégorie de Grothendieck
k-linéaire et T un objet de £, on note ,T le noyau de l’endomorphisme de T de
multiplication par x, et T /x son conoyau. On note également (,nT' la réunion filtrante
croissante surn € N des znT.

Hypothése 11.1.3. — Dans toute la section [I1.1.9, on suppose que & est une ca-
tégorie de Grothendieck k-linéaire ; x et y désignent des éléments de k.

Lemme 11.1.4. — Soit T un objet de £. Si les objets T/x et T/y de £ sont noe-
thériens, alors T /xy est noethérien.

Démonstration. — Cela découle de la suite exacte canonique T'/z — T/xzy — T /)y —
0. O
Lemme 11.1.5. — Soient T un objet noethérien de £ et n un entier naturel. Si

les sous-objets nT et ()T de T ont la méme image dans T/x, alors le morphisme
canonique (T — T — T/x" est un monomorphisme.

Démonstration. — L’hypothése s’écrit (y\T' C T + 2.1, d’0U ()T C onT + 2. ()T
Comment T est noethérien, il existe N € N tel que ,~nT =(,) T'. Montrons que le
plus petit entier NV vérifiant cette propriété est inférieur a n. En effet, si NV > 0, alors
T.onT C yn-1T, done Pinclusion précédente entraine (,)T' C ,n—1T si N > n, ce qui
contredit la minimalité de N.
Ainsi, ;T = (T, donc le noyau 2".T' N ()T = 2".(,)T(C T) du morphisme
)T =T — T/x™ est nul. O
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Proposition 11.1.6. — Soient C une petite catégorie et F' un foncteur de Fct(C,E).
On suppose que les valeurs de F sont des objets noethériens de £ et que F/x est un
Joncteur noethérien. Alors () F est noethérien.

Démonstration. — Comme F/x est noethérien, il existe n € N tel que les sous-
foncteurs , F' et (,)F aient la méme image dans F'/z. Comme les valeurs de F' sont
noethériennes, le lemmelm montre que () F est un sous-foncteur de F'/z", qui est
noethérien par le lemme [11.1.4} d’ou la conclusion. O

Proposition 11.1.7. — Soient C une petite catégorie et F un foncteur de Fct(C,E)
a valeurs dans les objets noethériens de €. On suppose que F/x est un objet noethérien
de Fet(C,E), et que Flz™1] est un objet noethérien de Fct(C,E[z~"]). Alors F est un
objet noethérien de Fct(C,E).

Démonstration. — Soit (G, )nen une suite croissante de sous-foncteurs de F. Comme
la suite (G,[r7!]) de sous-foncteurs de F[z~!] stationne, il existe N € N tel que
G;/Gn C (gE)F/ pour tout ¢ > N, ou F' := F/Gy.

Comme F’ est un quotient de F', ¢’est un foncteur a valeurs noethériennes, et F'/x
est noethérien. Par conséquent, la proposition montre que () F" est noethérien,
donc (G;/GnN)i>n, et par conséquent (G;), stationne, d’ot la proposition. O

11.1.3. Cas de la propriété pf.,. — Le résultat suivant ne prétend pas a ’opti-
malité, mais il permet de montrer simplement la propriété pf., a partir d’hypothéses
que nous vérifierons, pour des foncteurs appropriés, a la section [I1.3]

Proposition 11.1.8. — Supposons que l'anneau k est intégre, que la catégorie de
Grothendieck & est k-linéaire, et que t est un élément non nul de k. Soient X et Y
des objets de £. On suppose que X est de type fini, que Y vérifie pfoo, et que X et Y
sont sans t-torsion. On suppose de plus que X [t™1] est facteur direct de Y[t=1] dans
E[t™Y, et que tout quotient de X/t appartient a pf..(E).
Alors X wvérifie la propriété pfoo.

Démonstration. — Comme X est de type fini et Y sans t-torsion, le morphisme
canonique (X, Y)[t7 ! — EY(X[t],Y[t7!]) est un isomorphisme; de méme
EY,X)[t7'] = EtY(Y[t'], X[t]). Par conséquent, le fait que X[t~'] est fac-
teur direct de Y[t~!] dans [t ] se traduit par I'existence de morphismes u : X — Y

et v:Y — X de & tels quel vu = t'Idy pour un i € N.
Comme X est sans t-torsion, on dispose de suites exactes

(20) 0— X %Y — Coker(u) =0,
(21) 0 — Ker(v) = Y % X — Coker(v) — 0

(22) et 0 — Ker(v) — Coker(u) — X/t — Coker(v) — 0.
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La suite exacte , combinée & [DT23| prop. 1.5], montre 1’équivalence
(23) X e pf,,(£) & Coker(u) € pf,, (),

pour tout m € N, puisque Y € pf ().

Comme tout quotient de X/t vérifie pfs, on vérifie par récurrence sur j € N*
toujours a partir de [DT23, prop. 1.5] (qu'on utilisera encore, sans le mentionner,
dans la suite de cette démonstration), que tout sous-quotient de X/t vérifie aussi
Pfoo, & partir des suites exactes X/t/~! — X/t — X/t — 0. Par conséquent,
montre la relation Coker(v) € pf (£) et ’équivalence

(24) Ker(v) € pf,,(€) < Coker(u) € pf,,(£)

pour tout m € N.
Comme Y et Coker(v) vérifient pfo, entraine ’équivalence

(25) Ker(v) € pf,,(€£) & X € pf,,,1(E)

pour tout m € N. Combinant (23), et (25), on obtient I'équivalence X €
pf,,(£) & X € pf,,,5(€) pour tout m € N. Comme X est de type fini (i.e. pfy), on
en déduit qu’il vérifie pf., comme souhaité. O

11.2. Cas d’un anneau A sans quotient fini

Le théoréme [10.1.1| se généralise directement a la catégorie F(A; k) :

Théoréme 11.2.1. — Si Uanneau A est sans quotient fini, alors tout foncteur F de
type fini et o valeurs de type fini de F(A; k) est polynomial.

Démonstration. — Par récurrence noethérienne, on peut supposer que, pour tout
idéal non nul I de k, tout foncteur de type fini et & valeurs de type fini de F(A;k/I)
est polynomial.

Si k n’est pas intégre, soient z,y € k \ {0} tels que xy = 0 : les foncteurs F/x
et F/y sont polynomiaux par I’hypothése de récurrence, de sorte que la suite exacte
F/x — F/xy — F/y — 0 donne la conclusion.

Si k est intégre, le foncteur Fix := F ®; K, ott K est le corps des fractions de k, de
F(A; K) est polynomial d’aprés le théoréme Il existe donc un entier d € N tel
que le morphisme canonique 05, cray1(F) — F, dont le conoyau est qq(F) (cf. (),
page , devienne nul aprés tensorisation par K. Autrement dit, son image G, qui
est de type fini comme §3,  crqy1(F), est & valeurs de torsion sur k. Il s’ensuit qu’il
existe € k \ {0} tel que G soit annulé par z; ainsi, G définit un foncteur de type
fini, et a valeurs de type fini comme F, de F(A;k/(x)). L’hypothése de récurrence
montre que G est polynomial, de sorte que la suite exacte 0 - G — F' — q4(F) — 0
permet de conclure. O
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Le théoréme (hors de la propriété localement finie, sauf si elle est satisfaite
dans k-Mod, i.e. si k est artinien) s’étend également a la catégorie F(A, k) ; le montrer
nous demandera toutefois un petit peu de préparation.

Comme dans le cas ou k est un corps, on dit que 'anneau A est k-trivial s’il est
fini et que A ®z k = 0, c’est-a-dire que le cardinal de A est inversible dans k. 1l
revient au méme de demander que les seuls foncteurs polynomiaux de F(A, k) soient
les foncteurs constants [DTV23| prop. 2.13]. Un idéal I de A est dit k-cotrivial si
Panneau quotient A/I est k-trivial. Les foncteurs antipolynomiauz de F(A, k) sont,
comme lorsque k est un corps, les foncteurs se factorisant a travers la réduction modulo
un idéal k-cotrivial.

Dans ce qui suit, on identifie, comme on ’a déja fait de nombreuses fois, la catégorie
F(A/I x A k) a Fet(P(A/I) x P(A); k).

Proposition et définition 11.2.2. — Soient I un idéal k-cotrivial de A et d €
N. La restriction du foncteur F(A/I x A k) — F(A, k) de précomposition par le
changement de base le long du morphisme d’anneauz canonique A — A/l x A a la
sous-catégorie des foncteurs polynomiauz de degré au plus d par rapport & la premiére
variable est pleinement fidéle. De plus, son image essentielle est une sous-catégorie
bilocalisante de F(A, k).

On notera Frqa(A, k) cette sous-catégorie et q’f)d t F(A k) = Fr.a(A, k) Uadjoint a
gauche de linclusion.

Démonstration. — Le fait que ce foncteur soit pleinement fidéle et ait une image
stable par sous-quotient est démontré, dans le cas ou k est un corps, dans [DTV23|
prop. 4.9]. La démonstration ([DTV23|, §4.3]) s’étend sans changement dans le cas
ou k est un anneau quelconque.

La stabilité par extensions de Fy 4(4, k) découle de [DTal, th. 4.4 et 5.4]. Sa stabilité
par limites et colimites résulte de la méme propriété pour Poly(A4, k) et de ce qu'un
foncteur de précomposition commmute aux limites et colimites. O

Comme dauns le cas ou k est un corps, on dira qu’un foncteur F' de F(A, k) posséde
une décomposition a la Steinberg de type PAP s’il existe un bifoncteur B de F(A x
A, k) polynomial par rapport a la premiére variable et antipolynomial par rapport a
la deuxiéme tel que F' ~ §*B. Si F est de type fini, il revient au méme de demander
qu’il existe un idéal k-cotrivial I et un entier d > 0 tels que F' appartienne a la
sous-catégorie Fr 4(A, k) (cf. [DTal lm 4.6]).

Lemme 11.2.3. — Soient I un idéal k-cotrivial de A, d € N et k' une k-algébre.
Pour tout foncteur F de F(A, k), on dispose dans F(A, k") d’un isomorphisme naturel
q]f’d(F Qp k') ~ q]f’d(F) ®r k.

Démonstration. — La postcomposition Res : F(A, k') — F(A, k) par la foncteur
d’oubli et son adjoint & gauche — ®y k' préservent les sous-catégories Fr 4 : on dispose
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d’un diagramme commutatif (& isomorphisme prés)

Fra(AE)—— F(A k)

| l

Fr.a(A k) —— F(Ak)

ou les fléches verticales sont données par Res, d’ou en prenant les adjoints & gauche
un diagramme commutatif (& isomorphisme preés)

k/
qar,d

Fra(A k) <—— F(AK)

L]

Fra(A k) <" F(A, k)
ot les fleches verticales sont données par — Q. k'. O

Remarque 11.2.4. — On vérifie aussitdt que 'on dispose de la « formule explicite »
suivante pour q’i 4 : 81 E est une partie génératrice de I'idéal I, q’i 4(F) est la précom-
position par la diagonale du bifoncteur donné sur un objet (U, V) par le conoyau du
morphisme

Sincran(FUe-)V)e @PFUaUaV) = FUV)
ackE
dont la premiére composante est donnée par la transformation naturelle canonique
85qcrarr — Id (cf. (@) et la composante F(U @U@ V) — F(U® V) dindice a € E
est Fi(py) — F(po), ot p, :UU BV — U @V envoie (r,s,t) sur (r+ as,t).

Nous pouvons maintenant donner une premiére version, faible (I’hypothése de type
fini est renforcée en une hypothése noethérienne, pour une raison mentionnée a la
remarque ci-dessous [11.2.6), de la généralisation annoncée du théoréme On
renvoie au corollaire [T1.4.4] ci-aprés pour un énoncé plus fort.

Théoréeme 11.2.5. — Supposons que tout idéal cofini de A est k-cotrivial. Alors tout
foncteur noethérien et o valeurs de type fini F de F(A, k) posséde une décomposition
a la Steinberg de type PAP.

Démonstration. — On suit le méme schéma de démonstration que pour le théo-
réeme m : par récurrence noethérienne, on peut supposer que, pour tout idéal
non nul I de k, tout foncteur noethérien et a valeurs de type fini de F(A;k/I) ad-
met une décomposition a la Steinberg de type PAP. Si k n’est pas intégre, soient
x,y € k\ {0} tels que zy = 0 : les foncteurs F/x et F'/y possédent une décomposition
a la Steinberg de type PAP par ’hypothése de récurrence, de sorte que la suite exacte
canonique F/x — F — F/y — 0 et la proposition montrent la méme propriété
pour F.
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Si k est intégre, soit K son corps des fractions : le théoréme montre que
le foncteur de type fini F @, K de F(A, K) posséde une décomposition de type
PAP, donc qu’il existe un idéal K-cotrivial I de A et d € N tels que F ®; K €
Fr,a(A, K). Autrement dit, ’épimorphisme canonique F @i K — qfd(F ® K) est
un isomorphisme. Comme [ est un idéal cofini de A, c’est aussi un idéal k-cotrivial,
de sorte que le lemme [11.2.3] montre que le noyau G de I’épimorphisme canonique
F — q’jvd(F) vérifie G ®, K = 0. Autrement dit, G est a valeurs de torsion sur k.
Or G est noethérien, comme F', donc il existe x # 0 dans k tel que les valeurs de G
soient annulées par z. On peut ainsi voir G comme un foncteur noethérien a valeurs
de type fini de F(A,k/(z)), et 'hypothése de récurrence montre que G posséde une
décomposition a la Steinberg de type PAP (dans F(A,k/(z)) ou F(A, k), cela ne
change rien). La proposition permet alors de conclure. O

Remarque 11.2.6. — Sil’on fait I'hypothése supplémentaire que tout idéal cofini de
A est de type fini (par exemple, que A est noethérien), alors la description explicite des
q’i 4 donnée a la remarque montre que le noyau de ’épimorphisme canonique
F — q’}vd(F) est de type fini si F' est de type fini, de sorte que, comme dans la
démonstration du théoréme on peut obtenir la conclusion du théoréme
en supposant seulement F' de type fini. Sans hypothése supplémentaire sur A, il ne
semble toutefois pas possible de procéder directement de la méme maniére; nous
résoudrons le probléme au corollaire en utilisant un résultat de noethérianité
général pour les foncteurs de type fini & valeurs de type fini de F(A, k).

11.3. Cas d’un anneau A de type fini

11.3.1. Contre-exemple a la décomposition de type FP. — Le corol-
laire [10.2.6] et donc a fortiori le théoréme [I0.2.5 ne subsistent généralement pas
lorsque le corps K au but est remplacé par un anneau noethérien, méme celui des
entiers, comme nous allons dans le voir dans I’exemple ci-dessous.

Nous commengons par une observation générale sur les décompositions de type F'P
(la définition s’étend de fagon évidente & une catégorie but quelconque au lieu
des K-espaces vectoriels).

Remarque 11.3.1. — Soient I un idéal de A et d € N. Notons
¢vr.q: Fet(P(A/I), Polq(A, k) — F(Ak)
le foncteur composé de inclusion
Fct(P(A/I),Poly(A,k)) — Fct(P(A/I), F(A,k)) =~ F(A/I x Ak)

et de la précomposition par le foncteur canonique P(A) — P(A/I) x P(A).
Par adjonction somme/diagonale, le foncteur ;4 admet un adjoint a droite
1,4 donné comme suit : pour un foncteur F de F(A, k), 'image de vy q(F)
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par linclusion canonique Fct(P(A/I),Pola(A,k)) — Fct(P(A/I), F(A k) —
Fct(P(A), F(Ak)) =~ F(A x A, k) est le plus grand sous-foncteur de F o @ qui se
factorise & travers la réduction modulo I par rapport a la premiére variable et est
polynomial de degré au plus d par rapport a la seconde (sous-foncteur qui peut s’ex-

primer comme le noyau d’'un morphisme explicite, a partir d’une partie génératrice
de l'idéal I, de facon duale de la formule pour q’id donnée a la remarque [11.2.4)).

Exemple 11.3.2. — Dans la catégorie F(Z,Z), considérons le foncteur T : V
Z]V/2]®V (o le produit tensoriel, comme tous ceux considérés dans cet exemple, est
pris sur Z) et le foncteur F' image du morphisme P? — T donné sur V par la com-
posée de la diagonale Z[V] — Z[V] ® Z[V] et du produit tensoriel des épimorphismes
canoniques Z[V] — Z[V/2] et Z[V] — V. Alors T et F sont des foncteurs de type
fini de F(Z,Z), a valeurs dans les groupes abéliens libres de rang fini. Le foncteur T
posséde une décomposition de type F P, mais nous allons voir que son sous-foncteur
F' n’en posséde pas.

Tout d’abord, on note que la restriction a F' de ’épimorphisme « : T — W*A]%-2
(ot 7 : P(Z) — P(Fy) désigne la réduction modulo 2 et A? la deuxiéme puissance
extérieure) donné sur V par la composée des deux projections canoniques

ZIV/2I@V — (V/2) ® (V/2) - AZ, (V/2)

est nulle.
Soient N > 0 et d > 2 des entiers. On vérifie aussitot, en utilisant la remarque
précédente, que z/J(N)’d(ﬂ'*A]i)(U)(V) est donné par

(26) Diny,a(m* A (U)(V) = Ag, (U/2) © AR, (V/2) & (U V)/2
pour U € P(Z/N) et V € P(Z) si N est pair, ce qu’on suppose désormais ; 1 (n),q4(7)
est quant a lui donné par
(27) Yy, a(T)U)V) = ZU/2J @ V.
Pour le voir, on écrit
TVaeW)~ (zZW/2]e(VeW)) s (ZV/2] @ ZW/2l (Ve W))

et 'on note tout d’abord que, pour tout W', le foncteur V + Z[V/2]QZ[W/2]@(VOW)
ne posséde aucun sous-foncteur polynomial non nul (comme, plus généralement, tout
foncteur de la forme Z[®] ® X, ot ® est un foncteur additif de F(Z,Z) et X un
foncteur quelconque de cette catégorie — il s’agit d’une conséquence classique de
la suite exacte , page . Ensuite, on on constate que, pour tout V, le foncteur
G : W — Z[W/2]®@W ne contient aucun sous-foncteur non nul se factorisant a travers
la réduction modulo N : grace a la proposition [6.1.7] il suffit de vérifier que

‘() <o)

G(W) GWa W)
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est injectif, ce qui est immédiat (W € P(Z) est un groupe abélien sans torsion).

Les différentes observations qui précédent établissent (en utilisant la re-
marque |11.3.1). De plus, on vérifie aussitét que la coiinité ¢ ny at(n),a(T) — T est
un isomorphisme et que I’épimorphisme « : T — 71"“AI2F2 induit, via les isomorphismes
ot @0,

Yny,a(@)(U)V) Z[UJ2] @V — (U/2) @V — A%2(U/2) @A%z(V/Q) o UeV)/2.

Comme la composée F — T % W*A%z est nulle, il s’ensuit que I'image de
Y(ny,a(F = T) est incluse dans X X 1Id, ou X(U) := Ker (Z[U/2] - U/2) et Id
deésigne ici, par abus, le foncteur d’inclusion P(Z) < Ab. Par conséquent, l'image
de la composée de la coiinité ¢(nyq¥(n),a(F) — F et de I'inclusion F' — T est
incluse dans 7* X ® Id, qui est manifestement strictement inclus dans F' en tant que
sous-foncteur de T (I'élément [1] de T(Z) ~ Z[Z/2] appartient & F(Z) mais pas a
(m*X ® Id)(Z)). Ainsi, la coiinité ¢(n)at(n),a(F) — F n’est pas un épimorphisme,
ce qui entraine que F' n’appartient pas a I'image essentielle de ¢(y) 4. Comme ceci
est vrai pour tout entier d > 2 et tout entier pair N > 0, F n’admet aucune
décomposition de type F'P.

11.3.2. Retour sur le spectre, I’algébre caractéristique et les poids. — Nous
avons défini les décompositions en poids, 'algébre caractéristique et le spectre d’un
foncteur de Fct(A, £) pour une petite catégorie additive A-linéaire A et une catégorie
de Grothendieck K-linéaire £. Ces définitions (et d’autres reliées, comme celle de ®
et de Hom) s’étendent sans changement lorsque £ est une catégorie de Grothendieck
k-linéaire, ot k est un anneau quelconque. (Toutefois, les propriétés fondamentales des
décompositions en poids ne s’étendent pas sans lourde modification & cette situation,
¢’est pourquoi nous ne les avons étudiées que sur un corps de base K jusqu’alors.)

Indiquons sommairement les quelques notions dont nous aurons besoin dans cette
section Si F' est un foncteur de Fct(A, E), ou & est k-linéaire, son spectre est un
quotient du foncteur PA* (= k[-]) de F(A, k) ; on le notera sp(F), ou sp*(F) s’il y a
besoin de spécifier 'anneau k (nous n’aurons pas besoin de préciser 'anneau A). On
dispose d’isomorphismes canoniques F' ~ sp(F)®QF et Hom(sp(F'), F') ~ F (induits
par la projection P4 — sp(F)), et sp(F) est le plus petit quotient de P4* vérifiant
l'une ou l'autre de ces propriétés. L’algébre caractéristique de F' (relativement a A et
k) sera notée A¥ (F) (I'indice A ou I'exposant k seront omis si aucune confusion ne
peut en résulter) : c’est le quotient de la k-algébre k[A,] par I'idéal des 1 | A;[a;]
(ou \; € ket a; € A) tels que > i i F(1®a;) =0.

En matiére de poids, nous aurons seulement besoin de généraliser une partie de la
définition 311l et la notation :

Notation 11.3.3. — 1. Si F' est un foncteur de F(A, k), r > 0 un entier et
w: A — k un poids (c’est-a-dire un morphisme de monoides multiplicatifs),
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on note Fg] le plus grand quotient de F appartenant ¢ U(F(A,k);mL), od

m,, := Ker (k[4,] = k [a] — w(a)).
2. Pour d,r,n € N, wy,...,w, : A = k des poids et I un idéal de A, on définit
dans F(A, k)
T oy = TP 0 (@ 0P,
i=1

ou 7y désigne la réduction modulo I.
Lemme 11.3.4. — Supposons que l'anneau A est de type fini. Dans la situation
de la notation précédente, le foncteur Tg Ly (w1 ren i) est de présentation finie dans
F(A k).
Démonstration. — Comme Panneau A est noethérien, [DT23|, prop. 7.1] montre que

7i PA/Tk est de présentation finie (et vérifie méme pf,,) dans F(A, k). Le foncteur
®;, qd(PA;k)m est polynomial de type fini dans F(A,k); comme A est de type
fini et k noethérien, [DT24) th. 2] montre que ce foncteur est de présentation finie
(et vérifie méme pfs.). Le produit tensoriel sur k préserve les générateurs projectifs
standards de F(A, k), donc les foncteurs de présentation finie, de F(A, k), d’ou le
lemme. O

Extension des scalaires au but. — Soit k' une k-algebre. On dispose de certaines com-
patibilités évidentes des constructions considérées précédemment & ’extension des
scalaires au but le long de k — k' : on a par exemple des isomorphismes canoniques
PAK ~ pAk g K/ et, dans la situation de la notation |11.3.3 T%Ld’r’( o~

W1y, Wp

Ti,],d,r,(wl,..‘,wn) ®p k', ol w; désigne la composée de w; et de k — k. :
Le foncteur ® : F(A, k) xFct(A, E) = Fet(A, £) commute également a I'extension
des scalaires au but : si T est un foncteur de F(A, k) et F un foncteur de Fct(A, E)
(o € est toujours une catégorie de Grothendieck k-linéaire), on a dans Fct(A, & % k")

un isomorphisme canonique
(28) (T @ K )(F % k')~ (TQF) % K.

En revanche, le foncteur Hom, comme le foncteur Hom usuel, qu’il généralise,
ne commute & l'extension des scalaires que sous certaines hypothéses. Nous aurons
seulement besoin a ce propos de I’énoncé suivant.

Lemme 11.3.5. — Supposons que la k-algébre k' est plate. Soient T un foncteur
de F(A,k), F et G des foncteurs de Fct(A,E).
On dispose dans Fct(A, E % k") d’un morphisme naturel

Hom(T, F) % k" — Hom(T @y k', F l% k")

qui est un isomorphisme si T est de présentation finie (dans F(A,k)).
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Démonstration. — Le résultat se déduit de la définition de Hom, de I’adjonction entre
restriction et extension des scalaires, du fait quun k-module plat est colimite filtrante
de k-modules projectifs de type fini et de ce que Hom(X, —) commute aux colimites
filtrantes lorsque X est de présentation finie. [

11.3.3. Lemmes de localisation. —

Convention 11.3.6. — Dans tout le §[I1.3.3, on suppose l'anneau k intégre. On
désigne par K son corps des fractions.

Nous commencons par deux lemmes simples d’algébre commutative. Le premier,
particuliérement classique, est laissé en exercice.

Lemme 11.3.7. — Soit M un module de type fini sur un anneau intégre. Il existe
un élément non nul x de ce dernier tel que M[x~1] soit un module libre de rang fini
sur l’anneau localisé.

Lemme 11.3.8. — Supposons que l'anneau A est de type fini. Soient L une exten-
sion algébrique du corps K et aq,...,a, : A — L une collection finie de morphismes
d’anneaux.

Alors il existe x € k\ {0}, n € N* et un sous-anneau k' de L contenant k[z~!] tels
que les a; soient a valeurs dans k' et que k' soit un k[x~']-module libre de rang n.

Démonstration. — Considérant I'image par les «; d’un ensemble fini de générateurs
de I'anneau A, on obtient un sous-ensemble fini £ de L tel que la condition que les «;
soient & valeurs dans k' équivaille & ce que £k’ contienne E. Comme L est algébrique sur
K et E fini, il existe ¢ € &k \ {0} tel que chaque élément élément de F soit annulé par
un polynoéme unitaire & coefficients dans k[t ~!]. Il s’ensuit que la sous-k[t~!]-algébre
R de L engendrée par E est un module de type fini sur k[t~!]. La conclusion résulte
donc du lemme O

Lemme 11.3.9. — Siu : F — G est un morphisme de F(A; k), avec G de type
fini, et L un surcorps de K tels que u ®y, L soit un épimorphisme de F(A; L), alors
il existe x € k'\ {0} tel que u ®y, k[~ soit un épimorphisme de F(A; k[z~1]).

Démonstration. — Comme u ®j L est un épimorphisme, il en est de méme pour
u®y, K dans F(A; K) (puisque K C L est fidélement plat), de sorte que Coker(u) est
a valeurs de torsion sur k. Or ce foncteur est de type fini, car ¢’est un quotient de G,
il existe donc z € k\ {0} tel que les valeurs de Coker(u) soient annulées par z. Ainsi
u ®y, k[xr~1] est-il un épimorphisme. O

Nous aurons besoin de la généralisation suivante de la proposition [9.7.20}

Proposition 11.3.10. — Soient d,r,n € N, wy,...,w, des éléments deuxr a deux
distincts de Mon(A,,, k,) s’exprimant chacun comme produit de morphismes d’an-
neauz d’images infinies et I un idéal cofini de A. Soit u : PA4* — Tfﬁl L ) le

W15, Wh



11.3. CAS D'UN ANNEAU A DE TYPE FINI 201

morphisme de F(A, k) composé de la diagonale PAF — P4k, PA* et du morphisme
canonique PA* — 73 PA/IF tensorisé par le morphisme PA* — @ qd(PA;k)gl
dont les composantes sont les projections.

Alors il existe v € k\{0} tel que u®yk[z~'] soit un épimorphisme de F(A, k[z~']).

Démonstration. — Comme le foncteur TZ L (w1 ren i) de F(A, k) est de type fini

(en tant que quotient d’une somme directe finie de copies de PA# @, PAF ~ PAQ?’“)7
le lemme [11.3.9] montre qu’il suffit de voir que u ®; K est un épimorphisme. C’est
précisément ce que nous apprend la proposition [9.7.20] O

Nous pouvons désormais donner le résultat principal de ce paragraphe, qui consti-
tue I’étape clef de la récurrence noethérienne qui démontrera le théoréme fondamen-

tal [11.3.14] ci-aprés.

Proposition 11.3.11. — Supposons que l'anneau A est de type fini. Soit F un
foncteur de type fini de F(A, k) dont les valeurs sont des k-modules de type fini.

Alors il existe un élément mon nul x de k, des entiers naturels r, n, d, une
k[z~Y)-algebre k', libre de rang fini non nul sur k[x=1], des morphismes de monoides
Wi, .. Wy 2 Ay =k, un idéal cofini I de A et foncteur B de F(A/I x A, k) vérifiant
les propriétés suivantes :

1. le morphisme PAF T’j‘:[’dm(wh__ﬂw") de la proposition est un €pi-
morphisme, et spk,(F Rk k') < Tg,l,d,r,(wl,.“,wn) ;

2. B est de type fini et a valeurs de type fini, polynomial de degré au plus d par
rapport a la deuxiéme variable ;

3. Flz™'] est facteur direct dans F(A,k[z~']) de la composée de Blx™'] et du
changement de base a la source le long du morphisme d’anneaur canonique A —
A/l x A.

Démonstration. — 1l existe un extension finie de corps K C L tel que le foncteur
F®y L appartienne & (A, L) (proposition|[7.1.8)). Comme A est noethérien, et vérifie
donc en particulier la condition (IMF), le corollaire fournit un idéal cofini I de
A, des entiers naturels n, r et d et des poids deux & deux distincts wy,...,w, : A — L
de Mo tels que sph(F @y, L) < Ti,l,d,r,(wl,...,wn)'

Le lemmefournit x € k\{0} et une sous-k[z~!]-algébre k' de L, libre de rang
fini non nul sur k[z~!], tels que les w; prennent leurs valeurs dans k&’ (on notera, par
abus, de la méme fagon les w; et les poids A — k' correspondants). Quitte a remplacer
x par zt pour un élément ¢ approprié de k \ {0}, et k’ par k’[t~!], on peut supposer
que le morphisme canonique PAK T’j‘/ I
proposition [T1-3.10] -

Notons F”’ le foncteur F' ®; k' de F(A,k’). On dispose dans F(A, L) d’isomor-
phismes canoniques

dyry(wr...w,) €St UD épimorphisme, par la

®k’L7F/®k’L):"'

Hom (T4 1 4w,y F) @ L= Hom(TH 1

(w1, wn )
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Hom(TiJ,dm(un """" wn),F ®k L)~ F®y L ~ F @ L

dont le premier découle des lemmes |[11.3.5|et [11.3.4] (le morphisme d’anneaux k' — L
est plat car il est injectif et L est un corps) et I'avant-dernier de I'inégalité sp” (F ®
L)< Tk AL dyr(wr e . Comme cet isomorphisme est induit par le monomorphisme
canonique Hom(ng4 Ly (w1000 F') — F’ et que F’ est de type fini dans F(A, k')
(puisque F est de type fini dans F (A, k)), le lemme|[11.3.9|fournit un élément non nul ¢
de k tel que le monomorphisme canonique Hom(TgyI)dm(wlqun), Nt — F'[t7™Y
de F(A,k'[t71]) soit un isomorphisme. En utilisant de nouveau le lemme [11.3.5 on
en déduit I'inégalité spk/[tfl](F’[t_l]) < T [ 'l . Ainsi, quitte a remplacer

I.d,r, (wl, , W)
x par xt et k' par k'[t7!], on peut supposer que sp” (F’) < Tff{j (W) Cela
établit la premiére assertion.
Notons & présent G le foncteur (m; PA/ 1% ®, q,(PA*))®F de F(A, k). Si B désigne

le foncteur de F(A/I x A, k) donné par

B(U,V) = Coend ((W,P L ryor B g (P o)) Bk (F o @) -

(P(A) x P(A))P x (P(A) x P(4)) — k-Mod) 7

on vérifie facilement que B est polynomial de degré au plus d par rapport a la deuxiéme
variable et, en utilisant ’adjonction somme/diagonale, que G est isomorphe a la com-
posée de B et du morphisme canonique P(A) — P(A/I) x P(A). En outre, ’épimor-
phisme canonique

Py

7w (U ;
P(A)op Xk Py, — mp Pk, op (Pv’k

P(A)OP P(A/I)oP P(A)OP)

naturel en les objets et V' de P(A) induit un épimorphisme naturel
FUeaV)—» B(r(U),V)

qui montre que B o (m7 x Idp(4)) est comme F, de type fini et & valeurs de type
fini sur k. Comme le foncteur 7y est essentiellement surjectif, cela entraine les mémes
propriétés pour B, d’ou la deuxiéme assertion.

Quitte & remplacer B par B®™ il suffit maintenant pour conclure de démontrer
que F[z~!] est facteur direct de G[x71]®™, ott m est le rang de k' sur k[z~1].

. . e / . .
Comme la projection P4F —» Tff” dor(wr se factorise par le morphisme

W)
PAR  px PAITE @ q,(PAF) composé de la diagonale PAK — PAHR g, pAK
et du produit tensoriel des projections canoniques, appliquant le foncteur —®F”, on

obtient une composée

F' ~ P @ P — (ap MY @ qu(PYY)@F — T |,

, wlw"awn)@F/ ~ F'
égale a 'identité, en vertu de la premiére assertion. Or

(mF PATR @ qu(PAR ) @F o ((mi PATR @ q (PAF)) @4 k) @ (F @ K)
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est isomorphe & G ®y k' par (page [199)). Ainsi, F’ est facteur direct de G ®y k'.
Comme k' ~ k[z71]™ comme k[r~!]-module, on conclut en postcomposant par le
foncteur de restriction des scalaires ¥’-Mod — k[z~!]-Mod. O

Corollaire 11.3.12. — Supposons que l'anneau A est de type fini. Soit F' un fonc-
teur de type fini de F(A, k) dont les valeurs sont des k-modules de type fini.

Alors il existe un élément non nul x de k tel que le foncteur F[z—1] soit noethérien
dans F(A, k[x71]) et un foncteur G de pf (F(A,k)), a valeurs sans x-torsion, tel
que Flx~1] soit facteur direct de G[z~1].

Démonstration. — On choisit pour z ’élément non nul de k fournit par la propo-
sition (dont on conserve aussi les notations de la conclusion pour &', I, B,
etc.).

Comme £’ est un k[z~!]-module libre de rang fini non nul, F[z~1] est noethérien
dans F(A, k[x71]) si et seulement si F' = F ®j, k" est noethérien dans F(A, k').

La sous-catégorie prébilocalisante fT,z/ (A, k') de F(A, k') constituée

Loy (w1 e wn)
des foncteurs X tels que sp* (X) < T};{,I,d,r,(wl
catégorie prébilocalisante Fct(P(A/I), '7:69?:1 qa(PAR)]
F(A/I x A K') (en effet, le corollaire s’étend, avec la méme démonstration, au
cas ot le corps K au but est remplacé par un anneau). Comme ]:EB?:l aa(PAK)] (A, k)
est une sous-catégorie prébilocalisante de Poly(A, k), qui est localement noethérienne
[DT24, th. 1], et que A/I est fini, le théoréme m permet de conclure pour la
noethérianité.

Soit G' la composée du foncteur B’ := B/yB de F(A/I x A, k) et du foncteur
canonique P(A4) — P(A/I) x P(A) : G est a valeurs sans z-torsion, et F[z~!] est
facteur direct de B[z~!] ~ B’[r~!]. De surcroit, B’ est un foncteur de type fini &
valeurs dans la sous-catégorie Fct(P(A/I),Pols(A,k)) de Fct(P(A/I), F(Ak)) ~
F(A/I x A, k). Comme la catégorie Fct(P(A/I), Polqa(A, k)) est localement noethé-
rienne (cf. supra), B’ appartient & pf_ (Fct(P(A/I), Pola(A,k))). Or [DT24] th. 2]
montre que le foncteur d’inclusion Poly(A, k) — F(A, k) préserve la propriété pf. Le
lemme [11.3.13| ci-dessous permet de conclure que B appartient a pf . (F(A/Ix A, k)).
Enfin, comme A est un anneau noethérien, le foncteur Add(P(4), Ab) ~ A-Mod —
(A/I)-Mod x A-Mod ~ Add(P(A/I) x P(A), Ab) induit par le foncteur canonique
P(A) — P(A/I) x P(A) préserve la propriété pfo, (qui équivaut a la type-finitude
a la source comme au but, qui sont localement noethériens), de sorte que [DT23|
cor. 7.3] permet d’en déduire que G appartient & pf__(F (A, k)), d’ou le résultat. O

) est équivalente a la sous-

Le lemme formel suivant compléte les résultats de [D'T23] utiles dans cette section.

Lemme 11.3.13. — Soient C une petite catégorie, ® : £ — £ un foncteur exact
entre catégories de Grothendieck et n € NU {oo}. On suppose que :

1. la catégorie £ est engendrée par des objets projectifs de type fini;

(A, K)) de Fet(P(A/I), F(A, k') ~
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2. le foncteur ® préserve la propriété pfy,.

Alors le foncteur de postcomposition @, : Fct(C, &) — Fet(C,E') préserve la pro-
Priété pfy.

Démonstration. — Si P est un objet projectif de type fini de £ et ¢ un objet de C,
alors le foncteur P[C(c, —)] de Fct(C,E) est projectif de type fini, par le lemme de
Yoneda. De plus, les foncteurs de ce type engendrent la catégorie Fet(C, ). 11 suffit
donc [DT23| prop. 1.9(1)] de montrer que ®.(P[C(c,—)]) = ®(P)[C(c,—)] vérifie
la propriété pf,, dans Fect(C,&’). Comme ®(P) vérifie par hypothése pf,, dans &,
cela découle encore du lemme de Yoneda, qui fournit des isomorphismes naturels
Extper(c.cy(@(P)[Cle, )], T) = Exty (9(P), T(c). O

11.3.4. Résultat fondamental. — Nous sommes maintenant en mesure d’établir
le résultat principal de cette section [11.3]:

Théoréme 11.3.14. — Si Uanneau A est de type fini, alors tout foncteur F de
F(A, k), de type fini et o valeurs de type fini, est noethérien et vérifie la propriété
Pfoo-

Démonstration. — Par récurrence noethérienne, on peut supposer que, pour tout
idéal non nul I de k, tout foncteur de type fini et & valeurs de type fini de F(A,k/I)
est noethérien et posséde la propriété pf...

Si k n’est pas intégre, soient z,y € k\ {0} tels que zy = 0 : on dispose d’une suite
exacte courte 0 > G - F - F®k/(y) — 0 ot G (resp. F ® k/(y)) est un foncteur
appartenant a I'image dans F(A, k) d’un foncteur de F(A, k/(x)) (resp. F(A4, k/(y)),
de type fini et & valeurs de type fini. Par ’hypothése de récurrence, G (resp. F®k/(y))
est noethérien et vérifie pfo dans F(A,k/(x)) (resp. F(A,k/(y)), ce qui implique
qu’ils vérifient les mémes propriétés dans F(A, k) : pour la propriété noethérienne, cela
résulte de ce que F(A, k/(x)) est une sous-catégorie abélienne pleine stable par sous-
objet de F(A, k), et pour la propriété pf, cela provient du lemme puisque
le foncteur k/(x)-Mod — k-Mod induit par la projection k — k/(x) la préserve
(car k est un anneau noethérien). Il s’ensuit que F' est noethérien et appartient a
pf o (F(4, ).

Supposons maintenant k intégre : le corollaire fournit « € k\ {0} tel que le
foncteur F[z~1] soit noethérien dans F(A, k[z~1]) et un foncteur G de pf . (F(A, k)),
a valeurs sans z-torsion, tel que F[z~!] soit facteur direct de G[z~1].

L’hypothése de récurrence montre que F/x est noethérien. La proposition
permet donc de conclure que F' est noethérien.

Montrons que F' vérifie pfo, d’abord lorsque F' est sans z-torsion. Comme 1’hypo-
theése de récurrence entraine que tout quotient de F/x vérifie pfo dans F(A,k/(z)),
donc dans F(A, k) (cf. supra), cela découle de la proposition
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Dans le cas général, comme F' est noethérien d’aprés ce qui précéde, son sous-
foncteur de z-torsion () F' est de type fini, donc annulé par 2™ pour n € N assez grand.
L’hypothése de récurrence montre ainsi que () F' vérifie pfo, dans F(A,k/(z")), donc
dans F (A, k). Comme F/ ) F appartient a pf__(F (A, k)) d’aprés le cas précédent, il
en est de méme pour F', d’oil le théoréme. O

Nous verrons bientot, au théoréme [[1.4.2] que I'on peut obtenir la propriété noethé-
rienne pour les foncteurs de type fini et a valeurs de type fini de F(A, k) sans aucune
hypotheése sur A. Ce n’est pas le cas pour la propriété pfo, (méme si A et k sont des
corps — cf. remarque : on peut toutefois affaiblir légérement 1’hypothése que
A est un anneau de type fini :

Corollaire 11.3.15. — Si lanneau A est essentiellement de type fini, alors tout
foncteur de type fini et a valeurs de type fini F' de F(A, k) vérifie la propriété pfoo.

Démonstration. — Soit A’ un anneau de type fini tel que A ~ A’[S™!] pour une
certaine partie multiplicative S de A’. La proposition montre que l'image de
F dans F(A’, k) par la précomposition ¢ par le changement de base le long du mor-
phisme canonique A" — A est de type fini. Il s’ensuit «(F') € pf_ (F(A’,k)), par le
théoréme L’adjoint & gauche ® a ¢ est ezact (il est en effet donné par une
colimite filtrante associée a la partie multiplicative S); comme ¢ est exact et cocon-
tinu, on en déduit par [DT23| prop. 1.10] que ® préserve la propriété pfoo. Ainsi
F~®((F)) € pf(F(Ak)). O

Remarque 11.3.16. — Nous ne savons pas s’il est possible d’affaiblir I’hypotheése
que A est un anneau essentiellement de type fini en celle que les anneaux A et A®yz k
sont noethériens, comme c’est le cas lorsque k est un corps (théoréme [10.2.8)).

11.4. Cas général

Le résultat suivant constitue une généralisation du corollaire [6.2.16] qui se démontre
exactement comme ce dernier.

Lemme 11.4.1. — Soit F un foncteur de type fini de F(A, k) tel que A% (F) soit une
k-algebre de type fini. Il existe un sous-anneau de type fini A’ de A tel que l'image de
F dans F(A', k) (par la précomposition par l’extension des scalaires P(A') — P(A))
est de type fini.

Le lemme précédent permet aussitét d’étendre le théoréme 4 un anneau
quelconque & la source :

Théoréme 11.4.2. — Tout foncteur de type fini et a valeurs de type fini de F(A, k)
est noethérien.
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Démonstration. — On se raméne au cas ou A est un anneau de type fini, traité
par le théoréme [11.3.14] a partir du lemme [11.4.1] de la méme fagon que dans la
démonstration du théoréme [10.3.11 O

On en déduit, de la méme maniére qu’au corollaire [10.3.3] la légere généralisation
suivante :

Corollaire 11.4.3. — Soit R un anneau non commutatif. On suppose que R est
de type fini comme module & droite sur un sous-anneau commutatif A. Alors tout
foncteur de type fini et a valeurs de type fini de F(R, k) est noethérien.

En combinant les théorémes [I1.4.2] et [I1.2.5] on obtient aussitot :

Corollaire 11.4.4. — Supposons que tout idéal cofini de A est k-cotrivial. Alors tout
foncteur de type fini et a valeurs de type fini de F(A, k) posséde une décomposition &
la Steinberg de type PAP.



APPENDICE A

ACTION D’UN GROUPE FINI SUR UNE CATEGORIE
ABELIENNE

La construction classique du produit semi-direct d’une catégorie abélienne £ (de
Grothendieck ici) par un groupe G (fini ici) agissant sur celle-ci intervient dans la
théorie des foncteurs polynomiaux par l'intermédiaire du théoréme [£:2.2] de Pirash-
vili. Aprés des rappels généraux sur cette construction, cet appendice présente deux
résultats (qui ne prétendent pas a loriginalité mais dont nous ne connaissons pas
de référence dans la littérature sous la forme exacte dont nous avons besoin) qui
interviendront a deux endroits de ce mémoire :

— la préservation de la noethérianité par le foncteur d’oubli £ x G — £ (propo-
sition , indispensable pour démontrer les théorémes principaux du cha-
pitre [];

— la finitude de la dimension des corps (non commutatifs) d’endomorphismes d’ob-
jets simples de £ x G sur leur centre, sous 'hypothése que la méme condition
vaut dans &, indispensable pour démontrer le théoréme [7.3.9] et son important

corollaire(7.3.10| (la proposition permet d’éviter toute hypothése de valeurs
de dimensions finies).

A.1. Généralités

Hypothése A.1.1. — Dans tout cet appendice, £ désigne une catégorie de Gro-
thendieck munie d’une action d’un groupe fini G, c’est-a-dire d’une famille (Ty)gec
d’endofoncteurs de & telle que Ty = Idg et Tgp = T4. Ty, pour tous g,h € G.

Ainsi, les T;; sont des automorphismes de &, donc des foncteurs continus et cocon-
tinus, et en particulier exacts.

Définition A.1.2. — On appelle produit semi-direct de £ par G, et 'on note £ x G
la catégorie dont les objets sont les objets X de £ munis d’isomorphismes oy : X =
T4(X) pour tout g € G de sorte que, pour tous g,h € G, le diagramme suivant
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comimute :
X ——— T, (X)
Fgh ng(ah)
Ton(X) == T4(Th(X))

Un morphisme (X, (ag)gec) = (Y, (Bg)gec) de € x G est un morphisme f: X — Y
tel que, pour tout g € G, le diagramme

X 25 T, (X)
f Ty (f)
By
y e 1, (v)
commute. La composition des morphismes est induite par celle de &.

L’exemple typique suivant (les résultats de cet appendice constituent des généra-
lisations directes de propriétés des anneaux de groupe tordus) justifie la terminologie
et la notation.

Exzemple A.1.3. — Si R est un anneau (non nécessairement commutatif) muni
d’une action d’un groupe G (par automorphismes d’anneaux), alors G opére sur la
catégorie R-Mod, via les foncteurs T}, de restriction des scalaires le long de I’automor-
phisme de R correspondant & 'action de g—!. On vérifie aussitét qu’on dispose d’une
équivalence de catégories canonique (R-Mod) x G ~ R(G)-Mod, ot R(G) désigne
Vanneau de groupe tordu de G sur R, dont le groupe additif sous-jacent est R[G] et la
multiplication est donnée par (r[g]).(s[h]) := (r.g«(s))[gh] (on g.(s) désigne leffet de
Paction de g sur s). Si R = A[H| (A-algébre de groupe usuelle), ot H est un groupe

muni d’une action de G, alors R(G) = A[H % G].

Remarque A.1.4. — Plus généralement, si k est un anneau et R une k-algébre (non
nécessairement commutative), toute action d’un groupe G sur R (par automorphismes
de k-algebres) sur R induit une action de G sur £ % R, si la catégorie de Grothendieck

& est k-linéaire, et ’'on dispose d’une équivalence de catégories canonique

(E§R) mGzE%R(G).
Notation A.1.5. — Onnote O : EXG = € (X, (0g)gec) — X le foncteur d’oubli.

Remarque A.1.6. — — Par définition de £ x G, on dispose d’un isomorphisme
canonique Ty 0 O ~ O pour tout g € G.
— Dans la situation de l’exemple O s’identifie a la restriction des scalaires
le long du morphisme d’anneaux canonique R — R(G).



A.2. PRESERVATION DE PROPRIETES DE FINITUDE 209

— Si X et Y sont des objets de £ x G, le groupe abélien £(O(X),O(Y)) est
muni d’une action naturelle de G, et (€ x G)(X,Y) s’identifie au sous-groupe
E(O(X),0(Y))¢ des invariants.

Proposition A.1.7. — La catégorie £ x G est une catégorie de Grothendieck ; le
foncteur O est exact et fidéle.

La proposition précédente, facile et classique, est laissée en exercice. Il en est de
méme pour ’énoncé suivant (cf. [DTV23| lemme 2.18 et le paragraphe le précédant]).

Proposition et définition A.1.8. — On définit un foncteur L : € — € X G par
L(X)= (@aeGTa(X), (ag)g€G>, ot o est l'isomorphisme canonique

Qg - @TG(X) - T!J(@Ta(X)) = @Tga(X)

aceG acG aeG
induit par la permutation a — ga de G ; Ueffet sur les morphismes de L est donné
par la fonctorialité des T,.
Le foncteur L est adjoint des deux cotés a O. En particulier, L et O commutent
aux limites et aux colimites.

A.2. Préservation de propriétés de finitude

Le but principal de cette section consiste & établir le résultat suivant, qui constitue
une généralisation directe de [Grz85l thm 4] (qui traite le cas d’une catégorie de
modules sur un anneau de groupe tordu — cf. exemple . Toutefois, comme nous
ne connaissons pas de référence dans le cas général, nous en donnons la démonstration
compléte.

Proposition A.2.1. — Le foncteur d’oubli O : € x G — & préserve les objets
noethériens.

Pour ce faire, on commence par montrer, comme [Grz85|, le résultat suivant :

Lemme A.2.2. — Soient X un objet non nul de E X G et U un sous-objet essentiel
de O(X). Alors il existe un sous-objet non nul Y de X tel que O(Y) C U.

Démonstration. — Pour tout sous-objet V' de O(X) et tout g € G, notons 4,V I'image
de
T,(v) 2225 7,(0(X) = O(X).
On note que 4(,V) =4, V pour tout h € G, et que V définit un sous-objet de X dans
€ x G si et seulement si ;V =V pour tout g € G.

Par ailleurs, pour tout g € G, du fait que T, est un automorphisme de &, U, est
comme U un sous-objet essentiel de O(X). Il s’ensuit que ¥V := ) gec Ug est aussi
un sous-objet essentiel, et en particulier non nul, de O(X), puisque G est fini. 11
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résulte maintenant des observations précédentes que Y définit un sous-objet de X

dans € x G. O
Lemme A.2.3. — Le foncteur d’oubli O : £ x G — & préserve les objets de type
fini.

Démonstration. — En effet, Padjoint a droite £ de O commute aux colimites (cf.
proposition-définition |A.1.8)). O

Démonstration de la proposition — Soit X un objet noethérien de £ x G. Pour
montrer que O(X) est noethérien, on peut supposer que X est non nul et, par récur-
rence noethérienne, que O(X/Y") est noethérien pour tout sous-objet non nul Y de
X.

Soit (Sy,)nen une suite croissante de sous-objets de O(X) et Soo sa réunion. Comme
& est une catégorie de Grothendieck, le lemme de Zorn montre qu’il existe un sous-
objet mazimal R de O(X) tel que Soo N R = 0; S @ R est alors un sous-objet
essentiel de O(X). Le lemme fournit un sous-objet non nul Y de X tel que
OY)C Sxw®R.

Comme X est noethérien, Y est de type fini, donc O(Y) est de type fini
(lemme [A.2.3)). 11 s’ensuit qu'’il existe N € N tel que O(Y) C Sy @ R. L’image dans
O(X)/O(Y) ~ O(X/Y) de la suite croissante (S, ® R),>n de sous-objets de O(X)
stationne, puisque O(X/Y’) est noethérien. Par conséquent, (S, & R),>n, et donc
(Sn)nen, stationnent. O

Nous montrons maintenant que le foncteur O préserve également les objets finis et
les objets semi-simples (cf. [Grz85|, ou [DTV23] §2.6]). Ce résultat, plus facile que
la préservation de la noethérianité, nous servira a la fin de cet appendice, pour établir
la proposition [AZ3:4] ainsi qu’au chapitre

Lemme A.2.4. — Si X est un objet simple de £ x G, alors O(X) est un objet
semi-simple fini de E.

Plus précisément, si S désigne un facteur de composition de O(X) et que I’ désigne
le sous-groupe de G des éléments g tels que Ty(S) ~ S, alors T,(S) ne dépend, a
isomorphisme pres, que de la classe § de g dans GJT, et il existe un entier n > 1 tel

que
OX)~ P T,(5)°".
geG/T
Démonstration. — Comme X est de type fini et non nul, il en est de méme pour

O(X), par le lemme Par conséquent, O(X) posséde un quotient simple S.
Comme S est simple, ladjoint X — L£(S) (cf. proposition-définition de la
projection O(X) — S est un monomorphisme. Par conséquent, O(X) est un sous-
objet de OL(S) ~ D, Ty(S). Comme les foncteurs Ty sont des automorphismes
de la catégorie &, les Ty(S) sont des objets simples de €. Il s’ensuit que OL(S), et
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donc O(X), sont semi-simples finis. On obtient la deuxiéme partie de la conclusion
en regroupant les facteurs simples isomorphes de O(X) et en utilisant 'isomorphisme

T,(0O(X)) ~ O(X) pour tout g € G. O

Proposition A.2.5. — Soit X un objet de € x G.

1. Lobjet O(X) de & est semi-simple si X est un objet semi-simple de € x G.

2. Si € est Q-linéaire et que O(X) de & est semi-simple fini, alors X est semi-
simple fini.

3. L’objet O(X) de & est fini si et seulement si X est un objet fini de £ x G.

Démonstration. — Comme O est un foncteur exact, le lemme [A:2.4] entraine que O
préserve les objets finis ainsi que les objets semi-simples finis. Comme O commute
également aux colimites arbitraires, il préserve les objets semi-simples.

Comme O est exact et fidéle, si O(X) est fini, X est fini et de longueur inférieure
ou égale a celle de O(X).

Supposons maintenant que £ est Q-linéaire et O(X) est semi-simple fini : comme
X est fini, il suffit de montrer que tout sous-objet Y de X est facteur direct. C’est le
théoréme de Maschke : O(Y') est facteur direct de O(X); si p € Homg (O(X), O(Y))
est une rétraction de linclusion O(Y) — O(X), alors m >_gec §-p en est une
rétraction G-invariante, autrement dit elle définit une rétraction X — Y de l'inclusion,
d’otu la proposition. O

A.3. Endomorphismes des objets simples

Notation A.3.1. — Soit E un ensemble.

1. On note &(F) le groupe des permutations de E.

2. Si L est un anneau, on note L*F le produit sur E de copies de L, c’est-a-dire
Uanneau des fonctions (ensemblistes) de E dans L.

3. Si T est un groupe, on note T1&(E) := TF x &(E) le produit en couronne de
T par S(E).

(La mention au symbole de produit dans le terme L*¥ est destinée & le distinguer
du sous-anneau LY des invariants de L par I’action d’un groupe G.)

Le résultat suivant est un exercice classique qui découle de I’étude des idempotents
de L*F, lorsque L est corps.

Lemme A.3.2. — Soient L un corps et E un ensemble fini. Le morphisme de
groupes canoniques Aut ann(L) 1 S(E) — Aut ann(L*F) est un isomorphisme.

Lemme A.3.3. — Soient L un corps, E un ensemble fini et G un groupe fini opérant
sur anneau L*F. Alors L*F est un module de type fini sur son sous-anneau (L*F)¢
d’invariants sous l'action de G.
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Démonstration. — On ne perd pas en généralité a supposer que G est un sous-
groupe de Autann(L*F). Utilisant 1'isomorphisme du lemme notons T 'image
du morphisme de groupes G < Autann(L*F) ~ Autann(L)! &(E) — &(E),
et H son noyau, c’est-a-dire I'intersection des sous-groupes G et Autann(L)*¥ de
Aut ponn(L*F) ~ Autann (L)1 S(E).

Pour i € F, notons H; le sous-groupe de Autann(L) image de la composée de I'in-
clusion H < Autann(L)*¥ et de la projection Autann(L)*F — Autann(L) donnée
par I’évaluation en ¢ : G, donc H et les H; sont des groupes finis, et

Hc [[ Hi € Autana(L)*7.
=3

Soit k; le corps des invariants de L sous 'action du groupe fini H; : L est de dimension
finie sur chaque k;, et I'inclusion de groupes précédente fournit 'inclusion de sous-
anneaux de L*F

[ ki = (7)thee c@myr.,

i€E
L’action de T' >~ G/H sur (L*¥)H induite par I'action de G sur L* est la restriction
aT C G(E) de l'action de &(E) sur L*F par permutation des facteurs du produit
direct.

Soit v : E/T — E une section (ensembliste) de la surjection canonique, notée
i+ 4. La stabilité de (L*F)H par 'action de T et I'inclusion précédente fournissent
LI % c @)™

i€k
puis
H kw(m) C ((LXE)H)T _ (LXE)G ;
z€E/T
ol HIGE/T k. (z) est plongé dans [[;cp k() via la précomposition par E — E/T.
Comme L est un k. (,)-espace vectoriel de dimension finie pour tout = € E/T, et

que E/T est fini, L*¥ est un module de type fini sur [Lcr Tk et donc a fortiori

v(2)s
sur (L*F)E d’aprés ce qui précéde. O

Proposition A.3.4. — Soient £ une catégorie de Grothendieck et G un groupe fini
opérant sur E. Supposons que, pour tout objet S de £, le corps (non commutatif)
Endg(S) soit de dimension finie sur son centre.

Alors pour tout objet simple X de € x G, le corps (non commutatif) Ende g (X)
est de dimension finie sur son centre.

Démonstration. — Par le lemme O(X) est semi-simple fini; on se donne S, n
et I' comme dans la conclusion de ce lemme.

Puisque les T(S) sont des objets simples deux & deux non isomorphes de £, mais
de corps (non commutatifs) d’endomorphismes isomorphes, lorsque g parcourt G/T,
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on a un isomorphisme d’anneaux (non commutatifs)
Endo(x) ~ M, (End §)*¢/T" .

Le groupe G opére (via la structure d’objet de £ x G de X)) sur cet anneau, donc sur
son centre Z(End §)*¢/T' et

End(X) ~ (M, (End $)*%/T)¢ 5 Z((M,,(End §)*/T)%) > (Z(End §)*¢/T)¢ |

Considérons le diagramme commutatif d’inclusions d’anneaux (non commutatifs)

(Z(End $)*¢/T)¢ — Z((M,,(End §)*C/T)G)

| |

Z(End 8)*¢/" M., (End §)*C/T

Z(End S)*G/T" est un module de type fini sur (Z(End S)XG/F)G d’aprés le
lemme et M, (End S)*¢/T" est un Z(End S)*¢/"-module de type fini parce
que End S est par hypothése un espace vectoriel de dimension finie sur Z(End S).
Il s’ensuit que M, (End §)*&/T est un (Z(End S)XG/F)G—module de type fini, et a
fortiori un Z((M,,(End §)*¢/T)¢) ~ Z(End(X))-espace vectoriel de dimension finie.
Son sous-anneau (M,, (End §)*¢/T)& ~ End(X) est donc aussi un Z(End(X))-espace
vectoriel de dimension finie, comme souhaité. [






APPENDICE B

DECOMPOSITIONS EN POIDS ET GROUPES
D’EXTENSIONS

Nous examinons ici sommairement le comportement cohomologique de plusieurs
des décompositions qui jouent un réle important dans ce mémoire, & savoir les dé-
compositions en poids et celles qui apparaissent dans nos théorémes de structure.
Nous ne faisons qu’effleurer le sujet, qui pose rapidement des problémes difficiles dés
lors qu’on manque de propriétés de finitude sur les foncteurs considérés.

Les méthodes mises en jeu dans cet appendice recoupent, ou reposent souvent sur
[DTal, Djal5|, dans un esprit qui rappelle la cohomologie locale [SS18| en algébre
commutative (notamment pour le théoréme [B.1.4)).

B.1. Décomposition selon les poids partiels et groupes d’extensions

Plusieurs des décompositions fondamentales qui apparaissent dans ce mémoire pos-
sédent un bon comportement relativement aux groupes d’extensions. C’est déja le cas
pour les décompositions de type PAP, grace a [DTal th. 4.4 et cor. 5.7]. Nous igno-
rons toutefois si [DTal th. 4.4] se généralise aux foncteurs ayant une décomposition
de type HPAP.

L’assertion |3 du théoréme fournit également un résultat puissant de décom-
position des groupes d’extensions, qui recoupe les résultats de [DTa| qu’on vient de
mentionner (et les généralisent aux décompositions de type HP AP pour les foncteurs
hyper-trigonalisants). On prendra toutefois garde qu’on ne peut pas en général s’af-
franchir de I’hypothése de finitude sur le foncteur apparaissant au but de ’Ext dans
le théoréme [9.6.5] comme l'illustrera 1’'exemple

A Taune de ces résultats, et de ceux de la section il apparait trés naturel
d’¢tudier le comportement cohomologique des foncteurs d’inclusion Ty, , (A, E) —
Fct(A, &), ou I est un idéal de A tel que A/ soit un corps fini de caractéristique p,
et Tpon (A, €) = Fct(A,E), ot a1 A — K est un morphisme d’anneaux d’image
infinie. Le probléme semble ardu en général; nous nous contenterons ici de donner

poli,oc]



216 APPENDICE B. DECOMPOSITIONS EN POIDS ET GROUPES D’EXTENSIONS

quelques conditions nécessaires et/ou suffisantes pour que ce soient des plongements
homologiques, i.e. qu’ils induisent des isomorphismes entre groupes d’extensions.

Théoréme B.1.1. — Soit a: A — K est un morphisme d’anneaux d’image infinie.
Supposons que ExthK(Ka,Ka) = 0 pour tout i € N*, ou K, désigne le (A, K)-
bimodule K muni de l’action de A déduite de a. Sip > 0, on suppose également que
A est une F-algebre et que le corps K est parfait.

A, K) — F(A, K) induit un isomorphisme

Alors Uinclusion Tpon_ . (

EXt%[anoli,a] (A,K) (F, G) i} EXt;:(A7K) (F, G)
lorsque I est un foncteur de Tjgn, . (A, K) et G un foncteur de ‘I'[c;npoh_a](A,K).
Démonstration. — Un argument formel de colimite montre qu’il suffit d’établir le

résultat lorsque F' est de type fini, ce qu’on suppose désormais.

L’annulation de Ext}, (K., Ka) =~ Dero(A, K) entraine que tout foncteur de
T, on..) (A, K) est hyper-diagonalisant. En effet, la proposition (et la remarque
qui la suit) permet de se ramener au cas ou A est local, de sorte que la condition (CAD)
est alors vérifiée, ce qui permet de conclure par la proposition [B.1.1] lorsque p = 0 et
par la proposition (dont on peut également reprendre directement la démons-
tration, sans supposer A local) sinon. En particulier, la catégorie Tjon 1(A, K) est
localement noethérienne, et semi-simple si p = 0 (théoréme .

En caractéristique p = 0, il s’agit de démontrer I'annulation de Ext'z4 ) (F, G)
pour n > 0 et F' et G dans (Igﬁpou,a](A’ K). Lorsque F et G sont additifs, cela vient
du fait classique de le morphisme canonique Extgqa,x)(Fs G) — Extr 4 ) (F, G)
est un isomorphisme (cf. par exemple [Djal5| th. 1.2]) et de 'hypothése d’annulation
de Extf4K (Ko, Kqo) pour i > 0, via ’équivalence de catégories (page . Le cas
général (dans lequel F' et G sont nécessairement polynomiaux) se raméne au cas
additif par des arguments classiques de dévissage (cf. par exemple [DTDb) section §]).

poli,a

Supposons maintenant p > 0. Pour n € N, notons C,, la sous-catégorie pleine de
F(A, K) image essentielle du foncteur exact P(K, K) — F(A, K) de précomposition
par Pextension des scalaires le long du morphisme A — K composé de « et de K —
K x+ x'/?". Alors (C,) est une suite croissance de sous-catégories prélocalisantes
de Ty, .y .1(A4, K), et tout foncteur de T([gﬁpou.a](A’ K) appartient a C,, pour n € N
assez grand, en vertu du théoréme La conclusion découle alors de [DTc, th. 7.6],
du lemme ci-dessous et de ce que 'image de « est infinie (ce qui implique que
les torsions de Frobenius itérées du foncteur additif associé a K, via sont des
foncteurs absolument simples deux & deux non isomorphes et sans extensions entre

eux). O

Le lemme suivant est classique et essentiellement contenu dans [PS21] prop. 2.1 et
rem. 2.2], par exemple ; nous en rappellerons toutefois pour mémoire la démonstration.
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Lemme B.1.2. — Soient £ une catégorie de Grothendieck localement noethérienne,
I un ensemble ordonné filtrant et (C;)icr une famille croissante de sous-catégories
prélocalisantes de £. On suppose que tout objet noethérien de € appartient & l'une des
catégories C;.

Si i est un élément de I et que X et Y sont des objets de C;, avec X de type fini,
alors le morphisme canonique

co_1>ir_n Ext(*;j (X,Y) = Extz(X,Y)
J=n
est bijectif.

Démonstration. — Soit 0 Y — T, — --- — T 2 X — 0 une suite exacte de &.
Comme X est de type fini et que & est localement noethérienne, il existe un sous-objet
noethérien Uy de T3 tel que la restriction a Uy de ¢ reste un épimorphisme. On peut
de méme définir par récurrence sur m € [2,n] un sous-objet noethérien U, de T, tel
que Im(Up, = Ty, = Tine1) = Im(Thy = Tr—1) N U1

L’hypothése montre qu'il existe j € E tel que j > i et U, € C; pour tout m € [1,n].

Soit Y’ le produit fibré des monomorphismes Y — T, et U, < T}, : on dispose
dans £ d’un diagramme commutatif aux lignes exactes

0 Y’ U, c. Uy X 0
0 Y Tn e Ty X 0

dont les fleches verticales sont les monomorphismes canoniques. On en déduit un
diagramme commutatif aux lignes exactes

0—Y —Y +U, U, Uy X 0

[ |

0 Y T, 1,1 Ty X 0

dans lequel tous les termes de la ligne supérieure appartiennent & C;, ce qui permet
facilement de conclure. O

Remarque B.1.3. — On ne peut en général pas s’affranchir de toute hypotheése
de finitude sur le foncteur G' (voir 'exemple ci-aprés) dans I’énoncé du théo-
réme [B:I1] C’est néanmoins le cas en caractéristique p = 0 grace a 'exemple [B.2.§]
ci-aprés. C’est aussi le cas pour p > 0 si A est un anneau de type fini grace a
'exemple [B:2.9] ci-apres.

On peut voir également que, sans hypothése sur A ni K, le morphisme canonique
du théoreme [B:I.1] est toujours un isomorphisme si le foncteur hyper-trigonalisant
(pas nécessairement a caractére fini) G est a valeurs de dimensions finies. Cela se
voit par un argument de dualité, car 'analogue du théoréme pour les groupes
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de torsion, qui commutent aux colimites filtrantes, vaut sans aucune hypothése de
finitude sur les foncteurs hyper-trigonalisants qui apparaissent.

L’énoncé et la démonstration du résultat suivant présentent de grandes similitudes
avec certaines parties de [Djal5] et [DTa]. Comme nous n’en avons de plus besoin
nulle part ailleurs dans ce mémoire, nous ne donnerons qu’'une esquisse de la démons-
tration.

Théoréme B.1.4. — Soit I un idéal de A tel que A/I soit isomorphe & un sous-
corps fini de K et que I/I? soit fini. Les assertions suivantes sont équivalentes :

L. Vinclusion Tion, ., (A, K) = F(A, K) induit un isomorphisme
Extz, @ G6) = Extr (4 1) (F, G)

pour tous foncteurs F' de Tpon, ., (A, K) et G de g([:gfjttord 1](A’ K);
2. la cohomologie locale coli&n Ext’y(A/I™, A/I) est nulle pour tout i € N*.
ne

Esquisse de démonstration. — Les hypothéses faites sur I garantissent que ‘Z[anmrd,l] (A, K)
est la réunion de la suite croissante de sous-catégories prébilocalisantes (F(A/I™, K))nen

de F(A, K), et que la catégorie de Grothendieck Tjon,, , ,1(4, K) est localement noe-
thérienne, grace au théoréme [1.5.6 En particulier, le lemme montre que le
morphisme canonique colngxt}(A/In’K)(R G) — EXt;[mtord.I](A’K)(F, G) est bi-
jectif lorsque F' est un foncteur de type fini de Tpp,, , ,1(A4, K) et G un foncteur

de gfgﬁmrd,l](A’K ). L’assertion [l (dans laquelle on peut se contenter de traiter

des foncteurs F' de type fini par un argument formel de colimite) équivaut donc a

dire que le morphisme canonique colgm Extra/mm 1) (Fy G) — Extra ) (F, G) est

bijectif lorsque F' est un foncteur de type fini de Tjon, ., ;1(A4, K) et G un foncteur de

‘I[C?meord 1](‘47 K). Des arguments formels de dualité entre Ext et Tor, de comparaison
de foncteurs homologiques, et le lemme ci-dessous, montrent ensuite que la

condition [I| équivaut & demander que pour tous n,i € N, il existe N > n tel que pour
tout entier m > N et tous foncteurs F' de F(A/I", K) et X de F(P(A/I")°P; K), le
morphisme canonique

TorP W (n* X, 7*F) — TorP A1) (o X, o F)

X
soit un isomorphisme en degré * < i, ou w : P(4) — P(A/I") et oy, : P(A/I™) —
P(A/I™) désignent les foncteurs de réduction modulo I", ou encore & demander la
méme condition lorsque X et F' sont la linéarisation de foncteurs additifs de P(A/I™)
(contravariant pour X) vers Ab. Une variante des résultats d’excision de [DTal §5]
(reposant sur la correspondance de Dold-Kan) permet de voir que cette condition
équivaut a la suivante : pour tous n,: € N, il existe N > n tel que pour tout entier
m > N et tous A/I™-modules U et V, le morphisme canonique

Tor (U, V) — TorXT" (U, V)

*
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est un isomorphisme en degré * < 7. Des arguments formels de comparaison de fonc-
teurs homologiques et de filtrations montrent que cette condition revient & demander
que pour tout 7 € N, il existe N € N tel que Torﬁl(A/I",A/I) =0 pour 0 <m < 1.
L’équivalence avec la condition [2| s’obtient de nouveau par dualité (d’espaces vecto-
riels sur A/I, et non plus sur K comme précédemment) entre Ext et Tor a 'aide du

lemme [B.T.5 O
L’énoncé simple suivant est laissé en exercice.

Lemme B.1.5. — Soient V' un espace vectoriel, --- — Upi1 U, = - — Uy
une tour d’espaces vectoriels et f, : V. — U, des applications linéaires telles que
fn =unfnr1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Uapplication linéaire coli&n U, — VV induite par les précédentes est un isomor-

ne
phisme, ot (—)V désigne la dualité ;
2. pour m assez grand grand, f, est injective, et il existe m > n tel que le
Uy —2m2Ls U se factorise par fn-

Comme la cohomologie locale qui apparait dans la condition [2] du théoréme
est nulle lorsque 'anneau A est noethérien (cf. par exemple [SS18 lemme 2.4.1];
cela découle aussi directement de la proposition [2.2.3), on en déduit 'important cas
particulier suivant :

Corollaire B.1.6. — Supposons l'anneau A noethérien. Soit I un idéal de A tel que
A/I soit isomorphe a un sous-corps fini de K. Alors linclusion Tjon,., (A, K) —
F(A, K) induit un isomorphisme

EXt%[fmtord,I] (A,K) (F, G) i) EXt;—'(A,K) (1“7‘7 G)

pour tous foncteurs F de Tpon,., (A, K) et G de ‘Z‘fgﬂtord‘I](A7 K).

B.2. Décompositions en poids fortes infinies

Convention B.2.1. — Dans toute la section C désigne une catégorie essen-
tiellement petite munie d’une action d’un monoide M et E un sous-ensemble de
Mon(M, K,,). On munit Mon(M,K,) C KM de la topologie induite par la topo-
logie produit, ou chaque facteur K est muni de la topologie discréte.

On fait également, dans la section I’hypothése suivante :

Hypothése B.2.2. — Il existe un objet x de C et des objets Ty de F(C; K)r, pour
tout m € E, tels que Ty (x) # 0.

Cette hypothése est notamment vérifiée pour A = P(A) muni de l’action canonique
de A, car pour tout w € Mon(A4,, K,,), dimg P2 (A) = 1.



220 APPENDICE B. DECOMPOSITIONS EN POIDS ET GROUPES D’EXTENSIONS

Lemme B.2.3. — Soit (T, )nen une suite de Mon(M, K,) convergeant vers w. Pour
toute suite (T )nen de foncteurs de F(C; K), si T, est homogéne de poids fort m,,
alors [[,enTn/ @pen Tn est homogene de poids fort w.

Démonstration. — Soit a € M. Comme la suite (m,,) converge vers w, il existe N € N
tel que m,(a) = w(a) pour n > N. Puisque chaque T,, est homogene de poids fort 7,
il s’ensuit que I'action de a sur [, cnTn/ @D, enTn = [1>n Tn/ D,,> y Tn coincide
avec la multiplication par w(a). O

Lemme B.2.4. — Soientw € Mon(M, K,)\E, T (pourn € E) et X des foncteurs
de F(C; K). On suppose que X (resp. chaque Ty ) est homogéne de poids fort w (resp.
w). Alors

Ext}-(c;K) (X, @ T,,) ~ Homr(c; k) (X, H T,,/ @ T,T>.

TeE TeR ek

Démonstration. — On a

Exti o) (X [T T ) = T] Bxtreu (X, T) = 0
TeER TeE
d’aprés la proposition La suite exacte longue associée au foncteur cohomologique
Ext* (X, —) donne alors la conclusion. O

Proposition B.2.5. — Soit w : M — K, un poids n’appartenant pas ¢ E. Les
assertions suivantes sont équivalentes :
1. pour tout objet X de F(C;K), et tous objets Tn de F(C;K)x pour m € E,
Extr c.0) (X, @pep Tr) = 0;
2. pour tous objets Ty de F(C; K)r, ([1rcp Tn/ @rep Tn)® est nul;
3. w nappartient pas & ladhérence séquentielle de E dans Mon(M, K ).

Démonstration. — L’équivalence entre [I] et [2 découle du lemme [B:2:4]

Le lemme [B:2.3] et I'hypothése [B:2.2) montrent que [2] implique [3]

Pour montrer la réciproque, supposons qu'il existe des objets T, de F(C; K),
tels que (J],cpTr/ D cp Tr)w soit non nul : soient ¢ un objet de C sur lequel

ce foncteur est non nul, et (ur)rep un élément de [ .5 7Tx(c) dont I'image dans

(ILseg Tx/ @ cr Tr)(c) appartienne & ([[.cpTrn/ @ cp Tr)" (c) et soit non nulle.
L’ensemble E’ des 7 tels que u, # 0 est donc infini; soit S une partie infinie dénom-

brable de E’.

Pour tout ¢ € M, le morphisme induit par ’endomorphisme a de ¢ envoie
(ur) sur (w(a)ur), puisque T, appartient & F(C; K), pour tout # € FE. Mais
dans (J[,.cpTn/ @ cp Tr)(c), cette image doit coincider avec (w(a)u,); autrement
dit, la famille ((w(a) — 7(a)).ur)rer est presque nulle. En particulier, 'ensemble
{m € S|w(a) # 7w(a)} est fini pour tout a € M. Cela signifie que w appartient
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a ladhérence de S dans Mon(M, K,). Comme S est une partie infinie dénom-
brable de FE, cela montre que w appartient & I’adhérence séquentielle de E, d’ou la
proposition. O

Exemple B.2.6. — Supposons que le corps K est infini et localement fini; notons
I le foncteur de F(K, K) d’inclusion de P(K) dans K-Mod et, pour r € N, I(") sa
r-iéme torsion de Frobenius (i.e. 'extension des scalaires le long du morphisme de
Frobenius itéré r fois). Notons ¢ € Mon (K, K,) le poids z — zP. Comme K est
infini, la suite (¢"),cy est injective. Du fait que K est localement fini, la suite (™) ey
converge vers 1.

En utilisant les lemmes et on en déduit que la dimension de I’espace
vectoriel Ext}f(K’K) (1, @n21 1)) ¢gale le continu. Tout élément non trivial de ce
groupe d’extensions produit un foncteur additif de F(K, K) extension d’un foncteur
simple hyper-diagonalisant par un foncteur hyper-diagonalisant, mais qui ne posséde
pas de décomposition en poids faible. En particulier, on voit que la sous-catégorie
prélocalisante T(K, K) = ©(K, K) (proposition de F(K, K) n’est pas stable

par extensions.

On généraliser la proposition au-dela des groupes Ext', au moins lorsque
M est au plus dénombrable — sinon, adhérence et adhérence séquentielle difféerent a
priori dans Mon(M, K,,), et nous ne savons pas si la condition suffisante & I’annulation
cohomologique dans I’énoncé ci-dessous est nécessaire.

Proposition B.2.7. — Soit w un élément de Mon(M, K,) n’appartenant pas
Uadhérence de E. Si X est un foncteur de F(C; K)<w> et T un foncteur de F(C; K)
possédant une décomposition en poids faible tel que II(T') C E, alors Extrc, i) (X, T)
est nul.

Démonstration. — L’hypothése w ¢ E signifie qu’il existe une partie finie de M sur
laquelle aucun élément de E ne coincide avec w. Il suffit évidemment de montrer le
résultat lorsque cette partie est réduite & un élément a de M. La démonstration est
alors essentiellement la méme que celle de la proposition 1 on comimence par
supposer que X est homogéne de poids fort w. Dans ce cas, 1’élément [a] — w(a)
de K[M] opére par 0 sur F, donc sur ExtFr .. (X,T) (la catégorie F(C; K) est
K[M]-linéaire), mais par un automorphisme sur 7', donc aussi sur Ext’z . x) (X, T).
Ainsi, Ext’z ¢, ) (X, T) = 0 lorsque X appartient a F(C; K),,. Le cas ot X appartient
a F(C; K)<y> s’en déduit par un argument formel facile, comme pour la proposi-

tion 2.2.11 O

Ezxemple B.2.8. — En caractéristique p = 0, pour M = Z,, I'évaluation en 2
est un morphisme continu et injectif Monyo(Z,,K,) ~ N — K,, de sorte que
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Mon(M, K) est discret. 11 s’ensuit que la décomposition en poids des foncteurs ana-
lytiques de F(A; K) (ot A est une catégorie additive essentiellement petite) — cf.
proposition — induit une décomposition entre groupes d’extensions.

Ezxzemple B.2.9. — Supposons que p est premier, que A est un anneau de type fini,
que le corps K est parfait et que @ : A — K est un morphisme d’anneaux d’image
infinie. Soit E le sous-monoide de Mon(A4,,, K,,) constitué des a™/?" pour n,r € N.
Alors E est discret dans K car il existe a € A tel que a(a) soit transcendant sur F,,
(sinon, I'image de « serait un sous-corps de K algébrique sur F,,, donc fini, puisque
A est un anneau de type fini), de sorte que I’évaluation en a définit un morphisme
continu injectif £ — K, ce qui entraine que E est discret. Ainsi, la proposition@
fournit une décomposition des groupes d’extensions entre foncteurs admettant des
décompositions en poids avec des poids appartenant a E.



APPENDICE C

LE CAS OU A4 EST FINI MODULO NILPOTENTS

Lorsque ’anneau quotient A/Nil(A) est fini, les résultats connus sur F (A, K) se ra-
meénent essentiellement aux deux situations suivantes (le cas général s’y ramenant en
décomposant A en produit direct de deux anneaux entrant dans chacune d’entre elle).
Lorsque la caractéristique de A est inversible dans K (cas d’inégale caractéristique),
tous les foncteurs de type fini de F4(A, K) sont antipolynomiaux (cela découle de
[IDTV23| th. 4.10], cité au théoréme du présent mémoire). Lorsque la caracté-
ristique de A est une puissance de p, tous les foncteurs de type fini de F' df(A, K) sont
Hom-polynomiaux, grace a la proposition mais cela dit assez peu sur la structure
de ces foncteurs. Nous verrons a la section [C-3] qu’ils ne possédent pas nécessairement
de décomposition de type FP.

Nous complétons 1’étude du cas d’inégale caractéristique en démontrant le théo-
réme qui caractérise 'antipolynomialité de tous les poids de Mon(A,,, K,,) par
I’existence d’un idéal cofini de carré nul, lorsque K posséde suffisamment de racines
de I'unité. Il nous a semblé instructif de montrer, pour compléter la section [C.1} qu’on
peut déduire facilement de résultats classiques de Hartley [Har77, [Har83| que cette
condition d’existence d’un idéal cofini de carré nul (toujours en inégale caractéristique)
équivaut au fait que toutes les représentations K-linéaires irréductibles de GL,(A) ou
de SL,,(A) sont de dimension finie (et donc antipolynomiales en un sens directement
adapté de celui des foncteurs), ot n > 3 est un entier fixé. Ainsi une condition de
finitude ou d’antipolynomialité pour les représentations K-linéaires génériques des
groupes linéaires sur A équivaut-elle & une condition partiellement analogue pour les
représentations usuelles des groupes linéaires, méme si les méthodes pour le démontrer
sont totalement indépendantes.

Dans la section [C:2] nous étudions le pendant polynomial de ces considérations
(pour lequel on peut aborder de fagon simultanée la situation fonctorielle et les repré-
sentations usuelles des groupes linéaires). Nous montrons précisément que A/Nil(A)
est fini de caractéristique p si et seulement si tout foncteur simple de F (A4, K) (sans
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restriction a priori sur les dimensions de ses valeurs), ou encore si et seulement si toutes
les représentations K-linéaires irréductibles de GL,,(A) (sans hypothése de dimension
finie a priori), pour un entier n > 3 fixé, vérifient une propriété polynomiale.

C.1. La condition d’existence d’un idéal cofini de carré nul

C.1.1. Antipolynomialité des poids : démonstration du théoréme —
Nous commencons par établir la partie facile du théoréme.

Démonstration de lassertion[d] du théoreme[].6.3 — Pour p € Spec(A), la considé-
ration du poids &, : A — K (ot la notation § est celle de la proposition—déﬁnition
montre, en appliquant la proposition que p est maximal et K-cotrivial.
Considérant maintenant le poids €4\ ax, la propositionmontre que la réunion
des idéaux maximaux de A est égale & une réunion finie d’idéaux maximaux, ce qui
implique (cf. par exemple [Bou85| ch. II, § 1, prop. 2|) que A n’a qu’un nombre fini
d’idéaux maximaux. Il s’ensuit, par la proposition (implication , que A
est quasi-parfait et que A/ J(A) est K-trivial. O

Pour la suite de la démonstration, nous aurons besoin du lemme qui suit sur le
foncteur de dualité des groupes abéliens (—)Y := Hom(—,Q/Z) : Ab°® — Ab, qui
est exact, fidéle et continu.

Lemme C.1.1. — Soient | un nombre premier et V un l-groupe abélien. On suppose
que V'V est un groupe abélien de torsion.

1. Il existe N € N tel que V soit somme directe de groupes cycliques Z/1* avec
i <N.

2. S (Up)nen+ une suite décroissante de sous-groupes de V' telle que le monomor-
phisme canonique cgelil\]rg (V/U,)Y — VV est un isomorphisme, alors il existe

n € N* tel que U, = 0.

Démonstration. — Comme V est un [-groupe abélien, il existe une suite exacte 0 —
VI -V = V"” - 0ou V' est une somme directe de I-groupes cycliques et V" est un
l-groupe abélien divisible [Fuc70, Theorem 32.3]. On en déduit aussitot le premier
point, puisque le dual d’un groupe abélien divisible non nul n’est pas de torsion
et qu’'un produit de [-groupes cycliques n’est de torsion que si I’ensemble de leurs
cardinaux est borné.

On établit le deuxiéme point par récurrence sur I’entier N donné par le premier. Si
N =1, V est un Fj-espace vectoriel. Si (U,,) est stationnaire, elle stationne forcément
en 0, puisque (—)V est exact et fidéle. Sinon, quitte & extraire une sous-suite, on peut
supposer (U,) strictement décroissante. Choissons e,, € Uy, \ Up,4+1 pour tout n € N* :
alors (e,,) est une famille libre du Fj-espace vectoriel V', donc il existe ¢ € V'V tel que



C.1. LA CONDITION D’EXISTENCE D’UN IDEAL COFINI DE CARRE NUL 225

p(en) # 0 pour tout n; ainsi ¢ n’est nul sur aucun U, contradiction qui termine la
démonstration dans le cas N = 1.

Supposons maintenant N > 1 et l'assertion établie pour les groupes annulés par
IN=1 1l existe un sous-groupe W de V tel que W soit annulé par [ et V/W par (V1.
L’hypotheése de récurrence appliquée & V/W montre que U,, C W pour n assez grand.
Comme l'inclusion induit un morphisme surjectif VV — WV, le cas N = 1 déja traité
montre maintenant que U,, = 0 pour n assez grand, d’oit le lemme. O]

Démonstration de assertion[2d du théoreme — Comme l'anneau A est quasi-
parfait d’aprés l’assertion [l| qu’on a déja établie, c’est un produit fini d’anneaux
locaux, de sorte qu’on peut supposer A local. Le groupe des unités de A est la somme
directe du groupe (cyclique fini) des unités de son corps résiduel, de caractéristique
[, et du groupe multiplicatif 1 + J(A), qui est un [-groupe abélien que nous noterons
simplement V.

On a Mon(A4,,K,) ~ Ab(A*,K*), (cf. exemple , et Ab(A*, K*) ~
Ab(A*, K,) contient un facteur direct isomorphe & V', puisque K est de caracté-
ristique différente de [ et contient assez de racines de 'unité.

Par conséquent, tout morphisme V' — Q/Z se factorise par la restriction & V' d’un
morphisme d’anneaux de A sur un anneau fini. Comme le radical d’un anneau fini
est nilpotent, il s’ensuit que, en notant U, le groupe multiplicatif 1 + J(A)™ (pour
n € N*), tout morphisme V' — Q/Z est nul sur U, pour n assez grand ; autrement
dit, le morphisme canonique cr(L)éiI\r]g (V/Up)Y — V'V est un isomorphisme.

Comme chaque groupe V/U,, est un l-groupe abélien de torsion bornée (car U; /U, 11
est isomorphe au groupe additif J(A)?/J(A)"*!, qui est annulé par 1), les (V/U,)"
sont de torsion, et V'V également. Le lemmemontre alors que U, est trivial pour
n assez grand, c’est-a-dire que J(A) est nilpotent, ainsi A est semi-primaire. O

Nous passons maintenant a la démonstration de la derniére assertion du théoréme,
qui est également la plus longue.

Démonstration de lassertion [28 du théoréme[4.6.3 — Au vu de ce qu'on a déja
montré, on peut supposer que A est local ; il s’agit de montrer que A posséde un idéal
cofini de carré nul (comme A/ J(A) est K-trivial, tout idéal cofini est nécessairement
K-cotrivial). Définissons

t:={zx € J(A4)]| Card(Az) < o0} ;

c’est un idéal de A; comme A/ J(A) est fini, on a aussi t = {& € A| Card(J(4)z) <
oo}. On va procéder en trois étapes, mais on fait quelques rappels et observations
préliminaires auparavant.

Tout d’abord, comme K contient assez de racines de I'unité et que le sous-groupe

(I1+J(A)), de A* est de torsion, et sans p-torsion, K™ est un groupe abélien injectif
et Ab((1 4 J(A))u, K7) ~ (14 J(A)),.
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Si T est une partie de N, disons qu’une suite (e;);er d’éléments d’un groupe abélien
V est pseudo-libre si, pour tout n € T, e, n’appartient pas au sous-groupe de V
engendré par les e; pour i € T tels que i < n. Si (e;) est une suite pseudo-libre de V,
alors il existe | € V'V tel que I(e;) # 0 pour tout i.

(A) Si X est une partie finie de A\ {0}, alors il existe un idéal cofini I de A tel que
INX=g.

(Comme une intersection finie d’idéaux cofinis est cofinie, on peut se borner a
traiter le cas ot X est réduit & un élément . Si x ¢ J(A), I'assertion est triviale :
I = J(A) convient. Sinon, 1 +x € A* \ {1}, donc il existe | € Ab(A*, K*) ~
(A*)Y tel que I(1 + x) # 1; par hypothése, il existe un idéal cofini I de A tel
que [ se factorise par la projection canonique A* — (A/I)*, donx ¢ I.)

(B) Si (€;)ien est une suite d’éléments de A\ t, il existe une suite (u;);eny d’éléments
de J(A) telle que (14 e;u;);en soit une suite pseudo-libre du groupe muliplicatif
1+ J(A4).

(Par récurrence, on peut supposer les u; construits, pour j < 4, de sorte que
(1+eju;);<; soit pesudo-libre dans (1 + J(A)),. Le sous-groupe de (1+ J(A4)),
engendré par les 14+e;u; pour j < i est fini, et J(A)e; est infini puisque e; ¢ t. On
peut donc trouver u; € J(A) tel que 1+ e;u; n’appartienne pas a ce sous-groupe,
de sorte que (1 + eju;);<; est pseudo-libre dans (1+ J(A)),.)

e Montrons que l’idéal t de A est cofini.

Supposons le contraire : il existe alors un sous-groupe infini dénombrable V' de
Aada tel que VNt = {0}. L'observation (B) fournit une fonction (ensembliste) f :
V A\ {0} — J(A) telle que la suite (1 4+ vnf(vn))nen, ou N — V\ {0} n — v, est
une bijection, soit pseudo-libre dans le groupe multiplicatif 1 + J(A). Il existe donc
1€ Ab(A*,K*) tel que [(1+vf(v)) # 1 pour tout v € V'\ {0}, puis un idéal cofini I
de A tel que vf(v) ¢ I, donc v ¢ I, pour tout v € V'\ {0}. Autrement dit, VNI = {0}.
Ainsi, V s’injecte dans A/I, qui est fini, ce qui est absurde.

o Montrons que lidéal t* de A est fini.

Supposons le contraire. On note au préalable que si u C t est un idéal cofini de A,
alors u? de A est également infini. En effet, comme u est cofini, il existe un sous-groupe
fini V de Aaqq tel que t =u+V:on a alors 2 = u? + t.V C u2 + A.V. Comme Av
est fini pour tout v € ¢, la finitude de V' C t entraine celle de A.V, de sorte que t* ne
peut étre infini que si u? I’

Maintenant, on construit par récurrence sur n € N des éléments r, et s, de t tels
que (1 4 7,5s,) soit une suite pseudo-libre du groupe multiplicatif 1 + J(A) et que
TnSm = 0 pour n # m. Soit ¢ € N; supposons donnés r,, et s,, pour n < i, avec ces
propriétés. Alors u:=tN [, _;(ann(r,) Nann(s,)) (ot ann désigne I'annulateur) est
un idéal cofini de A, car ann(z) cofini pour tout = € t par définition ; ainsi, u? est infini
d’aprés ce qui précéde. On peut donc trouver r;, s; € u tels que 1+ r;s; n’appartienne
pas au sous-groupe (qui est fini) du groupe multiplicatif 1 + J(A) engendré par les

est.
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1+ r,s, pour n < i. On a par ailleurs r;s,, = 0 et r,s; = 0 pour tout n < i, ce qui
achéve la construction des suites (r,,) et (s,).

Comme (1 + 7,5,) est une suite pseudo-libre de (1 + J(A)),, il existe | €
Ab(A* K*) tel que (1 4 r,s,) # 1 pour tout n € N, puis un idéal cofini I de A ne
contenant aucun ry,s,. Comme A/I est fini, il existe n € N tel que 7, € >, _, <7 >
dans le groupe additif A/I, ou 7; désigne la classe de r; modulo I et < 7; > le
sous-groupe qu’elle engendre. Autrement dit, r,, € I + )", <n < 1; > dans le groupe
Aaqq- En multipliant par s, et en utilisant la nullité de r;s,, pour i # n, il vient
rnSn € I, d’otl la contradiction recherchée.

e Fin de la démonstration.

Comme t? est fini, il existe un idéal cofini I de A tel que I Nt?> = {0} (observation
(A) supra). Du fait que t est un idéal cofini, I'idéal I Nt est encore cofini. Comme
(INt)?2 C INt? = {0}, cela termine la démonstration. O

C.1.2. Endofinitude des représentations linéaires irréductibles des groupes
linéaires. — Nous commengons par quelques rappels de théorie des groupes. Si G est
un groupe, alors pour tout nombre premier [, G posséde un plus grand [-sous-groupe
(i.e. sous-groupe dont chaque élément a pour ordre une puissance de [) distingué, noté
0;(G). Par convention, Oy (G) désigne le sous-groupe trivial de G.

On rappelle qu'un groupe est dit virtuellement abélien s’il posséde un sous-groupe
abélien (qu’on peut supposer distingué¢) d’indice fini.

Enfin, si R est un anneau (non nécessairement commutatif) et M un R-module
a gauche, on rappelle que M est dit endofini si M est un module & gauche fini sur
Panneau (non nécessairement commutatif) Endg(M).

Théoréeme C.1.2 (Hartley). — Soit G un groupe localement fini (i.e. dont tout
sous-groupe de type fini est fini). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. toute représentation K-linéaire irréductible de G est endofinie ;
2. le groupe G/O,(G) est virtuellement abélien.

Ce résultat est donné par [Har77, th. B| en caractéristique p = 0, et est le théoréme
principal de [Har83| pour p > 0.

Pour d’appliquer le théoréme aux groupes linéaires, nous aurons besoin du
lemme élémentaire suivant.

Lemme C.1.3. — 1. Soient Gy et Gy des groupes.
On a Op(Gl X GQ) = Op(Gl) X OP(GQ)

2. Si H est un sous-groupe d’un groupe G, alors O,(G) N H C O,(H). Si de plus
H est distingué dans G, alors la projection G — G/H induit un morphisme de
groupes surjectif G/Op(G) - (G/H)/O,(G/H).

3. Sik est un corps et n > 2 un entier, alors Op(PSL,(k)) est trivial sauf dans les
deux cas suivants :n=2,p=3, k~Fy, etn=2,p=2 et k ~TFs.
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4. Supposons anneau A localement fini. Soit n > 3 un entier.
(a) Sip est nilpotent dans A, alors PSL,,(A)/O,(PSL,(A)) = PSL,,(A/Nil(A)).
(b) Sip est inversible dans A, alors O,(PSL,,(A)) est trivial.

Démonstration. — Les assertions [l et Bl sont immédiates.

Si k est un corps et n > 2 un entier, alors PSL, (k) est un groupe simple non
abélien, d’ou O,(PSL,,(k)) = {1}, sauf si n = 2 et que k est isomorphe a Fy ou
F3. Comme PSLy(Fy) (resp. PSLy(F3)) est isomorphe au groupe symétrique (resp.
alterné) sur 3 (resp. 4) lettres, on voit par inspection que O3(PSLa(F3)) ~ Z/3 et
O,(PSLy(F3)) = {1} pour p # 3, et que O2(PSLy(F3)) ~ (Z/2)? et O,(PSLy(F3)) =
{1} pour p # 2. Cela montre le point

Soit A un anneau localement fini. Pour tout idéal maximal m de A, I'image de
0,(PSL,,(A)) par le morphisme canonique PSL,,(A) — PSL,,(A/m), qui est surjectif
(A/m est un corps, donc SL,,(A/m) est engendré par les matrices élémentaires), est
incluse dans Op,(PSL,,(A/m)) (par le point [2), qui est trivial pour n > 3, grace au
point [3| Comme l'intersection des idéaux maximaux de A égale Nil(A) (dans un an-
neau localement fini, tout idéal premier est maximal), on en déduit que O,(PSL,,(A))
est inclus dans le noyau N du morphisme canonique PSL, (A) — PSL,,(A/Nil(A)).

Si p est nilpotent dans A, alors le sous-groupe distingué N de PSL, (A) est un
p-groupe, il est donc inclus dans O,(PSL,(A)). Cela achéve de de montrer

Si p est inversible dans A, alors N ne contient aucun élément d’ordre p, donc
I'inclusion O,(PSL,(A4)) C N entraine la trivialité de O,(PSL,(A)), d’o le lemme.

O

Le lemme suivant est classique (et élémentaire).

Lemme C.1.4. — Soient G un groupe localement fini tel que G/O,(G) soit virtuel-
lement abélien et V une représentation K-linéaire irréductible de G. Alors il existe un
sous-groupe distingué d’indice fini de G contenant Op(G) opérant trivialement sur V.

Proposition C.1.5. — Soit G un groupe de la forme GL,(A), SL,(A4), PGL,(A)
ou PSL, (A) avec n > 3, ou, lorsque p =0, GL2(A) ou SLa(A).
Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Toute représentation K -linéaire irréductible de G se factorise a travers la réduc-
tion modulo un idéal cofini de A.
2. toute représentation K-linéaire irréductible de G est de dimension finie sur K ;
3. toute représentation K -linéaire irréductible de G est de dimension finie sur le
centre de son corps d’endomorphismes ;
4. toute représentation K-linéaire irréductible de G est endofinie ;
5. A est isomorphe au produit direct d’un anneau A1 possédant un idéal K -cotrivial
de carré nul et d’un anneau Ay tel que Ag/Nil(Ag) soit fini de caractéristique p.

Démonstration. — Les implications [I=2=13=14] sont immédiates.
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Nommons, comme Hartley [Har77, [Har83|, restreint un groupe dont toutes les
représentations K-linéaires irréductibles sont endofinies. Alors tout sous-groupe et
tout quotient d’un groupe restreint est restreint [Har77, lemme 2.2], ce que nous
utiliserons abondamment dans ce qui suit. En particulier, pour montrer 'implication
on peut se contenter des cas de G = PSL3(A) et, lorsque p = 0, G = SLa(A).

Supposons que G est un groupe restreint. Commencons par montrer que ’anneau
A est localement fini. Comme le sous-quotient PSLo(A) de G est restreint, A ne peut
pas étre de caractéristique nulle, car sinon PSLy(A) contiendrait PSLy(Z), qui lui-
méme contient un groupe libre non abélien, or un tel groupe n’est pas restreint
Par décomposition primaire, on peut donc, pour montrer =] supposer que la ca-
ractéristique de A est une puissance d’un nombre premier [.

Montrons maintenant que A est localement fini. On peut pour cela supposer que
A est de caractéristique [, quitte a remplacer A par A/l, car la finitude locale de A/l
entraine celle de A, puisque [ est nilpotent dans A. Il s’agit alors de montrer que
A est une algébre entiére sur le corps F;. Si ce n’était pas le cas, A contiendrait un
sous-anneau isomorphe a la Fj-algébre de polynomes F;[X], or PSLy(F;[X]) contient
un groupe libre non abélien, ce qui permet de conclure comme précédemment.

Ainsi Panneau A est localement fini, donc G est un groupe localement fini, et le
théoréme de Hartley montre que G/O,(G) est virtuellement abélien. Ainsi, par
le lemme PSL,,(A) (resp. PSL,,(A/Nil(A))) est virtuellement abélien si [ # p
(resp. | = p). Quitte & remplacer A par A/Nil(A) si | = p, il suffit donc de montrer
que A posséde un idéal cofini de carré nul si SLy(A) ou PSL3(A) est virtuellement
abélien.

Traitons d’abord le cas ot SLa(A) posséde un sous-groupe abélien distingué d’indice
fini I'; définissons V' := {o € A|e;2(z) € I'}, o1, de maniére générale, e; ;(x) désigne,
pour 1 < i # j < netax e A, la matrice élémentaire de SL,,(A) avec x en position
(7,7). Alors V est clairement un sous-groupe de A,qq ; comme I" est d’indice fini dans
SLy(A), V est d’indice fini dans A,qq. De plus, comme le conjugué de e; o(x) par
( (1) _01 ) € SLa(A) est ex1(—x), le fait que G soit distingué et abélien montre que
pour tous z,y € V, les matrices ey 2(z) et e,1(y) commutent, ce qui entraine zy = 0.
Soient ay,...,a, des relevés dans A des éléments du groupe (additif) fini A/V : le
sous-groupe I :=(,_, a;lv de A,q4q est cofini, comme V. De plus, pour tout t € A,
il existe ¢ € [1,7] tel que a; —t € V, d’ot, pour x € I C V, tx = a;z € V d’aprés ce
qui précéde, puis tx € I. Il s’ensuit que I est un idéal de A, nécessairement de carré
nul.

(D On peut le déduire directement du théoréme de la fagon suivante : comme un groupe libre
non abélien G contient un groupe libre de rang infini dénombrable, si G était restreint, tout groupe
dénombrable serait restreint. Or ce n’est pas le cas de PSLa(k) si k est la cloture algébrique d’un
corps fini, puisque ce groupe dénombrable est localement fini mais simple et non abélien.
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Traitons maintenant le cas on PSL3(A) posséde un sous-groupe abélien distingué
d’indice fini I'; définissons I := {z € A|n(e12(x)) € T'}, ot 7 : SL3(A) — PSL3(A)
est la projection. Comme I" est distingué, on a 7(e; ;(x)) € I pour tout = € I et tous
1 <i# j <3.1lest clair que I est un sous-groupe d’indice fini de A,q4. De plus, pour
tout t € A et tout € I, 'image par 7 du commutateur e; o(xt) = [e1 3(x), e32(t)]
appartient & I, puisque c’est le cas pour e; 3(x) et que I' est distingué. Ainsi, I est un
idéal de A. Comme I" est abélien, pour tous z,y € I, I'image par m du commutateur
e1,2(zy) = [e1,3(2), e3.2(y)] est l'identité ; autrement dit, e; 2(xy) est une homothétie,
ce qui entraine xy = 0. Ainsi [ est un idéal cofini de carré nul de A, ce qui achéve de
montrer I'implication [d}={5]

Montrons 'implication par exemple dans le cas ou G = SL,(A) (celui de
PSL,,(A) s’en déduit directement, et le cas de GL,,(A), qui implique celui de PGL,, (4),
est entiérement similaire). Les lemmes et montrent qu’il suffit d’établir
(quitte & remplacer A par A/Nil(As)) que, si A posséde un idéal cofini I de carré nul
(ce qui implique que G est virtuellement abélien : le noyau du morphisme canonique
SL,(A) — SL,(A/I) est abélien d’indice fini), alors tout sous-groupe d’indice fini
I' de G contient le noyau du morphisme canonique SL,(A) — SL,(A/T) pour un
certain idéal cofini T. Soit S := {z € I|e12(z) € T} N{z € I|diag(l + z,1 —
z,1,...,1) €'} : S est un sous-groupe cofini de A,qq, de sorte que T :=(,_, ai_lS,

ol ai,...,a, sont des relevés dans A des éléments de A/S, est un idéal cofini. Par
conjugaison appropriée, on voit que e; j(z) € I' pour tous 1 < i # j < n, et que
diag(1+z1,...,1+x,) € T lorsque z1, ..., z, dont des éléments de T' de somme nulle.

Comme l'idéal T est inclus dans J(A), on voit par opérations élémentaires sur les lignes
et les colonnes que toute matrice de SLy, (A) dont I'image dans SL,,(A/T) est I'identité
est un produit de matrices de la forme e; j(z) avec € T et diag(l +x1,...,1 +xy,),
ol les x; sont des éléments de T' de somme nulle. Cela termine la démonstration. [

Remarque C.1.6. — La proposition [C.1.5| ne s’é¢tend & aucun des groupes GLy(A),
SLa(A), PSLy(A), ni PGLy(A), lorsque p n’est pas nul. Cela provient des cas excep-
tionnels du lemme [C.1.3|[3] Supposons ainsi que A est un produit infini de copies
de Fy : alors GLy(A) = SLo(A) = PSLy(A) = PGLy(A) est un produit infini de
copies de GLy(F2) ~ &3. Comme G3/05(63) ~ Z/2 est abélien, on en déduit que
GL2(A)/O3(GL2(A)) est abélien. Il s’ensuit que, si K est de caractéristique 3, alors
toute représentation irréductible sur K de GLo(A) est de dimension finie, bien que A
n’admette aucun idéal cofini de carré nul.

Meéme en caractéristique p = 0, la proposition ne s’étend pas a PSLy(A).
Considérons ainsi "anneau A = Fa[z1,...,7p,...]/(23,...,22,...) : il n’est pas semi-
primaire, donc a fortiori ne posséde aucun idéal cofini de carré nul. Pour autant, on
vérifie sans peine que le sous-groupe d’indice fini Ker(PSLy(A) — PSLy(F2)) (mor-
phisme induit par la réduction modulo l'idéal d’augmentation) est abélien, de sorte
que toute représentation irréductible de PSLa(A) est de dimension finie. Toutefois,
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si 2 € A* et que PSLy(A) est virtuellement abélien, alors A posséde un idéal cofini
de carré nul, comme on le voit & l'aide du méme argument que celui utilisé pour
SLo(A) dans la démonstration de la proposition — en effet, si le commutateur
des matrices élémentaires eq o(z) et ez 1(y) est une homothétie, alors 2zy = 0.

Nous ignorons si, lorsque les conditions de la proposition [C.I.5] toute représentation
K-linéaire simple du monoide (non commutatif) M, (A), est de dimension finie.
Noter qu’il est équivalent, pour des raisons formelles (cf. par exemple [DTV23] §1.3]),
que les représentations K-linéaires simples des M, (A), soient de dimension finie
pour tout n € N et que tous les foncteurs simples de F(A, K) soient a valeurs de
dimensions finies. Il résultera toutefois des résultats de la section suivante que c’est
le cas si 'anneau A; qui apparait dans la condition [5] est fini.

C.2. Polynomialité des foncteurs simples

Cette section alternera les raisonnements sur les représentations usuelles des
groupes linéaires et leurs représentations génériques, en jouant sur les liens entre les
deux.

Lemme C.2.1. — Soit n € N. Supposons que, pour tout sous-anneau de type fini A’
de A, toute représentation K -linéaire simple du monoide multiplicatif (non commuta-
tif) M, (A") se factorise par la réduction modulo Nil(A"). Alors toute représentation
K -linéaire simple du monoide multiplicatif (non commutatif) M,,(A) se factorise par
la réduction modulo Nil(A).

Démonstration. — Soient £ un élément de K[M,,(A)] dont I'image dans K[M,,(A)/Nil(A)]
par l'application induite par la réduction modulo Nil(A) est nulle et ¢ un élément arbi-
traire de K[ M,,(A)]. Il existe un sous-anneau de type fini A’ de A tel que £ et ¢ appar-
tiennent & K[M,,(A")]. On a clairement ¢ € Ker(K[M,,(A4")] - K[M, (A")/Nil(A")]).
Ainsi, I'hypothése implique que £ appartient au radical de Jacobson de I’algébre (non
commutative) K[M,(A"),]. Par conséquent, I’élément 1 —t§ de K[M,,(A")] est inver-
sible; il est donc aussi inversible dans K[M,,(A4)]. Cela montre que ¢ appartient au
radical de Jacobson de 'algébre (non commutative) K[M,,(A4),], d’ou le lemme. O

Lemme C.2.2. — Soient A une catégorie additive A-linéaire essentiellement pe-
tite, £ une catégorie de Grothendieck et S un foncteur polynomial semi-simple de
Fct(A,E). Alors Nil(A) C ¢(9).

Démonstration. — 1l suffit de montrer le résultat lorsque S est simple de degré po-
lynomial d > 0. Commencons par le cas ot d = 1 : si a € Nil(A4), S(a) est un endo-
morphisme nilpotent, donc nul, de S. Comme S est additif, cela entraine a € v(S).
Dans le cas général, le multifoncteur crg(S) : A? — £ est additif par rapport a
chaque variable, et crq(S) est semi-simple par la propositionet le théoréme
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Le cas précédent montre que ainsi que le radical de crq(S) par rapport a chaque
variable contient Nil(A). Il s’ensuit que Nil(A) C v(0}jcrq(S)). Or 'unité S — &5crq(S)
de Padjonction est non nulle (puisque crq(S) # 0), c’est donc un monomorphisme
puisque S est simple. Par conséquent, on a t(S) D t(d;crq(S)) D Nil(A). O

Les énoncés suivants font usage de la notion de représentation polynomiale a la
FEilenberg-MacLane (EML-polynomiale en abrégé) introduite dans [DTV23l §9.1].

Lemme C.2.3. — Soit n € N*.

1. Toute représentation K -linéaire simple EML-polynomiale du monoide (non com-
mutatif ) My (A), est de dimension finie sur le centre de son corps d’endomor-
phismes.

2. Toute représentation K -linéaire irréductible et EML-polynomiale de GL,,(A) ou
de SL,,(A) est endofinie.

Démonstration. — Soient M un K[M,(A),]-module & gauche simple et F le pro-
longement intermédiaire associé : alors F est un foncteur simple de F(A, K) ayant
méme corps (non commutatif) d’endomorphismes que M et tel que F(A™) ~ M dans
KM, (A),.]-Mod (cf. par exemple [DTV23| prop. 1.8 et 1.9]). De plus, si M est une
représentation EML-polynomiale de M,,(A),,, alors F' est un foncteur polynomial (cf.
par exemple [DTV23| cor. 1.10 et lemme 2.12]). Dans ce cas, F est a valeurs de di-
mensions finies sur le centre de son corps d’endomorphismes par la proposition
Cela établit le premier point.

Supposons maintenant que V' est une représentation EML-polynomiale de G =
GL,(A) ou SL,(A). Par définition, V est la restriction & G d’une représentation
EML-polynomiale M du monoide (non commutatif) M, (A4),. Si V est irréductible,
il en est de méme pour M, et 'on a des inclusions de corps (non commutatifs)

Z(EndMn(A)(M)) C EndMn(A)(M) C Endg(V) .

Comme M est de dimension finie sur Z(Enday, (4)(M)) d’aprés le premier point, il
s’ensuit que V est de dimension finie sur Endg(V'), ce qui établit le lemme. O

Le résultat principal de cette section est le suivant :

Théoréme C.2.4. — Soient n € N* et G l'un des groupes GL,,(A) ou SL,(A).
Considérons les conditions suivantes :

1. tous les foncteurs simples de F(A, K) sont polynomiaux ;

2. toutes les représentations K-linéaires simples du monoide multiplicatif (non
commutatif) My (A) sont EML-polynomiales ;

3. tout poids A, — K, est polynomial;

4. Uanneau A/Nil(A) est isomorphe & un produit fini de corps finis de caractéris-
tique p.

5. toutes les représentations K -linéaires irréductibles de G sont EML-polynomiales.
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Alors :

— les conditions[1], [3 [3 et[4 sont équivalentes ;

— elles impliquent la condition [3;

— sin >3, ou quen =2 et p=0, alors[5 entraine les autres conditions ;

— lorsque ces conditions sont remplies, tout foncteur (resp. toute représentation
K -linéaire) simple de F(A,K) (resp. de My (A),, GL,(A) ou SL,(A4)) est a
valeurs de dimensions finies (resp. de dimension finie) et se factorise par la
réduction modulo Nil(A).

Démonstration. — L’implication résulte de ce que toute représentation K-
linéaire simple du monoide (non commutatif) M, (A), est 'évaluation en A"
d’un foncteur simple de F(A, K) (cf. par exemple [DTV23| prop. 1.8 et 1.9]) et
de ce que D’évaluation en A™ d’un foncteur polynomial définit une représentation
EML-polynomiale de M, (4), [DTV23] prop. 9.3].

Pour tout w € Mon(A,, K,,), la K-algébre (non commutative) K[M,(4),]/ <
A.g] —wN)[g] | A € A, g € M,,(A) > est non nulle et posséde donc au moins un mo-
dule a gauche simple. Cela fournit une représentation K-linéaire simple de M, (A),
homogeéne de poids w (i.e. sur laquelle tout A € A C M, (A) opére par la multi-
plication par w(A)). Si une telle représentation est EML-polynomiale, le poids w est
nécessairement polynomial, d’ot 'implication [2={3]

L’équivalence entre [3] et [4] a été montrée a la proposition

Le lemme[C.2.2/montre que tout foncteur simple polynomial de F(A, K) se factorise
par la réduction modulo Nil(A) ; cela vaut également pour les représentations linéaires
simples EML-polynomiales de M,,(A), grace a [DTV23| prop. 9.3|.

Montrons tout d’abord l’implication lorsque I'anneau A est de type fini.
Comme A est noethérien, le fait que A/Nil(A) soit fini implique que A est lui-méme
fini. Sa caractéristique est une puissance de p, donc pour tous objets U et V de
P(A), Hom(U,V) est un p-groupe abélien fini, ce qui entraine que toute fonction
de Hom(U, V') vers un K-espace vectoriel est polynomiale [Pas79] chap. VI, th. 1.2].
Ainsi tout foncteur de F(A, K) est Hom-polynomial, ce qui implique que tout foncteur
simple de F(A, K) est polynomial [DTV23| prop. 2.11].

Montrons maintenant dans le cas général. Si A" est un sous-anneau de type
fini de A, alors A’/Nil(A’) est également un produit fini de corps finis de caractéris-
tique p, de sorte que ce qui précéde montre que toutes les représentations K-linéaires
simples de M, (A") sont EML-polynomiales pour tout m € N, et donc se factorisent
par la réduction modulo les éléments nilpotents. Le lemme permet d’en dé-
duire le méme résultat pour les représentations simples des M,,(A). Comme tout
foncteur simple S de F(A, K) est le prolongement intermédiaire d’une représentation
K-linéaire simple de M,,(A), pour un certain m € N (tout m tel que S(A™) # 0
convient — cf. par exemple [DTV23| cor. 1.10]) et que le prolongement intermédiaire
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d’une représentation EML-polynomiale de M, (A),, est un foncteur polynomial (par
[DTV23] cor. 1.10 et lemme 2.12] par exemple), cela montre

Nous avons montré 1’équivalence entre les quatre premiéres conditions. Suppo-
sons maintenant la condition [4 vérifiée. Alors les représentations irréductibles sur
K du groupe localement fini GL,,(A) (resp. SL,(A)) sont les mémes que celles de
GL, (A/Nil(A)) (resp. SL,,(A/Nil(A4))), grace au lemme et a Pobservation que
le noyau du morphisme de groupes canonique GL,(A) — GL,(A/Nil(A4)) (resp.
SL,(A) — SL, (A/Nil(A))) est un p-groupe. Autrement dit, pour montrer la deuxiéme
assertion de I’énoncé, il suffit d’établir que toutes les représentations irréductibles sur
K de GL,,(A) (resp. SL, (A)) sont EML-polynomiales lorsque A est semi-simple fini de
caractéristique p. Sous cette hypothése sur A, toutes les représentations du monoide
M, (A) sont polynomiales (puisque toute fonction de M, (A) vers un Z/p-espace
vectoriel est polynomiale), donc aussi toutes les représentations de GL,(A), puis-
qu’on peut les prolonger par 0 en des représentations de M., (A). Les représentations
K-linéaires irréductibles de SL,(A) proviennent de représentations irréductibles du
groupe algébrique SL,,, dont il est classique qu’elles sont la restriction de représenta-
tions de GL,,, ce qui achéve de montrer 'implication

Supposons maintenant la condition [5| vérifiée, et n > 3, oun > 2 et p = 0. Le
lemme [C:223] et 'implication [}={5] de la proposition [C.1.5] montrent alors que A est le
produit d’un anneau A; contenant un idéal K-cotrivial de carré nul et d’un anneau A,
tel que Ay /Nil(As) soit un produit fini de corps finis de caractéristique p. L’anneau A;
est nécessairement nul, car sinon il existerait un morphisme surjectif d’anneau A — k
ot k est un corps fini de caractéristique distincte de p, auquel cas GL, (k) (resp.
SL,(k)), donc G posséde manifestement une représentation irréductible non EML-
polynomiale (seule la représentation triviale est EML-polynomiale dans ce contexte,
et SL,, (k) n’est pas un p-groupe vu que n > 2).

La derniére assertion du théoréme résulte pour partie de ’observation faite plus
haut que les foncteurs simples polynomiaux de F(A, K), de méme que les représen-
tations irréductibles EML-polynomiales de M,,(A), se factorisent par la réduction
modulo Nil(A4); dans le cas de GL,(A) et SL,(A), elle se déduit du lemme
Cela termine la démonstration. O

Comme un foncteur polynomial & valeurs de dimensions finies de F(A, K) est
toujours fini, on en déduit :

Corollaire C.2.5. — Si l’anneau A/Nil(A) est isomorphe & un produit fini de corps
finis de caractéristique p, alors un foncteur de F(A, K) est fini si et seulement s’il
est polynomial et a valeurs de dimensions finies.

Remarque C.2.6. — Sous la méme hypothése sur A, on ne peut rien conclure quant
a t(F') (sinon que cet idéal contient une puissance de Nil(A) — cf. corollaire [7.2.5) si
F est un foncteur fini de F(A, K), comme illustre 'exemple [9.5.11
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Remarque C.2.7. — Un résultat partiellement analogue au théoréme est le
suivant : si 'idéal Nil(A) est égal & son carré (par exemple, A = k[Z[1/1]/Z], ou ! est un
nombre premier et k un corps de caractéristique [), alors tout foncteur de F4 (4, K)
se factorise par la réduction modulo Nil(A4), sans qu’on ait besoin que A/Nil(A) soit
fini, ni de caractéristique p (voir la remarque [7.2.7)).

C.3. Contre-exemple a la décomposition de type FP pour un foncteur de
type fini de F(A, K)

Le contre-exemple que nous allons donner est trés analogue a celui présenté, dans
F(Z,7), dans 'exemple

Commencgons par une situation générale : supposons que A est une catégorie addi-
tive A-linéaire essentiellement petite et que «, p et 7 sont des foncteurs de Add(A; K)
s’'insérant dans une suite exacte 0 — o — p — m — 0. Supposons également que I est
un idéal de A inclus dans () et t(a), et que « est le plus grand sous-foncteur de p
dont le radical contienne I.

On considére les foncteurs de F(A; K) définis par Y := K[r] ® p, Z := A% o, et
X :=Ker(Y % Z), ot u désigne I’épimorphisme

Klr|@p—» K[r]®@m - 1 @1 = A%(7) .

Soit d > 1 un entier. Le foncteur ¢y 4 : Fct(A/I, Poly(A; K)) — F(A; K) composé
de linclusion ¢y 4 : Fet(A/I, Polg(A; K)) — Fet(A/I, F(A K)) ~ F(A/I x A K)
et de la précomposition par le foncteur canonique A — A/I x A posséde un adjoint a
droite 1y 4 ; explicitement, pour F' dans F(A; K), 'image de v 4(F) par U'inclusion
canonique Fct(A/I, Poly(A; K)) — Fet(A/I, F(A K)) ~ F(A/I x A; K) — F(AX
A; K) (la derniére inclusion étant la précomposition par le foncteur canonique Ax.A —
A/IxA) est le plus grand sous-foncteur de Fo® qui par rapport a la premiére variable
se factorise a travers la réduction modulo I et est polynomial de degré au plus d par
rapport a la deuxiéme variable (cf. remarque .

Pour déterminer ¢ 4(Y"), on écrit

YU V) =KrU)] e Kx(V)] e (pU)®p(V)) ;

comme, pour tout U, le foncteur V — K[r(U)] @ K[r(V)]& (p(U) & p(V)) ne posséde
aucun sous-foncteur polynomial non nul (cf. exemple , le plus grand sous-
bifoncteur de Y @ o polynomial par rapport & la deuxiéme variable est donné par
(U, V)= K[r(U)]® (p(U) ® p(V)). Comme I C v(w) Nt(a), pour tout V, le foncteur
U~ K[r(U)] ® (a(U) ® p(V)) a également un radical qui contient I. Pour voir
que c’est le plus grand sous-foncteur de U — K[r(U)]® (p(U) @ p(V)) vérifiant cette
propriété, on raisonne comme dans I’exemple en invoquant la proposition [6.1.7]
et en utilisant que « est le plus grand sous-foncteur de p dont le radical contient I.
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On en déduit aisément un diagramme commutatif

(29) eratraY) —= K] ® (o ® p)
Y— Kr®p

dont la fleche verticale de gauche est la coiinité de ’adjonction et la fleche de droite
le produit tensoriel de 'identité de K[r] et du morphisme a @ p — p dont la premiére
composante est 'inclusion et la deuxiéme I'identité.

On obtient également facilement (de facon analogue a l’exemple un iso-
morphisme naturel ¢ g1, 4(Z2)(U, V) ~ A2(x(U)) & A*(n(V)) & (r(U) @ (V) ; et le
morphisme t7 gt7,q4(Y) = t1.q¢1,4(Z) qu'induit v s’identifie, évalué sur (U, V), a

K[r(U)]e(a(U)p(V)) - Kr(U)]@p(V) —» n(U)en(V) < A(x(U)@A* (1 (V)@(r(U)on(V)).

Par conséquent, tr q97 4(X), qui est le noyau du morphisme précédent, s’identifie &
la somme directe de K[n] ® a et du sous-foncteur de K[n] X p somme (non directe)
de (Ker(K[n] - ) K p et de K[n] K a.

En utilisant 7 on en déduit que 'image F' de la coiinité ¢ gtprqa(X) — X est
la somme (non directe) des sous-foncteurs K[n] ® a et Ker(K[n] — 7) Q p.

On en déduit une suite exacte courte

0F—=X—8%n)—=0;

le fait que F soit un sous-objet strict de X montre en particulier que X n’appartient
pas a I'image essentielle de @7 4.

Néanmoins, on a I C t(S%(r)) (car I C v(rm) par hypothése) ; en particulier, S?(r)
appartient & I'image essentielle de ¢ 4. Cela montre que F' est extension d'un objet
de cette image essentielle par un autre.

Ezemple C.3.1. — Reprenons 'exemple[0.5.11]: il fournit, dés lors que p est premier
et K infini, un anneau A local, de radical m nilpotent et de corps résiduel fini, ainsi
qu'une suite exacte courte 0 — m — p — ™ — 0, ou 7 est un (et en fait le seul)
foncteur additif simple de F (A, K) et t(7) = m mais v(p) = 0 (p est le foncteur noté
F' dans 'exemple . En particulier, dés que I est un idéal non nul de A, 7 est le
plus grand sous-foncteur de p dont le radical contienne I. Ainsi, les hypothéses posées
en début de section sont vérifiées. Le foncteur F' construit ci-avant est & valeurs de
dimensions finies, car 7 est & valeurs finies, et de type fini car c¢’est un sous-foncteur
de K[r] ® p, qui est de type fini et a valeurs de dimensions finies, donc noethérien
(théoreme [10.3.1]).

Ce qui précéde montre que F ne posséde pas de décomposition de type F'P — mais
que F est extension d’un foncteur possédant une décomposition de type F'P par un
autre foncteur possédant une telle décomposition.
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Index des notations

X, 27, 29

X[S™Y (localisation d’un monoide X,
d’un ensemble X ou d’une
catégorie X muni(e) d’une
action d’un monoide par rap-
port & un sous-monoide S de
celui-ci), 14, 15

@a (somme directe d-itérée), 55

%, 20, 102

®, 105

! (produit en couronne), 59, 211

A, (monoide multiplicatif d’un anneau
A) 19

Asp, 95

A, A4 (algébre caractéristique d’'un
foncteur), 99, 198

Ap, 70,73, 172
Ab, 16

Add, 31
Addy, 31, 59
Ak, 16

Ann (catégorie des anneauz), 16
APeres 19152, 164

(CAD), (CAD)* (conditions d’annula-
tion des dérivations), 22, 83,
84, 87, 91, 135, 141, 149, 176,
177

(CFD), (CFD)* (conditions de fini-
tude sur les dérivations), 21,
83, 84, 91, 156, 161, 170, 180

X, XF, XF (fonction caractéristique du
foncteur F'), 99

crq (d-ieme effet croisé), 58

D, D4 (catégorie des foncteurs hyper-
diagonalisants), 120

Dt D¢ (catégorie des foncteurs
hyper-trigonalisants a carac-
tére fing), 122

(Dec), (DecF), (DecFF), 28

d, 04 (diagonale, diagonale d-itérée),
959
Der, (A, K), 21

Fct(C, &)y, 42
Fct(C, &) cw>, 42
F., 70

F, 29

FIf 30

Fr, 112

Fct, 13, 29
Fctyp, 112

v*A (A catégorie A-linéaire, v : A —
B morphisme d’anneauz), 24

Hom, 104-105

J, T4 (idéal caractéristique d’un fonc-
teur), 99

(IMF) (condition de finitude sur les
idéauxr maximaux & quotient
fini), 161, 170, 175

J (radical de Jacobson d’un anneau),

16

K,, 21
K[] (idéal d’augmentation), 19

M (catégorie ¢ un objet associée au
monoide M ), 14

m,, (pour ¢ € Ann(A4, K)), 21, 156

m,, (pour w € Mon(M, K,,)), 41

k-Mod, 16

Mon (catégorie des monoides), 13

Mong.q, Mony,1, Monap, 68

(MTF) (condition de finitude sur les
morphismes), 106, 109, 110,
131, 132, 173, 177

Nil (nilradical d’un anneaw), 16
v(K), 16
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Pg, P° (foncteurs projectifs représen-
tables), 29

Pa (catégorie de foncteurs strictement
polynomiauz), 138

P(k), 16

B (ensemble des poids partiels d’un
foncteur), 124

py (plus grand sous-foncteur polyno-
mial de degré au plus d),
59

pf,,, 26, 184, 204, 205

Iy, T (ensemble des poids d’un fonc-
teur relativement a laction
d’un  monoide M sur sa
catégorie source), 43

Poly (catégorie des foncteurs polyno-
miauz de degré au plus d), 59

aq (plus grand quotient polynomial de
degré au plus d), 59

t (radical d’un foncteur), 95

s; (somme des chiffres dans ’écriture
en base l), 76

op, 77

Sp, spy4 (spectre d’un foncteur), 108,
198

Spec (spectre premier d’un anneau), 16

T, Ta (catégorie des foncteurs hyper-
trigonalisants), 120

Ta (foncteur de décalage par a), 96

Tt 3 (catégorie des foncteurs hyper-
trigonalisants &  caractére

fini), 122
U;1), 33

V(& T), 33
V(& 1), 33

Wa, Wa(A, ), Wi(A,7), 79
Wa, Wa (ensemble des d-multipoids
d’un foncteur), 124

Z (centre), 14, 16, 24
3, 3m, 44
z (lieuw d’annulation d’un poids), 69
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Index terminologique

absolument plat, 19, 39

algébre caractéristique, 99, 198
analytique (foncteur), 63
antipolynomial (foncteur), 4, 194
artinien, 26

bi-idéal, 20, 102, 158
bilocalisante (sous-catégorie), 25

caractere fini (foncteur hyper-diagonalisant
ou hyper-trigonalisant & ca-
ractére fini), 122
centre, 14, 16, 24
co-support, 30
cofini
idéal, 16
type, 26
corps de décomposition, 31
cotrivial (idéal), 62, 194

déployé
(K -algebre déployée), 16
(poids polynomial), 72
dérivation, 20, 163
non additive, 24, 51

effet croisé, 58

endofini, 227, 228, 232

épaisse (sous-catégorie), 25

essentiellement de type fini (anneau,
algebre), 21, 81, 92

fini (objet d’une catégorie abélienne),
26
fonction caractéristique, 99

Hom-polynomial, 60
homogéne
(foncteur homogéne de poids fort
ou faible w), 41
(fonction polynomiale homogeéne),
149-150
hyper-diagonalisant, 120

hyper-trigonalisant, 120
idéal caractéristique, 99
indépendante (famille de morphismes

d’anneauzx), 74, 139, 142, 143

localement de type fini (catégorie abé-

lienne), 26

localement finie (catégorie abélienne),
26, 31, 35, 146

localement noethérienne (catégorie
abélienne), 26, 31, 35, 37, 38,
104, 146

localisante (sous-catégorie), 25
multipoids, 124
noethérien, 26

p-parfait(e) (anneau, F,-algébre), 81
parfait (anneau), 17
poids, 41
antipolynomial, 67
d’un foncteur, 43
ordinaire, 67
partiel, 124
polynomial, 67
déployé, 72
polynomial(e)
foncteur, 59
fonction, 60, 149-150
prébilocalisante (sous-catégorie), 25,
34, 42, 96, 100, 113
prélocalisante (sous-catégorie), 25, 34,
42,123, 217
présentation finie (objet de n-présentation
finie, pfa), 26
produit tensoriel extérieur, 29

quasi-parfait, 17

radical
d’un anneau, 16
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d’un foncteur, 95
réduit

(anneau), 16

(foncteur), 58
régulier, 14, 19

semi-local, 16

semi-parfait, 17

semi-primaire, 17

semi-épaisse (sous-catégorie), 25

simple (objet d’une catégorie abé-
lienne), 26

spectre (d’un foncteur), 108, 198

support, 30

type cofini (objet de type cofini d’une
catégorie abélienne), 26

type fini (objet de type fini d’une caté-
gorie abélienne), 26
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