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SUR LA STRUCTURE DES REPRÉSENTATIONS
GÉNÉRIQUES DES GROUPES LINÉAIRES INFINIS

Aurélien DJAMENT, Antoine TOUZÉ

Résumé. — Nous étudions plusieurs aspects structuraux des catégories de fonc-
teurs d’une petite catégorie additive vers une catégorie de modules, notamment de
la catégorie F(A,K) des foncteurs des modules libres de rang fini sur un anneau
commutatif A vers les espaces vectoriels sur un corps commutatif K — de tels fonc-
teurs sont parfois appelés représentations génériques des groupes linéaires sur A à
coefficients dans K. Nous nous intéressons en particulier aux foncteurs de type fini de
F(A,K) prenant des valeurs de dimensions finies. Nous montrons qu’ils se ramènent
moyennant une légère hypothèse supplémentaire (toujours vérifiée si A est un anneau
noethérien) à des foncteurs bien mieux compris, à savoir des foncteurs polynomiaux
(à la Eilenberg-MacLane), ou se factorisant à la source par la réduction modulo un
idéal cofini de A. Nous en déduisons que de tels foncteurs sont toujours noethériens
et que, si l’anneau A est de type fini, ils possèdent des résolutions projectives de type
fini.

Nos méthodes reposent principalement sur l’étude de décompositions en poids des
foncteurs et de leurs effets croisés, sur notre travail antérieur avec Vespa [DTV23] et
de l’algèbre commutative élémentaire.
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Abstract (On the structure of generic representations of infinite general
linear groups)

We study several structure aspects of functor categories from a small additive
category to a module category, in particular the category F(A,K) of functors from
finitely generated free modules over a commutative ring A to vector spaces over a field
K — such functors are sometimes called generic representations of linear groups over
A with coefficients in K. We are especially interested with finitely generated functors
of F(A,K) taking finite dimensional values. We prove that they can, under a mild
extra assumption (always satisfied if the ring A is noetherian), be built from much
better understood functors, namely polynomial functors (in the sense of Eilenberg-
MacLane), or factorising at the source through reduction modulo a cofinite ideal of A.
We deduce that such functors are always noetherian et that, if the ring A is finitely
generated, they have finitely generated projective resolutions.

Our methods rely mainly on the study of weight decompositions of functors and
their cross-effects, our previous work with Vespa [DTV23] and elementary commu-
tative algebra.
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INTRODUCTION

Représentations génériques des groupes linéaires

Soient A un anneau, k un anneau noethérien et K un corps, que nous supposerons
tous trois commutatifs. Cet article porte principalement sur la catégorie F(A, k)

des foncteurs depuis la catégorie P(A) des A-modules libres de rang fini vers la ca-
tégorie k-Mod de tous les k-modules. La catégorie F(A, k) est abélienne et possède
de nombreuses propriétés et structures agréables (c’est une catégorie de Grothendieck
localement de présentation finie avec assez de projectifs et d’injectifs, munie d’une
structure tensorielle donnée par le produit tensoriel au-dessus de k au but) ; on la
nomme, depuis la série d’articles de N. Kuhn [Kuh94a, Kuh94b, Kuh95], consa-
crée au cas où A = k est un corps fini, catégorie des représentations génériques des
groupes linéaires sur A à coefficients dans k. De fait, on peut reconstruire un foncteur
F de F(A, k) à partir de la suite des k-représentations F (An) des groupes GLn(A) et
de quelques données supplémentaires ; inversement, l’étude de F(A, k) permet parfois
d’obtenir des résultats sur les représentations des groupes GLn(A), au moins dans
le domaine « stable » (c’est-à-dire pour n « assez grand »), notamment en matière
cohomologique (voir par exemple le travail remarquable de Scorichenko [Sco00]).

Ainsi, si A est un corps, il existe une bijection explicite entre la réunion disjointe
sur n ∈ N de l’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations K-linéaires
irréductibles de GLn(A) et l’ensemble des classes d’isomorphisme de foncteurs simples
de F(A,K), donnée par la théorie des recollements. Toutefois, les méthodes employées
pour étudier les représentations des groupes linéaires et les représentations génériques
diffèrent largement, ce qui donne lieu à des interactions fécondes.

Dans ce mémoire, nous établirons des propriétés de finitude et de structure de vastes
classes de foncteurs de F(A,K) ; nous généraliserons certaines d’entre elles à F(A, k)

dans le dernier chapitre. Nous étudierons en particulier la propriété noethérienne et
la propriété de longueur finie, mais aussi la présentation finie et ses généralisations
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supérieures. Cette étude nous conduira à dégager des résultats de structure beaucoup
plus précis, sur lesquels nous reviendrons ultérieurement dans cette introduction.

L’étude fine de tous les foncteurs de F(A,K), sauf parfois lorsque A est un anneau
fini (cf. par exemple [Kuh94a, Kuh94b, Kuh95, Pow98, Dja07, DG24]), s’avère
en général hors d’atteinte, de même que la compréhension des représentations linéaires
d’un groupe infini assez gros (par exemple, contenant un groupe libre non abélien, ce
qui est le cas de GLn(A) pour n > 1 si l’anneau A n’est pas localement fini). Une
grande partie de ce travail sera consacrée aux foncteurs de type fini prenant des valeurs
de dimensions finies, qui possèdent un comportement plus accessible, comme notre
récent travail avec C. Vespa [DTV23] a commencé à le montrer (au prix d’hypothèses
de finitude plus fortes), de même que les représentations de dimension finie fournissent
une classe importante de représentations linéaires d’un groupe infini plus accessibles
que toutes les représentations.

D’autres classes fondamentales de foncteurs joueront un rôle important dans ce
mémoire, notamment les foncteurs polynomiaux, introduits par S. Eilenberg et S.
MacLane [EML54] au début des années 1950, qui ont largement montré leur impor-
tance en topologie algébrique et en théorie des représentations. Les foncteurs antipo-
lynomiaux introduits dans [DTV23, § 4.1] comme contrepoint naturel aux foncteurs
polynomiaux, et dont la structure a été étudiée en détail par Kuhn [Kuh15] lorsque
l’anneau A est un corps fini, et par Djament et Gaujal [DG24] dans le cas géné-
ral, interviendront également. Enfin, nous définirons de nouvelles classes de foncteurs
possédant de bonnes propriétés de stabilité (par sous-quotient, colimite, produit ten-
soriel...) et pour lesquelles nous démontrerons des théorèmes de structure qui nous
permettront d’obtenir nos résultats principaux sur les foncteurs de type fini à valeurs
de dimensions finies.

La propriété localement noethérienne

La propriété noethérienne pour une algèbre de groupe est notoirement très difficile
à étudier en général. Toutefois, on peut voir sans trop de peine que, pour tout entier
n ≥ 2, l’algèbre k[GLn(A)] est noethérienne si et seulement si A est fini (si l’anneau
noethérien k est non nul). Dans le cadre des représentations génériques, ce fait possède
l’analogue suivant :

Théorème 1 (Putman-Sam-Snowden). — Supposons l’anneau k non nul. Alors
la catégorie F(A, k) est localement noethérienne si et seulement si l’anneau A est fini.

La noethérianité locale de F(A, k) pour A fini constitue un résultat profond
établi au milieu des années 2010, par Putman-Sam [PS17] d’une part et Sam-
Snowden [SS17] d’autre part. La réciproque constitue une conséquence facile de la
non-noethérianité de k[GL2(A)] pour A infini et k non nul (cf. [DTV23, prop. 11.1]).
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Cas des foncteurs polynomiaux. — La sous-catégorie des foncteurs additifs de F(A, k)

est équivalente à celle des Ak-modules, où Ak := A⊗Zk. Plus généralement, il est facile
de voir que, si tout foncteur polynomial de degré d de F(A,K) est localement noethé-
rien, alors la k-algèbre A⊗d

k (où le produit tensoriel est pris sur k) est noethérienne.
Il semble toutefois très ardu de donner une condition nécessaire et suffisante simple
pour que tout foncteur polynomial de F(A, k) soit localement noethérien, même si k
est un corps (toutefois, dans F(K,K), [DT24, appl. 5.9] donne une réponse complète
simple à cette question).

Notre travail [DT24] montre néanmoins le résultat suivant, qui fournit une vaste
classe d’anneaux infinis A pour lesquels les foncteurs polynomiaux de F(A, k) sont lo-
calement noethériens. On rappelle qu’un anneau (commutatif) est dit essentiellement
de type fini s’il est isomorphe à un localisé d’un anneau de type fini.

Théorème 2. — [DT24, th. 5.2] Si l’anneau A est essentiellement de type fini, alors
tout foncteur polynomial de F(A, k) est localement noethérien.

Cas des foncteurs à valeurs de dimensions finies. — L’un des résultats principaux de
ce mémoire est le suivant, qui ne nécessite aucune hypothèse (sinon la commutativité)
sur l’anneau A.

Théorème 3 (théorème 11.4.2). — Tout foncteur de type fini à valeurs de type
fini de F(A, k) est noethérien.

Le cas particulier de ce théorème où k est un corps répond par l’affirmative à
une conjecture de [DTV23, conj. 11.11.1] pour le cas des anneaux commutatifs (à la
source).

La propriété localement finie

(On se limite ici sans perte de généralité au cas de F(A,K), car la propriété
localement finie pour les foncteurs constants de F(A, k) entraîne que l’anneau k est
artinien, auquel cas l’étude de propriétés de finitude dans F(A, k) se ramène facilement
à des questions analogues dans F(A,K), où K est un corps quotient de A.)

Si G est un groupe, il est classique que l’algèbre K[G] est artinienne — ce qui
revient à dire que la catégorie des K[G]-modules est localement finie (engendrée par
des objets de longueur finie) — si et seulement si G est fini [Pas77, chap. 10, th. 1.1].
Il est de plus trivial que tout K[G]-module de dimension finie sur K est fini (i.e. de
longueur finie). Pour les représentations génériques, la propriété localement finie est
plus difficile à étudier, même si les résultats ici mentionnés demandent un peu moins
de préparation que ceux relatifs à la propriété localement noethérienne.
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Cas des foncteurs polynomiaux. — La propriété suivante (cf. [DTV23, lemme 11.10])
résulte du fait que, pour tout d ∈ N, la restriction du foncteur d’évaluation en Ad à
la sous-catégorie pleine des foncteurs polynomiaux de degré au plus d de F(A,K) est
fidèle.

Proposition 4. — Tout foncteur polynomial à valeurs de dimensions finies de
F(A,K) est fini.

En général, la réciproque de cette propriété est fausse, y compris pour les foncteurs
additifs, car même un (A,K)-bimodule simple n’est pas nécessairement de dimension
finie sur K. On a toutefois le résultat suivant, inclus dans [DTV23, prop. 6.3] :

Proposition 5. — Si l’anneau A est de type fini, alors tout foncteur polynomial fini
de F(A,K) est à valeurs de dimensions finies.

Il n’est pas non plus difficile de déterminer quand tous les foncteurs polynomiaux
de F(A,K) sont localement finis :

Proposition 6 (proposition 5.4.1). — Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. tout foncteur polynomial de type fini de F(A,K) est fini ;
2. tout foncteur polynomial de type fini de F(A,K) est à valeurs de dimensions

finies ;
3. l’algèbre A⊗Z K est de dimension finie sur K.

Il existe également des situations où les foncteurs polynomiaux ne sont pas tous
localement noethériens, mais où tous les foncteurs polynomiaux noethériens sont finis.
C’est notamment le cas lorsque A = K est la clôture algébrique d’un corps fini,
grâce au résultat ci-dessous (qui est inclus dans la proposition 8.4.4), combiné à la
proposition 4 et à l’observation que K ⊗ZK n’est alors pas un anneau noethérien (de
sorte qu’il existe des foncteurs additifs non localement noethériens) :

Proposition 7. — Si A est un sous-corps localement fini de K, alors tout foncteur
polynomial noethérien de F(A,K) est à valeurs de dimensions finies.

Cas des foncteurs antipolynomiaux. — On rappelle qu’un foncteur de F(A,K) est dit
antipolynomial s’il se factorise à la source par la réduction modulo un idéal I de A tel
que A/I soit de cardinal fini et inversible dansK. Dans [DTV23, cor. 11.8], on observe
que l’on peut déduire simplement du théorème 1 que tout foncteur antipolynomial de
F(A,K) est localement fini. Comme réciproquement, si k est un corps fini de même
caractéristique que K, il est classique que la catégorie F(k,K) n’est pas localement
finie (sa dimension de Krull est infinie), on a :

Proposition 8. — Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. la catégorie F(A,K) est localement finie ;
2. l’anneau A est de cardinal fini et inversible dans K.
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Cas des foncteurs à valeurs de dimensions finies. — L’un des résultats principaux de
ce mémoire est le suivant, qui répond positivement à une autre conjecture de [DTV23,
conj. 11.11.2] pour le cas des anneaux commutatifs :

Théorème 9 (théorème 10.1.2). — Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. tout foncteur à valeurs de dimensions finies de F(A,K) est localement fini ;
2. l’anneau A n’a pas de quotient fini de même caractéristique que K.

(L’implication 1⇒2 découle de la proposition 8.)

Résolutions projectives de type fini

Théorème 10 (corollaire 11.3.15). — Si l’anneau A est essentiellement de type
fini, alors tout foncteur de type fini à valeurs de type fini de F(A, k) possède une
résolution projective de type fini.

Lorsque k est un corps et que le foncteur considéré est fini, ce résultat a été établi
dans [DT23, th. 1]. Pour des foncteurs polynomiaux, il a été démontré, sans hypothèse
de finitude sur les valeurs, dans [DT24, th. 5.2].

Structure des foncteurs de type fini à valeurs de dimensions finies

Notre premier théorème de structure est un résultat de polynomialité qui englobe
par exemple le cas où A est une algèbre sur un corps infini. Il vaut dans F(A, k) pour
tout anneau noethérien (non nul) k.

Théorème 11 (théorème 11.2.1). — Supposons l’anneau k non nul. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1. tout foncteur de type fini à valeurs de dimensions finies de F(A, k) est polyno-
mial ;

2. l’anneau A n’a pas de quotient fini non nul.

Le résultat suivant est à la base du théorème 9 et ne nécessite pas non plus de
travailler avec des espaces vectoriels au but.

Théorème 12 (corollaire 11.4.4). — Si tous les quotients finis de l’anneau A sont
de cardinal inversible dans k, alors pour tout foncteur F de type fini et à valeurs de
type fini de F(A, k), il existe un foncteur B : P(A) × P(A) → k-Mod, unique à
isomorphisme près, tel que :

1. F est isomorphe à la composée de B et du foncteur diagonale P(A) → P(A)×
P(A) ;

2. B est polynomial par rapport à la première variable ;
3. par rapport à la deuxième variable, B se factorise à travers le foncteur de ré-

duction modulo un idéal cofini de A.
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De plus, B est de type fini et à valeurs de type fini.

L’énoncé suivant peut sembler analogue au précédent mais il convient de noter
plusieurs différences : il ne se généralise pas (de même que le théorème 14 ci-après)
au cas où l’on remplace le corps K au but par un anneau noethérien, même dans
F(Z,Z) (cf. exemple 11.3.2). De plus, on perd l’unicité du bifoncteur B qui apparaît ;
en revanche, il en existe une forme plus précise (cf. théorème 10.2.5) — également à
la base du théorème 14 ci-dessous — qui permet de retrouver une forme d’unicité,
et aussi d’obtenir directement des propriétés de finitude de F à partir de propriétés
analogues pour B, ce qui n’est pas possible avec le seul énoncé ci-dessous.

Théorème 13 (corollaire 10.2.6). — Si l’anneau A est noethérien, alors pour tout
foncteur F de type fini et à valeurs de dimensions finies de F(A,K), il existe un idéal
cofini I de A et un foncteur B : P(A)×P(A/I) → K-Mod, de type fini et à valeurs
de dimensions finies, tels que :

1. F est isomorphe à la composée de B et du foncteur canonique P(A) → P(A)×
P(A/I) ;

2. B est polynomial par rapport à la première variable.

Le résultat qui précède (ou plutôt la forme plus précise susmentionnée) permet de
démontrer le théorème 2 à partir du théorème 1 et de la proposition 4, après s’être
ramené au cas où l’anneau A est noethérien (c’est facile) et où K est un corps (c’est
plus difficile).

Le théorème suivant (là encore, le théorème 10.2.5 est plus précis et inclut une
forme d’unicité) fournit une « décomposition primaire » pour les foncteurs de type
fini à valeurs de dimensions finies de F(A,K).

Théorème 14 (théorème 10.2.5). — Soit F un foncteur de type fini et à valeurs
de dimensions finies de F(A,K). Alors il existe des idéaux premiers p1, . . . , pr de A,
r ∈ N et un foncteur X : P(Ap1/p

r
1.Ap1)× · · · ×P(Ap1/p

r
n.Apn) → K-Mod, de type

fini et à valeurs de dimensions finies, tels que F soit isomorphe à la composée de X
et du foncteur canonique P(A) → P(Ap1

/pr1.Ap1
)× · · · ×P(Ap1

/prn.Apn
).

Dans certains cas, on peut aller encore plus pour préciser la structure des foncteurs
de type fini à valeurs de dimensions finies. C’est notamment le cas pour les endofonc-
teurs des espaces vectoriels de dimensions finies sur un corps algébriquement clos de
caractéristique première, qui se ramènent à des (multi)foncteurs polynomiaux stricts,
au sens de Friedlander-Suslin [FS97] (dont la structure est beaucoup mieux comprise
que celle des foncteurs polynomiaux ordinaires) et à de la théorie de Galois grâce au
résultat suivant.

Théorème 15 (proposition 8.4.2). — Supposons que K et L sont des corps de
même caractéristique première, avec K algébriquement clos et L parfait infini. Si F
est un foncteur de type fini et à valeurs de dimensions finies de F(L,K), alors il
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existe des morphismes de corps φ1, . . . , φn : L → K et un multifoncteur polynomial
strict M en n variables sur les K-espaces vectoriels tels que F ≃ M ◦ (φ∗

1, . . . , φ
∗
n),

où φ∗
i : P(L) → P(K) désigne le foncteur d’extension des scalaires associé à φi.

Compléments

Plusieurs des résultats donnés dans ce mémoire sont plus généraux que les formes
présentées dans cette introduction ; notamment, on peut parfois remplacer la catégorie
des A-modules libres de rang fini par une catégorie additive A-linéaire essentiellement
petite plus générale, voire arbitraire. On peut également généraliser, pour certains
résultats, la catégorie des K-espaces vectoriels au but par une catégorie abélienne de
Grothendieck K-linéaire quelconque.

En revanche, l’hypothèse de commutativité des anneaux considérés est essentielle ;
l’hypothèse de commutativité du corps K au but (qui permet d’appliquer les tech-
niques usuelles de réduction des endomorphismes des espaces vectoriels de dimension
finie) est déjà cruciale dans [DTV23], sur lequel nous nous appuyons à de nombreuses
reprises. Ainsi, si L est un corps qui n’est de dimension finie sur aucun sous-corps com-
mutatif, nous ignorons à peu près tout (noethérianité locale, structure des foncteurs
simples...) des endofoncteurs des L-espaces vectoriels de dimensions finies.

Même dans le cadre de la catégorie de foncteurs F(A,K) (où A est un anneau
commutatif et K un corps commutatif), plusieurs problèmes de finitude sur les fonc-
teurs à valeurs de dimensions finies demeurent ouverts. En particulier, si A est fini, les
méthodes ici développées ne donnent guère que des résultats triviaux (1) ; elles servent
plutôt à se ramener dans certains cas à des foncteurs de F(A′,K) où A′ est un anneau
fini (et à d’autres types de foncteurs mieux compris comme les foncteurs polynomiaux)
— cf. théorème 13. Lorsque A est fini, deux situations fondamentales très différentes
se présentent : celle d’inégale caractéristique, où le cardinal de A est inversible dans
K, dans laquelle [DG24] décrit assez finement la structure des foncteurs de type fini
de F(A,K), et celle où la caractéristique de A est une puissance de celle de K, dont
la structure reste largement inconnue — la description hypothétique de sa filtration
de Krull donnée dans [Dja07, conj. 12.2.1 et prop. 12.2.3] (lorsque A = K est un
corps fini) n’a fait l’objet d’aucune avancée depuis une quinzaine d’années.

Parmi les autres problèmes de finitude que nous ne savons pas résoudre, mention-
nons également celui-ci : la sous-catégorie pleine des foncteurs de F(A,K) constituée
des foncteurs localement à valeurs de dimensions finies (i.e. dont tout sous-foncteur
de type fini est à valeurs de dimensions finies) possède-t-elle une famille cogénératrice
formée de foncteurs artiniens ? (La question est particulièrement naturelle lorsque

(1)C’est aussi le cas lorsque le quotient de A par son nilradical est fini et de même caractéristique
que K — cf. remarque 10.3.2.
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A = K est la clôture algébrique d’un corps fini, au vu du théorème 15 et du résultat
de Kuhn [Kuh97, cor. 5.7].)

Méthodes employées

Ce mémoire s’inscrit dans le prolongement de [DTV23] (auquel nous apportons
peu lorsque le corps K est de caractéristique nulle), dont il combine les résultats avec
de l’algèbre commutative élémentaire et plusieurs outils nouveaux.

Nous introduisons ainsi, au chapitre 6, les notions de radical, de spectre et d’algèbre
caractéristique d’un foncteur de F(A,K). Mais les outils nouveaux principaux que
nous utilisons viennent de la notion de poids d’un foncteur, que nous allons maintenant
détailler.

Décomposition en poids des foncteurs. — Ici, un poids sera un morphisme multiplicatif
de A dans K. Si F est un foncteur de F(A,K) (2) et w un poids, on dit que F est
homogène de poids fort w si F transforme la multiplication par tout scalaire a ∈ A à
la source en la multiplication par w(a) ∈ K au but.

On dit qu’un foncteur F possède une décomposition en poids forte s’il est somme
directe de sous-foncteurs homogènes de certains poids, et qu’il possède une décompo-
sition en poids faible s’il possède une filtration exhaustive dont les sous-quotients sont
homogènes de certains poids. Les poids de ces sous-quotients sont appelés simplement
poids de F .

L’existence d’une décomposition en poids, même faible, est tout sauf automatique.
On montre ainsi sans trop de peine que, si tout foncteur de F(A,K) possède une
décomposition en poids faible, alors A est un anneau fini (proposition 4.1.1). Récipro-
quement il est facile de voir que, si l’anneau A est fini et le corps K algébriquement
clos, alors tout foncteur de F(A,K) possède une décomposition en poids faible. Plus
important encore est le fait que, si K est algébriquement clos (mais sans hypothèse
sur A), alors tout foncteur à valeurs de dimensions finies de F(A,K) possède une
décomposition en poids faible (corollaire 3.2.7).

De façon générale, si A est infini, un poids A→ K peut être très « pathologique »,
mais une conséquence importante des résultats de [DTV23] est que les poids d’un
foncteur à valeurs de dimensions finies de F(A,K) (qu’on nomme poids ordinaires)
possèdent une description assez simple, comme produit (essentiellement unique) de
morphismes d’anneaux A → K (quitte à remplacer K par une extension finie de ce
corps) et d’un morphisme multiplicatif se factorisant par un quotient fini de A. Cela
joue un rôle important dans ce travail.

Pour les foncteurs polynomiaux de F(A,K), l’existence d’une décomposition en
poids implique des propriétés de structure fortes. Ainsi, on montre qu’un foncteur

(2)Nous nous limitons dans cette introduction au cas fondamental de F(A,K), mais définissons et
étudions les décompositions en poids dans un contexte plus général dans le corps du mémoire.
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polynomial noethérien de F(A,K) possédant une décomposition en poids faible est
fini et à valeurs de dimensions finies (théorème 5.3.8) ; de plus, sous certaines hypo-
thèses supplémentaires (si A est un anneau essentiellement de type fini, ou la clôture
algébrique d’un corps fini, par exemple), on peut affaiblir l’hypothèse noethérienne
en une hypothèse de type fini. La proposition 7 se déduit directement de cela, car
l’existence d’une décomposition en poids pour un foncteur polynomial noethérien est
automatique dans la situation considérée (cf. corollaire 3.5.8).

Foncteurs hyper-diagonalisants et hyper-trigonalisants. — Pour des foncteurs quel-
conques (sans propriété de polynomialité) de F(A,K), l’existence d’une décompo-
sition en poids (même forte) ne suffit généralement pas à obtenir des résultats de
finitude ou de structure significatifs. Par exemple, la structure du plus grand quotient
homogène d’un certain poids fort du foncteur projectif de type fini de F(A,K) com-
posé du foncteur d’oubli de P(A) vers les ensembles et du foncteur de linéarisation
vers les K-espaces vectoriels semble en général totalement hors de portée.

Nous montrons en revanche que la condition, pour un foncteur F de F(A,K), que
le bifoncteur F ◦⊕ (où ⊕ : P(A)×P(A) → P(A) désigne la somme directe), possède
une décomposition en poids implique des résultats de structure significatifs. Nous
disons que F est hyper-diagonalisant si F ◦ ⊕ possède une décomposition en poids
forte, et que F est hyper-trigonalisant si F ◦ ⊕ possède une décomposition en poids
faible.

La terminologie provient de ce que F est hyper-diagonalisant, respectivement
hyper-trigonalisant, s’il envoie tout endomorphisme diagonalisable d’un A-module
libre de rang fini sur un endomorphisme diagonalisable, respectivement trigonalisable,
de F (An), avec une condition supplémentaire qui est essentiellement une condition
de diagonalisabilité ou de trigonalisabilité en famille, laquelle est automatique si F
prend des valeurs de dimensions finies. On pourra comparer ces considérations à la
décomposition à la Steinberg globale de [DTV23, § 4], qui est obtenue à partir de
la décomposition de Jordan multiplicative de l’image par un foncteur à valeurs de
dimensions finies de F(A,K) des endomorphismes unipotents d’un A-module libre
de rang fini (voir notamment [DTV23, prop. 4.26]).

La propriété hyper-trigonalisante d’un foncteur est liée de près au fait de prendre
des valeurs de dimensions finies. On montrera en particulier que si l’anneau A est
noethérien et le corps K algébriquement clos, alors un foncteur de type fini de F(A,K)

est hyper-trigonalisant si et seulement s’il est à valeurs de dimensions finies. Le fait
qu’un foncteur à valeurs de dimensions finies de F(A,K) soit hyper-trigonalisant
si K est algébriquement clos est essentiellement immédiat (et ne nécessite aucune
hypothèse sur A) ; en revanche, l’énoncé réciproque (pour un foncteur de type fini
et A noethérien) est difficile (cf. théorème 9.7.9) et apparaît comme sous-produit de
théorèmes de structure dont se déduisent directement les théorèmes 13 et 14.
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La structure des foncteurs hyper-diagonalisants de type fini est beaucoup plus ri-
gide que celle des foncteurs hyper-trigonalisants (et liée aux foncteurs polynomiaux
stricts) ; elle est à la base du théorème 15. En effet, lorsque K est un corps algébrique-
ment clos et L un corps parfait de caractéristique première, tout foncteur à valeurs
de dimensions finies de F(L,K) est hyper-diagonalisant.

Organisation du mémoire

Le premier chapitre est consacré à des rappels algébriques et catégoriques d’usage
fréquent dans la suite. Le second reste dans un cadre général, sans résultat original,
mais s’approche du cœur du sujet par des rappels sur la version abstraite des décom-
positions en poids, à savoir la notion de torsion relativement à des idéaux d’un anneau
commutatif dans des catégories abéliennes linéaires sur celui-ci.

Le chapitre 3 introduit les décompositions en poids dans les catégories de fonc-
teurs et en donne des propriétés générales élémentaires. Il se place dans le cadre de
foncteurs sur une catégorie essentiellement petite munie d’une action d’un monoïde
commutatif vers une catégorie abélienne raisonnable linéaire sur un corps commu-
tatif. Le chapitre 4 se concentre sur la situation où la source est additive, linéaire
sur un anneau commutatif A, pour l’action du monoïde multiplicatif sous-jacent à
A. Il donne plusieurs propriétés générales des décompositions en poids spécifiques à
cette situation, qui est celle à laquelle la suite du mémoire est consacrée, notamment
pour des classes fondamentales de foncteurs (comme les foncteurs polynomiaux) dont
il rappelle quelques propriétés utiles. Ce chapitre étudie aussi quelques aspects, qui
s’apparentent à de l’arithmétique élémentaire, souvent sans intervention de foncteurs,
mais qui interviennent à plusieurs reprises dans la suite, des poids dans ce contexte.

C’est au chapitre 5 qu’apparaissent les premiers résultats nouveaux substantiels. On
y montre que l’existence d’une décomposition en poids pour un foncteur polynomial
possède d’importantes conséquences en termes de structure et de finitude.

Le chapitre 6 introduit des outils fondamentaux, en complément des décomposi-
tions en poids, pour l’étude des foncteurs sur une catégorie additive, notamment la
notion de spectre d’un foncteur, qui s’avérera au cœur de la démonstration du théo-
rème de structure des foncteurs hyper-diagonalisants. Le chapitre 7 définit les no-
tions essentielles de foncteur hyper-diagonalisant et hyper-trigonalisant. Il en dresse
les propriétés générales élémentaires et les applique aux foncteurs Hom-polynomiaux
(généralisation des foncteurs polynomiaux introduite dans [DTV23]), ce qui permet
d’établir un résultat dont le théorème 9 se déduit facilement.

Le chapitre 8 étudie la structure des foncteurs hyper-diagonalisants, permettant
d’obtenir comme cas particulier le théorème 15. Le chapitre 9 constitue le cœur du
présent travail : les résultats de structure des foncteurs hyper-trigonalisants consti-
tuent la base de nos théorèmes les plus importants, déclinés dans les chapitres suivants.
On obtient ainsi rapidement, au chapitre 10, la noethérianité des foncteurs de type
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fini et à valeurs de dimensions finies de F(A,K), déduite d’un théorème de « décom-
position primaire » qui entraîne également le théorème 13. Le chapitre 11 s’attache à
étendre une partie de ces résultats aux foncteurs de type fini et à valeurs de type fini
de F(A, k). On y montre notamment les théorèmes 3, 10, 11 et 12.

L’appendice A, qui ne prétend pas à l’originalité, présente des résultats généraux
sur une construction de produit semi-direct d’une catégorie abélienne par un groupe
fini qui sont utilisés aux chapitres 4 et 5 mais nous ont paru trop techniques pour y être
exposés. L’appendice B aborde, en lien avec [DTa], quelques aspects cohomologiques
de décompositions qui apparaissent dans ce mémoire. Enfin, l’appendice C complète
sur plusieurs points l’étude de F(A,K) lorsque le quotient de A par son nilradical est
fini (situation dans laquelle les décompositions en poids apportent très peu).





CHAPITRE 1

CONVENTIONS, NOTATIONS ET RAPPELS
GÉNÉRAUX

Ce chapitre préliminaire donne des notations et des conventions qui seront utili-
sées couramment dans tout ce mémoire. Il rappelle également quelques résultats algé-
briques et catégoriques pour la plupart classiques et élémentaires (qui seront quelque-
fois utilisés sans référence par la suite), à l’exception du théorème (1.5.6) de finitude
récent et profond de Putman-Sam-Snowden, qui constituera l’un des outils essentiels
des théorèmes de noethérianité que nous établirons en fin de mémoire.

Notations ensemblistes générales. — On désigne par Z l’ensemble des entiers relatifs ;
pour (a, b) ∈ Z2, on note Ja, bK := {i ∈ Z | a ≤ i ≤ b}. On désigne par N (resp. N∗)
l’ensemble des entiers naturels (resp. strictement positifs).

Notations catégoriques générales. — Si C est une catégorie, on note Cop la catégorie
opposée à C. Si x et y sont des objets de C, on note C(x, y) ou HomC(x, y) (voire
Hom(x, y) s’il n’y a pas d’ambiguïté possible) l’ensemble (1) des morphismes de x vers
y.

Si C est une catégorie essentiellement petite et E une catégorie, on note Fct(C, E)
la catégorie des foncteurs de C vers E .

1.1. Monoïdes

Tous les monoïdes seront supposés commutatifs, sauf mention expresse
du contraire ; on les notera en général multiplicativement. On désigne par Mon

la catégorie des monoïdes. Ainsi, pour M et N des objets de Mon, l’ensemble des
morphismes Mon(M,N) porte une structure naturelle de monoïde.

Notation 1.1.1. — Si M est un monoïde, on note M0 le monoïde obtenu en adjoi-
gnant à M un élément absorbant externe.

(1)Comme c’est l’usage le plus courant, les catégories (sans plus de précision) auront pour nous une
classe d’objets, mais un ensemble de morphismes entre deux objets fixés.
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Si S est un semi-groupe, on note S+ le monoïde obtenu en adjoignant à S une
unité externe.

Si M est un monoïde non nécessairement commutatif, on note M la catégorie
possédant exactement un objet dont le monoïde d’endomorphismes est M . On désigne
par Z(M) le centre de M . C’est un monoïde commutatif.

Éléments remarquables d’un monoïde. — Soient M un monoïde et x un élé-
ment de M . Une et une seule des situations suivantes advient :

1. la suite (xi)i∈N est injective (autrement dit, le sous-monoïde engendré par x est
libre) — on dit alors que x est sans torsion ;

2. la suite (xi)i∈N est périodique à partir d’un certain rang, ce qui équivaut à dire
que le sous-monoïde engendré par x est fini — on dit alors que x est périodique,
ou de torsion.

Par ailleurs, on dit que x est régulier (au sens de von Neumann) s’il existe y ∈M

tel que x = x2y. Tout élément inversible de M est régulier.
Comme M est commutatif, ses éléments périodiques (resp. réguliers) en forment

un sous-monoïde.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. il existe i ∈ N∗ tel que xi+1 = x ;
2. x est périodique et régulier.

Action d’un monoïde sur une catégorie. — Une action d’un monoïde M sur
une catégorie C est la donnée d’une action de M sur chaque ensemble de morphismes
C(x, y) de sorte que les applications de composition soient équivariantes, autrement
dit, c’est la donnée d’un enrichissement de C sur la catégorie monoïdale symétrique
des M -ensembles (munis du produit cartésien).

Se donner une action de M sur C revient également à se donner un morphisme de
monoïdes M → Z(C), où Z(C) désigne le centre de C, c’est-à-dire le monoïde (auto-
matiquement commutatif) des transformations naturelles de IdC vers elle-même (2).
Autrement dit, on se donne pour tout objet x de C un morphisme M → Z(EndC(x))

de sorte que pour tous objets x et y les actions de M sur C(x, y) données par la
composition à la source ou au but coïncident.

Localisation. — Si M est un monoïde et S un sous-monoïde de M , on note M [S−1]

le monoïde obtenu à partir de M en inversant formellement les éléments de S. Si E
est un M -ensemble à droite, on note M [S−1] l’ensemble quotient (E × S)/((x, s) ∼

(2)Pour que ces transformations naturelles forment un ensemble et pas seulement une classe, on peut
supposer que C est essentiellement petite, ou plus généralement possède un ensemble de générateurs.
La notation Z est cohérente avec celle utilisée plus haut au vu de l’identification Z(T ) ≃ Z(T ) pour
un monoïde non nécessairement commutatif T .
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(y, t) ⇔ ∃u ∈ S x.(tu) = y.(su)) : l’action de M sur E induit une action de M [S−1]

sur E[S−1] de sorte que l’action de mt−1 sur la classe de (x, s) ∈ E × S soit la
classe de (x.m, st). Ainsi, si l’on note de la même façon un élément de E et son
image par l’application canonique (qui est équivariante relativement au morphisme
de monoïdes canonique M → M [S−1], mais n’est pas nécessairement injective) E →
E[S−1] associant à x la classe de (x, 1), la classe de (x, s) est x.s−1.

La notation M [S−1], où M est muni de l’action à droite de M par translations, est
cohérente avec la précédente.

Supposons maintenant que M agit sur une catégorie C. On peut définir une ca-
tégorie C[S−1] ayant les mêmes objets que C et dont les morphismes sont donnés
par C[S−1](x, y) := C(x, y)[S−1], la composition étant donnée par (fs−1) ◦ (gt−1) :=

(f ◦ g)(st)−1, où f et g sont des flèches composables de C et s, t des éléments de S.
La catégorie C[S−1] est munie d’une action de M [S−1] induite par celle de M sur C,
et l’on dispose d’un foncteur canonique C → C[S−1] égal à l’identité sur les objets.

On note que M [S−1] s’identifie canoniquement à M [S−1].
Lorsque la catégorie C possède des colimites filtrantes, le foncteur canonique C →

C[S−1] possède un adjoint à gauche qui identifie C[S−1] à la sous-catégorie pleine de
C des objets sur lesquels les éléments de S agissent par des isomorphismes.

Si l’on suppose C essentiellement petite, l’action de M sur C induit, par précompo-
sition, une action de M sur la catégorie de foncteurs Fct(C, E) (où est E une catégorie
quelconque).

Le résultat suivant est immédiat mais utile :

Lemme 1.1.2. — Soient C une catégorie essentiellement petite munie d’une action
d’un monoïde M , S un sous-monoïde de M et E une catégorie.

Le foncteur Fct(C[S−1], E) → Fct(C, E) de précomposition par le foncteur cano-
nique C → C[S−1] est pleinement fidèle, et son image essentielle est constituée des
foncteurs F tels que F (s) soit inversible pour tout s ∈ S. Si E est cocomplète, alors
Fct(C[S−1], E) s’identifie à Fct(C, E)[S−1].

L’action d’un monoïde se propage également au but des catégories de foncteurs :
toute action d’un monoïde N sur une catégorie E induit une action sur Fct(C, E),
si C est une catégorie essentiellement petite (et, lorsque C est munie d’une action de
M , ladite action commute avec l’action de M à la source ; autrement dit, la catégorie
Fct(C, E) est munie d’une action du monoïde M ×N). Si T est un sous-monoïde de
N , on dispose d’une équivalence canonique Fct(C, E)[T−1] ≃ Fct(C, E [T−1]) lorsque
la catégorie E possède des colimites filtrantes.
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1.2. Anneaux

Convention 1.2.1. — Sauf mention explicite du contraire, tous les anneaux et
en particulier tous les corps sont supposés commutatifs. Les algèbres sont tou-
jours supposées unitaires et associatives, et commutatives sauf mention du contraire.

Si k est un anneau, non nécessairement commutatif, et E un ensemble, on note
k[E] := k⊕E le k-module à gauche libre sur E.

Convention 1.2.2. — Dans tout ce mémoire, A désigne un anneau et K un
corps. On note p la caractéristique de K. Sauf mention du contraire, les produits
tensoriels de base non spécifiée sont pris sur K.

On note AK la K-algèbre A⊗Z K.
On désigne par A× le groupe des unités de A.

On note Ann la catégorie des anneaux.
On désigne comme d’habitude par Spec(A) l’ensemble des idéaux premiers de A.
Un idéal I de A est dit cofini si l’anneau quotient A/I est fini.
Le centre d’un anneau non nécessairement commutatif R est noté Z(R).
UneK-algèbre A est dite déployée si, pour tout idéal maximal m de A, le morphisme

de corps K → A/m est un isomorphisme.
On note ν(K) l’ensemble des entiers n > 0 tels que le polynôme Xn − 1 de K[X]

soit scindé, i.e. tels que l’algèbre K[X]/(Xn − 1) soit déployée.
On note Ab la catégorie des groupes abéliens. Si k est un anneau non nécessaire-

ment commutatif, on désigne par k-Mod la catégorie des k-modules à gauche, et par
P(k) la sous-catégorie pleine dont les objets sont les modules libres ki pour i ∈ N. On
remarquera que dans de nombreuses références (notamment [DTV23], que nous utili-
serons abondamment), P(k) désigne plutôt (un squelette de) la catégorie des modules
projectifs de type fini de k-Mod (d’où la notation), mais c’est sans conséquence sur
les catégories de foncteurs que nous considérerons, car l’injection des modules libres
de type fini dans les modules projectifs de type fini est une équivalence de Morita :
elle induit par précomposition une équivalence entre toutes les catégories de foncteurs
de but abélien (ou plus généralement où les idempotents se scindent).

Radical. — On note J(A) le radical de Jacobson de A, c’est-à-dire l’intersection de
ses idéaux maximaux, et Nil(A) son nilradical, c’est-à-dire l’intersection de ses idéaux
premiers, ou encore, l’ensemble de ses éléments nilpotents [Bou85, chap. II, § 2, n° 6,
prop. 13]. On dit que A est réduit si Nil(A) = {0}.

On rappelle que A est dit semi-local si l’anneau quotient A/ J(A) est semi-simple, ce
qui équivaut à dire que A n’a qu’un nombre fini d’idéaux maximaux, ou que A/ J(A)
est isomorphe à produit fini de corps [Bou85, chap. II, § 3, n° 5, prop. 16].
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L’anneau A est dit semi-parfait s’il est semi-local et que les idempotents de A/ J(A)
se relèvent en des idempotents de A. Il revient au même de demander que A soit
isomorphe à un produit fini d’anneaux locaux.

Contrairement aux autres termes employés dans ce paragraphe pour désigner cer-
tains types d’anneaux, le qualificatif d’anneau quasi-parfait introduit ci-dessous ne
semble pas répertorié, même si la notion est bien connue.

Définition 1.2.3. — L’anneau A est dit quasi-parfait s’il est semi-local et que
Nil(A) = J(A).

Proposition 1.2.4. — Un anneau quasi-parfait est semi-parfait.

Démonstration. — Cela résulte de [Bou12, § 9, n° 4, prop. 7].

L’énoncé classique et facile suivant, dont nous omettons la démonstration, dresse
une liste de relations d’usage courant entre ces différentes propriétés d’un anneau.

Proposition 1.2.5. — 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) l’anneau A est local et quasi-parfait ;
(b) l’ensemble A est la réunion disjointe de Nil(A) et de A× ;
(c) l’anneau A possède exactement un idéal premier.

2. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) l’anneau A est quasi-parfait ;
(b) A est isomorphe à un produit fini d’anneaux locaux quasi-parfaits ;
(c) A est semi-local et tout idéal premier de A est maximal.

3. Le spectre d’un anneau quasi-parfait est fini.
4. Un anneau est artinien si et seulement s’il est quasi-parfait et noethérien.

L’anneau A est dit parfait (3) s’il est semi-local et que, pour toute suite dénombrable
(xi)i∈N de J(A), il existe n ∈ N tel que

∏
i≤n xi = 0. Un tel anneau est quasi-parfait.

La réciproque est toutefois erronée, comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 1.2.6. — La F2-algèbre F2[x0, x1, . . . , xn, . . . ]/(x
2
0, x

2
1, . . . , x

2
n, . . . ) est lo-

cale, et tout élément de son radical est de carré nul. Elle est en particulier quasi-
parfaite. Mais la considération de la suite (xi)i∈N d’éléments de son radical montre
qu’elle n’est pas parfaite.

L’anneau A est dit semi-primaire s’il est semi-local et que l’idéal J(A) est nilpotent.
Un tel anneau est parfait. Tout anneau artinien est semi-primaire.

Si I est un idéal nilpotent de A, alors A est semi-primaire si et seulement si A/I
est semi-primaire.

(3)Il n’y a pas en pratique de confusion à craindre avec la notion différente de corps parfait. De toute
manière, nous n’utiliserons pratiquement pas la notion d’anneau parfait dans ce mémoire ; elle est
mentionnée ici pour la cohérence de cet exposé de rappels sur les anneaux.
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Lemme 1.2.7. — Tout produit fini et tout produit tensoriel fini de K-algèbres semi-
simples (resp. semi-primaires) déployées est semi-simple (resp. semi-primaire) dé-
ployé.

Toute sous-algèbre et toute algèbre quotient d’une K-algèbre semi-simple (resp.
semi-primaire) déployée est semi-simple (resp. semi-primaire) déployée.

Démonstration. — L’assertion relative aux produits finis et aux produits tensoriels
finis est immédiate. Celle relative aux sous-algèbres et quotients des algèbres semi-
simples déployées est contenue dans [Bou81, chap. V, § 6, prop. 3] (où les algèbres
semi-simples déployées sont appelées algèbres diagonalisables).

Si B est une sous-algèbre d’une K-algèbre semi-primaire déployée A, alors l’image
du morphisme d’algèbres canonique B ↪→ A ↠ A/ J(A) est semi-simple déployée en
tant que sous-algèbre de l’algèbre semi-simple déployée A/ J(A). Son noyau est inclus
dans J(A) ; c’est donc un idéal nilpotent de B. Il s’ensuit que cette algèbre est semi-
primaire déployée. L’assertion relative aux quotients s’établit de façon analogue.

En combinant l’assertion du lemme précédente relative aux produits tensoriels finis
et celle sur les quotients, on obtient :

Lemme 1.2.8. — Toute K-algèbre engendrée par un nombre fini de sous-algèbres
semi-simples (resp. semi-primaires) déployées est semi-simple (resp. semi-primaire)
déployée.

Exemple 1.2.9. — Si M est un monoïde fini, alors la K-algèbre K[M ] est de dimen-
sion finie, donc semi-primaire. Elle est déployée si et seulement si pour tout x ∈ M ,
l’ordre a du sous-semi-groupe (xn)n∈N∗ de M engendré par x appartient à ν(K), et
semi-simple si et seulement si a est inversible dans K et x régulier. En effet, les lemmes
1.2.7 et 1.2.8 montrent qu’il suffit de traiter le cas où M est engendré par x, qui résulte
de ce qu’on a alors K[M ] ≃ K[X]/(Xn.(Xa − 1)) ≃ K[X]/(Xn) × K[X]/(Xa − 1)

pour un certain n ∈ N, et x est régulier si et seulement si n ∈ {0, 1}.

Lemme 1.2.10. — Supposons que A est un anneau semi-parfait.

1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) tout quotient semi-primaire de A est semi-simple ;
(b) pour tout idéal maximal m de A, m2 = m ;
(c) J(A)2 = J(A).

2. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) tout quotient semi-primaire de A est artinien ;
(b) pour tout idéal maximal m de A, dimA/m m/m2 <∞ ;
(c) J(A)/ J(A)2 est un A/ J(A)-module de type fini.

Démonstration. — Comme A est un produit fini d’anneaux locaux, il suffit de dé-
montrer le résultat lorsque A est local ; notons m son radical.
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Un quotient non nul de A est de la forme A/I, où I ⊂ m est un idéal, et a pour
radical m/I. Ainsi, A/I est semi-primaire si et seulement s’il existe n ∈ N∗ tel que
mn ⊂ I ⊂ m.

Comme la condition m2 = m implique mn = m pour tout n ∈ N∗, l’assertion 1
s’ensuit.

Comme on dispose d’un morphisme surjectif A/m-linéaire SnA/m(m/m
2) ↠

mn/mn+1 (où Sn désigne la n-ième puissance symétrique), l’assertion 2 découle
également de l’observation précédente.

Anneaux et monoïdes. — On note Aµ le monoïde multiplicatif sous-jacent à un
anneau A. Le foncteur associant à un monoïde M l’anneau (resp. la K-algèbre) Z[M ]

(resp. K[M ]) de M est adjoint à gauche au foncteur Ann → Mon A 7→ Aµ (resp.
à la composée de ce foncteur avec le foncteur d’oubli des K-algèbres dans Ann).

On désigne par K̄[M ] l’idéal d’augmentation de la K-algèbre d’un monoïde M .
Les exemples ci-dessous illustrent certaines notions introduites au § 1.1.1 dans le

monoïde Aµ.

Exemple 1.2.11. — Si A est un anneau intègre, le monoïde multiplicatif Aµ s’iden-
tifie à (A \ {0})0 (cf. notation 1.1.1).

Exemple 1.2.12. — Si A est un anneau local quasi-parfait, on dispose d’un isomor-
phisme canonique de monoïdes Mon(Aµ,Kµ) ≃ Ab(A×,K×)+.

En effet, si φ : Aµ → Kµ est un morphisme de monoïdes, comme 0 ∈ A est
idempotent, soit φ envoie 0 sur 1, auquel cas φ est le morphisme trivial (puisque 0 est
absorbant), soit φ envoie 0 sur 0. Dans ce dernier cas, les éléments non inversibles de
A, qui sont nilpotents (proposition 1.2.5), sont nécessairement envoyés sur 0 par φ.

Un élément de A est dit régulier (au sens de von Neumann) si c’est un élément
régulier du monoïde Aµ. On dit que A est un anneau absolument plat si tous ses
éléments sont réguliers. Il revient au même de demander que tout idéal principal de
A soit engendré par un idempotent, ou que tout A-module de présentation finie soit
projectif, ou encore que tout A-module soit plat [Pop73, Théorème 8.6].

La propriété suivante est évidente.

Proposition 1.2.13. — Tout produit et toute colimite filtrante d’anneaux absolu-
ment plats est un anneau absolument plat.

Corollaire 1.2.14. — Si G est un groupe abélien dont tous les éléments sont
d’ordres finis et inversibles dans K, alors l’algèbre de groupe K[G] est un anneau
absolument plat.

La notion suivante sera utilisée à deux reprises au chapitre 9.

Notation 1.2.15. — Le sous-monoïde de Aµ constitué des éléments périodiques et
réguliers de A est noté Apereg.
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Nous donnons maintenant deux énoncés classiques reliant les propriétés de fini-
tude des monoïdes et des anneaux. Le premier est établi par exemple dans [Gil84,
Théorème. 7.7].

Proposition 1.2.16. — Soit M un monoïde. La K-algèbre K[M ] est noethérienne
si et seulement si M est un monoïde de type fini.

Le résultat suivant fut démontré pour la première fois dans [Isb59].

Théorème 1.2.17 (Isbell). — Le monoïde Aµ est de type fini si et seulement si A
est un anneau fini.

Nous utiliserons aussi quelquefois le groupe additif sous-jacent à un anneau A, noté
Aadd. Le K-espace vectoriel K[A] hérite ainsi de deux structures de K-algèbre : celle
de K[Aadd] et celle de K[Aµ]. Le produit donné par cette dernière structure (que nous
utiliserons de loin le plus souvent) sera noté par un point (voire l’absence de symbole) :
[a].[b] = [ab], tandis que l’autre produit sera noté ⋆ : [a] ⋆ [b] = [a+ b]. Si U et V sont
des sous-espaces vectoriels de K[A], nous noterons U ⋆ V le sous-espace vectoriel de
K[A] engendré par les éléments x ⋆ y pour (x, y) ∈ U ×V , et nous appellerons ⋆-idéal
de K[A] un idéal de K[Aadd]. Un sous-ensemble de K[A] qui est un idéal à la fois
de K[Aadd] et de K[Aµ] sera appelé bi-idéal de K[A]. De façon équivalente, si l’on
munit l’ensemble A de l’action à gauche canonique du monoïde non commutatif affine
aff(A) := {A x7→ax+b−−−−−→ A | (a, b) ∈ A2} ≃ Aµ ⋉ Aadd, un bi-idéal de K[A] en est un
sous-K[aff(A)]-module à gauche.

Remarque 1.2.18. — 1. Si V est un sous-groupe de Aadd, alors le noyau de
l’application linéaire K[A] ↠ K[A/V ] induite par la projection A ↠ A/V est
K[A] ⋆ K̄[V ].

2. Si U et V sont des idéaux de K[Aµ], alors U ⋆V est aussi un idéal de K[Aµ]. Si
de plus U ou V est un bi-idéal de K[A], il s’ensuit que U ⋆ V est un bi-idéal.

3. En particulier, si I est un idéal de K[Aµ], alors K[A] ⋆ I (c’est-à-dire le ⋆-idéal
de K[A] engendré par I) est un bi-idéal de K[A], c’est donc le bi-idéal engendré
par I.

4. L’idéal d’augmentation K̄[A] est un bi-idéal, ses puissances K̄[A]⋆d sont donc
des bi-idéaux.

1.3. Dérivations

Si φ : A→ K est un morphisme d’anneaux, une φ-dérivation de A dans K est un
morphisme de groupes abéliens d : Aadd → Kadd tel que

∀(x, y) ∈ A2 d(xy) = φ(x)d(y) + φ(y)d(x).
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Ces φ-dérivations forment un sous-espace vectoriel de Ab(A,K) qu’on notera
Derφ(A,K). Nous noterons également mφ l’idéal de la K-algèbre AK noyau du mor-
phisme d’algèbres AK → K envoyant a ⊗ λ sur φ(a)λ. On dispose d’isomorphismes
canoniques de K-espaces vectoriels

(1) Derφ(A,K) ≃ (mφ/m
2
φ)

∗ ,

où l’étoile désigne la dualité, et

(2) Derφ(A,K) ≃ Ext1AK
(Kφ,Kφ) ,

où Kφ désigne le AK-module K muni de l’action tautologique de K et de l’action de
A via φ.

Les conditions de finitude sur les dérivations suivantes interviendront à quelques
reprises dans ce travail :

(CFD) ∀φ ∈ Ann(A,K) dimK Derφ(A,K) <∞ .

(S’il y a une ambiguïté possible sur A ou K, nous dirons que (A,K) vérifie (CFD).)

(CFD)+ Pour toute extension finie L du corps K, (A,L) vérifie la condition (CFD).

On a manifestement les implications suivantes :
(AK est un anneau noethérien) ⇒ (pour tout φ ∈ Ann(A,K), mφ est un idéal de
type fini de AK) ⇒ (CFD).

La condition de noethérianité de AK est en particulier vérifiée dans chacun des cas
suivants :

1. A est un anneau essentiellement de type fini (i.e. un localisé d’un anneau de
type fini) ;

2. A est un anneau noethérien et K un corps de type fini.

De plus, la noethérianité de AK implique celle de AL pour toute extension finie L
du corps K, et donc (CFD)+.

Remarque 1.3.1. — la condition (CFD)+ est également vérifiée lorsque p > 0 et
que la Fp-algèbre A/p est un module (ou une algèbre) de type fini sur l’image de son
endomorphisme de Frobenius, car une dérivation en caractéristique p est nulle sur
les puissances p-ièmes. Cette condition est en particulier vérifiée si A est une algèbre
de type fini sur un corps parfait de caractéristique p. Cela fournit des exemples de
situations où (CFD)+ est satisfaite sans que l’anneauAK soit noethérien (par exemple,
si A = K est un corps parfait infini de caractéristique non nulle).

Remarque 1.3.2. — Supposons que l’image de φ ∈ Ann(A,K) est finie, disons de
cardinal pr. Alors la théorie de Galois des corps finis fournit un diagramme commutatif
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de morphismes d’anneaux

AK = A⊗Z K
φ⊗K //

����

K ⊗Z K

Fpr ⊗Fp
K

≃ //
* 


77oooooooooooo
Kr

dont les composantes AK → K de la composée AK → Kr sont les φp
i

pour 0 ≤ i < r.
Il s’ensuit que, si Iφ désigne l’idéal de A noyau de φ, on a

(Iφ/I
2
φ)⊗Fp

K ≃
r−1⊕
i=0

mφpi/m
2
φpi .

Ainsi, la condition (CFD) implique que Iφ/I2φ est fini, et si tout morphisme d’anneaux
A→ K est d’image finie (par exemple, siK est fini), alors la condition (CFD) équivaut
à la finitude de Iφ/I2φ pour tout φ ∈ Ann(A,K).

Les conditions d’annulation des dérivations suivantes interviendront également,
notamment au chapitre 5 :

(CAD) ∀φ ∈ Ann(A,K) Derφ(A,K) = 0 .

(S’il y a une ambiguïté possible sur A ou K, nous dirons que (A,K) vérifie (CAD).)

(CAD)+ Pour toute extension finie L du corps K, (A,L) vérifie la condition (CAD).

Ces conditions sont faciles à caractériser lorsque A = K :

Proposition et définition 1.3.3. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. pour toute extension L du corps K, (K,L) vérifie la condition (CAD) ;
2. (K,K) vérifie la condition (CAD)+ ;
3. (K,K) vérifie la condition (CAD) ;
4. K est une extension algébrique de Q ou un corps parfait de caractéristique pre-

mière.

Lorsqu’elles sont vérifiées, nous dirons que K est sans dérivation.

Démonstration. — Les implications 1⇒2⇒3 sont triviales.
Les implications 3⇒4⇒1 résultent de [Bou81, chap. V, § 16, th. 1 et son cor. 3] en

caractéristique nulle et de [Bou81, chap. V, § 13, prop. 6] en caractéristique première.

Nous aurons besoin au chapitre 5 du résultat technique simple suivant.

Lemme 1.3.4. — Supposons que pour toute extension finie séparable L du corps
K et tout α ∈ Ann(A,L), on a dimLDerα(A,L) <∞ (resp. Derα(A,L) = 0). Alors
la condition (CFD)+ (resp. (CAD)+) est vérifiée.
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Démonstration. — Il s’agit de montrer que si L′ est une extension finie, non
nécessairement séparable, de K, et α : A → L un morphisme d’anneaux, on a
dimLDerα(A,L

′) < ∞ (resp. Derα(A,L
′) = 0). Soit L la fermeture algébrique sépa-

rable [Bou81, chap. 5, § 7, n°7] deK dans L′. Alors L′ est une extension radicielle finie
du corps L, donc il existe n ∈ N tel que la n-ième itérée φ du morphisme de Frobenius
de L′ soit à valeurs dans L. Ainsi, il existe α̃ ∈ Ann(A,L) tel que la composée de α̃
et de l’inclusion L ⊂ L′ coïncide avec φ ◦ α. Ainsi, Derφ◦α(A,L

′) ≃ Derα̃(A,L)⊗
L
L′

est de dimension finie (resp. nul) par hypothèse, puisque L est une extension finie
séparable de K. Comme la composition par φ définit une application K-linéaire
injective Derα(A,L

′) → Derφ◦α(A,L
′), la conclusion s’ensuit.

Nous utiliserons au chapitre 9 la caractérisation de la condition (CAD) pour des
algèbres sur un corps fini donnée par les deux énoncés suivants.

Lemme 1.3.5. — Supposons que p est premier et que A est une Fp-algèbre locale
dont le radical est de carré nul et le corps résiduel κ est un sous-corps de K. Soit α
le morphisme d’anneaux A↠ κ ↪→ K. Alors Derα(A,K) est nul si et seulement si A
est un corps parfait.

Démonstration. — Toute dérivation de κ dans K (relativement à l’inclusion κ ↪→ K)
se prolonge, par précomposition par A ↠ κ, en une α-dérivation de A dans K, il est
donc nécessaire que κ soit parfait pour que Derα(A,K) soit nul (cf. proposition 1.3.3).

Supposons désormais κ parfait : comme J(A) est de carré nul, cela implique que
l’image de l’endomorphisme de Frobenius de la Fp-algèbre A induit un isomorphisme
de κ sur une sous-algèbre de A supplémentaire (comme Fp-espace vectoriel) de J(A),
d’où l’on déduit Derα(A,K) ≃ HomFp(J(A),Fp) et la conclusion.

Proposition 1.3.6. — Supposons que p est premier et que A est une Fp-algèbre.
Alors la condition (CAD) est vérifiée si et seulement si, pour tout p ∈ Spec(A) tel que
le corps κp := Frac(A/p) se plonge dans K, l’idéal maximal mp := p.Ap de l’anneau
localisé Ap est égal à son carré et le corps κp est parfait.

Démonstration. — Soient φ : A → K un morphisme d’anneaux et p son noyau : p
est un idéal premier de A et le corps κp se plonge dans K. Notant φ̃ : Ap → K

l’unique morphisme d’anneaux factorisant φ à travers le morphisme canonique A →
Ap, toute dérivation d ∈ Derφ(A,K) se prolonge de manière unique en une dérivation
d̃ ∈ Derφ̃(Ap,K), donnée par d̃(a.x−1) = α(x)−1d(a)−α(a)α(x)−2d(x) pour a ∈ A et
x ∈ A\p, et d 7→ d̃ définit un isomorphisme Derφ(A,K)

≃−→ Derφ̃(Ap,K). Par ailleurs,
comme φ̃ est nul sur mp, tout élément de Derφ̃(Ap,K) est nul sur m2

p, de sorte que la
réduction modulo m2

p induit un isomorphisme Derφ̃(Ap,K)
≃−→ Derφ̄(Ap/m

2
p,K), où

φ̄ : Ap/m
2
p → K désigne le morphisme d’anneaux induit par φ̃. La conclusion résulte

maintenant du lemme 1.3.5.
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Si M est un monoïde et w : M → Kµ un morphisme, on appelle dérivation non
additive de M dans K relative à w toute fonction d :M → K telle que

∀(x, y) ∈M2 d(xy) = w(x).d(y) + w(y).d(x).

Si w̃ désigne l’image de w par la bijection canonique Mon(M,Kµ)
≃−→ Ann(Z[M ],K),

le K-espace vectoriel des dérivations non additives M → K relatives à w s’identifie
à Derw̃(Z[M ],K). Nous noterons simplement mw pour mw̃, c’est-à-dire le noyau du
morphisme de K-algèbres K[M ] → K prolongeant w.

Exemple 1.3.7. — Si M est un groupe, alors w est à valeurs dans K×, et une
fonction d :M → K est une dérivation non additive relative à w si et seulement si la
fonction d/w est un morphisme de M dans le groupe additif sous-jacent à K.

Remarque 1.3.8. — Une dérivation non additive d :M → K relative à w satisfait
la relation d(xn) = nw(x)n−1d(x) pour tous n ∈ N∗ et x ∈ M . En particulier, on a
d(xp) = 0 pour tout x ∈M .

1.4. Catégories linéaires, abéliennes

Catégories A-linéaires. — Une structure A-linéaire sur une catégorie A est un en-
richissement de A sur la catégorie monoïdale symétrique (A-Mod,⊗

A
, A). Autrement

dit, les ensembles de morphismes de A sont munis d’une structure de A-module de
sorte que les applications de composition soient A-bilinéaires. Une catégorie Z-linéaire
est encore appelée catégorie préadditive. (Une catégorie additive est une catégorie
préadditive possédant des coproduits finis ; dans ce cas, la structure préadditive est
unique.)

Le centre Z(A) d’une catégorie préadditive (4) A est un anneau (commutatif). La
donnée d’une structure A-linéaire sur une catégorie A équivaut à la donnée d’une
structure préadditive sur A et d’un morphisme d’anneaux A→ Z(A).

Si A est une catégorie additive et A-linéaire, on dispose d’un foncteur (unique à
isomorphisme près) ⊗

A
: P(A) × A → A qui est additif et A-linéaire par rapport

à chaque variable et tel que A ⊗
A

− ≃ IdA. On dispose de plus d’isomorphismes

A(V ⊗
A
x, y) ≃ HomA(V,A(x, y)) et A(V ∗ ⊗

A
x, y) ≃ A(x, V ⊗

A
y) naturels en les objets

x, y de A et V de P(A), où V ∗ := HomA(V,A).
Si γ : A → B est un morphisme d’anneaux et A une catégorie A-linéaire, on note

A ⊗A B, ou γ∗A, la catégorie B-linéaire ayant les mêmes objets que A et dont les
morphismes sont donnés par (A ⊗A B)(x, y) := A(x, y) ⊗A B, la composition et les
unités étant induites par celles de A. On dispose d’un foncteur canonique γ∗ : A →
γ∗A égal à l’identité sur les objets, qui est γ-linéaire (c’est-à-dire A-linéaire, où γ∗A

(4)possédant un ensemble générateur, par exemple, afin d’éviter tout problème ensembliste.
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est munie de la structure A-linéaire image inverse par γ de sa structure B-linéaire).
Si A est additive, alors γ∗A est également additive. Pour A = P(A), γ∗ s’identifie au
foncteur P(A) → P(B) d’extension des scalaires le long de γ. Si γ : A ↠ A/I est la
réduction modulo un idéal I de A, on notera A/I pour γ∗A.

Toute structure A-linéaire sur une catégorie fournit une action du monoïde Aµ sur
celle-ci.

Si S est une partie multiplicative de A (c’est-à-dire un sous-monoïde de Aµ), l’an-
neau de fractions A[S−1] a pour monoïde multiplicatif sous-jacent Aµ[S−1] ; de même,
si A est une catégorie A-linéaire, la catégorie avec action de Aµ[S−1] sous-jacente à la
catégorie A[S−1]-linéaire A⊗A A[S−1] est A[S−1] : toutes les notions de localisation
concordent.

Catégories abéliennes et sous-catégories. — Pour les généralités sur les caté-
gories abéliennes, on pourra se référer à [Gab62, Pop73].

Définition 1.4.1. — Soient E une catégorie abélienne et E ′ une sous-catégorie pleine
de E . On dit que E ′ est une sous-catégorie :

– semi-épaisse si elle est stable par sous-quotients et par sommes directes finies ;
– épaisse si E ′ est semi-épaisse et stable par extensions ;
– prélocalisante si E ′ est semi-épaisse et que le foncteur d’inclusion E ′ → E admet

un adjoint à droite ;
– prébilocalisante si E ′ est prélocalisante et que l’inclusion E ′ → E admet un

adjoint à gauche ;
– localisante si E ′ est prélocalisante et épaisse ;
– bilocalisante si E ′ est prébilocalisante et épaisse.

Si E ′ est une sous-catégorie semi-épaisse de E , l’inclusion i : E ′ → E admet un
adjoint à droite (resp. à gauche) si et seulement si tout objet X de E possède un plus
sous grand sous-objet (resp. quotient) Φ(X) appartenant à E ′ ; Φ est alors l’adjoint à
droite (resp. à gauche) de i, et l’unité iΦ → IdE (resp. la coünité IdE → iΦ) est alors
le monorphisme (resp. l’épimorphisme) canonique.

Si E ′ est une sous-catégorie semi-épaisse de E , la sous-catégorie pleine de E des
objets possédant une filtration finie dont les sous-quotients appartiennent à E ′ est
épaisse, c’est la plus petite sous-catégorie épaisse de E contenant E ′, on l’appelle donc
sous-catégorie épaisse de E engendrée par E ′.

Catégories de Grothendieck. — On rappelle qu’une catégorie de Grothendieck
est une catégorie abélienne cocomplète, possédant un générateur, et dans laquelle les
colimites filtrantes sont exactes [Pop73, p. 63, note 3]. Il est bien connu qu’une catégo-
rie de Grothendieck possède toujours des produits [Pop73, chapitre 3, corollaire 7.10]
et un cogénérateur injectif [Pop73, chapitre 3, théorème 10.10 et lemme 7.12]. En
particulier, on peut y définir des groupes d’extensions. Les sous-objets d’un objet
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d’une catégorie de Grothendieck forment toujours un ensemble par [Gab62, chap. I,
prop. 5].

Une sous-catégorie semi-épaisse d’une catégorie de Grothendieck est prélocalisante
(resp. prébilocalisante) si et seulement si elle est stable par sommes directes (resp. pro-
duits) arbitraires. Une sous-catégorie prélocalisante d’une catégorie de Grothendieck
est elle-même une catégorie de Grothendieck.

Si E ′ est une sous-catégorie semi-épaisse d’une catégorie de Grothendieck E , la
sous-catégorie pleine de E des objets qui sont colimite d’une famille d’objets de E ′ est
prélocalisante, c’est la sous-catégorie prélocalisante de E engendrée par E ′. Tout objet
de cette catégorie est la colimite filtrante de ses sous-objets appartenant à E ′.

Différentes propriétés de finitude classiques d’un objet X d’une catégorie de Gro-
thendieck, ou plus généralement d’une catégorie abélienne E dans laquelle la classe
des sous-objets d’un objet donné forme un treillis complet, interviendront de façon
importante dans ce travail. Il s’agit notamment des notions d’objet noethérien, arti-
nien, simple, de longueur finie (que nous nommerons simplement fini ; cette condition
équivaut à noethérien et artinien), de type fini , ou de type cofini . Toutes ces notions
sont classiques et se trouvent par exemple rappelées dans [Alb15, § 3.2], à l’exception
de la dernière. Un objet de E est par définition de type cofini si pour toute famille de
sous-objets d’intersection nulle, il existe une sous-famille finie d’intersection nulle. Un
objet d’une catégorie de Grothendieck est de type cofini si et seulement s’il est exten-
sion essentielle d’un sous-objet fini. Comme ces propriétés de finitude d’un objet X de
E ne dépendent que du treillis de ses sous-objets, si X appartient à une sous-catégorie
semi-épaisse E ′ de E , elles sont équivalentes dans E et E ′.

Un objet d’une catégorie abélienne est dit localement noethérien (resp. localement
fini, localement de type fini) s’il est somme d’un ensemble de sous-objets noethériens
(resp. finis, de type fini). Une catégorie abélienne est dite localement noethérienne
(resp. localement finie, localement de type fini) si tous ses objets sont localement
noethériens (resp. localement finis, localement de type fini).

Pour n ∈ N∪{∞}, on dit qu’un objet X d’une catégorie de Grothendieck E est de
n-présentation finie — en abrégé, pfn — si le morphisme naturel

colim
J

ExtiE(X,−) ◦ Φ → ExtiE(X, colim
J

Φ)

est bijectif pour i < n et injectif pour i = n (si n est fini), pour tout foncteur
Φ : J → E , où J est une petite catégorie filtrante. Pour davantage de détails sur cette
notion, on renvoie à [DT23, § 1], dont on suivra les notations — en particulier, on
désignera par pfn(E) la classe des objets de E vérifiant la propriété pfn.

Catégories abéliennes k-linéaires (cf. [SGA77, début de l’exposé 5]). — Si
k est un anneau et E une catégorie abélienne k-linéaire cocomplète, le bifoncteur
⊗
k
: P(k) × E → E s’étend de façon unique (à isomorphisme près) en un bifoncteur
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encore noté ⊗
k
: k-Mod × E → E qui est cocontinu par rapport à chaque variable. Il

est caractérisé par l’isomorphisme d’adjonction

A(V ⊗
k
a, b) ≃ Homk(V,A(a, b))

naturel en les objets a, b de A et V de k-Mod.
Si k′ est une k-algèbre non nécessairement commutative, et E une catégorie abé-

lienne k-linéaire, alors on note E ⊠
k
k′ la catégorie dont les objets sont les couples

(X, f) où X est un objet de E et f : k′ → EndE(X) un morphisme de k-algèbres (non
nécessairement commutatives). Les morphismes (X, f) → (Y, g) sont les morphismes
u : X → Y de E tels que le diagramme suivant commute.

k′
f //

g

��

EndE(X)

u∗

��
EndE(Y )

u∗
// HomC(X,Y )

La catégorie E ⊠
k
k′ est abélienne. Si k′ est commutative, cette catégorie est k′-

linéaire. Si E est de Grothendieck, il en est de même pour E ⊠
k
k′. Si E est cocomplète,

alors le foncteur d’oubli E ⊠
k
k′ → E possède un adjoint à gauche noté − ⊗

k
k′ (sa

composée avec le foncteur d’oubli s’identifie à l’endofoncteur k′⊗
k
− de E). Si E est de

Grothendieck et que k′ est un k-module plat, alors −⊗
k
k′ est exact.

Si E est cocomplète, le foncteur k′ ⊗
k
− induit également un foncteur k-linéaire

pleinement fidèle E⊗kk′ → E⊠
k
k′, mais celui-ci n’est généralement pas une équivalence

(par exemple, pour E = Ab et k = Z, son image essentielle est constituée des k′-
modules libres). Toutefois, si le morphisme d’anneaux k → k′ est un épimorphisme,
ce foncteur est une équivalence. C’est en particulier le cas pour un morphisme surjectif
ou pour le morphisme canonique k → k[S−1], où S est une partie multiplicative de k.

Un cas particulièrement important de ce type de changement de base est celui
où k′ est un localisé de l’anneau k. Nous utiliserons dans ce cadre le résultat simple
suivant :

Lemme 1.4.2. — Soient S une partie multiplicative d’un anneau k, E une catégorie
abélienne k-linéaire et X un objet de E⊠

k
k[S−1] ; notons ι : E⊠

k
k[S−1] → E le foncteur

d’oubli.
Supposons que End(X) est une k-algèbre (non commutative) entière. Alors tout

sous-objet de ι(X) est l’image par ι d’un sous-objet de X. En particulier, si X est de
type fini (resp. noethérien, fini, simple...), alors il en est de même pour ι(X).

(On notera que, si E est cocomplète, alors E ⊠
k
k[S−1] s’identifie à E [S−1].)
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Démonstration. — Un objet T de E appartient à l’image essentielle de ι si et seule-
ment l’image de S par le morphisme de k-algèbres k → Z(End(T )) est inversible.
Comme par ailleurs ι est pleinement fidèle, la conclusion découle du lemme élémen-
taire d’algèbre commutative ci-dessous.

Lemme 1.4.3. — Soient S une partie mutiplicative d’un anneau k et R une k[S−1]-
algèbre. Si R est entière comme k-algèbre, alors k et k[S−1] ont la même image dans
R.

Démonstration. — Soit s ∈ S. Comme l’image de s−1 dans R annule un polynôme
unitaire à coefficients dans k, c’est un polynôme (à coefficients dans k) en l’image de
s ∈ k.

Décompositions en somme directe d’objets indécomposables. — Considé-
rons les propriétés suivantes d’un objet X d’une catégorie de Grothendieck E :

(Dec) L’objet X est isomorphe à une somme directe d’objets indécomposables de
E .

(DecF) L’objet X est isomorphe à une somme directe finie d’objets indécompo-
sables de E .

(DecFF) Il existe un entier d tel que toute décomposition de X en somme directe
de sous-objets non nuls a au plus d termes.

On a manifestement les implications (DecFF)⇒(DecF)⇒(Dec).

Remarque 1.4.4. — Un objet de type fini de E qui vérifie la condition (Dec) vérifie
nécessairement (DecF).

Définition 1.4.5. — On dit qu’un objet de E est de dimension uniforme (ou de
Goldie) finie s’il ne contient pas de somme directe infinie d’objets non nuls.

Exemple 1.4.6. — Tous les objets noethériens et tous les objets de type cofini de
E sont de dimension uniforme finie.

Pour la propriété classique suivante, on pourra consulter [Alb15, § 2.2 et 3.2].

Proposition 1.4.7. — Si X est un objet de E de dimension uniforme finie, alors
il existe d ∈ N tel que tout sous-objet de X est somme directe d’au plus d sous-objets
non nuls.

Corollaire 1.4.8. — Tout objet de E de dimension uniforme finie vérifie la condi-
tion (DecFF).

Corollaire 1.4.9. — Tous les objets noethériens et tous les objets de type cofini de
E vérifient la condition (DecFF).
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Remarque 1.4.10. — Un objet de type fini ne vérifie pas nécessairement la condi-
tion (Dec). Par exemple, si A est le produit d’une infinité d’anneaux non nuls, le
A-module de type fini A ne vérifie pas (Dec).

Proposition 1.4.11. — Si E est K-linéaire, tout objet X de E tel que dimK EndE(X)

soit finie vérifie la condition (DecFF).

Démonstration. — En effet, si X est isomorphe à une somme directe de d objets non
nuls, alors dimK EndE(X) ≥ d.

1.5. Catégories de foncteurs

Soient C et E des catégories, avec C essentiellement petite. Si E est cocomplète
(resp. complète, additive, abélienne, de Grothendieck), alors il en est de même pour
la catégorie de foncteurs Fct(C, E).

Si Φ : D → C est un foncteur entre catégories essentiellement petites, on notera
Φ∗ : Fct(C, E) → Fct(D, E) le foncteur de précomposition par Φ. Si Ψ : E → E ′ est
un foncteur, on notera Ψ∗ : Fct(C, E) → Fct(C, E ′) le foncteur de postcomposition
par Ψ.

Si k est un anneau, on note F(C; k) pour Fct(C, k-Mod). On note aussi F(A, k)

pour F(P(A); k).
Si C et D sont des catégories essentiellement petites, on note

⊠ : F(C;K)×F(D;K) → F(C × D;K)

le produit tensoriel extérieur (sur K), donné par (F ⊠ G)(c, d) := F (c) ⊗ G(d). Un
autre produit tensoriel extérieur apparaîtra quelquefois : si E est une catégorie de Gro-
thendieck k-linéaire et k → k′ un morphisme d’anneaux, on dispose d’une équivalence
canonique Fct(C, E)⊠

k
k′ ≃ Fct(C, E ⊠

k
k′) de catégories de Grothendieck k′-linéaires

(qui se spécialise notamment en F(C; k) ⊠
k
k′ ≃ F(C; k′)). Nous identifierons souvent

ainsi ces deux catégories.
Le produit tensoriel que nous utiliserons le plus souvent sera le produit tensoriel

interne à F(C;K), calculé au but, et noté simplement ⊗ : (F ⊗G)(c) = F (c)⊗G(c) —
ou encore, F ⊗G est la précomposition de F ⊠G par le foncteur diagonale C → C×C.

Si c est un objet de C, on note P c;kC l’objet k[C(c,−)] de F(C; k). La mention à la
catégorie C sera souvent omise quand aucune ambiguïté ne peut en résulter, de même
que la mention à l’anneau k (surtout lorsque k = K). Ce foncteur est projectif de
type fini car il représente l’évaluation en c, par une variante du lemme de Yoneda. Les
P c;kC constituent une famille génératrice de la catégorie F(C; k) lorsque c parcourt un
squelette de C.
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Nous utiliserons à plusieurs reprises les notions de support ou de co-support d’un
foncteur, pour lesquelles nous renvoyons à [DTV23, déf. 1.2]. Dans F(C; k), un en-
semble E d’objets de C constitue un support d’un foncteur si et seulement s’il est
quotient d’une somme directe de foncteurs de la forme P cC avec c ∈ E.

Foncteurs à valeurs de dimension (ou de type) fini(e). — On note Fdf(C;K)

la sous-catégorie pleine de F(C;K) constituée des foncteurs dont les valeurs sont des
espaces vectoriels de dimension finie sur K.

L’observation immédiate suivante sera d’usage courant.

Proposition 1.5.1. — Si F est un objet de type fini de F(C;K) et G un objet
de Fdf(C;K), alors l’espace vectoriel Hom(F,G) est de dimension finie. En particu-
lier, si F est un objet de type fini de Fdf(C;K), la K-algèbre (non nécessairement
commutative) End(F ) est de dimension finie.

Démonstration. — Comme F est de type fini, c’est un quotient d’une somme directe
finie de foncteurs de la forme P cC , donc Hom(F,−) est un sous-foncteur d’une somme
directe finie de foncteurs d’évaluation.

Par la proposition 1.4.11, on en déduit :

Corollaire 1.5.2. — Tout foncteur de type fini de Fdf(C;K) vérifie la condition
(DecFF).

La proposition 1.5.1 admet la généralisation immédiate suivante :

Proposition 1.5.3. — Soient k un anneau noethérien. Si F est un objet de type fini
de F(C; k) et G un objet de F(C; k) à valeurs de type fini, alors le k-module Hom(F,G)

est de type fini. En particulier, si F est un objet de type fini et à valeurs de type fini
de F(C; k), la k-algèbre (non nécessairement commutative) End(F ) est finie (i.e. de
type fini comme k-module).

Nous aurons besoin en fin de mémoire du résultat suivant :

Proposition 1.5.4. — Soient k un anneau noethérien, M un monoïde opérant sur
une petite catégorie C et F un foncteur de type fini et à valeurs de type fini de
F(C[M−1]; k). Alors l’image de F dans F(C; k) par la précomposition par le fonc-
teur canonique C → C[M−1] est de type fini.

Démonstration. — La catégorie F(C; k) est k[M ]-linéaire, et F(C[M−1]; k) s’identifie
à F(C; k)[M−1] ≃ F(C; k) ⊠

k[M ]
k[M,M−1]. La proposition 1.5.3 montre que l’algèbre

End(F ) est finie, donc entière, sur l’anneau noethérien k, et a fortiori sur k[M ]. Par
conséquent, le lemme 1.4.2 donne la conclusion.
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On dit [DTV23, déf. 3.4] que K est un corps de décomposition non additif de la
catégorie C si, pour tout foncteur simple S de Fdf(C;K), le morphisme canonique
de corps (non commutatif au but) K → End(S) est un isomorphisme. Lorsque C est
de plus additive, on dit que K est un corps de décomposition de C si la condition
précédente vaut pour les foncteurs additifs simples S de Fdf(C;K).

Exemple 1.5.5. — 1. Si K est algébriquement clos, c’est un corps de décompo-
sition non additif de C.

2. On peut montrer (mais c’est non trivial, contrairement à l’observation précé-
dente) que tout corps de décomposition K d’une petite catégorie additive qui
contient les racines de l’unité (i.e. tel que ν(K) = N∗) en est également un corps
de décomposition non additif [DTV23, cor. 5.7].

3. Le corps K est un corps de décomposition de la catégorie P(A) si et seulement
si tout morphisme d’anneaux de A vers un corps qui est une extension finie de
K est à valeurs dans K.

Propriétés de finitude. — Les résultats ici rappelés constitueront l’un des fon-
dements essentiels des théorèmes de finitude (propriétés localement noethérienne ou
localement finie) que nous établirons, dans des situations beaucoup plus générales, à
la fin de ce travail.

Théorème 1.5.6 (Putman-Sam-Snowden). — Si A est un anneau fini (éventuel-
lement non commutatif) et E une catégorie de Grothendieck localement noethérienne,
alors la catégorie Fct(P(A), E) est localement noethérienne.

Démonstration. — Lorsque E est une catégorie de modules sur un anneau noethé-
rien, le résultat est démontré dans [PS17] ou [SS17]. Le cas d’une catégorie but
localement noethérienne générale s’établit exactement de la même façon, et apparaît
explicitement dans [Dja16].

Proposition 1.5.7. — Si A est un anneau fini (éventuellement non commutatif) de
cardinal inversible dans K et E une catégorie de Grothendieck K-linéaire localement
finie, alors la catégorie Fct(P(A), E) est localement finie.

Démonstration. — Combiner [DTV23, Proposition 11.7] (qui repose lourdement sur
le théorème 1.5.6) et [DT23, fin du § 3.2].

Foncteurs additifs. — Si A et B sont des catégories préadditives, avec A essentiel-
lement petite, on note Add(A,B) la sous-catégorie pleine des foncteurs additifs de
Fct(A,B). Pour d ∈ N, on note Addd(A,B) la sous-catégorie pleine de Fct(Ad,B)
des multifoncteurs qui sont additifs par rapport à chacune des d variables. Ainsi,
via l’équivalence de catégories canonique Fct(Ad,B) ≃ Fct(A,Fct(Ad−1,B)), on a
Addd(A,B) ≃ Add(A,Addd−1(A,B)).
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Si R est un anneau non nécessairement commutatif et E une catégorie abélienne
cocomplète, l’évaluation en R induit une équivalence de catégories

(3) Add(P(R), E) ≃−→ E ⊠
Z
Rop ,

d’où pour tout d ∈ N

(4) Addd(P(R), E) ≃−→ E ⊠
Z
(R⊗Zd)op ,

et pour tout anneau non nécessairement commutatif k une équivalence

(5) Add(P(R), k-Mod) ≃ (k ⊗
Z
Rop)-Mod

(théorème d’Eilenberg-Watts).



CHAPITRE 2

CATÉGORIES DE GROTHENDIECK A-LINÉAIRES ET
TORSION

Convention 2.1. — Dans tout le chapitre 2, la lettre I désigne un idéal de A, et E
désigne une catégorie de Grothendieck A-linéaire.

Les notions et résultats présentés dans ce chapitre sont bien connus et constituent
une généralisation immédiate aux catégories de Grothendieck A-linéaires de résultats
de base sur la I-torsion des A-modules, qui donne lieu notamment à l’étude de la
cohomologie locale (voir à ce sujet l’ouvrage [SS18]). Précisément, toutes les notions
de ce chapitre s’obtiennent par produit tensoriel avec E au-dessus de A de leurs
déclinaisons dans A-Mod, au sens du produit tensoriel de catégories de Grothendieck
introduit dans [LRGS18]. Nous nous contentons ici d’un point de vue concret et
élémentaire.

2.1. Objets de I-torsion

Définition 2.1.1. — 1. On note U(E ; I) la sous-catégorie pleine des objets M
de E tels que le morphisme d’anneaux canonique A→ EndE(M) soit nul sur I.
Les objets de U(E ; I) sont nommés objets de I-torsion forte de E .

Autrement dit, U(E ; I) s’identifie canoniquement à la catégorie E/I, ou encore
à E ⊠

A
A/I.

2. On note V cf(E ; I) la sous-catégorie pleine de E réunion sur n ∈ N des sous-
catégories U(E ; In) (où In désigne la puissance n-ième de l’idéal I).

3. On note V (E ; I) la sous-catégorie pleine des objets de E qui sont colimites d’ob-
jets appartenant à V cf(E ; I). Les objets de V (E ; I) sont nommés objets de I-
torsion faible de E , ceux de V cf(E ; I) objets de I-torsion faible à caractère fini.

La proposition suivante est immédiate.
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Proposition 2.1.2. — La sous-catégorie U(E ; I) de E est prébilocalisante. On note
X 7→ XA/I (resp. X 7→ XA/I) le foncteur E → U(E ; I) adjoint à gauche (resp. à
droite) de l’inclusion.

Pour tout objet X de E, l’unité X → XA/I (resp. la coünité XA/I → X) est un
épimorphisme (resp. un monomorphisme) qui identifie XA/I (resp. XA/I) au plus
grand quotient (resp. sous-objet) de X appartenant à U(E ; I).

Concrètement, le noyau de l’unité X → XA/I est le sous-objet I.X de X somme
des images des endomorphismes λX de X (donnant l’action de λ sur cet objet) pour
λ ∈ I.

Les trois énoncés faciles suivants sont laissés en exercice.

Lemme 2.1.3. — Soient I, J des idéaux de A et X un objet de E. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. X appartient à U(E ; IJ) ;
2. il existe une suite exacte courte 0 → X ′ → X → X ′′ → 0 de E avec X ′ dans
U(E ; I) et X ′′ dans U(E ; J).

Proposition 2.1.4. — Soit X un objet de E. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. X appartient à U(E ; In) ;
2. il existe une filtration de longueur n

0 = T0 ⊂ T1 ⊂ · · · ⊂ Tn = X

dont les sous-quotients Ti/Ti−1 (pour i ∈ J1, nK) appartiennent à U(E ; I).

Corollaire 2.1.5. — 1. La sous-catégorie V cf(E ; I) de E est la sous-catégorie
épaisse engendrée par U(E ; I).

2. La sous-catégorie V (E ; I) de E est la sous-catégorie prélocalisante engendrée par
V cf(E ; I).

3. Tout objet de type fini de V (E ; I) appartient à V cf(E ; I).
4. Si l’inclusion I2 ⊂ I d’idéaux de A est une égalité, alors l’inclusion U(E ; I) ⊂
V (E ; I) est une égalité ; réciproquement, cette égalité pour E = A-Mod implique
I2 = I.

Remarque 2.1.6. — La cohomologie locale de E par rapport à I est par définition
le foncteur cohomologique obtenu en dérivant à droite l’adjoint à droite de l’inclusion
V (E ; I) ↪→ E . Nous n’en aurons pas besoin explicitement dans ce travail.

La proposition ci-dessous est classique et significative des problèmes de finitude
sous-jacents aux situations dans lesquelles nous étudierons la torsion dans ce mémoire,
situations où l’hypothèse de type-finitude de l’idéal I ou de noethérianité locale de
la catégorie ambiante ne seront presque jamais vérifiées. Elle ne sera toutefois pas
utilisée dans l’article, c’est pourquoi nous ne ferons qu’esquisser sa démonstration.
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Proposition 2.1.7. — Si E est localement noethérienne, ou que I est un idéal de
type fini de A, alors V (E ; I) est une sous-catégorie localisante de E.

Démonstration. — Le cas où E est localement noethérienne résulte de la propriété
générale bien connue que toute sous-catégorie d’une catégorie localement noethérienne
obtenue en saturant par colimites une sous-catégorie épaisse est localisante.

Si I est un idéal de type fini, disons engendré par n éléments, on se ramène d’abord
au cas où n = 1 à l’aide des observations suivantes : si I et J sont deux idéaux de A,
alors U(E ; I +J) = U(E ; I)∩U(E ; J) et V (E ; I +J) = V (E ; I)∩V (E ; J). Par ailleurs,
pour tout élément a de A, V (E ; (a)) est le noyau du foncteur canonique E → E [a−1],
qui est exact et cocontinu, c’est donc bien une sous-catégorie localisante de E .

Remarque 2.1.8. — Sans hypothèse de finitude sur I ni sur E , la sous-catégorie
V (E ; I) n’est généralement pas stable par extensions — cf. exemple 2.2.4 ci-après.

La propriété suivante, qui constitue une variante du théorème d’Hopkins-Levitzki,
nous servira au chapitre 5 (par l’intermédiaire de son corollaire).

Proposition 2.1.9. — Soit X un objet noethérien de E.
Alors X appartient à V cf(E ; Nil(A)). Si de plus la catégorie U(E ; Nil(A)) est loca-

lement finie, alors X est fini.

Démonstration. — Comme X est noethérien, il existe un idéal de type fini I de A,
inclus dans Nil(A), tel que Nil(A).X = I.X. On en déduit l’égalité Nil(A)n.X = In.X

par récurrence sur n ∈ N. Comme I est de type fini et constitué d’éléments nilpotents,
il existe n tel que In = 0, d’où Nil(A)n.X = 0. Autrement dit, X appartient à
U(E ; Nil(A)n) ⊂ V cf(E ; Nil(A)).

La proposition 2.1.4 montre que si U(E ; Nil(A)) est localement finie, alors X est
fini (les sous-quotients de la filtration (Ti) donnée par la proposition sont noethériens
et dans U(E ; Nil(A)), donc finis).

Corollaire 2.1.10. — Soient E ′ une catégorie de Grothendieck K-linéaire et B
une K-algèbre quasi-parfaite. On suppose également que la K-algèbre B/ J(B) est de
dimension finie.

Alors un objet de E ′⊠
K
B est noethérien si et seulement si son image par le foncteur

d’oubli E ′ ⊠
K
B → E ′ est noethérienne.

Si de plus la catégorie E ′ est localement finie, alors tout objet noethérien de E ′ ⊠
K
B

est fini.
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2.2. Propriétés cohomologiques élémentaires

L’un des principes imprécis mais importants de la théorie de la torsion dans les
catégories abéliennes est que « les objets de torsions assez différentes ne se mélangent
pas ». La proposition suivante en donne une illustration cohomologique.

Proposition 2.2.1. — Soient I et J deux idéaux de A tels que I + J = A. Si X
(resp. Y ) est un objet de V (E ; I) (resp. V (E ; J)), alors Ext∗E(X,Y ) = 0.

Démonstration. — Commençons par établir ce résultat lorsque X appartient à
U(E ; I). Comme I + J = A, il existe a ∈ I tel que 1 − a ∈ J . Il s’ensuit que
l’image de a dans l’anneau A/Jn est inversible pour tout n ∈ N, ainsi l’action de
a est inversible sur tout objet de V cf(E ; J), et donc sur tout objet de V (E ; J). Par
ailleurs, les foncteurs ExtiE se relèvent (au but) aux A-modules : ainsi l’action de a
sur Ext∗E(X,Y ) est nulle car elle l’est sur X, qui appartient à U(E ; I), mais elle est
aussi inversible, puisqu’elle l’est sur Y , qui appartient à V (E ; J). Par conséquent,
Ext∗E(X,Y ) = 0.

Montrons maintenant le résultat lorsque X appartient à V cf(E ; I). La relation
I + J = A entraîne In + J = A pour tout n ∈ N, de sorte que ce cas se déduit
directement du précédent.

Montrons maintenant le cas général : X possède une filtration croissante exhaustive
par des sous-objets de V cf(E ; I), et est donc quotient d’une somme directe d’objets
de V cf(E ; I). On en déduit par récurrence qu’il existe un complexe homologique de E
dont tous les termes sont des sommes directes d’objets de V cf(E ; I) et dont l’homologie
est isomorphe à X, concentrée en degré 0. Les suites spectrales d’hypercohomologie
correspondantes permettent alors de conclure en se ramenant au cas précédent.

Un autre aspect de l’étude cohomologique de la torsion consiste à comparer les
groupes d’extensions dans E et V (E ; I) (il n’y a aucun espoir que les Ext1 coïncident
dans E et dans U(E ; I), sauf si U(E ; I) = V (E ; I), d’après le corollaire 2.1.5).

Nous aurons besoin pour cela de la version suivante du lemme d’Artin-Rees.

Lemme 2.2.2. — Soient n ∈ N, Y un objet noethérien de E et X un sous-objet
de Y . Alors il existe un entier m ≥ n tel que X ∩ (Im.Y ) ⊂ In.X.

Démonstration. — Quitte à remplacer I par In, on peut supposer n = 1. On peut
également supposer que I est un idéal de type fini, car la noethérianité de X et Y
entraîne l’existence d’un idéal de type fini J de A, inclus dans I, tel que J.X = I.X

et J.Y = I.Y , égalités qui entraînent Jm.X = Im.X et Jm.Y = Im.Y par récurrence
sur m ∈ N.

Supposons donc que I est engendré par r éléments de A, et montrons le lemme par
récurrence sur r.

Traitons d’abord le cas r = 1 : I est engendré par un élément f de A. Étant donné
m ∈ N, posons Tm = (fmY )−1(X) : (Tm)m∈N est une suite croissante de sous-objets de
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Y , elle stationne donc. Par ailleurs, Im.Tm = X ∩ (Im.Y ). Par conséquent, l’égalité
Tm−1 = Tm implique

X ∩ (Im.Y ) = I.(Im−1.Tm−1) = I.(X ∩ (Im−1.Y )) ⊂ I.X.

Supposons maintenant r quelconque ; écrivons I = J + I ′, où J (resp. I ′) est
un idéal engendré par au plus r − 1 (resp. 1) éléments. L’hypothèse de récurrence
fournit m ∈ N∗ tel que X ∩ (Jm.Y ) ⊂ J.X. Soit Y ′ l’objet noethérien Y/(Jm.Y )

de E et X ′ son sous-objet X/(X ∩ (Jm.Y )). Ce qui précède fournit l ∈ N∗ tel que
X ′ ∩ (I ′l.Y ′) ⊂ I ′.X ′, c’est-à-dire X ∩ (I ′l.Y + Jm.Y ) ⊂ I ′.X + Jm.Y , d’où

X ∩ (I ′l.Y +Jm.Y ) ⊂ X ∩ (I ′.X +Jm.Y ) = I ′.X +(X ∩Jm.Y ) ⊂ I ′.X +J.X = I.X.

Par ailleurs, I ′l.Y + Jm.Y = (I ′l + Jm).Y , et I l+m−1 = (I ′ + J)l+m−1 ⊂ I ′l + Jm,
d’où le lemme.

Proposition 2.2.3. — Supposons que la catégorie E est localement noethé-
rienne. Alors le foncteur d’inclusion V (E ; I) → E préserve les objets injectifs ; il
induit un isomorphisme entre groupes d’extensions.

Démonstration. — On note tout d’abord que, d’après le corollaire 2.1.5, V (E ; I) est
une catégorie de Grothendieck, donc en particulier une catégorie abélienne avec assez
d’objets injectifs, il suffit donc de montrer que l’inclusion V (E ; I) → E (qui est exacte)
préserve les objets injectifs.

Soit L un objet injectif de V (E ; I). Pour n ∈ N, notons Ln := LA/I
n

: alors (Ln)

est une suite croissante de sous-objets de L, de colimite L, et Ln est un objet injectif
de la catégorie abélienne U(E ; In).

Soient Y un objet noethérien, X un sous-objet de Y et f ∈ E(X,Ln). Choisissons
un entier m ≥ n tel que X ∩ (Im.Y ) ⊂ In.X (lemme 2.2.2). Alors le morphisme f se
factorise à travers la projection X ↠ X/(X ∩ (Im.Y )). Comme Lm est injectif dans
U(E ; Im) et que l’inclusion X ⊂ Y induit un monomorphisme X/(X ∩ (Im.Y )) ↪→
Y/(Im.Y ) ≃ YA/Im de U(E ; Im), il s’ensuit qu’on peut former un diagramme commu-
tatif

X
f //

&& &&MM
MMM

MMM
MMM

⊂

��

Ln

⊂

��

X/(X ∩ (Im.Y )

88qqqqqq

��

Y

&& &&MM
MMM

MMM
MMM

Lm

Y/(Im.Y )

88qqqqqq
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Comme tout morphisme de X vers L se factorise par l’inclusion Ln ⊂ L pour
n assez grand (car X est de type fini), on en déduit que tout morphisme X → L

s’étend à Y , dès lors que Y est noethérien. Comme E est localement noethérienne,
cela implique que L est injectif, d’où la proposition.

L’hypothèse localement noethérienne est forte ; la comparaison cohomologique
entre V (E ; I) est difficile en général sans hypothèse de finitude, et ce dès le degré
cohomologique 1 : la sous-catégorie V (E ; I) de E n’est pas nécessairement épaisse.

Exemple 2.2.4. — Considérons l’anneau A quotient de l’algèbre de polynômes
K[x1, x2, . . . , xn, . . . ] en une infinité dénombrable d’indéterminées sur le corps K par
l’idéal engendré par les éléments xnxi1 . . . xin , pour tous n ∈ N∗ et (i1, . . . , in) ∈
(N∗)n. Alors A est un anneau local dont le radical I, image dans A de l’idéal d’aug-
mentation de K[x1, x2, . . . , xn, . . . ], vérifie : ∀t ∈ I ∃n ∈ N Int = 0. Il s’en-
suit que le A-module I appartient à V (A-Mod; I). Par conséquent, le A-module
A appartient à la sous-catégorie épaisse de A-Mod engendrée par V (A-Mod; I) (la-
quelle coïncide donc avec A-Mod), en vertu de la suite exacte courte de A-modules
0 → I → A→ A/I → 0.

Mais le A-module A n’appartient pas à V (A-Mod; I), car I n’est pas un idéal
nilpotent (car l’image de xnn dans A n’est pas nulle).

2.3. Décomposition selon la torsion

Au-delà des objets de torsion, ce sont les objets possédant une décomposition
en somme directe de sous-objets de torsion relativement à des idéaux appropriés qui
s’avéreront particulièrement utiles. L’énoncé ci-dessous donne des propriétés générales
simples de telles décompositions.

Proposition 2.3.1. — Soit M un ensemble d’idéaux de A tel que I + J = A dès
que I et J sont deux éléments distincts de M (par exemple, un ensemble d’idéaux
maximaux). Considérons le foncteur

Φ :
∏
I∈M

V (E ; I) → E (XI)I∈M 7→
⊕
I∈M

ιI(XI),

où ιI : V (E ; I) → E désigne le foncteur d’inclusion.

1. Le foncteur Φ est exact et pleinement fidèle. Il commute aux colimites.
2. Supposons que M est constitué de tous les idéaux maximaux de A et que A est

semi-primaire. Alors Φ est une équivalence de catégories.
3. Supposons que E est localement noethérienne. Étant donnés des objets X =

(XI)I∈M et Y = (YI)I∈M de
∏
I∈M V (E ; I), le morphisme canonique∏

I∈M
Ext∗V (E;I)(XI , YI) ≃ Ext∗(X,Y) → Ext∗E(Φ(X),Φ(Y))
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est un isomorphisme.

Démonstration. — Comme chaque foncteur ιI est exact, pleinement fidèle, et com-
mute aux colimites, il suffit d’établir la nullité de E

(
ιI(XI),

⊕
J∈M\{I}

ιJ(YJ)
)

pour

montrer la première assertion. Comme les colimites filtrantes sont exactes dans E , ce
groupe abélien s’injecte dans

E
(
ιI(XI),

∏
J∈M\{I}

ιJ(YJ)
)
≃

∏
J∈M\{I}

E(ιI(XI), ιJ(YJ)),

qui est nul d’après la proposition 2.2.1.
Sous les hypothèses du deuxième point, A est isomorphe à un produit fini d’anneaux

locaux de radicaux nilpotents, d’où l’on tire que tout A-module M se décompose de
façon unique et naturelle en somme directe de sous-modules annulés par une puissance
d’un idéal maximal de A, ce qui entraîne l’essentielle surjectivité de Φ.

Supposons maintenant que E est localement noethérienne. La proposition 2.2.3
montre que chaque foncteur ιI induit un isomorphisme entre groupes d’extensions,
il suffit donc pour conclure d’établir la nullité de Ext∗E

(
ιI(XI),

⊕
J∈M\{I}

ιJ(YJ)
)
. Si

XI est noethérien, ce groupe abélien est isomorphe à
⊕

J∈M\{I}
Ext∗E(ιI(XI), ιJ(YJ))

[DT23, prop. 1.3], donc nul par la proposition 2.2.1. Le cas général s’en déduit par
un argument formel en écrivant XI comme la colimite filtrante de ses sous-objets
noethériens (cf. fin de la démonstration de la proposition 2.2.1).

Remarque 2.3.2. — On ne peut se passer d’hypothèse de finitude forte de type
noethérianité locale dans la dernière assertion de la proposition 2.3.1. Nous en verrons
une illustration dans l’exemple B.2.6.

Remarque 2.3.3. — Lorsque E = A-Mod, la réciproque de la deuxième assertion
est vraie : si Φ est une équivalence de catégories (M étant l’ensemble des idéaux
maximaux de A), alors A est semi-primaire. On vérifie en effet très facilement que
l’appartenance du A-module A à l’image essentielle de Φ implique que A est un anneau
semi-primaire.

La proposition suivante donne une situation où l’existence d’une décomposition en
sous-objets de torsion relativement aux idéaux maximaux de A est garantie pour tous
les objets vérifiant la condition (Dec).

Proposition 2.3.4. — Supposons que l’anneau A est absolument plat et notons M
l’ensemble des idéaux maximaux de A. Alors le foncteur

Ψ :
∏
I∈M

U(E ; I) → E (XI)I∈M 7→
⊕
I∈M

γI(XI),

où γI : U(E ; I) → E désigne le foncteur d’inclusion, est pleinement fidèle et son image
essentielle contient tous les objets de E vérifiant la condition (Dec).
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Démonstration. — Compte-tenu de la proposition 2.3.1, il suffit de montrer que tout
objet indécomposable X de E appartient à l’image essentielle de Ψ. L’image du mor-
phisme d’anneaux canonique A → Z(EndE(X)) est un anneau absolument plat (car
c’est un quotient de A), et n’a pas d’idempotent non trivial (car c’est un sous-anneau
de Z(EndE(X))), c’est donc un corps. Son noyau est un idéal maximal I de A, et X
appartient à U(E ; I).

Remarque 2.3.5. — Pour E = A-Mod (où A est un anneau absolument plat), la
réciproque est vraie : un A-module qui appartient à l’image essentielle de Ψ vérifie la
condition (Dec). En particulier, si A n’est pas semi-simple, le A-module A n’appartient
pas à cette image.



CHAPITRE 3

POIDS DANS LES CATÉGORIES DE FONCTEURS

Convention 3.1. — Dans tout le chapitre 3, C désigne une catégorie essentiellement
petite munie d’une action d’un monoïde M et E une catégorie de Grothendieck K-
linéaire.

Nous nous appliquerons dans ce chapitre à la catégorie de foncteurs Fct(C, E),
munie de la structure K[M ]-linéaire pour laquelle les éléments de M opèrent à la
source et les éléments de K par multiplication au but, les notions de torsion du
chapitre précédent. Le cas particulier le plus important sera celui de la catégorie
F(C;K). Les décompositions en poids (faibles ou fortes) que nous introduirons seront
ainsi des cas particuliers des décompositions selon la torsion du § 2.3.

Il s’agit d’une part de donner de nouveaux points de vue sur la théorie esquissée au
chapitre précédent, notamment à l’aune de ce que l’algèbre linéaire (réduction simul-
tanée des endomorphismes des K-espaces vectoriels) permet, mais aussi d’aller plus
loin dans les critères d’existence de telles décompositions. D’autre part, il s’agit de
donner plusieurs énoncés de changement de base (changement de corps au but, chan-
gement de monoïde agissant à la source...) qui se révéleront importants dans plusieurs
de nos considérations ultérieures (au moins pour certains aspects techniques).

3.1. Définitions

Les morphismes de monoïdes de M vers le monoïde multiplicatif Kµ seront aussi
appelés poids. Un tel morphisme w s’étend de façon unique en un morphisme de K-
algèbres w̃ : K[M ] → K, dont on rappelle (cf. page 24) que mw désigne le noyau, qui
est donc un idéal maximal de K[M ].

Définition 3.1.1. — Soient w :M → Kµ un poids et F un foncteur de Fct(C, E).
1. On dit que F est homogène de poids fort w s’il est non nul et appartient à la

sous-catégorie pleine U(Fct(C, E);mw) de Fct(C, E) — autrement dit, si, pour
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tout objet x de C et tout élément λ de M , l’endomorphisme λx de x est envoyé
par F sur la multiplication par w(λ). La catégorie U(Fct(C, E);mw) est notée
Fct(C, E)w.

2. On dit que F est homogène de poids faible w s’il est non nul et appartient à
la sous-catégorie pleine V (Fct(C, E);mw) de Fct(C, E). Cette sous-catégorie est
notée Fct(C, E)<w>.

3. On dit que F admet une décomposition en poids forte (resp. faible) s’il est
isomorphe à une somme directe, éventuellement infinie, de foncteurs homogènes
pour certains poids forts (resp. faibles).

4. On dit que F admet une décomposition en poids forte (resp. faible) finie s’il
possède une décomposition en somme directe finie (resp. une filtration finie)
dont chaque terme (resp. chaque sous-quotient) est homogène d’un certain poids
fort.

Remarque 3.1.2. — La condition de non-nullité est destinée à garantir l’unicité
du poids d’un foncteur homogène. Par ailleurs, la première assertion de la proposi-
tion 2.3.1 montre qu’une décomposition en poids d’un foncteur est nécessairement
unique (à isomorphisme près).

Proposition et définition 3.1.3. — Soit w :M → Kµ un poids.

1. La sous-catégorie Fct(C, E)w de Fct(C, E) est prébilocalisante. C’est en par-
ticulier une sous-catégorie abélienne de Fct(C, E). L’adjoint à droite (resp. à
gauche) du foncteur d’inclusion Fct(C, E)w → Fct(C, E) est noté F 7→ Fw

(resp. F 7→ Fw).
2. Plus généralement, pour r ∈ N, on note F 7→ F

[r]
w l’adjoint à gauche du foncteur

d’inclusion U(Fct(C, E);mrw) → Fct(C, E).
3. La sous-catégorie Fct(C, E)<w> de Fct(C, E) est prélocalisante. On note F 7→
F<w> l’adjoint à droite du foncteur d’inclusion Fct(C, E)<w> → Fct(C, E).

4. Le morphisme canonique ⊕
π∈Mon(M,Kµ)

F<π> → F

est un monomorphisme. Le foncteur canonique∏
π∈Mon(M,Kµ)

Fct(C, E)<π> → Fct(C, E)

(donné par la somme directe des projections composées avec les inclusions) est
pleinement fidèle.

Démonstration. — Le caractère prébilocalisant (resp. prélocalisant) de la sous-
catégorie Fct(C, E)w (resp. Fct(C, E)<w>) de Fct(C, E) est un cas particulier de la
proposition 2.1.2 (resp. du corollaire 2.1.5). La dernière assertion provient pour sa
part de la proposition 2.3.1.
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Remarque 3.1.4. — Une décomposition en poids (faible ou forte) d’un foncteur de
type fini est nécessairement finie. Par ailleurs, un foncteur possède une décomposition
en poids (faible ou forte) si et seulement s’il est colimite de sous-foncteurs possédant
une décomposition en poids (faible ou forte) finie.

En particulier, si la catégorie E est localement de type fini, alors un foncteur de
Fct(C, E) possède une décomposition en poids (faible ou forte) si et seulement si tous
ses sous-foncteurs de type fini possèdent une décomposition en poids (faible ou forte)
finie. On peut ainsi souvent se limiter à étudier les décompositions en poids finies.

Exemple 3.1.5. — Soient c un objet de C et w ∈ Mon(M,Kµ). Le foncteur (P cC)w
est donné par (P cC)w(t) = K[C(c, t)] ⊗

K[M ]
Kw, où Kw désigne le K-espace vectoriel

K muni de l’action de M donnée par w ; plus généralement, le plus grand quotient
de P cC appartenant à U(Fct(C, E);mrw) (où r ∈ N) est donné par t 7→ K[C(c, t)] ⊗

K[M ]

(K[M ]/mrw).

Remarque 3.1.6. — Par la proposition 2.1.4, un foncteur F possède une décompo-
sition en poids faible finie si et seulement s’il existe r, n ∈ N et des poids deux à deux
distincts w1, . . . , wn :M → Kµ tels que le morphisme canonique F ↠

⊕n
i=1 F

[r]
wi soit

un isomorphisme.

Définition 3.1.7. — Étant donné un foncteur F de Fct(C, E), on note ΠM (F ), ou
simplement Π(F ), l’ensemble des morphismes de monoïdes w : M → Kµ tels que
Fw ̸= 0. Les éléments de Π(F ) sont appelés poids de F .

Remarque 3.1.8. — La condition Fw ̸= 0 équivaut à F<w> ̸= 0. Si de plus F
admet une décomposition en poids faible finie, elle équivaut également à Fw ̸= 0.

Si F est un foncteur possédant une décomposition en poids faible, et si x ∈M est
tel que w(x) ∈ K× pour tout w ∈ ΠM (F ), alors F (x) est inversible dans Z(End(F )).
Par conséquent, le lemme 1.1.2 implique :

Proposition 3.1.9. — Soient F un foncteur de Fct(C, E) possédant une décompo-
sition en poids faible (resp. forte) et S un sous-monoïde de M tels que :

∀w ∈ ΠM (F ) ∀x ∈ S w(x) ∈ K× .

Alors il existe un foncteur F̃ de Fct(C[S−1], E), unique à isomorphisme près, tel que
F soit isomorphe à la composée de F̃ et du foncteur canonique C → C[S−1].

De plus, F̃ possède une décomposition en poids faible (resp. forte) relativement à
l’action de M [S−1], et l’on a ΠM [S−1](F̃ ) = {w̃ |w ∈ ΠM (F )}, où w̃ : M [S−1] →
Kµ désigne l’unique morphisme de monoïdes tel que w soit la composée de w̃ et du
morphisme canonique M →M [S−1].
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3.2. Interprétation en termes d’algèbres d’endomorphismes

Notation 3.2.1. — Soit F un foncteur de Fct(C, E). On note ZM (F ), ou simple-
ment Z(F ), la K-algèbre image du morphisme canonique K[M ] → Z(End(F )).

L’énoncé suivant est immédiat.

Lemme 3.2.2. — Un foncteur F est homogène d’un certain poids fort si et seule-
ment si dimK Z(F ) = 1. Son poids est alors donné par la composée du morphisme de
monoïdes canonique M → K[M ]µ, de la projection canonique K[M ] ↠ Z(F ) et de
l’unique isomorphisme de K-algèbres Z(F ) ≃ K.

On en déduit en particulier, en utilisant la proposition 1.5.1 et le fait que l’anneau
(non nécessairement commutatif) d’endomorphismes d’un objet simple est un corps :

Proposition 3.2.3 (Lemme de Schur). — Supposons que le corps K est algébri-
quement clos. Alors tout foncteur simple à valeurs de dimensions finies de F(C;K)

est homogène d’un certain poids fort M → Kµ.

Lemme 3.2.4. — Soit F un foncteur de Fct(C, E). Supposons que la K-algèbre
Z(F ) se décompose en produit fini Z(F ) ≃

∏n
i=1Ai. Alors il existe une décomposition

F ≃
⊕n

i=1 Fi dans Fct(C, E) avec Z(Fi) ≃ Ai.

Démonstration. — La décomposition en produit de la sous-algèbre Z(F ) de
Z(End(F )) fournit une famille complète d’idempotents centraux orthogonaux
e1, . . . , en de End(F ). La conclusion s’obtient en prenant pour Fi l’image de ei.

L’utile propriété suivante peut être vue comme un analogue de la deuxième asser-
tion de la proposition 2.3.1.

Proposition 3.2.5. — Soit F un foncteur de Fct(C, E).
1. Le foncteur F possède une décomposition en poids forte finie si et seulement si

la K-algèbre Z(F ) est semi-simple et déployée.
2. Le foncteur F possède une décomposition en poids faible finie si et seulement

si la K-algèbre Z(F ) est semi-primaire et déployée. Dans ce cas, il existe un
diagramme commutatif d’algèbres

K[M ]
(w̃)w∈Π(F ) //

����

KΠ(F )

Z(F ) // // Z(F )/ J(Z(F ))

≃

OO

Démonstration. — Notons R la K-algèbre Z(F ). Les lemmes 3.2.4 et 3.2.2 et
montrent que si R est semi-simple déployée, alors F possède une décomposition en
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poids forte finie, et que le morphisme K[M ]
(w̃)w∈Π(F )−−−−−−−→ KΠ(F ) induit un isomor-

phisme d’algèbres R ≃−→ KΠ(F ). Réciproquement il est clair que si F admet une
décomposition en poids forte finie, alors R est semi-simple déployée.

Notons I l’idéal de K[M ] noyau du morphisme canonique K[M ] → Z(End(F ))

et J la racine de I. Si R ≃ K[M ]/I est semi-primaire déployée, alors K[M ]/J est
semi-simple déployée et il existe n ∈ N tel que Jn ⊂ I. La première assertion et la pro-
position 2.1.4 montrent alors que F possède une filtration finie dont les sous-quotients
admettent une décomposition en poids forte finie, ainsi F admet une décomposition
en poids faible finie. De plus, si G est le plus grand sous-foncteur de F ayant une
décomposition en poids forte finie, on a Π(G) = Π(F ) et Z(G) = R/ J(R), ce qui
permet d’obtenir le diagramme commutatif souhaité.

Réciproquement, si F possède une décomposition en poids faible finie, alors F ap-
partient à la sous-catégorie épaisse engendrée par les foncteurs homogènes d’un certain
poids fort (cf. corollaire 2.1.5), donc il existe un nombre fini de poids w1, . . . , wn :M →
K tels que le morphisme canonique K[M ] → Z(End(F )) soit nul sur mw1 . . .mwn , par
le lemme 2.1.3. Il s’ensuit que R est un quotient de la K-algèbre K[M ]/mw1

. . .mwn
,

qui est semi-primaire déployée, donc R est elle-même une algèbre semi-primaire dé-
ployée (cf. lemme 1.2.7).

Corollaire 3.2.6. — Si la K-algèbre Z(F ) est de dimension finie et que le corps K
est algébriquement clos, alors F possède une décomposition en poids faible.

Le résultat suivant est élémentaire mais fondamental.

Corollaire 3.2.7. — Supposons K algébriquement clos. Alors tout foncteur F à
valeurs de dimensions finies de F(C;K) possède une décomposition en poids faible.

Démonstration. — Si F est de plus de type fini, alors Z(F ) est de dimension finie, par
la proposition 1.5.1, et le corollaire 3.2.6 permet de conclure. Le cas général s’obtient
en écrivant F comme colimite de ses sous-foncteurs de type fini (cf. remarque 3.1.4).

L’énoncé suivant généralise le corollaire 3.2.7.

Corollaire 3.2.8. — Supposons que K est un corps de décomposition non additif
de C. Alors tout foncteur F à valeurs de dimensions finies de F(C;K) possède une
décomposition en poids faible.

Démonstration. — Comme dans la démonstration du corollaire 3.2.7, on peut se
contenter de montrer le résultat lorsque F est de plus de type fini. Alors Z(F ) est de
dimension finie, par la proposition 1.5.1. En particulier, la K-algèbre Z(F ) est semi-
primaire, de sorte qu’il suffit de montrer qu’elle est déployée. Le lemme 3.2.4 permet
de se ramener au cas où Z(F ) est également locale.
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Notons I et J les idéaux de K[M ] noyaux des morphismes canoniques K[M ] ↠
Z(F ) et K[M ] ↠ Z(F ) ↠ L respectivement, où L désigne le corps Z(F )/ J(Z(F )).
Alors I ⊂ J , et il existe n ∈ N tel que Jn ⊂ I puisque le noyau de Z(F ) ↠ L est
nilpotent.

Par définition de Z(F ), F appartient à U(F(C;K); I) ⊂ U(F(C;K); Jn). Par la
proposition 2.1.4, il s’ensuit que F possède un quotient non nul G dans U(F(C;K); J).
Alors G est de type fini et à valeurs de dimensions finies car c’est un quotient de F ,
et Z(G) ≃ L car G appartient à U(F(C;K); J) (donc Z(G) est un quotient de L) et
est non nul. Ainsi, G possède un quotient simple S, et l’on a Z(S) ≃ L car S est
encore un objet non nul de U(F(C;K); J). Mais S est à valeurs de dimensions finies,
donc absolument simple puisque K est un corps de décomposition non additif de C.
Ainsi Z(S) = K, d’où L = K, ce qui montre que Z(F ) est bien déployée et achève la
démonstration.

Remarque 3.2.9. — La réciproque du corollaire 3.2.8 est vraie : si tout foncteur,
ou même seulement tout foncteur simple, de Fdf(C;K) possède une décomposition en
poids faible, alors K est un corps de décomposition non additif de C. Cela résulte du
lemme 3.2.2 et de l’observation qu’un foncteur simple possédant une décomposition
en poids faible est nécessairement homogène d’un certain poids fort.

Le résultat suivant permet d’obtenir des décompositions en poids à extension (finie)
des scalaires (au but) près.

Corollaire 3.2.10. — Supposons que la K-algèbre Z(F ) est de dimension finie.
1. Il existe une extension de corps finie K → K ′ telle que le foncteur F ⊠

K
K ′ de

Fct(C, E ⊠
K
K ′) possède une décomposition en poids faible.

2. Si le corps K est parfait, alors F admet une décomposition en somme directe
finie de foncteurs Gi tels qu’il existe une extension de corps finie K → Li et des
foncteurs Ti de Fct(C, E ⊠

K
Li) possédant une décomposition en poids faible finie

relativement à des poids M → Li et que Gi soit isomorphe à la postcomposition
de Ti et du foncteur d’oubli E ⊠

K
Li → E.

Démonstration. — Comme une K-algèbre de dimension finie se décompose en pro-
duit fini d’algèbres locales, le lemme 3.2.4 montre qu’on peut supposer sans perte de
généralité que l’algèbre Z(F ) est locale. Son corps résiduel L est une extension finie
de K.

Pour la première assertion, l’extension quasi-galoisienne K ′ de K engendrée par L
convient.

L’extension L convient pour la deuxième assertion dès lors qu’elle est séparable —
donc en particulier si K est parfait — car le morphisme de K-algèbres A ↠ L est
alors scindé d’après un théorème classique de Wedderburn [Bou12, § 13, cor. 1 ou 2
de la prop. 7].
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3.3. Interprétation en termes de réduction d’endomorphismes linéaires

Lorsque C est la catégorie à un objet M (munie de l’action tautologique de M),
un foncteur de Fct(M, E) consiste en la donnée d’un objet X de E muni d’une action
de M , c’est-à-dire d’un morphisme de monoïdes (non nécessairement commutatif au
but) M → EndE(X), ou encore d’un endomorphisme de K-algèbres (non nécessaire-
ment commutative au but) K[M ] → EndE(X). En particulier, F(M ;K) s’identifie à
K[M ]-Mod.

Supposons que M est le monoïde (commutatif) libre N[E] sur un ensemble E. Un
objet de Fct(N[E], E) consiste en la donnée d’un objet X de E et d’une famille (φi)i∈E
d’endomorphismes de X commutant deux-à-deux. Cela nous permet de donner la
définition suivante.

Définition 3.3.1. — Une famille commutative (φi)i∈E d’endomorphismes d’un ob-
jet de E est dite collectivement diagonalisable (resp. collectivement trigonalisable) si
le foncteur correspondant de Fct(N[E], E) possède une décomposition en poids forte
(resp. faible). Un endomorphisme φ de E est dit diagonalisable (resp. trigonalisable)
si {φ} est collectivement diagonalisable (resp. collectivement trigonalisable).

Lorsque E = K-Mod, on retrouve la notion usuelle de diagonalisabilité et de trigo-
nalisabilité, au moins pour les espaces vectoriels de dimension finie. La généralisation
aux espaces vectoriels de dimension arbitraire, moins étudiée, présente quelques sub-
tilités ; on pourra se référer à [IMR16] pour ce qui concerne la diagonalisabilité et à
[Mes18] pour la trigonalisabilité. L’équivalence de la définition 3.3.1, qui généralise
directement la décomposition en sous-espaces caractéristiques, avec celle de [Mes18,
déf. 4], généralisation directe à la dimension infinie de l’existence d’une base où l’en-
domorphisme possède une matrice triangulaire, est donnée par [Mes18, théorème 8].

Remarque 3.3.2. — Une famille commutative d’endomorphismes diagonalisables
(resp. trigonalisables) d’un espace vectoriel de dimension infinie n’est pas nécessai-
rement collectivement diagonalisable (resp. collectivement trigonalisable) — voir par
exemple [IMR16, ex. 2.13 ou 4.17]. En revanche, une famille commutative collecti-
vement trigonalisable d’endomorphismes diagonalisables d’un objet de E est collecti-
vement diagonalisable.

La proposition ci-dessous, qui constitue un simple jeu d’écriture, est laissée en
exercice.

Proposition 3.3.3. — Étant donné un foncteur F de Fct(C, E), les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. F possède une décomposition en poids forte (resp. faible) ;
2. la famille {F (λ) |λ ∈M} d’endomorphismes de F est collectivement diagonali-

sable (resp. collectivement trigonalisable) ;
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3. pour tout objet t de C, la famille {F (λt) |λ ∈ M} d’endomorphismes de l’objet
F (t) de E est collectivement diagonalisable (resp. collectivement trigonalisable).

On ne peut généralement pas ôter l’adverbe collectivement de l’énoncé précédent ;
on a toutefois le résultat partiel suivant.

Proposition 3.3.4. — Étant donné un foncteur F de Fct(C, E), les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

1. pour tout objet t de C et tout élément λ de M , l’endomorphisme F (λt) de F (t)
est diagonalisable (resp. trigonalisable) ;

2. pour tout λ ∈M , l’endomorphisme F (λ) de F est diagonalisable (resp. trigona-
lisable) ;

3. le foncteur F possède une décomposition en poids forte (resp. faible) relativement
à l’action de tout sous-monoïde de type fini de M .

Si elles sont vérifiées avec des décompositions fortes et que le foncteur F satisfait
à la condition (Dec), alors F possède une décomposition en poids forte.

Démonstration. — L’équivalence des trois assertions se déduit directement de
[Mes18, § 4] dans le cas trigonalisable et de [IMR16, cor. 4.15] dans le cas dia-
gonalisable. Si elles sont vérifiées avec des décompositions fortes et que F est
indécomposable, alors pour tout sous-monoïde de type fini N de M , F est homo-
gène d’un certain poids fort wN : N → Kµ. Les wN s’assemblent pour fournir un
morphisme de monoïdes w : M → Kµ ; il est clair que F est homogène de poids
fort w. Le cas où F satisfait à la condition (Dec) se déduit immédiatement du cas
indécomposable.

3.4. Changement de monoïde agissant à la source

Nous omettrons la démonstration de la proposition suivante, immédiate et d’usage
courant.

Proposition 3.4.1. — Soient N un monoïde, D une catégorie essentiellement petite
munie d’une action de N , φ : N →M un morphisme de monoïdes, et Φ : D → C un
foncteur φ-équivariant, c’est-à-dire tel que, pour tout objet x de D, le diagramme

N
φ //

��

M

��
EndD(x)

Φ∗ // EndC(Φ(x))

dont les flèches verticales sont données par l’action de M (resp. N) sur C (resp. D)
commute.

1. Pour tout poids w : M → Kµ, le foncteur Φ∗ : Fct(C, E) → Fct(D, E) envoie
Fct(C, E)w (resp. Fct(C, E)<w>) dans Fct(D, E)w◦φ (resp. Fct(D, E)<w◦φ>).
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2. Si un foncteur F de Fct(C, E) possède une décomposition en poids forte (resp.
faible) relativement à l’action de M , alors Φ∗F possède une décomposition en
poids forte (resp. faible) relativement à l’action de N . On a de plus ΠN (Φ∗F ) ⊂
{w ◦ φ |w ∈ ΠM (F )}, avec égalité lorsque Φ∗ est fidèle (par exemple, lorsque Φ

est essentiellement surjectif à facteur direct près).

Lemme 3.4.2. — Supposons que le monoïde M est engendré par un nombre fini de
sous-monoïdes N1, . . . , Ni. Alors un foncteur de Fct(C, E) possède une décomposition
en poids forte (resp. faible) finie relativement à l’action de M si et seulement s’il en
possède une par rapport à chacun des Nj.

Démonstration. — La K-algèbre ZM (F ) est engendrée par les sous-algèbres ZNj
(F ).

La conclusion découle donc de la proposition 3.2.5 et du lemme 1.2.8.

Proposition 3.4.3. — Supposons que le monoïde M est engendré par un nombre
fini de sous-monoïdes N1, . . . , Ni. Alors un foncteur de Fct(C, E) possède une décom-
position en poids forte (resp. faible) relativement à l’action de M si et seulement s’il
en possède une par rapport à chacun des Nj.

Démonstration. — Cela découle du lemme 3.4.2 et de la remarque 3.1.4.

Exemple 3.4.4. — Si M ≃ N0 (cf. notation 1.1.1) pour un sous-monoïde N , alors
M est engendré par N et par le sous-monoïde {0, 1}, par rapport auquel tout foncteur
possède une décomposition en poids forte finie, qui correspond au scindement de la
partie constante d’un foncteur. Ainsi, un foncteur de Fct(C, E) possède une décom-
position en poids (faible ou forte) relativement à M si et seulement s’il en possède
une relativement à N .

Le résultat suivant est immédiat.

Lemme 3.4.5. — Soient E ′ est une catégorie de Grothendieck K-linéaire et Φ : E →
E ′ un foncteur exact K-linéaire.

1. La post-composition Φ∗ : Fct(C, E) → Fct(C, E ′) par Φ préserve les foncteurs
possédant une décomposition en poids faible (resp. forte) finie.

2. Si Φ est cocontinu, alors Φ∗ préserve les foncteurs possédant une décomposition
en poids faible (resp. forte).

3. Si Φ est fidèle et que F est un foncteur de Fct(C, E) tel que Φ∗(F ) possède une
décomposition en poids faible (resp. forte) finie, alors F possède une décompo-
sition en poids faible (resp. forte) finie.

4. Si Φ est fidèle et cocontinu et que F est un foncteur de Fct(C, E) tel que Φ∗(F )

possède une décomposition en poids faible (resp. forte), alors F possède une
décomposition en poids faible (resp. forte).

Le principe suivant de « séparation des variables » pour les décompositions en
poids des bifoncteurs nous sera utile à plusieurs reprises.
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Proposition 3.4.6. — Soient D une catégorie essentiellement petite munie d’une
action d’un monoïde N et X : C × D → E un foncteur. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. X possède une décomposition en poids forte (resp. faible) relativement à l’action
de M ×N ;

2. l’image de X par l’isomorphisme de catégories Fct(C×D, E) ≃ Fct(C,Fct(D, E))
possède une décomposition en poids forte (resp. faible) relativement à l’action
de M et est à valeurs dans les foncteurs de Fct(D, E) ayant une décomposition
en poids forte (resp. faible) relativement à l’action de N ;

3. pour tout objet c de C, le foncteur X(c,−) de Fct(D, E) possède une décomposi-
tion en poids forte (resp. faible) relativement à l’action de N et pour tout objet
d de D, le foncteur X(−, d) de Fct(C, E) possède une décomposition en poids
forte (resp. faible) relativement à l’action de M .

De plus, lorsqu’elles sont satisfaites, l’image de la fonction ΠM×N (X) ↪→
Mon(M ×N,Kµ) ↠ Mon(M,Kµ) égale

⋃
d∈ObD ΠN (X(−, d)).

Démonstration. — La proposition 3.4.3 montre que X possède une décomposition
en poids forte (resp. faible) relativement à l’action de M × N si et seulement si
l’image de X par l’isomorphisme canonique de catégories K-linéaires Fct(C×D, E) ≃
Fct(C,Fct(D, E)) possède une décomposition en poids forte (resp. faible) relativement
à l’action de M et l’image de X par l’isomorphisme canonique Fct(C × D, E) ≃
Fct(D,Fct(C, E)) possède une décomposition en poids forte (resp. faible) relativement
à l’action de N .

Pour conclure à l’équivalence des assertions, il suffit de voir que l’image de X par
l’isomorphisme canonique Fct(C×D, E) ≃ Fct(C,Fct(D, E)) possède une décomposi-
tion en poids forte (resp. faible) relativement à l’action de M si et seulement si, pour
tout objet d de D, le foncteur X(−, d) de Fct(C, E) possède une décomposition en
poids forte (resp. faible) relativement à l’action de M . Cela découle du lemme 3.4.5
appliqué au foncteur exact, cocontinu et K-linéaire de Fct(D, E) dans ET donné par
l’évaluation en les différents éléments d’un ensemble T de représentants des classes
d’isomorphisme d’objets de D.

La dernière propriété, relative aux ensembles de poids, est claire lorsque X est
homogène d’un certain poids (w,w′) ∈ Mon(M,Kµ) × Mon(N,Kµ) ≃ Mon(M ×
N,Kµ), car X(−, d) est alors soit nul, soit homogène de poids w, et est non nul pour
au moins un d ; le cas général s’en déduit aussitôt en décomposant X est somme
directe de foncteurs homogènes.

Remarque 3.4.7. — L’assertion analogue obtenue en remplaçant décomposition en
poids par décomposition en poids finie dans l’énoncé précédent est erronée. Considé-
rons ainsi le cas où K = Q, C = D = P(Q), X =

⊕
n∈N

Λn ⊠ Λn (où Λn désigne la
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n-ième puissance extérieure sur Q). Les monoïdes considérés sont le groupe multi-
plicatif M = N = Q×. Si V ≃ Qd est un objet de P(Q), alors X(V,−) ≃ X(−, V )

admet une décomposition en poids forte finie, puisque Λn(V ) = 0 pour n > d, mais
la décomposition en poids de X n’est pas finie.

En revanche, les variantes des deux corollaires suivants obtenues en remplaçant dé-
composition en poids (forte ou faible) par décomposition en poids finie sont clairement
valides.

Corollaire 3.4.8. — Sous les mêmes hypothèses, soient F un foncteur de F(C;K)

et G un foncteur de F(D;K). Si F (resp. G) possède une décomposition en poids,
faible ou forte, relativement à l’action de M (resp. N), alors il en est de même pour
le foncteur F ⊠G de F(C×D;K) relativement à l’action de M×N . Si de plus F et G
sont non nuls, la réciproque est vraie, et ΠM×N (F⊠G) est l’image de ΠM (F )×ΠN (G)

par l’isomorphisme canonique Mon(M,Kµ)×Mon(N,Kµ)
≃−→ Mon(M ×N,Kµ).

Corollaire 3.4.9. — Soit (Fi)1≤i≤n une famille finie de foncteurs de F(C;K). Sup-
posons que, pour tout i, Fi possède une décomposition en poids faible (resp. forte).
Alors F1 ⊗ · · · ⊗ Fn possède une décomposition en poids faible (resp. forte). De plus,
ΠM (F1 ⊗ · · · ⊗ Fn) = ΠM (F1) . . .ΠM (Fn).

3.5. Critères d’existence de décompositions en poids fortes

En l’absence de lourdes hypothèses de finitude (sur le foncteur ou sur le monoïde
M), l’existence d’une décomposition en poids d’un foncteur de Fct(C, E) constitue
un phénomène plutôt exceptionnel (cf. proposition 4.1.1 ci-après). Le corollaire 3.2.7
ci-avant et ses variantes comptent parmi les critères les plus importants d’existence de
décompositions en poids faibles. Nous donnons maintenant quelques critères généraux
garantissant l’existence de décompositions en poids fortes.

La proposition suivante indique quand un poids faible est automatiquement fort.

Proposition 3.5.1. — Soit w : M → Kµ un poids. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

1. L’inclusion F(M ;K)w ↪→ F(M ;K)<w> est une égalité.
2. L’inclusion m2

w ⊂ mw d’idéaux de K[M ] est une égalité.
3. Toute dérivation non additive M → K relative à w est nulle.

Elles impliquent la propriété suivante :

4. l’inclusion Fct(C, E)w ↪→ Fct(C, E)<w> est une égalité.

Démonstration. — Les implications 1.⇔2.⇒4. sont des cas particuliers du corol-
laire 2.1.5. L’équivalence entre 2. et 3. résulte de l’isomorphisme de K-espaces vecto-
riels du dual de mw/m

2
w vers les dérivations non additives M → K relatives à w (cf.

(1), page 21).
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Exemple 3.5.2. — Si M est un groupe, il découle de l’exemple 1.3.7 que les condi-
tions précédentes équivalent à M de torsion si p = 0 et à M p-divisible si p > 0.

L’assertion suivante découle de la proposition 3.5.1 et de la remarque 1.3.8.

Corollaire 3.5.3. — Supposons que la caractéristique p du corps K est non nulle
et que l’endomorphisme x 7→ xp du monoïde M est surjectif. Alors pour tout poids
w :M → Kµ, l’inclusion Fct(C, E)w ↪→ Fct(C, E)<w> est une égalité.

Le résultat suivant montre que, pour un foncteur possédant une décomposition en
poids faible, le caractère fort de cette décomposition est une propriété de caractère
local par rapport au monoïde M .

Proposition 3.5.4. — Soit F un foncteur de Fct(C, E) possédant une décomposition
en poids faible (relativement à M). Si M est colimite filtrante de sous-monoïdes Mi

tels que F possède une décomposition en poids forte par rapport à l’action de chaque
monoïde Mi, alors F admet une décomposition en poids forte relativement à M .

Démonstration. — La K-algèbre ZM (F ) est semi-primaire déployée, par la propo-
sition 3.2.5, de sorte qu’il suffit de montrer qu’elle est réduite pour conclure (en
utilisant la même proposition). Or ZM (F ) est colimite filtrante de ses sous-algèbres
ZMi(F ), qui sont semi-simples (toujours par la même proposition), donc réduites, d’où
la conclusion.

Remarque 3.5.5. — On peut aussi démontrer cette proposition avec le point de
vue du § 3.3, en combinant la remarque 3.3.2 aux propositions 3.3.3 et 3.3.4.

Nous considérerons pour terminer ce chapitre le cas où M est fini, puis localement
fini.

Proposition 3.5.6. — Supposons que M est fini et que le corps K contient assez
de racines de l’unité, au sens où tout entier qui est l’ordre du groupe des éléments
inversibles du sous-semi-groupe de M engendré par un élément de M appartient à
ν(K).

1. Tout foncteur de Fct(C, E) possède une décomposition en poids faible finie.
Ainsi, le foncteur canonique∏

π∈Mon(M,Kµ)

Fct(C, E)<π> → Fct(C, E)

est une équivalence.
2. Si M est un groupe dont l’ordre est inversible dans K, tout foncteur de Fct(C, E)

possède une décomposition en poids forte finie. Ainsi, le foncteur canonique∏
π∈Mon(M,Kµ)

Fct(C, E)π → Fct(C, E)

est une équivalence.
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Démonstration. — Comme M est fini, la K-algèbre K[M ] est artinienne, et en par-
ticulier semi-primaire. Du fait que K contient assez de racines de l’unité, elle est
déployée (cf. exemple 1.2.9). Si de plus M est un groupe d’ordre inversible dans K,
alors K[M ] est semi-simple par le théorème de Maschke. La conclusion provient donc
de la proposition 3.2.5.

Proposition 3.5.7. — Supposons que le corps K contient assez de racines de l’unité
et que M est un groupe dont tous les éléments sont d’ordre fini et premier à l’exposant
caractéristique de K. Alors tout foncteur de Fct(C, E) vérifiant la propriété (Dec)
possède une décomposition en poids forte relativement à l’action de M .

Démonstration. — Combiner la proposition 2.3.4, le corollaire 1.2.14 et l’observation
que tous les idéaux maximaux de K[M ] sont de la forme mw pour un poids w vu que
K a assez de racines de l’unité.

Corollaire 3.5.8. — Supposons que k est un sous-corps localement fini de K et que
A est une petite catégorie k-linéaire. Tout foncteur de Fct(A, E) vérifiant la propriété
(Dec) possède une décomposition en poids forte relativement à l’action de kµ.

Démonstration. — Comme k est localement fini et de même caractéristique que K,
les éléments du groupe multiplicatif k× sont d’ordre fini premier à l’exposant carac-
téristique de K. Par ailleurs, comme K contient k, K contient assez de racines de
l’unité (relativement à k×). La conclusion découle donc de la proposition 3.5.7 et des
exemples 1.2.11 et 3.4.4.

Les deux énoncés précédents peuvent aussi se déduire de la propriété suivante, qui
est très analogue à la proposition 2.3.4.

Proposition 3.5.9. — Supposons que M est colimite filtrante de sous-monoïdes Mi

et que F est un foncteur de Fct(C, E) vérifiant la condition (Dec) et possédant une
décomposition en poids forte relativement à l’action de chaque monoïde Mi. Alors F
possède une décomposition en poids forte relativement à l’action de M .

Démonstration. — Il suffit de montrer le résultat lorsque F est indécomposable. Dans
ce cas, pour tout i, F est homogène d’un certain poids fort wi : Mi → Kµ, et les wi
s’assemblent en poids w : M → Kµ. Alors F est homogène de poids fort w, d’où le
résultat.





CHAPITRE 4

POIDS DES FONCTEURS SUR UNE CATÉGORIE
ADDITIVE

Convention 4.1. — Dans tout le chapitre 4, A désigne une catégorie additive A-
linéaire essentiellement petite. Elle est en particulier munie d’une action du monoïde
multiplicatif Aµ ; toutes les notions de poids considérées dans la suite sont relatives à
cette action.

Notation 4.2. — Soit d ∈ N. On désigne par ⊕d : Ad → A le foncteur de somme
directe d-itérée, et par δd : A → Ad le foncteur de diagonale d-itérée. On note sim-
plement δ : A → A×A pour δ2.

Dans toute la suite de ce mémoire, c’est cette situation additive qui nous intéres-
sera ; le présent chapitre donne un certain nombre de conséquences simples des résul-
tats du chapitre 3 dans ce contexte, dans la catégorie F(A,K) ou, parfois, plus généra-
lement, dans Fct(A, E), où E est une catégorie de Grothendieck K-linéaire. Il est aussi
l’occasion de rappeler, à la section 4.2, des définitions et propriétés fondamentales
liées à a notion de foncteur polynomial, provenant notamment d’Eilenberg-MacLane
et Pirashvili, mais aussi de développements plus récents (dus aux auteurs et à Vespa
[DTV23]) qui introduisent la notion plus générale de foncteur Hom-polynomial, celle
de foncteur antipolynomial et donnent des décompositions à la Steinberg qu’un des
objectifs de ce mémoire consiste à préciser.

Une première classe de résultats de ce chapitre consiste à caractériser les situations
où tous les foncteurs, ou bien tous les foncteurs polynomiaux, de F(A,K), possèdent
une décomposition en poids (§ 4.1 et 4.3). Ils serviront principalement d’échauffement
pour la suite, ainsi qu’à illustrer, dans le cas où l’anneau A est infini, à quel point
l’existence d’une décomposition en poids est rare sans hypothèse de finitude supplé-
mentaire, et notamment que la condition des valeurs de dimensions finies pour un
foncteur de F(A;K), qui apparaît au corollaire 3.2.7 et sera cruciale dans de nom-
breux énoncés de la fin de ce mémoire, n’est nullement surperflue.
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La deuxième partie du chapitre est consacrée à l’étude des poids dans notre situa-
tion additive, c’est-à-dire à celle du monoïde Mon(Aµ,Kµ). Dès lors que le quotient de
A par son nilradical est infini, la structure de ce monoïde semble en général hors d’at-
teinte, et en tout cas difficile à exploiter, par exemple lorsque A = Z : la compréhension
d’une fonction fortement multiplicative à partir de ses valeurs sur les nombres premiers
est tout sauf évidente ! C’est pourquoi nous introduisons, à la section 4.4, la notion
de poids ordinaire. Les poids ordinaires forment un sous-monoïde de Mon(Aµ,Kµ)

dont on peut décrire assez bien la structure. Nous verrons que les poids des foncteurs
polynomiaux (ou plus généralement analytiques, ou encore Hom-polynomiaux), ainsi
que des foncteurs à valeurs de dimensions finies de F(A;K), sont toujours ordinaires.
Nous verrons qu’il est rare que tous les poids de Mon(Aµ,Kµ) soient ordinaires : par
exemple, si A est un anneau noethérien, cela survient si et seulement si A est fini
(corollaire 4.7.16) ; si K est au plus dénombrable, Mon(Zµ,Kµ) a la puissance du
continu tandis que son sous-monoïde de poids ordinaires est dénombrable.

L’une des propriétés de pure algèbre commutative des poids qui jouera un rôle au
chapitre 9 est la structure du lieu d’annulation des poids de Mon(Aµ,Kµ) : le lieu
d’annulation d’un poids ordinaire est toujours une réunion finie d’idéaux premiers de
A (corollaire 4.7.6) — le cas de A = Z illustre ici encore que c’est loin de valoir pour
un poids quelconque (toutes les réunions d’idéaux premiers sont des lieux d’annulation
de poids).

Enfin, le chapitre se conclut, à la section 4.8, par des lemmes d’arithmétique élé-
mentaire sur l’écriture p-adique des entiers qui nous serviront pour l’étude des poids
(ordinaires) des foncteurs : le lemme 4.8.4 sert à montrer la proposition 4.8.6 sur la
décomposition des poids polynomiaux, propriété de finitude qui consistue l’un des
fondements du chapitre 5. Quant au lemme 4.8.7, il interviendra au chapitre 7.

4.1. Décompositions en poids pour le foncteur PA

Les propositions suivantes montrent que l’existence d’une décomposition en poids
pour tout foncteur de F(A,K) relève de l’exception.

On rappelle que l’ensemble d’entiers ν(K) est défini page 16, et le foncteur projectif
PA page 29.

Proposition 4.1.1. — Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. Tout foncteur de F(A,K) possède une décomposition en poids faible finie ;
2. tout foncteur de F(A,K) possède une décomposition en poids faible ;
3. le foncteur PA de F(A,K) possède une décomposition en poids faible ;
4. l’algèbre K[Aµ] est semi-primaire déployée ;
5. l’anneau A est fini et l’algèbre K[A×] est déployée ;
6. A est fini et le groupe multiplicatif A× est somme directe de groupes cycliques

dont les ordres appartiennent à ν(K).
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Si elles sont vérifiées, alors tout foncteur de Fct(A, E), où E est une catégorie de
Grothendieck K-linéaire, possède une décomposition en poids faible finie.

Démonstration. — Les implications 1⇒2⇒3 sont évidentes.
Comme PA est un foncteur de type fini, s’il possède une décomposition en

poids faible, elle est nécessairement finie. De plus, le morphisme d’algèbres canonique
K[Aµ] → End(PA) est un isomorphisme par le lemme de Yoneda. La proposition 3.2.5
montre donc l’implication 3⇒4. Comme tout quotient d’une K-algèbre semi-primaire
déployée est semi-primaire déployé (lemme 1.2.7), cette même proposition montre que
4 entraîne que tout foncteur de Fct(A, E) (où E est une catégorie de Grothendieck
K-linéaire) possède une décomposition en poids faible finie, et en particulier 1.

Il ne reste donc plus qu’à montrer l’équivalence de 4, 5 et 6.
L’implication 6⇒5 résulte de l’observation que, pour un groupe abélien fini G,

l’algèbreK[G] est déployée si et seulement si G est somme directe de groupes cycliques
dont les ordres appartiennent à ν(K) (cf. exemple 1.2.9).

Il suffit d’établir l’implication 5⇒4 sous l’hypothèse supplémentaire que A est local.
En effet, un anneau fini se décompose en produit direct d’anneaux locaux, et la classe
desK-algèbres semi-primaires déployées est stable par produit tensoriel (lemme 1.2.7).
Il suffit de plus de montrer que K[Aµ] est déployée, puisque K[A] est de dimension
finie, donc semi-primaire, si A est fini. Si A est local et fini, tout élément non inver-
sible de A est nilpotent, de sorte que l’exemple 1.2.9 montre que l’algèbre K[Aµ] est
déployée si et seulement si K[A×] l’est, d’où 5⇒4.

Supposons maintenant l’algèbre K[Aµ] semi-primaire déployée. Elle est en parti-
culier semi-locale, de sorte que [WJ87, th. 2.4] implique que A/Nil(A) est fini. Cela
implique que A est semi-parfait (proposition 1.2.4), on peut donc supposer A local.
Par ailleurs, l’algèbre de groupe K[A×] est un quotient de K[Aµ], elle est donc semi-
primaire, et a fortiori parfaite. On en déduit par un théorème de Woods [Woo71]
que A× est fini. Mais comme A est local, cela implique que A est lui-même fini (si
x ∈ A est non inversible, 1+x est inversible). Combiné à la discussion précédente sur
le déploiement de K[Aµ], cela établit l’implication 4⇒6.

Remarque 4.1.2. — La condition 6 de la proposition 4.1 peut se reformuler en
disant que A est fini et queK est un corps de décomposition non additif de la catégorie
P(A).

Proposition 4.1.3. — Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. Tout foncteur de F(A,K) possède une décomposition en poids forte finie ;
2. tout foncteur de F(A,K) possède une décomposition en poids forte ;
3. le foncteur PA de F(A,K) possède une décomposition en poids forte ;
4. l’algèbre K[Aµ] est semi-simple déployée ;
5. l’anneau A est un produit fini de corps finis dont le cardinal q est tel que q − 1

appartient à ν(K) et est inversible dans K.
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Si elles sont vérifiées, alors tout foncteur de Fct(A, E), où E est une catégorie de
Grothendieck K-linéaire, possède une décomposition en poids forte finie.

Démonstration. — La démonstration est entièrement analogue à celle de la propo-
sition 4.1.1 (et même plus simple pour l’implication 4⇒5, puisqu’une algèbre semi-
simple déployée est de dimension finie) ; le seul point qui diffère est le fait suivant :
si l’anneau A est fini, alors l’algèbre K[Aµ] est semi-simple si et seulement si A est
un produit fini de corps finis dont le cardinal q est tel que q − 1 est inversible dans
K. Il suffit de l’établir lorsque A est local. L’exemple 1.2.9, le caractère cyclique du
groupe multiplicatif d’un corps fini et l’observation qu’un élément nilpotent non nul
de A n’est pas régulier dans Aµ permettent de conclure.

4.2. Rappels sur les foncteurs polynomiaux et antipolynomiaux

4.2.1. Foncteurs polynomiaux. — Comme A possède un objet nul, tout foncteur
de A vers une catégorie abélienne se scinde de façon naturelle et unique en la somme
directe d’un foncteur constant (en sa valeur sur l’objet nul 0 de A) et d’un foncteur
réduit (c’est-à-dire nul en 0). Cette décomposition se généralise à tout multifoncteur
en d variables dans A : un foncteur X : Ad → E , où E est une catégorie abélienne, se
scinde de façon unique et naturelle en somme directe de foncteurs qui par rapport à
chaque variable sont soit constants, soit réduits. Le facteur direct réduit par rapport
à chaque variable s’appelle partie multiréduite de F . Le d-ième effet croisé d’un fonc-
teur F de Fct(A, E) est par définition la partie multiréduite du foncteur F ◦ ⊕d de
Fct(Ad, E). Cet effet croisé est noté crd(F ).

Remarque 4.2.1. — 1. La notion d’effet croisé remonte à Eilenberg-MacLane
[EML54, chap. II], au moins lorsque la source et le but des foncteurs sont
des catégories de modules. Pour davantage de références bibliographiques et de
détail sur cette notion classique, on pourra consulter par exemple [DTV23, § 2].

2. La décomposition d’un multifoncteur en termes constants ou réduits par rapport
à chaque variable peut s’exprimer en termes de poids (1) : elle correspond à
l’étude de l’action (variable par variable) du monoïde {0, 1}d sur Ad. Dans le
cas d’une composition F ◦ ⊕d, elle prend la forme

(6) F ◦ ⊕d ≃
⊕

E⊂J1,dK

crCard(E)(F ) ◦ ιE

où ιE : Ad → ACard(E) est la composée de la projection Ad ≃ AJ1,dK → AE

induite par l’inclusion E ↪→ J1, dK et de l’équivalence AE ≃ AJ1,Card(E)K obtenue
en munissant E de l’ordre induit par celui de J1, dK (cf. [EML54, th. 9.1]).

(1)Au moins si le but est une catégorie de Grothendieck K-linéaire, mais la définition s’étend sans
changement au cas d’une catégorie abélienne générale au but.
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On obtient ainsi un foncteur continu et cocontinu crd : Fct(A, E) → Fct(Ad, E)
pour tout d ∈ N. Un foncteur F de Fct(A, E) est dit polynomial de degré au plus d
si crd+1(F ) est nul. La sous-catégorie pleine des foncteurs polynomiaux de degré au
plus d de Fct(A, E) est notée Pold(A, E) ; elle est bilocalisante. On notera Pold(A;K)

pour Pold(A,K-Mod) et Pold(A,K) pour Pold(P(A);K).
Le foncteur d’inclusion Pold(A, E) → Fct(A, E) possède un adjoint à droite noté

pd et un adjoint à gauche noté qd. Pour tout foncteur F de Fct(A, E), pd(F ) est le
plus grand sous-foncteur polynomial de degré au plus d de F , et qd(F ) son plus grand
quotient polynomial de degré au plus d. Un argument formel fondé sur l’adjonction
somme/diagonale fournit classiquement des suites exactes naturelles

(7) δ∗d+1crd+1(F ) → F → qd(F ) → 0 ;

(8) 0 → pd(F ) → F → δ∗d+1crd+1(F ) .

L’un des résultats fondamentaux de structure des foncteurs polynomiaux est le
suivant, dû à Pirashvili [Pir88].

Théorème 4.2.2 (Pirashvili). — Soit E une catégorie de Grothendieck. Le fonc-
teur crd induit une équivalence de catégories

Pold(A, E)/Pold−1(A, E)
≃−→ Addd(A, E)⋊Sd .

Dans l’énoncé précédent, la notation ⋊ est celle de la définition A.1.2 (page 207) ;
le groupe symétrique Sd agit sur la catégorie Addd(A, E) des multifoncteurs mul-
tiadditifs Ad → E par permutation des facteurs du produit à la source.

Dans le cas particulier fondamental A = P(A), au vu de l’équivalence (4) (page 32)
et de la remarque A.1.4 (page 208), le théorème précédent prend la forme suivante :

Corollaire 4.2.3. — Si E est une catégorie de Grothendieck K-linéaire, le foncteur
F 7→ crd(F )(A, . . . , A) induit une équivalence

Pold(P(A), E)/Pold−1(P(A), E) ≃−→ E ⊠
K

(
AK ≀Sd

)
.

(Pour la signification du symbole ≀, voir la notation A.3.1, page 211.)
En particulier, pour E = K-Mod, on obtient :

Corollaire 4.2.4. — Le foncteur F 7→ crd(F )(A, . . . , A) induit une équivalence

Pold(A,K)/Pold−1(A,K)
≃−→ (AK ≀Sd)-Mod .

Nous aurons besoin du résultat suivant pour établir le corollaire 7.2.14.
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Proposition 4.2.5. — Soit S un foncteur polynomial simple de F(A,K). Il existe
une extension de corps K ⊂ L telle que S soit isomorphe à la composée d’un foncteur
polynomial simple de Fdf(A,L) et du foncteur de restriction des scalaires L-Mod →
K-Mod.

Démonstration. — Comme S est simple, L = Z(End(S)) est une extension du corps
K ; S est évidemment isomorphe à la postcomposition par la restriction des scalaires
d’un foncteur S̃, nécessairement simple et polynomial, de F(A,L). De plus, S̃ a le
même corps (non nécessairement commutatif) d’endomorphismes que S. La proposi-
tion A.3.4 (page 212), [DTV23, prop. 1.8], le corollaire 4.2.4 et le fait que tout objet
simple de AK-Mod a un corps d’endomorphismes commutatif (puisque AK est un an-
neau commutatif) montrent que End(S) est de dimension finie sur L. La conclusion
découle donc de [DTV23, prop. 6.3].

Remarque 4.2.6. — Ce résultat, qui repose fortement sur la commutativité de A
(et de K), peut s’exprimer de façon plus intrinsèque par l’endofinitude centrale des
foncteurs simples polynomiaux de F(A,K)

4.2.2. Foncteurs Hom-polynomiaux. — Les effets croisés constituent une ver-
sion fonctorielle des déviations d’une fonction entre groupes abéliens — cf. Eilenberg-
MacLane [EML54, § 8], qui permet d’introduire la notion de fonction polynomiale (2)

(qui est beaucoup moins rigide que celle de polynôme), et la notion de degré corres-
pondante, entre groupes abéliens. On pourra aussi consulter, par exemple, [Pas79,
chap. V, § 1] ou [DTV23, § 2.2] pour les définitions précises et propriétés de base de
cette notion classique.

Dans [DTV23, § 2.3] est introduite la généralisation suivante des foncteurs poly-
nomiaux :

Définition 4.2.7. — Un foncteur F : A → E , où E est une catégorie abélienne, est
dit Hom-polynomial si pour tous objets x et y de A, la fonction ensembliste entre
groupes abéliens A(x, y) → E(F (x), F (y)) qu’induit F est polynomiale.

Un foncteur polynomial est toujours Hom-polynomial. Si E est Q-linéaire, tout fonc-
teur Hom-polynomial de type fini de Fct(A, E) est polynomial (cf. proposition 4.3.1
ci-après). Un foncteur Hom-polynomial de type fini et de type cofini, ou plus géné-
ralement, possédant un support fini et un co-support fini, de Fct(A, E) est toujours
polynomial [DTV23, prop. 2.11]. En revanche, un foncteur Hom-polynomial de type
fini n’est pas nécessairement polynomial [DTV23, ex. 2.7].

(2)Dans [DTV23], cette propriété est nommée EML-polynomiale (pour bien la distinguer des po-
lynômes formels). Dans le présent article, sauf mention du contraire, la polynomialité des fonctions
sera toujours cette notion due à Eilenberg et MacLane.
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La classe des foncteurs Hom-polynomiaux de Fct(A, E) est stable par sous-quotient
et par sommes directes finies. Lorsque le but est une catégorie de modules, elle est
stable par produit tensoriel.

L’un des objectifs de ce mémoire consiste à mieux comprendre la structure des
foncteurs Hom-polynomiaux — voir notamment ci-après le corollaire 7.3.10 et la sec-
tion 9.3.

Nous aurons besoin du lien simple suivant entre foncteurs polynomiaux et Hom-
polynomiaux.

Proposition 4.2.8. — Soit E une catégorie abélienne. Considérons les propriétés
suivantes d’un foncteur F de Fct(A, E).

(1) F est Hom-polynomial ;
(2a) pour tout objet a de A, l’épimorphisme F (a) ↠ qd(F )(a) est un isomorphisme

si d est assez grand ;
(2b) pour tout objet a de A, le monomorphisme pd(F )(a) ↪→ F (a) est un isomor-

phisme si d est assez grand.

Alors (2a) ou (2b) impliquent chacune (1). Réciproquement, si F est à support (resp.
co-support) fini, alors (1) implique (2a) (resp. (2b)).

Démonstration. — Supposons (2a) vérifié. Soient a et b des objets de A et d un
entier assez grand pour que la projection F (b) ↠ qd(F )(b) soit un isomorphisme.
Considérons le diagramme commutatif

A(a, b)
(i) //

(ii)

��

E(F (a), F (b))

≃(∗∗)
��

E(qd(F )(a), qd(F )(b))
(∗) // E(F (a), qd(F )(b))

où (i) (resp. (ii)) est la fonction ensembliste induite par F (resp. qd(F )) et (*) (resp.
(**)) la fonction additive induite par F (a) ↠ qd(F )(a) (resp. F (b) ↠ qd(F )(b)).
Comme qd(F ) appartient à Pold(A, E), la fonction (ii) est polynomiale de degré au
plus d ; il en est de même pour sa composée avec la fonction additive (*). Comme
(**) est un isomorphisme de groupes abéliens, il s’ensuit que (i) est également une
fonction polynomiale. Ainsi, F est Hom-polynomial.

L’implication (2b)⇒(1) est duale de la précédente.
Supposons maintenant que F est à support fini et Hom-polynomial. Soit a un

objet de A. Considérons un support fini {x1, . . . , xn} de F et notons d le maximum
des degrés polynomiaux des fonctions A(xi, a) → E(F (xi), F (a)) induites par F . Pour
tout objet t de A, la fonction A(t, a) → E(F (t), F (a)) induite par F est polynomiale de
degré au plus d (ce fait simple se montre exactement comme [DTV23, lemme 2.12]).
Prenons t = a⊕(d+1) : cela implique que le morphisme F (a⊕(d+1)) → F (a) somme
alternée sur les parties I de J1, d+1K des F (πI), où πI : a⊕(d+1) → a a pour composante
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Ida ou 0a selon que l’indice appartient ou non à I, est nul. Comme qd(F )(a) est le
conoyau de ce morphisme (cf. (7)), (2a) est vérifié.

Le fait qu’un foncteur Hom-polynomial à co-support fini vérifie (2b) est dual.

4.2.3. Foncteurs antipolynomiaux. — Suivant [DTV23, § 4.1], nous dirons
qu’une catégorie additive B est K-triviale si pour tous objets x et y, le groupe abélien
B(x, y) est fini d’ordre inversible dans K. Un foncteur de Fct(A, E), où E est une
catégorie abélienne K-linéaire, est dit antipolynomial s’il se factorise à travers un
foncteur additif de A vers une petite catégorie additive K-triviale.

Un foncteur est simultanément Hom-polynomial et antipolynomial si et seulement
s’il est constant.

On rappelle également que l’anneau A est dit K-trivial si la catégorie P(A) est
K-triviale, autrement dit, si A est fini d’ordre inversible dans K. Un idéal I de A est
dit K-cotrivial si l’anneau A/I est K-trivial.

La classe des foncteurs antipolynomiaux de Fct(A, E) est stable par sous-quotients
et sommes directes finies. Dans F(A;K), elle est également stable par produit tenso-
riel.

4.2.4. Décompositions à la Steinberg globales. — La terminologie suivante
reprend et étend [DTa, déf. 4.3].

Définition 4.2.9. — Soit F un foncteur de Fct(A, E), où E est une catégorie de
Grothendieck K-linéaire. On dit que F possède une décomposition à la Steinberg de
type PAP (resp. HPAP ) s’il existe un bifoncteur B : A×A → E tel que :

1. B est polynomial (resp. Hom-polynomial) par rapport à la première variable,
i.e. B(−, x) est un foncteur polynomial (resp. Hom-polynomial) de Fct(A, E)
pour tout objet x de A ;

2. B est antipolynomial par rapport à la deuxième variable ;
3. F est isomorphe à la composée de B et du foncteur diagonale A → A×A.

Remarque 4.2.10. — 1. Lorsque F est à support fini, cela implique l’existence
d’une petite catégorie additive K-triviale B telle que B se factorise à travers
A× Φ pour un foncteur additif Φ : A → B (cf. [DTa, lemme 4.5]).

2. Une décomposition à la Steinberg d’un des types précédents est unique à iso-
morphisme près, grâce à [DTV23, prop. 4.9].

L’un des résultats principaux de [DTV23] est le suivant :

Théorème 4.2.11. — [DTV23, th. 4.10] Tout foncteur de type fini de Fdf(A;K)

possède une décomposition à la Steinberg de type HPAP .

Corollaire 4.2.12. — [DTV23, cor. 4.11] Tout foncteur de longueur finie de
Fdf(A;K) possède une décomposition à la Steinberg de type PAP .
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(On a en fait besoin seulement de l’hypothèse légèrement plus faible que le foncteur
soit de type fini et de type co-fini.)

L’un des objectifs du présent travail est de renforcer les résultats précédents, dans
plusieurs directions : soit en remplaçant l’hypothèse de valeurs de dimension finie par
une hypothèse a priori plus faible, soit en obtenant une décomposition de type PAP
sous des hypothèses plus faibles que celle du corollaire 4.2.12, soit en précisant la
décomposition de type HPAP . Les résultats les plus significatifs seront obtenus dans
la catégorie F(A,K) ; nous introduisons à cette fin la notion suivante.

Définition 4.2.13. — On décomposition de type FP d’un foncteur F de F(A,K)

tout isomorphisme de la forme F ≃ α∗B, où I est un idéal cofini de A, B : P(A) ×
P(A/I) → K-Mod un bifoncteur polynomial par rapport à la première variable et
α : P(A) → P(A)×P(A/I) le foncteur canonique.

(Les lettres FP abrègent Fini et Polynomial.)

4.3. Décompositions en poids des foncteurs analytiques

On rappelle qu’un foncteur est dit analytique s’il est colimite (filtrante) de ses
sous-foncteurs polynomiaux.

La théorie des foncteurs analytiques (ou Hom-polynomiaux) est beaucoup plus
simple lorsque K est de caractéristique nulle, en raison du résultat classique suivant :

Proposition 4.3.1. — Supposons que K est de caractéristique nulle et que E est
une catégorie de Grothendieck K-linéaire. Soit d ∈ N.

1. Si F est un foncteur analytique (resp. polynomial de degré au plus d) de
Fct(A, E), alors F possède une décomposition en poids forte relativement
à l’action de Zµ, et l’ensemble de ses poids est contenu dans celui des
Z → Q λ 7→ λn pour n ∈ N (resp. 0 ≤ n ≤ d), d’où une décomposition
naturelle F ≃

⊕
n∈N F[n] avec F[n] homogène de poids λ 7→ λn.

2. Tout foncteur Hom-polynomial de Fct(A, E) est analytique.
3. Le foncteur Pold(A, E) → Pold(A, E)/Pold−1(A, E) × Pold−1(A, E) dont les

composantes sont le foncteur canonique Pold(A, E) → Pold(A, E)/Pold−1(A, E)
et la restriction à Pold(A, E) de qd−1 est une équivalence.

De plus, l’endofoncteur idempotent de Pold(A, E) composé du foncteur ca-
nonique Pold(A, E) → Pold(A, E)/Pold−1(A, E) et de son adjoint à gauche est
isomorphe à F 7→ F[d].

4. Le foncteur canonique A → AQ := A⊗Z Q induit une équivalence de catégories
Pold(AQ, E)

≃−→ Pold(A, E)

Démonstration. — On pourra trouver une démonstration des deux premières asser-
tions (celle de la seconde consistant à observer que la décomposition en poids de la
première vaut aussi pour les foncteurs Hom-polynomiaux) dans [DTV23, prop. 2.8]



64 CHAPITRE 4. POIDS DES FONCTEURS SUR UNE CATÉGORIE ADDITIVE

— le résultat y est fourni seulement lorsque le but de la catégorie de foncteurs est une
catégorie de modules sur une Q-algèbre, mais la démonstration fonctionne pareille-
ment pour toute catégorie abélienne Q-linéaire au but.

La troisième assertion se déduit de la première et du théorème 4.2.2 de Pirashvili,
dans lequel il est facile de lire la décomposition en poids du premier point. (Pour mon-
trer l’équivalence Pold(A, E)

≃−→ Pold(A, E)/Pold−1(A, E) × Pold−1(A, E), on peut
aussi raisonner directement à partir du fait que la norme est un isomorphisme entre
Q[Sd]-modules.)

La dernière assertion se déduit de la première et de la proposition 3.1.9.

Remarque 4.3.2. — Lorsque K est de caractéristique p > 0 et que E est une caté-
gorie de Grothendieck K-linéaire, tout foncteur analytique de Fct(A, E) possède une
décomposition en poids faible relativement à l’action de Zµ, mais pas nécessairement
une décomposition en poids forte (cf. propositions 4.3.5 et 4.3.9 ci-après). L’existence
d’une décomposition en poids faible peut se voir directement à partir de l’observation
élémentaire et bien connue (cf. corollaire 6.1.10 ci-après) que le foncteur canonique
A ↠ A/pd induit une équivalence Pold(A/pd, E)

≃−→ Pold(A, E) lorsque E est une
catégorie abélienne Z/p-linéaire. Ce résultat s’étend aux foncteurs Hom-polynomiaux
(cf. remarque 4.3.6 ci-après).

Remarque 4.3.3. — On déduit de la proposition 4.3.1 que, si A est un corps de
nombres, alors tout foncteur polynomial de F(A,K) possède une décomposition en
poids forte si K est un corps de décomposition de P(A), et que tout foncteur poly-
nomial de type fini de F(A,K) est à valeurs de dimensions finies.

On en déduit en appliquant la proposition 3.5.9 que si A est une extension algé-
brique de Q et K un corps de décomposition de P(A), alors tout foncteur polynomial
de F(A,K) vérifiant la condition (Dec) possède une décomposition en poids forte.

Le résultat suivant améliore le corollaire 3.2.8 pour les foncteurs Hom-polynomiaux.

Proposition 4.3.4. — Supposons que K est un corps de décomposition de A. Alors
tous les foncteurs analytiques et tous les foncteurs Hom-polynomiaux de Fdf(A;K)

possèdent une décomposition en poids faible.

Démonstration. — Comme la classe des foncteurs admettant une décomposition en
poids faible est stable par colimite, il suffit de montrer qu’un foncteur Hom-polynomial
de type fini F de Fdf(A;K) possède une décomposition en poids faible (un foncteur
analytique de type fini étant polynomial).

Commençons par le cas où F est polynomial : F est alors fini [DTV23,
lemme 11.10], il suffit donc de traiter le cas où F est simple, qui est contenu
dans [DTV23, th. 5.5].

Dans le cas général où F est seulement de type fini, soit E un support fini de ce
foncteur. Il existe d ∈ N tel que la projection F (x) ↠ qd(F )(x) soit un isomorphisme
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pour tout x ∈ E, par la proposition 4.2.8. On en déduit que le morphisme d’algèbres
(non commutatives) End(F ) → End(qd(F )) est injectif. Il s’ensuit que Z(F ) est une
sous-algèbre de Z(qd(F )). La conclusion découle donc du cas polynomial déjà traité,
de la proposition 3.2.5 et du lemme 1.2.7.

Dans la suite du § 4.3, on se limite par commodité à la catégorie F(A,K). On peut
facilement généraliser la plupart des résultats à Fct(A, E), par exemple en utilisant
la notion de spectre d’un foncteur introduite à la définition 6.4.1 ci-après (ainsi, la
proposition 4.3.5 donnera lieu à la proposition 9.2.1).

Le résultat suivant est à comparer à la proposition 4.1.1.

Proposition 4.3.5. — Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. La K-algèbre AK est semi-primaire déployée ;
2. si k est le sous-corps premier de K, la k-algèbre Ak = A⊗Z k est semi-primaire

et le quotient par son radical est un produit de sous-extensions d’extensions
finies galoisiennes de k admettant un plongement dans K ;

3. tout foncteur analytique de F(A,K) admet une décomposition en poids faible ;
4. tout foncteur polynomial de F(A,K) admet une décomposition en poids faible

finie ;
5. tout foncteur additif de F(A,K) admet une décomposition en poids faible ;
6. tout foncteur additif de F(A,K) admet une décomposition en poids faible finie.

Démonstration. — De manière générale, si k → K est une extension de corps sépa-
rable et B une k-algèbre, il découle de [Bou12, § 12, n°4, pr. 3] que la K-algèbre
B ⊗k K est semi-primaire déployée si et seulement si B est semi-primaire et que
B/ J(B) est un produit de corps L contenant k tels que L⊗k K soit isomorphe à Kn

pour un entier n > 0. Cette condition équivaut à dire que k → L est une extension
finie et qu’elle est isomorphe à une sous-extension d’une extension galoisienne finie de
k contenue dans K. On en déduit l’équivalence entre 1 et 2.

L’équivalence de 1, 5 et 6 se déduit de l’équivalence entre la sous-catégorie pleine
des foncteurs additifs de F(A,K) et AK-Mod.

Montrons l’implication 6⇒4. On suppose donc 6 vérifiée et l’on montre par récur-
rence sur d ∈ N que tout foncteur F de Pold(A,K) possède une décomposition en
poids faible finie. Pour d = 0, la propriété est immédiate. On suppose donc d > 0 et
l’assertion établie pour les foncteurs de degré au plus d − 1. Notons T dK le foncteur
V 7→ (V ⊗Z K)⊗d de F(A,K) et posons G = T dK ⊗

AK ≀Sd

crd(F )(A, . . . , A). On dis-

pose d’un morphisme d’adjonction G→ F dont le noyau et le conoyau appartiennent
à Pold−1(A,K) (cf. corollaire 4.2.4). Ceux-ci possèdent donc une décomposition en
poids faible finie, par l’hypothèse de récurrence. Par ailleurs, T dK possède une décom-
position en poids faible finie car c’est le produit tensoriel de d copies d’un foncteur
additif, qui admet donc une décomposition en poids faible finie (hypothèse 6), ce qui
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entraîne la même propriété pour G. Il s’ensuit que F possède lui-même une décom-
position en poids faible finie.

Comme les implications 4⇒3⇒5 sont triviales (puisque la classe des foncteurs
ayant une décomposition en poids faible est stable par colimite), la proposition est
établie.

Remarque 4.3.6. — Nous verrons à la proposition 9.3.1 que, sous les hypothèses
de la proposition 4.3.5, tous les foncteurs Hom-polynomiaux de F(A,K) possèdent
une décomposition en poids faible.

On rappelle que p désigne la caractéristique du corps K.

Proposition 4.3.7. — Si p = 0, les assertions suivantes sont équivalentes.

1. La K-algèbre AK est semi-simple déployée ;
2. la Q-algèbre AQ est un produit fini de sous-extensions d’extensions finies galoi-

siennes de Q admettant un plongement dans K ;
3. tout foncteur analytique de F(A,K) admet une décomposition en poids forte ;
4. tout foncteur polynomial de F(A,K) admet une décomposition en poids forte

finie ;
5. tout foncteur additif de F(A,K) admet une décomposition en poids forte ;
6. tout foncteur additif de F(A,K) admet une décomposition en poids forte finie.

Démonstration. — Cette proposition s’établit de façon analogue à la proposition 4.3.5
(et parfois plus simplement), en utilisant la proposition 4.3.1.

Dans le lemme et la proposition qui suivent, si V est un groupe abélien et d ≥ 0

un entier, on note Q̄d(V ) le quotient de l’idéal d’augmentation de la K-algèbre K[V ]

par sa puissance (d+ 1)-ième.

Lemme 4.3.8. — Si p > 0 et que V est un groupe abélien annulé par p2 et tel que
la multiplication par p sur V induise 0 sur Q̄p(V ), alors V est annulé par p.

Démonstration. — Si V n’est pas annulé par p, alors V contient un facteur direct
Z/p2. Il suffit donc de vérifier que la multiplication par p sur Z/p2 n’induit pas
l’endomorphisme nul de Q̄p(Z/p2). En effet, la K-algèbre K[Z/p2] est isomorphe à
K[x]/(xp

2

), et Q̄p(Z/p2) à son sous-quotient (x)/(xp+1) ; à travers cet isomorphisme,
la multiplication par p sur Z/p2 envoie x sur xp, qui n’y est pas nul.

Proposition 4.3.9. — Si p > 0, les assertions suivantes sont équivalentes.

1. L’anneau A est isomorphe au produit d’une Z[1/p]-algèbre et d’un nombre fini
de corps finis admettant un plongement dans K ;

2. tout foncteur analytique de F(A,K) admet une décomposition en poids forte ;
3. tout foncteur polynomial de F(A,K) admet une décomposition en poids forte

finie ;
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4. tout foncteur polynomial de degré au plus p de F(A,K) admet une décomposition
en poids forte ;

5. tout foncteur polynomial de degré au plus p de F(A,K) admet une décomposition
en poids forte finie.

Démonstration. — Comme pour les propositions précédentes, on vérifie aisément que
tout foncteur additif de F(A,K) possède une décomposition en poids forte si et seule-
ment si la Z/p-algèbre A/p est isomorphe à un produit fini de corps finis admettant
un plongement dans K.

Supposons maintenant que le foncteur V 7→ Q̄p(V/p
2) de Pold(A,K) admette une

décomposition en poids forte. Comme il est réduit et que K est de caractéristique
p, cela entraîne que la multiplication par p à la source induit 0 en l’appliquant. En
effet, tout poids polynomial A → K non constant en 1 envoie nécessairement p sur
0. Le lemme 4.3.8 montre alors que p est nul dans A/(p2), i.e. que l’idéal (p) de
A est idempotent, ce qui entraîne que l’anneau A est isomorphe au produit d’une
Z[1/p]-algèbre et d’une Z/p-algèbre.

En rassemblant les observations précédentes, on voit que 4 implique 1.
Si l’on suppose maintenant 1 vérifié, écrivons A ≃ B × k où B est une Z[1/p]-

algèbre et k un produit fini de corps finis admettant un plongement dans K. Alors
le foncteur canonique F(k,K) → F(A,K) induit par la projection de A sur k à la
source induit une équivalence entre les sous-catégories de foncteurs polynomiaux, car
une fonction polynomiale d’un Z[1/p]-module vers un Z/p-espace vectoriel est néces-
sairement constante. Comme tout foncteur de F(k,K) possède une décomposition en
poids forte finie, par la proposition 4.1.3, on en déduit l’implication 1⇒3.

Les implications 3⇒2⇒4 et 3⇒5⇒4 étant claires, la proposition est démontrée.

4.4. Poids ordinaires

Si w ∈ Mon(Aµ,Kµ) est un poids, notons Sw le foncteur de F(A,K) prolongement
intermédiaire de la représentation K-linéaire Kw de dimension 1 de Aµ associée à
w — autrement dit, Sw est l’unique foncteur simple (à isomorphisme près) tel que
Sw(A) ≃ Kw (cf. par exemple [DTV23, § 1.3]). Explicitement, Sw(V ) est l’image de
l’application linéaire

K[V ] → KV ∗
[v] 7→

(
l 7→ w(l(v))

)
où V ∗ := HomA(V,A).

Ainsi, Sw est homogène de poids fort w.

Définition 4.4.1. — On dit que le poids w est :
1. ordinaire si le foncteur Sw est à valeurs de dimensions finies ;
2. polynomial si le foncteur Sw est polynomial ;
3. antipolynomial si le foncteur Sw est antipolynomial.
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Proposition 4.4.2. — Soit w ∈ Mon(Aµ,Kµ).

1. Le poids w est polynomial si et seulement s’il définit une fonction polynomiale
entre les groupes additifs sous-jacents à A et K.

2. Le poids w est antipolynomial si et seulement s’il se factorise à travers la ré-
duction de A modulo un idéal K-cotrivial.

Démonstration. — Si w est une fonction polynomiale, [DTV23, lemme 2.12] montre
que Sw est un foncteur polynomial. La réciproque est évidente.

L’assertion relative à la propriété antipolynomiale est immédiate.

Proposition 4.4.3. — Soient E une catégorie de Grothendieck K-linéaire et F un
foncteur de Fct(A, E).

1. Si F est Hom-polynomial ou analytique, alors tout poids de F est polynomial.
2. Si F est antipolynomial, alors tout poids de F est antipolynomial.

Démonstration. — Quitte à remplacer F par son sous-foncteur Fw, on peut supposer
que F est un foncteur homogène de poids fort w. Soit a un objet de A tel que F (a) ̸= 0.

Si F est Hom-polynomial, la fonction EndA(a) → EndE(F (a)) est polynomiale,
donc sa composée avec le morphisme canonique A → EndA(a), qui est additif, l’est
également. Cette composée coïncide avec la composée de w et du morphisme cano-
nique K → EndE(F (a)), qui est additif et injectif. Par conséquent, w est polynomial.

Tout poids d’un foncteur analytique est poids d’un sous-foncteur polynomial, et
donc polynomial par ce qui précède.

Pour montrer l’assertion relative aux foncteurs antipolynomiaux, on peut supposer
que A est K-triviale. Le A-module EndA(a) a alors un ensemble sous-jacent fini
d’ordre inversible dans K, ce qui implique l’existence d’un idéal K-cotrivial I de A
qui l’annule. Par conséquent, si t et u sont des éléments de A tels que t−u ∈ I, l’action
de w(t) − w(u) ∈ K sur F (a) est nulle. Comme K est un corps et que F (a) est non
nul, il s’ensuit que w(t) − w(u) est nul. Ainsi, w se factorise à travers la projection
A↠ A/I, ce qui achève la démonstration.

Proposition 4.4.4. — Notons Monord(A,K) (resp. Monpol(A,K), MonAP(A,K))
le sous-ensemble de Mon(Aµ,Kµ) constitué des poids ordinaires (resp. polynomiaux,
antipolynomiaux).

1. Les sous-ensembles Monord(A,K), Monpol(A,K) et MonAP(A,K) sont des
sous-monoïdes de Mon(Aµ,Kµ).

2. Le morphisme de monoïdes canonique Monpol(A,K) × MonAP(A,K) →
Mon(Aµ,Kµ) induit un isomorphisme

Monpol(A,K)×MonAP(A,K)
≃−→ Monord(A,K) .

Démonstration. — La première assertion résulte de ce que S1 ≃ K et de ce que Sw.w′

est un sous-quotient de Sw ⊗ Sw′ pour tous poids w et w′.
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L’inclusion MonAP(A,K) ⊂ Monord(A,K) est évidente ; Monpol(A,K) ⊂
Monord(A,K) découle de [DTV23, prop. 6.3].

L’injectivité du morphisme de monoïdes induit Monpol(A,K)×MonAP(A,K) →
Monord(A,K) se déduit de [DTV23, prop. 4.9] et sa surjectivité du corollaire 4.2.12.

L’importance des poids ordinaires provient notamment du résultat suivant :

Proposition 4.4.5. — Soit F un foncteur de Fdf(A;K). Tout poids w de F est
ordinaire.

Démonstration. — Quitte à remplacer F par un sous-foncteur approprié, on peut
supposer que ce foncteur est de type fini et homogène de poids fort w. La conclusion
résulte donc du théorème 4.2.11 et des propositions 4.4.3 et 4.4.4.

4.5. Lieu d’annulation des poids

Notation 4.5.1. — Pour w ∈ Mon(Aµ,Kµ), on note z(w) l’ensemble des éléments
a de A tels que w(a) = 0.

Le lieu d’annulation z(w) d’un poids w constitue un outil important, notamment
pour les poids ordinaires, que nous étudierons dans les sections suivantes. La consi-
dération de lieux d’annulation de poids interviendra au § 9.7 pour démontrer l’un des
résultats de structure principaux de ce mémoire.

Les assertions suivantes, immédiates, résument les propriétés formelles qui nous
serviront pour manipuler les lieux d’annulation de poids.

Proposition 4.5.2. — Soient w et w′ des éléments de Mon(Aµ,Kµ).

1. z(w.w′) = z(w) ∪ z(w′) ;
2. les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) z(w) = ∅ ;
(b) 0 /∈ z(w) ;
(c) w = 1.

La notation (LA) introduite ci-dessous abrège lieu d’annulation.

Proposition et définition 4.5.3. — On dit qu’un sous-ensemble E de A vérifie la
condition (LA) s’il satisfait aux trois propriétés suivantes :

(LA1) 1 /∈ E ;
(LA2) ∀x ∈ E ∀t ∈ A x.t ∈ E ;
(LA3) ∀(x, y) ∈ A2 (x.y ∈ E) ⇒ (x ∈ E ou y ∈ E).

Alors, pour tout w ∈ Mon(Aµ,Kµ) :

1. z(w) vérifie (LA) ;



70 CHAPITRE 4. POIDS DES FONCTEURS SUR UNE CATÉGORIE ADDITIVE

2. si E est une partie de A vérifiant (LA), la fonction ξE : A → K égale à 0 sur
E et à 1 ailleurs est un élément de Mon(Aµ,Kµ) ;

3. tout idéal premier de A vérifie (LA) ;
4. l’ensemble des parties de A vérifiant (LA) est stable par réunion arbitraire ;
5. le complémentaire d’une partie de A vérifiant (LA) est une partie multiplicative

de A ;
6. si S = A \ z(w), ou plus généralement, si S est une partie multiplicative de A

incluse dans A \ z(w), alors il existe un unique w̃ ∈ Mon(A[S−1]µ,Kµ) tel que
w soit la composée de w̃ et du morphisme d’anneaux canonique A→ A[S−1].

On déduit par ailleurs de la proposition 3.1.9 l’assertion suivante :

Proposition 4.5.4. — Soit F un foncteur de Fct(A, E) possédant une décomposi-
tion en poids forte (resp. faible). On pose

ÃF := A
[( ⋂

w∈Π(F )

(A \ z(w))
)−1]

.

Il existe un foncteur F̃ de Fct(A⊗A ÃF , E), unique à isomorphisme près, tel que F
soit isomorphe à la composée de F̃ et du foncteur canonique A→ A⊗AÃF . De plus, F̃
possède une décomposition en poids forte (resp. faible) et ΠÃF

(F̃ ) = {w̃ |w ∈ ΠA(F )},
avec la notation de la proposition 4.5.3.6.

4.6. Poids antipolynomiaux

Le sous-monoïde MonAP(A,K) de Mon(Aµ,Kµ) est la colimite filtrante des sous-
monoïdes Mon((A/I)µ,Kµ), où I parcourt l’ensemble des idéaux K-cotriviaux de A.

Commençons donc par étudier le monoïde Mon(Aµ,Kµ) lorsque l’anneau A est
K-trivial. Un tel anneau est en particulier semi-parfait : c’est un produit fini d’an-
neaux locaux, disons A ≃ A1 × · · · ×An. Cela fournit un isomorphisme de monoïdes
Mon(Aµ,Kµ) ≃ Mon((A1)µ,Kµ) × · · · × Mon((An)µ,Kµ). Autrement dit, on se
ramène au cas où A est local. Comme les Ai sont quasi-parfaits, on dispose d’isomor-
phismes canoniques Mon((Ai)µ,Kµ) ≃ Ab(A×

i ,K
×)+ (exemple 1.2.12).

Si l’on revient au cas où A est un anneau quelconque, il résulte de la discussion
précédente que :

Proposition 4.6.1. — Pour w ∈ MonAP(Aµ,Kµ), z(w) est une réunion finie
d’idéaux maximaux K-cotriviaux de A. Si w est non trivial, la réunion est non vide.

La proposition 4.6.1 va nous aider à caractériser les anneaux A dont tous les poids
sont antipolynomiaux. Commençons par un énoncé facile :

Proposition 4.6.2. — Si A possède un idéal K-cotrivial de carré nul, alors tous les
poids de Mon(Aµ,Kµ) sont antipolynomiaux.
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Démonstration. — Un tel anneau A est semi-primaire ; comme ci-dessus, on peut se
ramener au cas où A est local, et l’on a alors Mon(Aµ,Kµ) ≃ Ab(A×,K×)+. Il
s’agit donc de montrer que, si φ : A× → K× est un morphisme de groupes, il existe
un idéal K-cotrivial I de A tel que φ se factorise à travers le morphisme canonique
A× → (A/I)×.

Soit r un idéal K-cotrivial de A tel que r2 = 0. Soient N := {x ∈ r |φ(1 + x) = 1}
et a1, . . . , an des relevés dans A des éléments du groupe multiplicatif (A/r)× ; posons

I :=

n⋂
i=1

a−1
i N.

Comme r2 = 0, on dispose d’une suite exacte de groupes abéliens

0 → radd
x 7→1+x−−−−−→ A× → (A/r)× → 0 .

Étant donné que A/r est fini, on en déduit l’existence de N ∈ N∗ tel que aN = 1 pour
tout a ∈ A×. Ainsi, l’image de φ est incluse dans le sous-groupe µN (K) des racines
N -ièmes de l’unité de K. Il s’ensuit que Kerφ est un sous-groupe d’indice fini de A×,
puis que N est un sous-groupe (additif) d’indice fini de r, et donc de A.

Vérifions que I est un idéal de A : pour x ∈ I et t ∈ A, soit t ∈ r et xt ∈ r2 = 0,
soit il existe i ∈ J1, nK tel que t − ai ∈ r, auquel cas xt = xai ∈ N . Ainsi A.I ⊂ N ,
d’où l’on déduit A.I = I, ce qui achève la démonstration.

La réciproque est vraie si K est assez gros :

Théorème 4.6.3. — Supposons que tout poids de Mon(Aµ,Kµ) est antipolynomial.
1. L’anneau A est quasi-parfait et son quotient A/ J(A) est K-trivial.
2. Si de plus K contient assez de racines de l’unité au sens où toutes les puissances

de la caractéristique de A appartiennent à ν(K), alors :
(a) A est semi-primaire ;
(b) A possède un idéal K-cotrivial de carré nul.

Ce résultat, qui figure avant tout ici à titre culturel (nous ne nous en servirons pas
dans la suite), sera établi dans l’appendice C (§ C.1.1). En effet, bien qu’élémentaire,
sa démonstration requiert un certain nombre d’étapes, et est sans rapport avec les
catégories de foncteurs.

Remarque 4.6.4. — On ne peut pas se passer de l’hypothèse que K contient assez
de racines de l’unité pour conclure que A est semi-primaire. Ainsi, si k est un corps
fini de caractéristique l ̸= p, et A un anneau local quasi-parfait de corps résiduel k,
et que le polynôme X l − 1 ∈ K[X] n’a pas d’autre racine que 1 (ce qui est possible
sans que A soit semi-primaire — il suffit d’adapter légèrement l’exemple 1.2.6), alors
l’injection canonique Mon(kµ,Kµ) → Mon(Aµ,Kµ) est bijective, de sorte que tout
poids de Mon(Aµ,Kµ) est antipolynomial.

Corollaire 4.6.5. — Les assertions suivantes sont équivalentes :
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1. A est noethérien et tous les poids de Mon(Aµ,Kµ) sont antipolynomiaux ;
2. A est K-trivial.

4.7. Poids polynomiaux

4.7.1. Décomposition à la Steinberg des poids polynomiaux. — Tout mor-
phisme d’anneaux A→ K définit un poids polynomial (de degré 1 si A est non nul) ;
par conséquent, tout produit (fini) de morphismes d’anneaux A → K est un poids
polynomial.

Définition 4.7.1. — Un poids polynomial de Mon(Aµ,Kµ) est dit déployé si c’est
un produit fini de morphismes d’anneaux de A dans K.

On dit qu’une extension de corps K → L déploie un poids polynomial w ∈
Mon(Aµ,Kµ) si l’image de w par le monomorphisme de monoïdes Mon(Aµ,Kµ) →
Mon(Aµ, Lµ) est un poids polynomial déployé.

Comme conséquence d’un théorème de décomposition à la Steinberg des foncteurs
simples polynomiaux de F(A,K), [DTV23] établit le résultat suivant :

Proposition 4.7.2. — [DTV23, prop. 10.1] Tout poids polynomial A → K se
déploie sur une extension finie de K.

De plus, la décomposition d’un poids en produit de morphismes d’anneaux est
unique si K est de caractéristique nulle, et unique à l’action du morphisme de Frobe-
nius de K près sinon.

En particulier, si K est algébriquement clos, tout poids polynomial A → K est
déployé. Plus généralement, si K est un corps de décomposition de la catégorie P(A)

(i.e. siK est un corps de décomposition de laK-algèbre AK — cf. [DTV23, rem. 3.5]),
alors tout poids polynomial A → K est déployé. Par exemple, si A est un corps fini
se plongeant dans K, alors tout poids polynomial A→ K est déployé.

En revanche, on ne peut généralement pas se passer d’une extension finie de corps
dans la décomposition précédente si K n’est pas un corps de décomposition de P(A)

(condition qui revient à dire que tout morphisme d’anneaux de A dans une extension
finie de K est à valeurs dans K) en vertu du résultat de théorie des corps élémentaire
suivant, dont nous nous servirons au chapitre 5 :

Lemme 4.7.3. — Soient L une extension finie du corps K et φ : A → L un mor-
phisme d’anneaux. Il existe une extension finie L′ du corps L et une famille finie
α1, . . . , αn de morphismes d’anneaux A → L′ telle que α1 coïncide avec la composée
de φ et de L ↪→ L′ et que le produit des αi soit à valeurs dans K.

De plus, si L est une extension séparable de K, on peut supposer qu’il en est de
même pour L′.
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Démonstration. — Soit L′ l’extension quasi-galoisienne de K engendrée par L (dans
une clôture algébrique de L) : c’est une extension finie de L [Bou81, chap. 5, § 9, cor. 1
de la prop. 5], et une extension séparable de K si c’est le cas de L [Bou81, chap. 5,
page 55, discussion précédant la prop. 1]. Cette extension L′ convient en prenant
pour les αi des composés de φ et des K-automorphismes du corps L (éventuellement
répétés, si L n’est pas une extension séparable de K) par [Bou81, chap. 5, prop. 4
du § 8 et prop. 3 du § 9].

La propriété d’unicité de la proposition 4.7.2 entraîne aussitôt :

Corollaire 4.7.4. — Supposons le corps K parfait. Si π : A → K est un poids po-
lynomial déployé, pour toute décomposition de π en produit de morphismes d’anneaux
αi : A→ L, où L est une extension du corps K, les αi sont à valeurs dans K.

Corollaire 4.7.5. — Pour tout π ∈ Monpol(A,K), z(π) est une réunion finie —
non vide si π ̸= 1 — d’idéaux premiers p de A tels que A/p se plonge dans une
extension finie du corps K. Si de plus π est de torsion, alors ces idéaux premiers sont
cofinis.

Corollaire 4.7.6. — Pour tout π ∈ Monord(A,K), z(π) est une réunion finie
d’idéaux premiers de A.

Démonstration. — Combiner les propositions 4.4.4, 4.6.1 et le corollaire 4.7.5.

Le corollaire suivant s’applique en particulier lorsque le corps K est algébriquement
clos et que F est un foncteur de type fini de Fdf(A;K), par le corollaire 3.2.7 et la
proposition 4.4.5.

Corollaire 4.7.7. — Soient E une catégorie de Grothendieck K-linéaire et F un
foncteur de Fct(A, E) possédant une décomposition en poids faible. Supposons que
Π(F ) est fini et constitué de poids ordinaires. Alors l’anneau ÃF est semi-local.

Corollaire 4.7.8. — Si K est algébriquement clos de caractéristique nulle, le mo-
noïde (commutatif) Monpol(A,K) est libre sur Ann(A,K).

Dans ce qui suit, pour un entier p > 0, on note N[1/p] le sous-monoïde des éléments
positifs (pour l’ordre usuel) du groupe additif Z[1/p].

Corollaire 4.7.9. — Supposons que K est algébriquement clos de caractéristique
p > 0. Notons ∼ la relation d’équivalence sur Ann(A,K) engendrée par l’action de
l’endomorphisme de Frobenius de K et φ 7→ [φ] la fonction canonique Ann(A,K) →
Ann(A,K)/ ∼.

Le monoïde Monpol(A,K) est isomorphe à la somme directe sur [φ] ∈ Ann(A,K)/ ∼
du sous-monoïde engendré par les éléments de [φ]. Celui-ci est isomorphe à :

1. (Z/(q − 1))+ si l’image de φ est de cardinal fini q ;
2. N[1/p] si φ est d’image infinie.
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Dans la définition qui suit, la relation d’équivalence ∼ sur Ann(A,K) est celle du
corollaire précédent si p > 0, et l’égalité si p = 0.

Définition 4.7.10. — Une famille (αi) de morphismes d’anneaux A → K est dite
indépendante si les deux conditions suivantes sont réalisées :

1. chaque αi est d’image infinie ;
2. les images des αi dans Ann(A,K)/ ∼ sont deux à deux distinctes.

(En caractéristique p = 0, cela se réduit à demander que les αi soient deux à deux
distincts.)

Cette terminologie est motivée par l’indépendance linéaire des caractères, qui im-
plique que la famille (αi)i∈E est indépendante au sens précédent si et seulement si la
famille (αji )(i,j)∈E×N∗ de ses puissances est linéairement indépendante dans l’espace
vectoriel KA.

4.7.2. Critères de polynomialité des poids. — Si p est un nombre premier, on
appelle p-anneau fini tout anneau finiA vérifiant les conditions équivalentes suivantes :

1. le cardinal de A est une puissance de p ;
2. la caractéristique de A est une puissance de p ;
3. l’anneau semi-simple A/ J(A) est de caractéristique 1 ou p.

Proposition 4.7.11. — Supposons que p est non nul et que A est un p-anneau fini.
Alors tout poids A→ K est polynomial.

Démonstration. — En effet, toute fonction d’un p-groupe fini vers un corps de carac-
téristique p est polynomiale [Pas79, chap. VI, th. 1.2].

Proposition 4.7.12. — Supposons que p est non nul et que la caractéristique de
A est une puissance de p. Alors le morphisme canonique Mon((A/Nil(A))µ,Kµ) →
Mon(Aµ,Kµ) est un isomorphisme.

Démonstration. — Soient x, y ∈ A tels que x − y ∈ Nil(A) : il existe n ∈ N tel que
(x − y)p

n

= 0. Si la caractéristique de A est pm, on en déduit xp
n+m−1

= yp
n+m−1

,
d’où π(x)p

n+m−1

= π(y)p
n+m−1

pour tout π ∈ Mon(Aµ,Kµ). Comme K est de carac-
téristique p, il s’ensuit que π(x) = π(y).

Lemme 4.7.13. — Soit V un groupe abélien non nul. Si la fonction V → K en-
voyant 0 sur 0 et V \ {0} sur 1 est polynomiale, alors p ̸= 0 et V est un p-groupe
fini.

Démonstration. — Si V est infini, on peut construire par récurrence une suite (vi)i∈N
d’éléments de V telle que

∑
i∈E vi ̸= 0 pour toute partie finie non vide E de N.

On en déduit que V est nécessairement fini. L’hypothèse entraîne maintenant que
toute fonction V → K est polynomiale, puisque les fonctions polynomiales forment
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un sous-espace vectoriel de KE invariant par translation à la source. La conclusion
résulte donc de [Pas79, chap. VI, th. 1.2].

L’énoncé et la démonstration du résultat suivant présentent de nombreuses simili-
tudes avec son pendant antipolynomial, le théorème 4.6.3.

Proposition 4.7.14. — Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. tout poids de Mon(Aµ,Kµ) est polynomial ;
2. A/Nil(A) est un produit fini de corps finis de même caractéristique que K.

Démonstration. — Si A/Nil(A) est un produit fini de corps finis de même caracté-
ristique que K, p ∈ Nil(A), donc les propositions 4.7.12 et 4.7.11 montrent que tout
poids de Mon(Aµ,Kµ) est polynomial.

Réciproquement, le lemme 4.7.13 montre que pour tout p ∈ Spec(A), A/p est un
p-anneau fini (considérer le poids ξp introduit à la proposition-définition 4.5.3), et
donc un corps fini de caractéristique p. En particulier, tout idéal premier de A est
maximal, et il suffit pour conclure de vérifier que A ne possède qu’un nombre fini
d’idéaux maximaux. Supposons par l’absurde qu’il existe une suite infinie (mi)i∈N
d’idéaux maximaux deux à deux distincts de A. La polynomialité du poids ξ∪imi

et le
corollaire 4.7.5 fournissent un nombre fini d’idéaux premiers p1, . . . , pn ∈ Spec(A) tels
que

⋃
i∈N

mi =
⋃n
j=1 pj . Comme les mi sont maximaux, on a forcément mi ∈ {p1, . . . , pn}

pour chaque i, par [Bou85, ch. II, § 1, prop. 2], contradiction qui achève la démons-
tration.

Pour un prolongement de l’énoncé précédent, on renvoie au théorème C.2.4.

Proposition 4.7.15. — Supposons que tout poids de Mon(Aµ,Kµ) est ordinaire.
Alors A est quasi-parfait, A/ J(A) est fini et A est le produit d’un anneau A′ tel que
tout poids de Mon(A′

µ,Kµ) est polynomial et d’un anneau A′′ tel que tout poids de
Mon(A′′

µ,Kµ) est antipolynomial.

Démonstration. — Soit p ∈ Spec(A). Le poids ξp est le produit d’un poids antipoly-
nomial α et d’un poids polynomial π (proposition 4.4.4). Si α ̸= 1, alors p = z(ξp)

contient un idéal maximal K-cotrivial de A (proposition 4.6.1), donc p est maximal
et A/p fini. Sinon, ξp est polynomial, et on voit comme dans la démonstration de la
proposition précédente que p est maximal et que A/p est fini.

Ainsi, tous les idéaux premiers de A sont maximaux et cofinis. Par ailleurs, en
utilisant le corollaire 4.7.6 et en raisonnant comme dans la démonstration précédente,
on voit que A n’a qu’un nombre fini d’idéaux maximaux. Il s’ensuit que A est quasi-
parfait et A/ J(A) fini.

En particulier, A est isomorphe à un produit fini d’anneaux locaux, de sorte que,
pour démontrer la dernière propriété, il suffit de vérifier que, si A est local, alors soit
tous les poids de Mon(Aµ,Kµ) sont polynomiaux, soit ils sont tous antipolynomiaux.
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Si la caractéristique de A est une puissance de p, alors A n’a pas d’idéaux cotriviaux
autres que A, donc il n’y a pas de poids antipolynomial non trivial dans Mon(Aµ,Kµ),
et Monpol(A,K) = Monord(A,K) = Mon(Aµ,Kµ) par la proposition 4.4.4. Si la
caractéristique de A est étrangère à l’exposant caractéristique de K, alors il n’y a
pas de morphisme d’anneaux de A dans une extension de K, donc pas de poids
polynomial non trivial dans Mon(Aµ,Kµ) par la proposition 4.7.2, de sorte qu’on a
alors MonAP(A,K) = Monord(A,K) = Mon(Aµ,Kµ), cqfd.

Corollaire 4.7.16. — Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A est noethérien et tout poids de Mon(Aµ,Kµ) est ordinaire ;
2. A est fini.

Ce corollaire implique en particulier que, si A est un anneau noethérien infini, alors
il existe dans F(A,K) au moins un foncteur simple n’appartenant pas à Fdf(A,K).

4.8. Lemmes arithmétiques

Notation 4.8.1. — Soit l > 1 un entier. On note sl(n) la somme des chiffres d’un
élément n de N[1/l] dans son écriture l-adique.

Le résultat suivant, classique et facile, est laissé en exercice.

Lemme 4.8.2. — Pour toute famille presque nulle (ai)i∈N d’entiers naturels et tout
entier l > 1, on a ∑

i∈N
ai ≥ sl

(∑
i∈N

ail
i
)
.

Proposition 4.8.3. — Soit (α1, . . . , αn) une famille finie indépendante de mor-
phismes d’anneaux A → K. Alors pour tous entiers naturels i1, . . . , in, le degré poly-
nomial de la fonction

∏n
r=1 α

ir
r : A→ K est

∑n
r=1 ir si p = 0 et

∑n
r=1 sp(ir) sinon.

Démonstration. — Cela découle du résultat d’unicité de la proposition 4.7.2 et, pour
p premier, du lemme 4.8.2.

Si p > 1 est un entier, on définit une fonction Cp : N × N → N par récurrence
comme suit : Cp(0, n) = 1 si n = 0 et 0 si n > 0, et, pour d > 0,

Cp(d, n) = n.
∑

0≤u≤ d−n
p−1

Cp(d− 1, n− 1 + u(p− 1)).

On note que Cp(d, n) = 0 pour n > d. Une estimation grossière montre qu’on a
toujours Cp(d, n) ≤ (d!)2.

Lemme 4.8.4. — Soient d ≥ 0 et p ≥ 2 des entiers et r ∈ N[1/p]. L’ensemble des
suites presque nulles d’entiers naturels (ai)i∈Z telles que

∑
i∈Z ai = d et

∑
i∈Z ai.p

i =

r est fini, de cardinal majoré par Cp(d, sp(r)), donc par (d!)2.
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Démonstration. — Notons E(d, r) l’ensemble en question et, pour j ∈ Z, Ej(d, r) :=
{(ai) ∈ E(d, r) | aj > 0}.

On montre par récurrence sur d que CardE(d, r) ≤ Cp(d, sp(r)) pour tout r ∈ N.
La propriété est évidente pour d = 0, on suppose donc d > 0 et l’inégalité CardE(d−
1, r) ≤ Cp(d− 1, sp(r)) vérifiée.

Soient j ∈ Z et (ai)i∈Z un élément de Ej(d, r). On a donc pj ≤ r ; notons t le plus
petit entier supérieur à j tel que dt ̸= 0, où r =

∑
i∈Z di.p

i (avec 0 ≤ di ≤ p− 1) est
l’écriture p-adique de r. On a alors sp(r − pj) = sp(r) − 1 + u(p − 1) où u := t − j.
En considérant la suite (a′i) donnée par a′j = aj − 1 et a′i = ai pour i ̸= j, on en tire
CardEj(d, r) ≤ Cp(d − 1, sp(r) − 1 + u(p − 1)) grâce à l’hypothèse de récurrence. Si
cet entier est non nul, on a sp(r)− 1 + u(p− 1) ≤ d− 1, d’où 0 ≤ u ≤ d−sp(r)

p−1 . Ainsi

CardE(d, r) ≤
∑
j∈Z

CardEj(d, r) ≤
∑
t∈Z
dt ̸=0

∑
0≤u≤ d−sp(r)

p−1

Cp(d− 1, sp(r)− 1 + u(p− 1)).

Comme l’ensemble {t ∈ Z | dt ̸= 0} est de cardinal majoré par sp(r), cela termine la
démonstration.

Remarque 4.8.5. — La majoration est très éloignée de l’optimalité, mais seul nous
importe de disposer d’une borne ne dépendant que de d.

Le lemme 4.8.4 nous permet d’établir le résultat suivant, qui jouera un rôle impor-
tant dans la section 5.

Proposition 4.8.6. — Soient d ∈ N et π ∈ Mon(Aµ,Kµ). L’ensemble

{(α1, . . . , αd) ∈ Ann(A,K)d |π =

d∏
i=1

αi}

est fini.

Démonstration. — Quitte à agrandir le corps K, on ne perd pas en généralité à
le supposer algébriquement clos. Le cas où sa caractéristique est nulle découle du
corollaire 4.7.8. Sinon, cela provient du corollaire 4.7.9 et du lemme 4.8.4.

Nous aurons également usage, pour p ≥ 2, de la fonction σp : N → N définie par
σp(n) = max{sp(i) | i ∈ J0, nK}. On vérifie aussitôt que σp(n) est le plus grand N ∈ N
tel que σ!

p(N) ≤ n, où σ!
p(N) := (r + 1)pa − 1 si a (resp. r) est le quotient (resp.

le reste) de la division euclidienne de N par p − 1. Par exemple, σ!
2(N) = 2N − 1

et σ2(n) = [log2(n + 1)] (où les crochets désignent la partie entière) ; en général
p[

N
p−1 ] − 1 ≤ σ!

p(N) ≤ p⌈
N

p−1 ⌉ − 1 (où ⌈x⌉ := −[−x]) et (p− 1)[logp(n+ 1)] ≤ σp(n) ≤
(p − 1)[logp(n + 1)] + p − 2. Nous n’aurons pas besoin de ces relations, mais elles
permettent de donner une borne explicite au degré polynomial dans le théorème 7.3.9
ci-après.

Le lemme suivant interviendra dans la démonstration de la proposition 7.2.13.
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Lemme 4.8.7. — Soient n, r0, . . . , rn et a0, . . . , an des entiers naturels. On a

σp

( n∑
i=0

ai

)
≤ max

{
sp

( n∑
j=0

tjp
rj
)
| 0 ≤ tj ≤ aj

}
.

Démonstration. — Quitte à réordonner les ai et les ri, on peut supposer que la suite
finie (ri) est croissante. Quitte à retrancher r0 à tous les ri, on peut également supposer
r0 = 0.

On montre le résultat par récurrence sur n. Il est trivial pour n = 0, on suppose
donc n > 0 et l’assertion établie pour n− 1.

Supposons d’abord a0 < pr1 . Quitte à remplacer la suite (ai) par une suite (a′i) avec
0 ≤ a′i ≤ ai et sp

(∑n
i=0 a

′
i

)
= σp

(∑n
i=0 ai

)
, on voit qu’il suffit de montrer qu’il existe

des entiers 0 ≤ tj ≤ aj (pour 0 ≤ j ≤ n) tels que sp
(∑n

i=0 ai

)
≤ sp

(∑n
j=0 tjp

rj
)
.

L’hypothèse de récurrence fournit des entiers naturels tj ≤ aj pour 1 ≤ j ≤ n tels
que sp

(∑n
i=1 ai

)
≤ sp

(∑n
j=1 tjp

rj
)
. Par ailleurs, comme a0 < pr1 , on a sp(a0+u) =

sp(a0) + sp(u) pour tout entier naturel u divisible par pr1 . On a donc

sp

( n∑
i=0

ai

)
≤ sp(a0) + sp

( n∑
i=1

ai

)
≤ sp(a0) + sp

( n∑
j=1

tjp
rj
)
= sp

( n∑
j=0

tjp
rj
)

comme souhaité.
Supposons maintenant a0 ≥ pr1 . L’hypothèse de récurrence montre qu’il existe des

entiers 0 ≤ t′ ≤ a0 + a1 et 0 ≤ tj ≤ aj pour 2 ≤ j ≤ n tels que

σp

( n∑
i=0

ai

)
≤ sp

(
t′ +

n∑
j=2

tjp
rj
)
.

Si t′ ≤ a0, le choix t0 = t′ et t1 = 0 convient. Supposons désormais t′ > a0. Comme
a0 ≥ pr1 , il existe un entier 0 ≤ t0 ≤ a0 congru à t′ modulo pr1 ; considérons le plus
grand d’entre eux : on a t0 ≤ a0 < t0 + pr1 , et t′ = t0 + t1p

r1 pour un t1 ∈ N. On a
donc

t1 = p−r1(t′ − t0) ≤ p−r1(a1 + a0 − t0) < p−r1(a1 + pr1) ≤ a1 + 1,

d’où t1 ≤ a1. Cela termine la démonstration.



CHAPITRE 5

PROPRIÉTÉS DE FINITUDE DES FONCTEURS
POLYNOMIAUX À POIDS

Convention 5.1. — Dans tout le chapitre 5, π ∈ Mon(Aµ,Kµ) désigne un poids, d
un entier naturel, r un entier strictement positif, A une catégorie additive A-linéaire
essentiellement petite et E une catégorie de Grothendieck K-linéaire.

L’objectif principal de ce chapitre consiste à démontrer que tout foncteur polyno-
mial noethérien de F(A,K) possédant une décomposition en poids est à valeurs de
dimension finie. De plus, l’hypothèse noethérienne peut être affaiblie en une hypo-
thèse de type-finitude sous une hypothèse de finitude raisonnable sur A (par exemple,
si A est un anneau essentiellement de type fini), et la conclusion s’étend aussitôt aux
foncteurs Hom-polynomiaux possédant une décomposition en poids.

Ces résultats, établis dans la section 5.3, reposent lourdement sur des considérations
de pure algèbre commutative exposées dans la section 5.1. Celles-ci ne sont toutefois
pas dénués de liens avec la théorie élémentaire des poids des foncteurs de F(A,K)

du chapitre 4, car elles utilisent de façon fondamentale la proposition 4.7.2, qui est
déduite de résultats fonctoriels de [DTV23].

La section 5.2 présente le lien, direct, entre les constructions de la section 5.1 et
les foncteurs polynomiaux à poids de F(A,K) (ou plus généralement Fct(A, E)) ;
elles seront également utilisées plus tard dans ce mémoire, pour l’étude des foncteurs
polynomiaux hyper-diagonalisants et hyper-trigonalisants.

Nous terminons ce chapitre en donnant une condition suffisante, à la section 5.4,
pour qu’un foncteur polynomial de type fini de F(A,K) possède une décomposition
en poids faible si et seulement s’il est fini.

5.1. L’algèbre Wd(A, π)

Notation 5.1.1. — On désigne par Wd(A, π) le quotient de la K-algèbre A⊗d
K ≃

K ⊗Z A
⊗Zd par l’idéal Id(A, π) engendré par les éléments 1⊗ a⊗d − π(a)⊗ 1⊗d pour
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a ∈ A. Plus généralement, on note W [r]
d (A, π) le quotient de A⊗d

K par la puissance
r-ième de l’idéal Id(A, π).

Cette construction est fonctorielle en A au sens suivant : tout morphisme d’anneaux
φ : B → A induit un morphisme de K-algèbres W [r]

d (B, π ◦φ) →W
[r]
d (A, π). Il existe

une fonctorialité analogue en le corps K.
On note que Id(A, π) est stable par l’action canonique du groupe symétrique Sd

sur l’algèbre A⊗d
K , de sorte que Wd(A, π) possède une action naturelle de Sd.

Remarque 5.1.2. — Pour α, β ∈ Mon(Aµ,Kµ) et i, j ∈ N, l’isomorphisme cano-
nique A⊗(i+j)

K
≃−→ A⊗i

K ⊗A⊗j
K envoie Ii+j(A,αβ) dans Ii(A,α)⊗A⊗j

K +A⊗i
K ⊗Ij(A, β),

d’où un morphisme surjectif de K-algèbres Wi+j(A,αβ) ↠ Wi(A,α) ⊗ Wj(A, β)

et plus généralement W [r+s−1]
i+j (A,αβ) ↠ W

[r]
i (A,α) ⊗W

[s]
j (A, β) pour tous entiers

r, s > 0.
On en déduit par récurrence sur n ∈ N, pour tous poids ρ1, . . . , ρn ∈ Mon(Aµ,Kµ)

et tous i1, . . . , in ∈ N, un morphisme surjectif de K-algèbres

(9) W
[n(r−1)+1]
i1+···+in (A, ρ1 . . . ρn) ↠W

[r]
i1

(A, ρ1)⊗ · · · ⊗W
[r]
in

(A, ρn).

Proposition 5.1.3. — 1. L’anneau W [r]
d (A, π) est quasi-parfait.

2. L’algèbre W [r]
d (A, π)/ J(W

[r]
d (A, π)) est de dimension finie sur K.

3. La K-algèbre Wd(A, π) est déployée dans chacun des deux cas suivants :
(a) K est un corps de décomposition de P(A) ;
(b) π est un poids polynomial déployé et K est un corps parfait.

Démonstration. — Un idéal premier p de W [r]
d (A, π) est le noyau d’un morphisme

de K-algèbres de W [r]
d (A, π) vers une extension L du corps K. Un tel morphisme

est donné par des morphismes d’anneaux αi : A → L pour 1 ≤ i ≤ d tels que le
morphisme K ⊗Z A

⊗Zd → L λ ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ad 7→ λα1(a1) . . . αd(ad) soit nul sur
Id(A, π), c’est-à-dire tels que π =

∏d
i=1 αi. La proposition 4.7.2 montre alors que les

αi prennent leurs valeurs dans une sous-extension finie de l’extension L du corps K.
Cela entraîne que W [r]

d (A, π)/p est de dimension finie sur K, et est donc un corps.
Ainsi, tout idéal premier de W [r]

d (A, π) est maximal. La proposition 4.8.6 montre que
W

[r]
d (A, π) n’a qu’un nombre fini d’idéaux maximaux, ce qui achève de prouver les

deux premières assertions.
Si K est un corps de décomposition de P(A), alors tout morphisme d’anneaux de

A vers une extension finie du corps K est à valeurs dans K, donc l’algèbre W [r]
d (A, π)

est déployée. La même conclusion vaut lorsque π est un poids polynomial déployé et
que le corps K est parfait grâce au corollaire 4.7.4.

Remarque 5.1.4. — La démonstration précédente montre aussi que la K-algèbre
Wd(A, π) est non nulle si et seulement si π possède une décomposition en produit de
d morphismes d’anneaux de A vers une extension de K. Dans ce cas, le poids π se
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factorise de façon unique en un poids π̃ : Ak = k ⊗Z A → K, où k est le sous-corps
premier de K, à travers le morphisme canonique A → Ak. Il est clair que Wd(A, π)

s’identifie à Wd(Ak, π̃). Autrement dit, on peut sans perte de généralité supposer que
A est une k-algèbre.

Corollaire 5.1.5. — Si W [r]
d (A, π) est un anneau noethérien, alors dimKW

[r]
d (A, π)

est finie.

Démonstration. — Si W [r]
d (A, π) est un anneau noethérien, la première assertion de

la proposition 5.1.3 et la proposition 1.2.5. 4 montrent que la K-algèbre W [r]
d (A, π)

est artinienne. Comme son quotient par son radical est de dimension finie (grâce à la
proposition 5.1.3 également), cela donne la conclusion.

Corollaire 5.1.6. — Si la K-algèbre AK est essentiellement de type fini (c’est-à-
dire isomorphe à une localisation d’une K-algèbre de type fini), alors W [r]

d (A, π) est
de dimension finie sur K.

Démonstration. — La K-algèbre A⊗d
K est essentiellement de type fini comme AK ,

elle est donc noethérienne. L’algèbre W [r]
d (A, π), qui en est un quotient, est également

noethérienne. On conclut par le corollaire 5.1.5.

Corollaire 5.1.7. — Le foncteur canonique E ⊠
K
W

[r]
d (A, π) → E préserve les objets

noethériens.

Démonstration. — Cela résulte de la proposition 5.1.3 et du corollaire 2.1.10.

Dans l’énoncé suivant, si p est un nombre premier, nous disons qu’une Fp-algèbre
est p-parfaite (1) si son endomorphisme de Frobenius est surjectif.

Proposition 5.1.8. — Supposons que p est non nul et que la Fp-algèbre A/p est
p-parfaite (par exemple, que A est un corps parfait de caractéristique p).

Alors l’algèbre W [r]
d (A, π) est semi-simple et de dimension finie sur K.

Démonstration. — On peut supposer sans perte de généralité que A est une Fp-
algèbre (remarque 5.1.4), et que le corps K est parfait, quitte à le plonger dans un
corps parfait et étendre les scalaires.

Il suffit de montrer que W [r]
d (A, π) est semi-simple, puisqu’on sait, grâce à la pro-

position 5.1.3, que le quotient de cette algèbre par son radical est de dimension finie
sur K. De plus, comme W [r]

d (A, π) est quasi-parfait, on peut se contenter de montrer
que cet anneau est réduit.

(1)Cette notion généralise celle de corps parfait mais n’a rien à voir avec celle d’anneau parfait !
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Montrons d’abord la conclusion sous l’hypothèse supplémentaire que l’endomor-
phisme de Frobenius de A = A/p est bijectif. C’est alors aussi le cas des endomor-
phismes de Frobenius de A⊗d

K et de W [r]
d (A, π), par fonctorialité de la construction

W
[r]
d . En particulier, ces algèbres sont réduites.
Si l’on suppose maintenant seulement que l’endomorphisme de Frobenius de A est

surjectif, il existe un morphisme surjectif de Fp-algèbres B ↠ A où le Frobenius de
B est bijectif (prendre par exemple pour B la colimite de copies de la Fp-algèbre
libre sur A le long du Frobenius). Comme le foncteur W [r]

d préserve les morphismes
surjectifs et qu’un quotient d’une algèbre semi-simple est semi-simple, la conclusion
s’ensuit.

Afin de généraliser la proposition précédente, nous utiliserons le lemme facile sui-
vant :

Lemme 5.1.9. — Soit ι : B → A un morphisme d’anneaux. Si A est une B-algèbre
de type fini (resp. essentiellement de type fini), alors W [r]

d (A, π) est une W [r]
d (B, π◦ι)-

algèbre de type fini (resp. essentiellement de type fini).

Démonstration. — A⊗Zd est une B⊗Zd-algèbre de type fini (resp. essentiellement de
type fini). Le produit tensoriel par K et le passage au quotient qui définissent W [r]

d

préservent également la propriété (essentiellement) de type fini pour les algèbres, d’où
le lemme.

Le résultat suivant généralise à la fois le corollaire 5.1.6 et la proposition 5.1.8.

Proposition 5.1.10. — Supposons que p est non nul et que A/p est une algèbre
essentiellement de type fini sur une Fp-algèbre p-parfaite B.

Alors W [r]
d (A, π) est de dimension finie sur K.

Démonstration. — Par la proposition 5.1.8, W [r]
d (B, π) est de dimension finie sur K.

Il s’ensuit grâce au lemme 5.1.9 que W [r]
d (A, π) est une K-algèbre essentiellement de

type fini, donc en particulier noethérienne. Le corollaire 5.1.5 permet de conclure.

Proposition 5.1.11. — Considérons les assertions suivantes.

1. Pour toute extension finie L du corps K et toute décomposition de A π−→ K ↪→
L en produit de d morphismes d’anneaux αi : A → L (i ∈ J1, dK), on a
dimK Derαi(A,L) <∞ (resp. Derαi(A,L) = 0) pour tout i ∈ J1, dK.

2. Pour tout r ∈ N et tout p ∈ Spec(W
[r]
d (A, π)), on a dimK p/p2 < ∞ (resp.

p2 = p).
3. Pour tout r ∈ N, tout quotient semi-primaire de la K-algèbre W [r]

d (A, π) est de
dimension finie sur K (resp. semi-simple de dimension finie).

Alors 1⇒2⇒3, et 3⇒1 si toutes les extensions de corps K ⊂ L qui apparaissent dans
1 sont séparables — en particulier, si le corps K est parfait.
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Démonstration. — Pour p ∈ Spec(W
[r]
d (A, π)), notons p̃ l’image réciproque de p par

la projection A⊗d
K ↠ W

[r]
d (A, π) : il existe une extension finie L du corps K et une

décomposition de A π−→ K ↪→ L en produit de d morphismes d’anneaux αi : A → L

(i ∈ J1, dK) telles que p̃ soit le noyau du morphisme de K-algèbres A⊗d
K → L donné

par a1⊗· · ·⊗ad 7→ α̃1(a1) . . . α̃d(ad), où α̃i : AK → L est le morphisme de K-algèbres
prolongeant αi ∈ Ann(A,L). Il s’ensuit que

p̃/p̃2 ≃
d⊕
i=1

mαi
/m2

αi

(où mαi
= Ker α̃i). Comme p/p2 est un quotient de p̃/p̃2, on en déduit l’implication

1⇒2 en utilisant (1) (page 21).
L’implication 2⇒3 découle du lemme 1.2.10 ainsi que des propositions 1.2.4 et 5.1.3.
Enfin, supposons 3 vérifiée et soient L, α1, . . . , αd comme dans 1. Si L est une ex-

tension séparable de K, alors tout quotient semi-primaire de W [r]
d (A, π)⊗L est de di-

mension finie (resp. semi-simple de dimension finie), parce qu’on a alors J(W [r]
d (A, π)⊗

L) ≃ J(W
[r]
d (A, π)) ⊗ L [Bou12, § 12, cor. de la prop. 10], ce qui permet de trans-

porter les critères du lemme 1.2.10 par extension des scalaires de K à L. On peut
donc, quitte à étendre les scalaires, supposer K = L. Le morphisme surjectif (9) de
la remarque 5.1.2 montre alors que tout quotient semi-primaire de W [2]

1 (A,αi) (pour
tout i ∈ J1, dK) est de dimension finie (resp. semi-simple de dimension finie). Comme
I1(A,α) est l’idéal mα de AK pour tout α ∈ Ann(A,K), la K-algèbre W [2]

1 (A,α) est
semi-primaire, et elle est de dimension finie (resp. semi-simple de dimension finie) si
et seulement si dimK Derα(A,K) <∞ (resp. Derα(A,K) = 0), d’où 1.

Corollaire 5.1.12. — Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. pour tous d ∈ N, r ∈ N∗ et π ∈ Mon(Aµ,Kµ), tout quotient semi-primaire de

la K-algèbre W [r]
d (A, π) est de dimension finie (resp. semi-simple de dimension

finie) ;
2. la condition (CFD)+ (resp. (CAD)+) introduite page 21 (resp. 22) est vérifiée.

Démonstration. — La proposition 5.1.11 montre l’implication 2⇒1.
Supposant maintenant la condition 1 vérifiée, grâce à la proposition 5.1.11 et au

lemme 4.7.3, on voit que Derα(A,L) = 0 si α est un morphisme d’anneaux de A vers
une extension finie séparable L de K. Le lemme 1.3.4 permet de conclure.

Proposition 5.1.13. — 1. Si p est nul ou supérieur ou à égal à d, alors td! = 0

pour tout t ∈ J(Wd(A, π)).
2. Si p est nul ou strictement supérieur à d!, alors J(Wd(A, π))

d! = 0, et l’anneau
W

[r]
d (A, π) est semi-primaire.

Démonstration. — Tout élément de A⊗d
K annule un polynôme unitaire de degré d! à

coefficients dans la sous-algèbre des invariants (A⊗d
K )Sd . Si p est nul ou supérieur à
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d, cette sous-algèbre est engendrée par les éléments 1 ⊗ a⊗d où a parcourt A (et les
tenseurs sont pris sur Z). Comme l’image d’un tel élément dans Wd(A, π) appartient
à K, on en déduit que tout élément t de Wd(A, π) annule un polynôme unitaire de
degré d! à coefficients dans K. Si t appartient à J(Wd(A, π)), il s’ensuit que td! = 0.

La nullité de J(Wd(A, π))
d! pour p = 0 ou p > d! découle de la première asser-

tion et de l’observation générale que si un idéal I d’un anneau est tel que xn = 0

pour tout x ∈ I et que n! est inversible dans cet anneau, alors In = 0. Comme
W

[r]
d (A, π) est manifestement semi-primaire dès lors que Wd(A, π) l’est, cela termine

la démonstration.

Remarque 5.1.14. — Pour d > 2, l’exposant d! qui apparaît dans l’énoncé précé-
dent n’est peut-être pas optimal. Mais on ne peut pas se passer de l’hypothèse que p
est nul ou assez grand pour conclure que Wd(A, π) est semi-primaire, même si A est
un corps (cf. exemple 5.1.18 ci-après).

En combinant la proposition 5.1.13 et le corollaire 5.1.12, il vient :

Corollaire 5.1.15. — Supposons p = 0. Alors la condition (CFD)+ (resp. (CAD)+)
est vérifiée si et seulement si la K-algèbre W [r]

d (A, π) est de dimension finie (resp.
semi-simple) pour tout poids π ∈ Mon(Aµ,Kµ) et tous entiers d ≥ 0 et r > 0.

Remarque 5.1.16. — Si A est un corps s’injectant dans K, (A,K) vérifie la condi-
tion (CAD)+ si et seulement si A est sans dérivation (proposition-définition 1.3.3).
La proposition 5.1.8 montre donc qu’on peut se passer de toute hypothèse sur la ca-
ractéristique p de K dans l’énoncé précédent si A est un corps. On prendra toutefois
garde que ce n’est pas le cas si A est un anneau quelconque, comme nous le verrons
dans l’exemple 5.1.20.

Proposition 5.1.17. — Supposons que K et A sont de même caractéristique p pre-
mière ; soit α ∈ Ann(A,K). Alors il existe un morphisme surjectif de K-algèbres
Wp(A,α) ↠ A Fr⊗

A
αK, qui est un isomorphisme si p = 2, où Fr désigne l’endomor-

phisme de Frobenius de la Fp-algèbre A.

Démonstration. — Le produit p-itéré tensorisé par K est un morphisme surjectif
d’anneaux K⊗A⊗p ↠ K⊗A (où les produits tensoriels sont pris sur Z) ; il induit un
morphisme surjectif de Wp(A,α) sur le quotient de K ⊗ A par l’idéal engendré par
les éléments α(x)⊗ 1− 1⊗ xp, quotient qui n’est autre que K α⊗

A
FrA.

Si p = 2, comme α est additif, 1⊗a⊗ 1+1⊗ 1⊗a appartient à I2(A,α) pour tout
a ∈ A, de sorte que W2(A,α) s’identifie au quotient de K ⊗Z A par l’idéal engendré
par les éléments 1⊗ a2 + α(a)⊗ 1, d’où le résultat.

Exemple 5.1.18. — Supposons que A est un corps de caractéristique p > 0 de
degré infini sur l’image Ap de son endomorphisme de Frobenius. On vérifie facilement
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que l’anneau A Fr⊗
A
FrA n’est pas semi-primaire (en utilisant une p-base de A sur Ap

— cf. [Bou81, chap. V, § 13, déf. 1 et th. 2]), il en est donc de même pour Wp(A,α),
si α : A→ K est un morphisme de corps avec K parfait.

Corollaire 5.1.19. — Supposons que p est premier et que A est une Fp-algèbre
augmentée dont l’endomorphisme de Frobenius est nul sur l’idéal d’augmentation.
Notons α ∈ Ann(A,K) la composée de l’augmentation A → Fp et du morphisme de
corps Fp → K. Alors il existe un morphisme surjectif de K-algèbres Wp(A,α) ↠ AK ,
qui est un isomorphisme si p = 2.

Exemple 5.1.20. — Soit P l’ensemble des parties vides ou infinies de N. Munissons
le Fp-espace vectoriel A := Fp[P ] d’une structure de Fp-algèbre à l’aide de la multi-
plication donnée par [I].[J ] = [I ⊔ J ] si I et J sont des éléments disjoints de P , et
[I].[J ] = 0 sinon. L’application linéaire A → Fp envoyant [I] sur 0 pour I ̸= ∅ (et
[∅] = 1A sur 1) est une augmentation sur A ; A est un anneau local dont le radical est
l’idéal d’augmentation, noté m. Comme m est engendré linéairement par des éléments
de carré nul, l’endomorphisme de Frobenius de A est nul sur m. On remarque que
m2 = m (car toute partie infinie de N est la réunion disjointe de deux parties infi-
nies), d’où l’on déduit que (A,K) vérifie la condition (CAD)+. Ainsi, tout quotient
semi-primaire de Wp(A,α) (où α est défini comme dans le corollaire 5.1.19) est iso-
morphe à K, par le corollaire 5.1.12. Mais l’anneau quasi-parfait Wp(A,α) n’est pas
semi-primaire, ni même parfait. En effet, par le corollaire 5.1.19, il suffit de vérifier
la même propriété pour l’anneau A, ce qui provient de l’observation suivante : si Il
désigne, pour l ∈ N premier, l’ensemble des puissances de l autres que 1, alors ([Il])

est une suite de m dont aucune sous-suite finie n’est de produit nul.

Remarque 5.1.21. — Poursuivons l’analyse de l’exemple précédent, en supposant
pour simplifier p = 2 etK = F2 (cette dernière condition n’étant pas restrictive, quitte
à étendre les scalaires). Tout d’abord, de manière générale, si A est une F2-algèbre
munie d’une augmentation α : A → F2 dont le noyau m est constitué d’éléments de
carré nul, alors l’idéal I2(A,α) de A⊗A est engendré par les éléments x⊗ 1 + 1⊗ x

pour x ∈ m. En effet, un tel élément appartient à I2(A,α) puisqu’il égale la somme
de (x+ 1)⊗2 + α(x+ 1) et x⊗2 + α(x), et la relation

t⊗ t+ α(t) = (t⊗ 1).(t̄⊗ 1 + 1⊗ t̄) + t2 ⊗ 1 + α(t) = (t⊗ 1).(t̄⊗ 1 + 1⊗ t̄)

pour t ∈ A, où t̄ := t + α(t) appartient à m, montre que l’idéal engendré par les
éléments de ce type contient I2(A,α) (on a t2 = α(t) car t̄2 = 0 par hypothèse).

Vérifions que, dans la situation de l’exemple 5.1.20 (avec p = 2), l’idéal I2(A,α) de
A⊗A n’est pas égal à son carré. Si E désigne l’ensemble des parties infinies de N, les
xI := [I], pour I ∈ E, constituent une base du F2-espace vectoriel m. Dans l’algèbre
R := A ⊗ A, notons aI := xI ⊗ 1 et bI := 1 ⊗ xI pour I ∈ E : 1, les aI , les bJ et les
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aIbJ , pour (I, J) ∈ E2, constituent une base deR sur F2. Considérons l’application F2-
linéaire ψ : R→ A envoyant 1 sur 1, aI sur xI , bJ sur 0, et aIbJ sur xI⊔J si I ∩J = ∅
et min I < min J (pour l’ordre usuel de N) et sur 0 sinon. Alors ψ n’est pas nulle sur
I2(A,α), car aI + bI ∈ I2(A,α) est envoyé sur xI ̸= 0. En revanche, ψ est nul sur
l’idéal I2(A,α)2 de R : cet idéal est engendré par les éléments (aI+bI)(aJ+bJ) (pour
(I, J) ∈ E2) ; une famille génératrice de I2(A,α)2 comme F2-espace vectoriel est donc
constituée des éléments (aI + bI)(aJ + bJ), aT (aI + bI)(aJ + bJ), bU (aI + bI)(aJ + bJ)

et aT bU (aI + bI)(aJ + bJ) pour (I, J, T, U) ∈ E4. Montrons par exemple que ψ annule
les éléments de la forme aT bU (aI + bI)(aJ + bJ) (les autres cas sont similaires) : si I,
J , T et U ne sont pas deux à deux disjoints, alors ψ(aT bU (aI + bI)(aJ + bJ)) = 0 car
ψ envoie sur 0 tous les termes obtenus en développant le produit. Si I, J , T et U sont
deux à deux disjoints, alors

aT bU (aI + bI)(aJ + bJ) = aI⊔J⊔T bU + aI⊔T bJ⊔U + aJ⊔T bI⊔U + aT bI⊔J⊔U

fait apparaître un nombre pair de termes dans lesquels I, J , T ou U figure en indice
de a, de sorte qu’on a bien ψ(aT bU (aI + bI)(aJ + bJ)) = 0.

On a donc bien Id(A,α)2 ̸= I2(A,α).

5.2. Lien avec les effets croisés

Comme la catégorie A (resp. E) est A-linéaire (resp. K-linéaire), la catégorie de
multifoncteurs multiadditifs Addd(A, E) est A⊗Zd⊗ZK ≃ A⊗d

K -linéaire, de même que
la catégorie Addd(A, E)⋊Sd.

Notation 5.2.1. — On note Pold(A, E)[r]π la sous-catégorie pleine de Fct(A, E)
constituée des foncteurs polynomiaux de degré au plus d de U(Fct(A, E);mrπ).

Lorsque A = P(A) et E = K-Mod, on note simplement Pold(A,K)
[r]
π cette caté-

gorie.

Le résultat suivant, qui justifie les considérations de la section 5.1, est immédiat.

Proposition 5.2.2. — 1. Le foncteur Addd(A, E) → Pold(A, E) de pré-
composition par la diagonale d-itérée envoie U(Addd(A, E); Id(A, π)r) =

Addd(A, E) ⊠
A⊗d

K

W
[r]
d (A, π) dans Pold(A, E)[r]π .

2. Le foncteur Pold(A, E) → Addd(A, E) qu’induit crd envoie Pold(A, E)[r]π dans
U(Addd(A, E); Id(A, π)r).

Avant de donner, à la section 5.3, les conséquences principales des résultats de la
section 5.1 sur les foncteurs polynomiaux à poids déduites de l’observation précédente,
nous abordons la question générale de savoir quand toute décomposition en poids
faible pour un foncteur polynomial de Fct(A, E) est automatiquement forte, obtenant
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à la proposition 5.2.5 ci-après un analogue partiel de la proposition 3.5.1 pour les
foncteurs polynomiaux.

Corollaire 5.2.3. — Considérons les assertions suivantes :

1. pour toute petite catégorie additive A-linéaire A et toute catégorie de Grothen-
dieck K-linéaire E, tout foncteur polynomial homogène de poids faible π de
Fct(A, E) est homogène de poids fort π ;

2. tout foncteur polynomial de F(A,K) homogène de poids faible π est de poids
fort π ;

3. pour tout d ∈ N, l’idéal Id(A, π) de A⊗d
K est égal à son carré.

Alors 1⇒2⇒3, et 3⇒1 si p = 0.

Démonstration. — L’implication 1⇒2 est triviale.
Utilisant l’équivalence du corollaire 4.2.4 (dû à Pirashvili), la sous-catégorie

Pold(A,K)
[r]
π /Pold−1(A,K)

[r]
π de Pold(A,K)/Pold−1(A,K) s’identifie à W [r]

d (A, π)⋊
Sd-Mod, par la proposition 5.2.2. Ainsi, la condition 2 implique que le foncteur
Wd(A, π)⋊Sd-Mod →W

[2]
d (A, π)⋊Sd-Mod de restriction le long de la projection

W
[2]
d (A, π)⋊Sd ↠Wd(A, π)⋊Sd = (A⊗d

K /Id(A, π)2 ↠ A⊗d
K /Id(A, π))⋊Sd est une

équivalence, c’est-à-dire que l’inclusion Id(A, π)2 ⊂ Id(A, π) d’idéaux de A⊗d
K est une

égalité. Ainsi 2⇒3.
Si la condition 3 est vérifiée et que p est nul, alors la proposition 5.2.2 et le scinde-

ment par le degré des foncteurs polynomiaux de but Q-linéaire (proposition 4.3.1.3)
montrent que l’inclusion Pold(A, E)[r]π ⊂ Pold(A, E)[1]π est une égalité, d’où 1.

Remarque 5.2.4. — Nous ignorons si l’implication 3⇒1 persiste en caractéristique
p première.

On observe par ailleurs (à partir de l’équivalence (5), page 32) que la condition
Derφ(A,K) = 0, pour φ ∈ Ann(A,K), équivaut au fait qu’un foncteur additif de
F(A,K) homogène de poids faible φ est nécessairement homogène de poids fort φ, et
implique la même propriété pour les foncteurs additifs de Fct(A, E).

Ainsi, la condition (CAD) équivaut au fait qu’un poids d’un foncteur additif de
F(A,K) est nécessairement fort, mais elle ne suffit pas à garantir la même propriété
pour les foncteurs polynomiaux de degré supérieur (c’est toutefois le cas si K est assez
gros, par exemple algébriquement clos, et de caractéristique nulle, comme il résultera
de la proposition 5.2.5).

Proposition 5.2.5. — Si toute décomposition en poids d’un foncteur polynomial de
F(A,K) est forte, alors la condition (CAD)+ est vérifiée.

Réciproquement, si (CAD)+ est vérifiée et que la caractéristique p de K est nulle,
alors toute décomposition en poids d’un foncteur polynomial de Fct(A, E) est forte.
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Démonstration. — Supposons que toute décomposition en poids d’un foncteur po-
lynomial de F(A,K) est forte. Soient L une extension finie du corps K et φ ∈
Ann(A,L). Choisissons une extension finie L′ du corps L et α1, . . . , αn ∈ Ann(A,L′)

comme dans le lemme 4.7.3, et notons π le produit des αi, qu’on peut voir comme
élément de Mon(Aµ,Kµ).

Supposons Derφ(A,L) non nul : il existe alors un foncteur additif homogène de
poids faible non fort φ dans F(A,L), et donc dans F(A,L′) ; soit X1 un tel foncteur.
Par ailleurs, notonsXi, pour i ∈ J2, nK le foncteur de F(A,L′) d’extension des scalaires
le long de αi ; c’est un foncteur additif homogène de poids αi, à valeurs toujours non
nulles, sauf en 0. L’image du foncteur

⊗n
i=1Xi dans F(A,K) par la postcomposition

par la restriction des scalaires de L′ à K est polynomiale, homogène de poids faible
π. Comme X1 n’est pas homogène de poids fort α1 et que les Xi, pour i ≥ 2, sont
à valeurs non nulles hors de l’objet nul, il s’ensuit que notre foncteur ne peut être
homogène de poids fort π. Cette contradiction montre que (CAD)+ est nécessairement
vérifiée.

Supposons maintenant (CAD)+ vérifiée et p nul. Alors le corollaire 5.1.15 entraîne
que l’idéal Id(A, π) de A⊗d

K est égal à son carré. Le corollaire 5.2.3 permet de conclure.

Remarque 5.2.6. — Le sens réciproque de l’énoncé précédent peut tomber en
défaut si l’on omet l’hypothèse de caractéristique nulle, comme l’illustre le cas de
A = Z/p2 (qui vérifie (CAD)+ alors qu’il existe des foncteurs de F(Z/p2,K) admet-
tant une décomposition en poids faible mais non forte, par les propositions 4.3.5 et
4.3.9).

Nous verrons toutefois ultérieurement (corollaire 9.7.29) que si p est non nul et que
A est une Fp-algèbre vérifiant une hypothèse de finitude raisonnable (par exemple, A
de type fini comme anneau) et la condition (CAD)+, alors toute décomposition en
poids d’un foncteur polynomial de F(A,K) est nécessairement forte.

Néanmoins, même si A est une Fp-algèbre, sans hypothèse de finitude supplémen-
taire, la condition (CAD)+ ne suffit généralement pas à garantir que toute décom-
position en poids d’un foncteur polynomial de F(A,K) soit forte, comme le montre
l’exemple 5.1.20, combiné à la remarque 5.1.21 et au corollaire 5.2.3.

5.3. Applications aux foncteurs polynomiaux à poids

Commençons par donner une conséquence générale simple des résultats rappelés
dans la section 4.2 :

Lemme 5.3.1. — 1. Les foncteurs crd : Fct(A, E) → Fct(Ad, E) et δ∗d :

Fct(Ad, E) → Fct(A, E) préservent les objets de type fini.
2. Si F est un objet noethérien de Pold(A, E), alors crd(F ) est un objet noethérien

de Addd(A, E).
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Démonstration. — Le premier point résulte formellement de ce que les foncteurs ⊕∗
d,

dont crd est facteur direct, et δ∗d sont adjoints des deux côtés (en particulier, ils sont
exacts et commutent aux colimites) et de ce que la type-finitude d’un objet X d’une
catégorie de Grothendieck équivaut à la commutation de Hom(X,−) aux colimites
filtrantes de monomorphismes.

Si F est un objet noethérien de Pold(A, E), alors [Pop73, chapitre 5, lemme 8.3]
et le théorème 4.2.2 de Pirashvili montrent que crd(F ) est un objet noethérien de
Addd(A, E)⋊Sd. Comme Sd est un groupe fini, il s’ensuit, par la proposition A.2.1,
que crd(F ) est noethérien dans Addd(A, E).

Dans la suite de ce chapitre, nous nous plaçons sur la catégorie source P(A), sur
laquelle les foncteurs (multi)additifs se décrivent bien.

Proposition 5.3.2. — Soit F un foncteur de Pold(P(A), E)[r]π .

1. Supposons que F est de type fini et que la K-algèbre W [r]
d (A, π) est de dimension

finie. Alors le multifoncteur crd(F ) est à valeurs dans les objets de type fini de
E.

2. Supposons que F est noethérien. Alors le multifoncteur crd(F ) est à valeurs
dans les objets noethériens de E.

Démonstration. — L’équivalence de catégories (4) (page 32), la proposition 5.2.2 et
le lemme 5.3.1 montrent que crd(F ) est un objet de type fini dans le premier cas,
noethérien dans le second, de Addd(P(A), E) ⊠

A⊗d
K

W
[r]
d (A, π) ≃ E ⊠

K
W

[r]
d (A, π). Si

W
[r]
d (A, π) est de dimension finie sur K, il définit donc un objet de type fini de E ;

autrement dit, le multifoncteur crd(F ) est à valeurs dans les objets de type fini de E .
Si F est noethérien, on conclut grâce au corollaire 5.1.7.

Remarque 5.3.3. — De la même façon, si la K-algèbre AK est absolument plate
et déployée (ou plus généralement s’il existe une extension finie de L de K telle que
AL soit déployée), alors pour tout foncteur polynomial noethérien F de Fct(P(A), E),
crd(F ) est à valeurs noethériennes. Il suffit pour le voir de raisonner comme précédem-
ment, en utilisant la proposition 2.3.4 (et le corollaire 1.4.9) au lieu du corollaire 5.1.7.

Ainsi, la deuxième assertion du théorème 5.3.4 ci-dessous vaut pour tous les fonc-
teurs polynomiaux noethériens (sans condition de décomposition en poids) sous l’hy-
pothèse précédente sur A et K.

L’un des résultats principaux de ce chapitre est le suivant.

Théorème 5.3.4. — Soit F un foncteur de Pold(P(A), E)[r]π .

1. Si F est de type fini et que pour tout entier n ≤ d, l’algèbre W [r]
n (A, π) est de

dimension finie sur K, alors F est à valeurs dans les objets de type fini de E.
2. Si F est noethérien, alors F prend ses valeurs dans les objets noethériens de E.
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Démonstration. — On montre le théorème par récurrence sur d. Le cas d = 0 étant
trivial, on suppose d > 0 et les assertions établies pour les foncteurs de degré au plus
d− 1.

Le foncteur qd−1(F ) est de type fini dans le premier cas, noethérien dans le second,
car c’est un quotient de F . Il appartient par ailleurs à Pold−1(P(A), E)[r]π . Ainsi,
l’hypothèse de récurrence montre qu’il est à valeurs dans les objets de type fini de E
dans le premier cas, noethériens dans le second.

Il en est de même pour δ∗dcrd(F ) par la proposition 5.3.2. Par conséquent, la suite
exacte δ∗dcrd(F ) → F → qd−1(F ) → 0 (cf. (7), page 59) achève la démonstration.

L’énoncé précédent s’étend aussitôt aux foncteurs Hom-polynomiaux :

Corollaire 5.3.5. — Soit F un foncteur Hom-polynomial de type fini de
Fct(P(A), E), homogène de poids faible π. Supposons que pour tous entiers n, r > 0,
l’algèbre W

[r]
n (A, π) est de dimension finie sur K. Alors F est à valeurs dans les

objets de type fini de E.

Corollaire 5.3.6. — Tout foncteur Hom-polynomial noethérien de Fct(P(A), E)
possédant une décomposition en poids faible est à valeurs noethériennes.

Démonstration des corollaires 5.3.5 et 5.3.6. — Comme toute décomposition en
poids faible d’un foncteur de type fini est finie, il suffit de démontrer que si F est un
foncteur Hom-polynomial de type fini de U(Fct(P(A), E);mrπ), et que les W [r]

n (A, π)

sont de dimension finie (resp. que F est noethérien), alors F est à valeurs de type
fini (resp. noethériennes).

Pour tout d ∈ N, le foncteur qd(F ) est polynomial, de type fini (resp. noethérien),
et appartient à Pold(P(A), E)[r]π , il est donc à valeurs de type fini (resp. noethériennes)
par le théorème 5.3.4. La conclusion résulte alors de la proposition 4.2.8.

Comme l’évaluation sur Ad définit un foncteur exact et fidèle Pold(P(A), E) → E ,
elle détecte les objets noethériens et les objets finis (cf. [DTV23, lm 11.10] et [DT23,
lm 6.20]). Par conséquent, le théorème 5.3.4 entraîne :

Corollaire 5.3.7. — Soit F un foncteur de Pold(P(A), E)[r]π .

1. Supposons le foncteur F noethérien et la catégorie E localement finie. Alors F
est fini (dans Fct(P(A), E)).

2. Supposons que F est de type fini, que la catégorie E est localement noethérienne
(resp. localement finie) et que pour tout entier n ≤ d, l’algèbre W [r]

n (A, π) est
de dimension finie sur K. Alors F est noethérien (resp. fini).

Dans le cas particulier fondamental de la catégorie F(A,K), le théorème 5.3.4 et
le corollaire 5.3.7 fournissent :
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Théorème 5.3.8. — Soit F un foncteur de Pold(A,K)
[r]
π .

Supposons que l’une des conditions suivantes est satisfaite :
1. F est noethérien ;
2. pour tout entier n ≤ d, l’algèbre W [r]

n (A, π) est de dimension finie sur K, et F
est de type fini.

Alors F est fini et à valeurs de dimension finie.

Remarque 5.3.9. — Ce théorème dit en particulier qu’un foncteur polynomial
simple à poids de F(A,K) est à valeurs de dimension finie, ce qui permet de lui
appliquer les résultats de [DTV23, § 5].

Ce résultat peut également se déduire des propositions 4.2.5 et 4.7.2. Inversement,
le cas particulier du théorème 5.3.8 (dont la démonstration n’utilise pas la proposi-
tion 4.2.5) où F est simple donne une nouvelle démonstration de la proposition 4.2.5,
car si S est un foncteur polynomial simple de F(A,K), l’action tautologique sur S du
surcorps L := Z(End(S)) de K fournit un foncteur S̃ de F(A,L) polynomial, simple,
et qui possède un poids par le lemme 3.2.2.

En caractéristique p = 0, la structure des foncteurs polynomiaux à poids se déduit
plus directement de celle des algèbres W [r]

n (A, π), car le scindement de la filtration
polynomiale (proposition 4.3.1.3), combiné au corollaire 4.2.4 de Pirashvili et à la
proposition 5.2.2, fournit une équivalence de catégories

(10) Pold(A,K)[r]π ≃
d∏

n=0

(W [r]
n (A, π)⋊Sn)-Mod (si p = 0).

Corollaire 5.3.10. — En caractéristique p = 0, les assertions suivantes sont équi-
valentes :

1. la condition (CAD)+ est vérifiée ;
2. tout foncteur analytique de F(A,K) possédant une décomposition en poids faible

est semi-simple.

Démonstration. — Cela résulte du corollaire 5.1.15, de la proposition A.2.5 et de
l’équivalence (10).

Corollaire 5.3.11. — En caractéristique p = 0, les assertions suivantes sont équi-
valentes :

1. la condition (CFD)+ est vérifiée ;
2. tout foncteur analytique de F(A,K) possédant une décomposition en poids faible

est localement fini ;
3. tout foncteur analytique de F(A,K) possédant une décomposition en poids faible

est localement noethérien ;
4. tout foncteur polynomial de type fini de F(A,K) possédant une décomposition

en poids faible est à valeurs de dimension finie.
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Démonstration. — Le corollaire 5.1.15 et l’équivalence (10) montrent que les condi-
tions 1 et 4 sont équivalentes. L’implication 4⇒2 découle d’un argument d’évaluation
(cf. corollaire 5.3.7) ; l’implication 2⇒3 est évidente. L’implication 3⇒4 résulte du
théorème 5.3.8.

Nous spécifions maintenant des conséquences directes du théorème 5.3.4 et de ré-
sultats antérieurs de ce chapitre en caractéristique p première.

Corollaire 5.3.12. — Supposons que p est premier et que l’anneau A/p est une
algèbre essentiellement de type fini sur une Fp-algèbre p-parfaite.

1. Tout foncteur Hom-polynomial de type fini de Fct(P(A), E) possédant une dé-
composition en poids faible est à valeurs de type fini (dans E).

2. Si la catégorie E est localement noethérienne (resp. localement finie), alors
tout foncteur polynomial de Fct(P(A), E) possédant une décomposition en poids
faible est localement noethérien (resp. localement fini).

Démonstration. — Cela résulte de la proposition 5.1.10 et des corollaires 5.3.5 et
5.3.7.

En particulier, pour E = K-Mod, on a les résultats suivants.

Corollaire 5.3.13. — Supposons que p est premier et que l’anneau A/p est une
algèbre essentiellement de type fini sur une Fp-algèbre p-parfaite. Alors tout foncteur
Hom-polynomial de type fini de F(A,K) possédant une décomposition en poids faible
est à valeurs de dimensions finies.

Corollaire 5.3.14. — Supposons que p est premier et que l’anneau A/p est une
algèbre essentiellement de type fini sur une Fp-algèbre p-parfaite. Alors tout foncteur
polynomial de F(A,K) possédant une décomposition en poids faible est localement fini
et localement à valeurs de dimensions finies.

Remarque 5.3.15. — On dispose de la réciproque partielle suivante au corol-
laire 5.3.14.

Supposons la Fp-algèbre A/p de type fini (ici, essentiellement de type fini ne suffit
pas, et l’on ne peut pas se contenter de supposer que A/p est de type fini sur un corps
parfait arbitraire). Alors tout foncteur polynomial simple de F(A,K) est à valeurs de
dimension finie [DTV23, proposition 7.10] (ladite proposition suppose que l’anneau
A est de type fini, mais la même démonstration fonctionne dès que la Fp-algèbre
A/p est de type fini), donc possède un poids, au moins si K est algébriquement clos
(proposition 3.2.3), ou plus généralement si K est un corps de décomposition de la
catégorie additive P(A) (proposition 4.3.4). Tout foncteur polynomial localement fini
de F(A,K) possède alors une décomposition en poids faible.
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Exemple 5.3.16. — Si k est un corps de caractéristique p > 0 qui est une extension
de type fini d’un sous-corps parfait, alors tout foncteur polynomial de type fini de
F(k,K) possédant une décomposition en poids faible est fini et à valeurs de dimension
finie.

5.4. La condition de finitude des dimensions des valeurs d’un foncteur
polynomial de F(A,K)

Nous commençons cette section par un résultat qui n’utilise pas les résultats an-
térieurs du présent chapitre, mais qui possède un intérêt intrinsèque et met en pers-
pective la proposition 5.4.3 ci-après.

Proposition 5.4.1. — Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. dimK AK <∞ ;
2. tout foncteur additif de type fini de F(A,K) est à valeurs de dimensions finies ;
3. tout foncteur polynomial de type fini de F(A,K) est à valeurs de dimensions

finies ;
4. tout foncteur polynomial de type fini de F(A,K) est fini ;
5. tout foncteur polynomial de type fini de F(A,K) est artinien ;
6. tout foncteur polynomial de type fini de degré au plus 2 de F(A,K) est artinien ;
7. les K-algèbres AK et A⊗2

K sont artiniennes.

Démonstration. — L’équivalence entre 1 et 2 est immédiate (cf. (5), page 32).
La proposition 4.3.1 et le corollaire 4.2.4 montrent l’implication 1⇒3 lorsque K

est de caractéristique nulle. En caractéristique p > 0, la condition 1 signifie que
l’anneau A/p est fini, ce qui entraîne que A/pn est fini pour tout n ∈ N. Comme
tout foncteur polynomial de F(A,K) se factorise par la réduction modulo pn pour
n ∈ N assez grand (ce fait classique et élémentaire est redémontré au corollaire 6.1.10
ci-après, sans utiliser la présente proposition), cela montre 1⇒3 dans le cas de la
caractéristique première.

L’implication 3⇒4 résulte de [DTV23, lemme 11.10] ; les implications 4⇒5⇒6
sont triviales.

Si la condition 6 est vérifiée, alors le corollaire 4.2.4 et [Pop73, chap. 5, cor. 8.4]
montrent que les algèbres AK et AK ≀ S2 (cette dernière étant non commutative)
sont artiniennes à gauche. Comme S2 est un groupe fini, on en déduit que A⊗2

K est
également artinienne par [Grz85, thm 2] (ou la proposition A.2.5), d’où l’implication
6⇒7.

Enfin, 7 entraîne 1 grâce au lemme 5.4.2 ci-dessous, d’où la proposition.

Lemme 5.4.2. — Soit R une K-algèbre. Si les algèbres R et R ⊗K R sont arti-
niennes, alors dimK R est finie.
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Démonstration. — Il est classique que, si K ⊂ L est une extension de corps, alors
l’anneau L ⊗K L n’est artinien que si cette extension est finie ([Sha77] montre que
l’extension est nécessairement algébrique, et [Vam78, th. 11] qu’elle est nécessaire-
ment de type fini). Par conséquent, si m est un idéal maximal d’une K-algèbre R telle
que R⊗KR soit artinienne, alors R/m est une extension finie de K. Si de plus l’algèbre
R est artinienne, cela entraîne que dimK(R/ J(R)) < ∞. Comme J(R) est nilpotent
et que les R/ J(R)-modules J(R)n/ J(R)n+1 sont de type fini pour tout n ∈ N, cela
démontre le lemme.

Nous utilisons maintenant les résultats de la section 5.3 pour établir le lien im-
portant suivant entre l’existence d’une décomposition en poids et des propriétés de
finitude fortes pour un foncteur polynomial de F(A,K), sous une hypothèse de fini-
tude sur A.

Proposition 5.4.3. — Supposons que K est un corps de décomposition de P(A) et
que la K-algèbre AK est de type fini. Soit F un foncteur polynomial de F(A,K). Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. F est fini ;
2. F est à valeurs de dimensions finies ;
3. F est de type fini et admet une décomposition en poids faible.

Démonstration. — L’implication 1⇒2 découle de [DTV23, prop. 6.3] (cet énoncé
suppose que A est un anneau de type fini, mais la même démonstration s’applique au
cas plus général où AK est une K-algèbre de type fini).

Si F est un foncteur polynomial à valeurs de dimensions finies, alors il est fini, donc
de type fini, par [DTV23, lemme 11.10] ; comme K est un corps de décomposition
de P(A), F possède une décomposition en poids faible par la proposition 4.3.4, d’où
l’implication 2⇒3.

Enfin, 3 entraîne 1 grâce au théorème 5.3.4 et au corollaire 5.1.6.



CHAPITRE 6

SPECTRE D’UN FONCTEUR

Convention 6.1. — Dans tout ce chapitre, A désigne une catégorie additive A-
linéaire essentiellement petite et E une catégorie de Grothendieck K-linéaire.

Nous introduisons dans ce chapitre trois invariants d’un foncteur de Fct(A, E) :
son radical, qui est un idéal de A, son algèbre caractéristique, qui est un quotient de
l’algèbre K[Aµ], et son spectre, qui est un foncteur de F(A,K), quotient du foncteur
projectif PA. Ces invariants sont de plus en plus précis : l’algèbre caractéristique
détermine le radical et le spectre détermine l’algèbre caractéristique. Le spectre, qui
constitue de loin la notion la plus importante de ce chapitre, et l’un des outils les
plus importants de ce mémoire avec les décompositions en poids, détecte certaines
propriétés déjà rencontrées, comme la polynomialité, l’existence d’une décomposition
en poids finie ou l’existence de certaines décompositions à la Steinberg. Si le spectre
ne détecte pas la noethérianité, il nous servira de façon cruciale pour établir, ultérieu-
rement, la noethérianité locale de Fdf(A,K).

6.1. Radical d’un foncteur

Proposition et définition 6.1.1. — Soit F un foncteur de Fct(A, E). Notons

r(F ) := {λ ∈ A | ∀(x, y) ∈ ObA2 ∀(f, g) ∈ A(x, y)2 F (f + λ.g) = F (f)}.

Alors r(F ) est un idéal de A. De plus, F se factorise de manière à travers le foncteur
canonique A ↠ A/r(F ), et tout idéal I de A tel que F se factorise à travers A ↠ A/I
est inclus dans r(F ).

L’idéal r(F ) est appelé radical de F relativement à A ; l’anneau quotient A/r(F )
sera noté A/F .

La notation A/F est analogue à celle de l’anneau AM des homothéties d’un A-
module M utilisée dans [Bou12]. La terminologie de radical est inspirée de celle du
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radical de Jacobson, qui est constitué des éléments d’un anneau qui agissent trivia-
lement sur tout module simple. Il n’y aura pas de confusion possible avec la notion
générale de radical d’un objet d’une catégorie abélienne (l’intersection de ses sous-
objets stricts maximaux), que nous n’utiliserons jamais dans ce mémoire.

Remarque 6.1.2 (Changement de catégories source ou but)
1. Dans cette définition, le fait que la catégorie but E soit K-linéaire, ou même

abélienne, ne joue aucun rôle. Nous n’aurons toutefois besoin de cette notion
que dans ce contexte.

2. En particulier, si Φ : E → E ′ est un foncteur arbitraire, alors r(Φ ◦ F ) ⊃ r(F )

pour tout foncteur F de Fct(A, E), avec égalité si Φ est fidèle.
3. Si B est une catégorie additive A-linéaire essentiellement petite, Ψ : B → A un

foncteur A-linéaire et F un foncteur de Fct(A, E), alors r(F ◦ Ψ) ⊃ r(F ), avec
égalité si Ψ est plein et essentiellement surjectif.

Exemple 6.1.3. — Tout idéal I de A est le radical d’un foncteur de F(A,K). Plus
précisément, si πI : P(A) → P(A/I) désigne la réduction modulo I, on vérifie aussitôt
que r(π∗

IP
A/I
P(A/I)) = I et que, de plus, π∗

IP
A/I
P(A/I) est le plus grand quotient du foncteur

PA de F(A,K) dont le radical égale I.

Comme le foncteur canonique A ↠ A/I est plein et essentiellement surjectif pour
tout idéal I de A, la précomposition par celui-ci, qui, comme tout foncteur de pré-
composition, est bicontinue, et commute au produit tensoriel pour E = K-Mod, est
pleinement fidèle, et son image essentielle est stable par sous-quotient. Ainsi :

Proposition 6.1.4. — Pour tout idéal I de A, la sous-catégorie pleine des foncteurs
F de Fct(A, E) tels que r(F ) ⊃ I est prébilocalisante. Pour E = K-Mod, elle est
également stable par produit tensoriel.

Remarque 6.1.5. — Le théorème d’excision [DTa, th. 5.1] montre que F(A/I,K)

est une sous-catégorie épaisse de F(A,K) si et seulement si I/I2⊗ZK = 0, et que cette
condition implique plus généralement que Fct(A/I, E) est épaisse dans Fct(A, E).

Notation 6.1.6. — Si a est un objet de A, on note τa le foncteur de décalage par
a dans Fct(A, E), c’est-à-dire son endofoncteur de précomposition par a⊕−.

Dans le deuxième point de l’énoncé suivant, si I est un idéal de A, on voit le sous-
espace vectoriel K̄[I] (idéal d’augmentation de K[I], vu comme K-algèbre du groupe
additif sous-jacent à I) de K[A] comme un idéal de l’algèbre K[Aµ], qui agit sur la
catégorie abélienne Fct(A, E).

Proposition 6.1.7. — Soient I un idéal de A et F un foncteur de Fct(A, E). Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. r(A) ⊃ I ;
2. pour tout objet a de A, τa(F ) ∈ U(Fct(A, E); K̄[I]) ;



6.1. RADICAL D’UN FONCTEUR 97

3. pour tout objet x de A et tout λ ∈ I, le morphisme F (x⊕ x)
F (1 λ)−F (1 0)−−−−−−−−−−−−→

F (x) de E est nul ;

4. pour tout objet x de A et tout λ ∈ I, le morphisme F (x)

F

 1

λ

−F

 1

0


−−−−−−−−−−−−−−→

F (x⊕ x) de E est nul.

Démonstration. — Comme K̄[I] est engendré comme K-espace vectoriel par les élé-
ments [λ] − [0] pour λ ∈ I, la condition 2 signifie que pour tous objets a et x de A
et tout λ ∈ I, l’endomorphisme F (1a ⊕ λ.1x) − F (1a ⊕ 0x) de F (a ⊕ x) est nul. La
définition de r(F ) montre donc l’implication 1⇒2.

Comme le morphisme F (x⊕x) F (1 λ)−F (1 0)−−−−−−−−−−−−→ F (x) égale la composée de l’endo-
morphisme F (1x⊕λ.1x)−F (1x⊕0x) de F (x⊕x) et du morphisme F (x⊕x) → F (x)

induit par la somme x⊕ s→ x, 2 entraîne 3 ; de même, 2 entraîne 4.
Soient a, b des objets de A et f , g des éléments de A(a, b). Posons x := a ⊕ b. Le

morphisme F (f + λg) − F (f) : F (a) → F (b) de E égale la composée du morphisme

F (a)

F


1

f

0

g


−−−−−−→ F (a ⊕ b ⊕ a ⊕ b) = F (x ⊕ x), de F (x ⊕ x)

F (1 λ)−F (1 0)−−−−−−−−−−−−→ F (x) =

F (a ⊕ b) et de F (a ⊕ b ↠ b). Il s’ensuit que 3 entraîne 1. La démonstration de
l’implication 4⇒1 est entièrement analogue, d’où la proposition.

Corollaire 6.1.8. — Soient F et G des foncteurs non nuls de F(A;K). On a

r(F ⊗G) = r(F ) ∩ r(G) .

Démonstration. — Soit a un objet de A tel que G(a) soit non nul. Alors le foncteur
τa(G) contient un facteur direct K (foncteur constant), donc τa(F ⊗ G) = τa(F ) ⊗
τa(G) contient un facteur direct τa(F ). La proposition 6.1.7 montre donc que r(F ⊗
G) ⊂ r(F ). De même r(F ⊗G) ⊂ r(G), d’où r(F ⊗G) ⊂ r(F ) ∩ r(G).

L’inclusion inverse, immédiate, figure déjà dans la proposition 6.1.4.

Corollaire 6.1.9. — Soit 0 → G → F → H → 0 une suite exacte courte de
Fct(A, E). On a une inclusion

r(G).r(H) ⊂ r(F ) ⊂ r(G) ∩ r(H)

d’idéaux de A.

Démonstration. — La proposition 6.1.7 et le lemme 2.1.3 montrent que, pour (α, β) ∈
r(G) × r(H), l’élément [αβ] − [0] = ([α] − [0])([β] − [0]) de K[Aµ] appartient à r(F ),
d’où αβ ∈ r(F ), toujours par la proposition 6.1.7. Comme r(F ) est un idéal de A,
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il s’ensuit que r(G).r(H) ⊂ r(F ). L’autre inclusion, immédiate, figure déjà dans la
proposition 6.1.4.

Le résultat suivant est classique mais nous n’en connaissons pas de référence
explicite dans la littérature (il est mentionné, sans démonstration, dans [DT24,
lemme 5.7.2]).

Corollaire 6.1.10. — Si F est un foncteur de Pold(A, E) et que K est de caracté-
ristique p > 0, alors r(F ) contient l’idéal (pd) de A.

Démonstration. — Si X est un foncteur de Addd(A, E), la multiplication par p sur
n’importe laquelle des d variables à la source induit, par multiaddtivité, la multipli-
cation par p, c’est à dire 0, au but, puisque E est Z/p-linéaire. On en déduit que le
radical du foncteur δ∗d(X) de Fct(A, E) contient l’idéal (p).

On montre maintenant l’assertion par récurrence sur d : on peut supposer d > 0 et
l’assertion établie pour les foncteurs de Pold−1(A, E), puisqu’elle est triviale en degré
0. Il existe une suite exacte courte 0 → G→ F → qd−1(F ) → 0 où G est un quotient
de δ∗d(crd(F )). L’hypothèse de récurrence montre l’inclusion (pd−1) ⊂ r(qd−1(F )) ;
comme G est un quotient de δ∗d(crd(F )) et que crd(F ) appartient à Addd(A, E)
(puisque F est polynomial de degré au plus d), ce qui précède (et la proposition 6.1.4)
montre l’inclusion (p) ⊂ r(G). Le corollaire 6.1.9 permet de conclure.

Remarque 6.1.11. — 1. Le corollaire 6.1.10 est le pendant en caractéristique
première de la dernière assertion de la proposition 4.3.1, qui implique pour sa
part que, en caractéristique p = 0, si F est un foncteur analytique de Fct(A, E),
alors r(F ) contient l’idéal des éléments de Z-torsion de A.

2. Le corollaire 6.1.10, qu’on mentionne ici comme simple illustration de la notion
de radical d’un foncteur (on ne s’en servira pas par la suite), n’est pas optimal :
en examinant les quotients de la K-algèbre du groupe Z par les puissances de
son idéal d’augmentation, on peut montrer qu’on a en fait (pr) ⊂ r(F ) pour F
dans Pold(A, E) dès lors que pr > d.

Nous terminons cette section par d’autres considérations élémentaires sur le radical
des foncteurs, liées aux foncteurs antipolynomiaux.

Proposition 6.1.12. — 1. Un foncteur F de F(A,K) est antipolynomial si et
seulement si l’anneau A/F est K-trivial.

2. Si le A-module A(a, b) est de type fini pour tous objets a et b de A, alors tout
foncteur F de Fct(A, E) tel que l’anneau A/F soit K-trivial est antipolynomial.

Démonstration. — La première assertion résulte de la définition. La seconde découle
de ce que, si I est un idéal K-cotrivial de A et M un A-module de type fini, alors
M/I.M est un A/I-module de type fini, donc un groupe abélien fini dont le produit
tensoriel sur Z avec K est trivial.
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Les deux énoncés suivants sont immédiats.

Proposition 6.1.13. — Soient M un objet non nul de E et X : A → Ab un
foncteur additif. L’anneau (resp. l’idéal) A/M [X] (resp. r(M [X])) est l’image (resp. le
noyau) du morphisme d’anneaux A → Z(End(X)) donné par la structure A-linéaire
de A.

Corollaire 6.1.14. — Soient a un objet de A et M un objet non nul de E. L’an-
neau (resp. l’idéal) A/M [A(a,−)] (resp. r(M [A(a,−)])) est l’image (resp. le noyau) du
morphisme d’anneaux A→ Z(EndA(a)) donné par la structure A-linéaire de A.

Corollaire 6.1.15. — Si F est un foncteur antipolynomial à support fini de
Fct(A, E), alors l’anneau A/F est K-trivial.

Démonstration. — Quitte à remplacer A par A/I pour un idéal I approprié de la
catégorie additive A (cf. remarque 6.1.2.3), on peut supposer que celle-ci est K-
triviale. Comme F est à support fini, il existe un ensemble fini E d’objets de A et une
famille (Ma)a∈E d’objets de A telle que F soit un quotient de

⊕
a∈EMa[A(a,−)]. La

proposition 6.1.4 montre alors l’inclusion

r(F ) ⊃
⋂
a∈E

r(Ma[A(a,−)])

tandis que le corollaire 6.1.14 montre que r(Ma[A(a,−)]) est un idéal K-cotrivial de
A (le quotient de A par cet idéal s’injecte dans Z(EndA(a)), qui est un anneau K-
trivial puisque la catégorie A est K-triviale). Le corollaire résulte donc de ce qu’une
intersection finie d’idéaux K-cotriviaux de A est K-cotriviale.

Remarque 6.1.16. — Si F est un foncteur antipolynomial de F(A;K), l’anneau
A/F n’est généralement pas K-trivial, même si tous les A-modules A(a, b) sont de
type fini. Il suffit pour le voir de considérer, pour A = Z et A la sous-catégorie pleine
de Ab constituée des groupes abéliens finis d’ordre inversible dans K, la linéarisation
F du foncteur d’oubli X : A → Ab : le morphisme d’anneaux Z → Z(End(X)) est
manifestement injectif, ainsi A/F = Z par la proposition 6.1.13.

6.2. Algèbre et fonction caractéristiques d’un foncteur

Définition 6.2.1. — Soit F un foncteur de Fct(A, E). On note χF : Aµ →
Z(End(F ◦ ⊕))µ le morphisme de monoïdes donné par a 7→ F (1 ⊕ a). On l’appelle
fonction caractéristique de F (relativement à A).

L’image du morphisme de K-algèbres K[Aµ] → Z(End(F ◦⊕)) qui prolonge χF est
appelée algèbre caractéristique de F (relativement à A) et notée AA(F ), ou sim-
plement A(F ). Son noyau est noté IA(F ) (ou I(F )) et appelé idéal caractéristique
de F .
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Le morphisme χF étant à valeurs dans AA(F ), on notera χ̄F : Aµ → AA(F )µ le
morphisme de monoïdes induit par χF .

Si elles sont loin de caractériser le type d’isomorphisme d’un foncteur F de F(A,K)

(ou Fct(A, E)), la fonction et l’algèbre caractéristiques de F contiennent beaucoup
d’informations sur ce foncteur, au moins si A est assez gros, comme nous le verrons
par la suite (cf. par exemple théorème 7.3.9). La terminologie employée est inspirée
de celle de caractère en théorie classique des représentations.

Remarque 6.2.2 (Changement de catégories source ou but)
Soit ρ : B → A un morphisme d’anneaux. Si B est une catégorie additive

essentiellement petite B-linéaire, E ′ une catégorie de Grothendieck K-linéaire et Φ :

E → E ′ (resp. Ψ : B → A) un foncteur K-linéaire (resp. B-linéaire, où B agit sur A
via ρ), alors pour tout foncteur F de Fct(A, E), on a IB(Φ◦F ◦Ψ) ⊃ K[ρ]−1(IA(F )),
avec égalité si Φ est pleinement fidèle et Ψ plein et essentiellement surjectif. (Cf.
remarque 6.1.2.)

Au lieu de supposer que Ψ est plein et essentiellement surjectif, on peut plus géné-
ralement supposer que la précomposition par Ψ est pleinement fidèle, ce qui est aussi
le cas lorsque A = B[S−1] pour une partie multiplicative S de A, que A = B[S−1]

et que ρ : B → B[S−1] (resp. Ψ : B → B[S−1]) est le morphisme (resp. foncteur)
canonique.

Le résultat suivant, analogue à la proposition 6.1.4, est immédiat.

Proposition 6.2.3. — Pour tout sous-ensemble E de K[A], la sous-catégorie pleine
des foncteurs F de Fct(A, E) tels que I(F ) ⊃ E est prébilocalisante.

Remarque 6.2.4. — En revanche, la sous-catégorie pleine des foncteurs F de
F(A;K) des foncteurs dont l’idéal caractéristique contient un sous-ensemble donné
de A n’est généralement pas stable par produit tensoriel, voir l’exemple 6.2.6
ci-dessous.

La démonstration de la proposition suivante est facile et très semblable à celle de
la proposition 6.1.7, nous la laissons donc en exercice.

Proposition 6.2.5. — Soient ξ =
∑n
i=1 λi[ai] un élément de K[A] (où ai ∈ A et

λi ∈ K) et F un foncteur de Fct(A, E). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. ξ ∈ I(F ) ;
2. pour toutes flèches parallèles f et g de A,

∑n
i=1 λiF (f + ai.g) = 0 ;

3. pour tout objet x de A, l’image de ξ par la projection K[Aµ] ↠ Z(τx(F )) est
nulle ;

4. pour tout objet x de A, le morphisme F (x ⊕ x)
∑n

i=1 λiF (1 ai)−−−−−−−−−−−→ F (x) de E est
nul ;
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5. pour tout objet x de A et tout λ ∈ I, le morphisme F (x)

∑n
i=1 λiF

 1

ai


−−−−−−−−−−−−→

F (x⊕ x) de E est nul.

Exemple 6.2.6. — En caractéristique p = 0, on vérifie à partir de l’équivalence 1⇔3
ci-dessus que AK(T d) ≃ Kd+1 (K-algèbre produit), où T d désigne le foncteur d-ième
puissance tensorielle dans F(K,K). La fonction caractéristique de T d s’identifie via
cet isomorphisme à K → Kd+1 λ 7→ (λi)0≤i≤d.

En particulier, si d > 0, AK(T d ⊗ T d) n’est pas un quotient de AK(T d), de sorte
que IK(T d ⊗ T d) ne peut pas contenir IK(T d).

Avant de donner un autre exemple simple de calcul d’idéal caractéristique (propo-
sition 6.2.9), nous donnons trois résultats préliminaires.

Lemme 6.2.7. — Soit w ∈ Mon(Aµ,Kµ) un poids tel que

∀a ∈ A (w(a) ̸= 0) ⇒ (a ∈ A×) .

Alors le foncteur PA est facteur direct de τA(PAw ) dans F(A,K).

Démonstration. — Considérons le morphisme φ : PA → τA(P
A
w ) composé de la flèche

PA → τA(P
A) donnée sur V par PA(V ) → τA(P

A)(V ) = PA(A⊕ V ) [v] 7→ [(1, v)]

pour tout v ∈ V et de la projection τA(P
A) ↠ τA(P

A
w ). Par ailleurs, le morphisme

τA(P
A) → PA donné sur V par [(a, v)] 7→ w(a)[a−1.v] si a ∈ A× et [(a, v)] 7→ 0 si

a /∈ A× induit un morphisme ψ : τA(P
A
w ) → PA grâce à l’hypothèse faite sur w. La

composée ψ ◦ φ égale l’identité de PA, d’où le lemme.

Lemme 6.2.8. — Soient F un foncteur de Fct(A, E) et a un objet de A. Les idéaux
I(F ) et I(τa(F )) de K[Aµ] sont égaux.

Démonstration. — Comme F est facteur direct de τa(F ), on a I(τa(F )) ⊂ I(F )

(proposition 6.2.3). L’inclusion réciproque résulte de l’équivalence 1⇔3 de la propo-
sition 6.2.5.

Proposition 6.2.9. — Pour tout w ∈ Mon(Aµ,Kµ), on dispose d’un morphisme
d’algèbres A(PAw ) ≃ K[(A/I)µ] où I est l’idéal des éléments de A annulant un élément
de A \ z(w).

Démonstration. — L’idéal I est le noyau du morphisme d’anneaux canonique A →
A[(A \ z(w))−1]. Par conséquent, la proposition 4.5.4 montre que, quitte à remplacer
A par A[(A \ z(w))−1] (cf. remarque 6.2.2), on peut supposer z(w) = A \ A×. La
conclusion résulte alors des lemmes 6.2.7 et 6.2.8 et de la nullité, immédiate, de
I(PA).

La propriété suivante nous servira notamment au § 9.5.2. On rappelle que la notion
de bi-idéal est introduite page 20.
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Proposition 6.2.10. — L’idéal caractéristique de tout foncteur de Fct(A, E) est un
bi-idéal de K[A].

Démonstration. — Soit F un foncteur de Fct(A, E). Par définition, I(F ) est un idéal
de K[Aµ]. Si

∑n
i=1 λi[ai] est un élément de I(F ) (où ai ∈ A et λi ∈ K) et t un élément

de A, en substituant f + t.g à f dans l’égalité du point 2 de la proposition 6.2.5, on
voit que

∑n
i=1 λi[ai + t] appartient également à I(F ), qui est donc aussi un idéal de

K[Aadd].

Réciproquement, tout bi-idéal de K[A] est l’idéal caractéristique d’un foncteur de
F(A,K). Plus précisément, on a l’analogue suivant de l’exemple 6.1.3 :

Proposition 6.2.11. — Soit I un bi-idéal de K[A]. Définissons un quotient PAI de
PA par la formule PAI (V ) = K[V ]/(K[V ] ⋆ (I.K[V ])). (Ici, on voit K[V ] comme un
K[Aµ]-module d’une part, d’où la notation I.K[V ], et comme K-algèbre du groupe
additif sous-jacent à V d’autre part, avec la notation ⋆ pour la multiplication.)

Alors I est l’idéal caractéristique de PAI , et PAI est le plus grand quotient de PA

ayant cette propriété.

Démonstration. — De manière générale, il résulte de l’équivalence 1⇔4 de la propo-
sition 6.2.5 que tout foncteur F de Fct(A, E) possède un plus grand quotient FI tel
que I ⊂ I(FI), donné par

FI(x) = Coker

 ⊕
ξ=

∑n
i=1 λi[ai]∈I

F (x⊕ x)
∑n

i=1 λiF (1 ai)−−−−−−−−−−−→ F (x)

 ,

en particulier, PAI est le plus grand quotient de PA tel que I ⊂ I(PAI ). Il ne reste
donc plus qu’à montrer l’inclusion I(PAI ) ⊂ I.

Comme I est un bi-idéal de K[A], on a K[A] ⋆ (I.K[A]) = I et donc PAI (A) =

K[A]/I. Du fait que PAI est un quotient de PA, le morphisme End(PAI ) → PAI (A) =

K[A]/I induit par l’évaluation en A est injectif. La composée du morphisme canonique
K[A] → End(PAI ) et de l’injection précédente égale la projection K[A] ↠ K[A]/I.
Comme son noyau I contient I(PAI ), la proposition est démontrée.

Remarque 6.2.12. — La structure des foncteurs PAI est difficile à comprendre en
général. Par exemple, si I = K̄[A]⋆n pour un n ∈ N, PAI est polynomial si A n’a pas
de quotient fini de caractéristique p par le théorème 7.3.9 ci-après, mais nous n’en
connaissons pas de démonstration directe, et PA

K̄[A]⋆n
n’est pas polynomial si n est

assez grand et que A possède un quotient fini de caractéristique p.

Propriétés de finitude de l’algèbre caractéristique. — Les foncteurs dont l’al-
gèbre caractéristique possède certaines propriétés de finitude ou de régularité joueront
un rôle considérable dans ce mémoire (cf. proposition-définition 7.1.11 ci-après). Une
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observation fondamentale est la généralisation presque immédiate suivante de la pro-
position 1.5.1, qui s’applique notamment aux foncteurs de type fini et à valeurs de
dimension finie.

Proposition 6.2.13. — Soit F un foncteur de F(A;K). Supposons qu’il existe un
ensemble fini E d’objets de A qui constitue un support ou un co-support de F et tel
que dimK F (x ⊕ x) < ∞ pour tout x ∈ E. Alors End(F ◦ ⊕), donc A(F ), est de
dimension finie sur K.

Démonstration. — Si E est un support de F (le cas d’un co-support s’établit de fa-
çon analogue), alors la flèche canonique F(A;K)(F,G) →

⊕
x∈E HomK(F (x), G(x))

est injective pour tout foncteur G. La conclusion découle donc de l’isomorphisme
d’adjonction somme/diagonale End(F ◦ ⊕) ≃ F(A;K)(F, F ◦ ⊕ ◦ δ).

Corollaire 6.2.14. — Si F est un foncteur de type fini de Fdf(A;K), alors
dimK A(F ) est finie.

Nous verrons un peu plus tard (cf. corollaire 6.4.9) que, réciproquement, tout fonc-
teur de type fini de F(A,K) (ou plus généralement de F(A;K), sous une hypothèse
de finitude sur les morphismes de A) dont l’algèbre caractéristique est de dimension
finie est à valeurs de dimension finie.

La proposition suivante nous servira au chapitre 10, par l’intermédiaire de son cas
particulier fondamental qu’est le corollaire 6.2.16.

Proposition 6.2.15. — Supposons que A = B ⊗Z A pour une petite catégorie ad-
ditive B, et que F est un foncteur de type fini de Fct(A, E) tel que AA(F ) soit une
K-algèbre de type fini. Alors il existe un sous-anneau de type fini A′ de A tel que
l’image de F dans Fct(B ⊗Z A

′, E) par la précomposition par le foncteur canonique
B ⊗Z A

′ → B ⊗Z A = A soit de type fini.

Démonstration. — Soit E un sous-ensemble fini de A tel que la K-algèbre AA(F ) soit
engendrée par les χF (a) pour a ∈ E. Notons A′ le sous-anneau de A engendré par E.
Pour tout x ∈ A et toute paire (f, g) de flèches parallèles de A, F (f + x.g) est ainsi
déterminé par les F (f + a.g) avec a ∈ A′ : il existe a1, . . . , an ∈ A′ et λ1, . . . , λn ∈ K

tels que F (f + x.g) =
∑n
i=1 λiF (f + ai.g). Par conséquent, le foncteur de restriction

à la source Fct(A, E) → Fct(B ⊗Z A
′, E) induit un isomorphisme entre l’ensemble

ordonné des sous-objets de F et celui de son image, d’où la proposition.

Corollaire 6.2.16. — Soit F un foncteur de type fini de F(A,K) tel que A(F ) soit
une K-algèbre de type fini. Il existe un sous-anneau de type fini A′ de A tel que l’image
de F dans F(A′,K) (par la précomposition par le changement de base P(A′) → P(A))
soit de type fini.
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Idéal caractéristique et radical. — La proposition élémentaire suivante nous ser-
vira à de multiples reprises.

Proposition 6.2.17. — Soient F un foncteur de Fct(A, E) et a, b des éléments de
A. On a χF (a) = χF (b) si et seulement si a− b ∈ r(F ).

Par conséquent, χF induit une fonction multiplicative injective A/F ↪→ AA(F ).

Démonstration. — En utilisant la définition de χF et I(F ) puis la proposition 6.2.10,
on obtient les équivalences

(χF (a) = χF (b)) ⇔ ([a]− [b] ∈ I(F )) ⇔ ([a− b]− [0] ∈ I(F )) .

La proposition 6.2.5 (équivalence 1⇔2) montre que cette dernière condition équi-
vaut à a− b ∈ r(F ).

Corollaire 6.2.18. — Soit F un foncteur de Fct(A, E) tel que AA(F ) est de di-
mension finie sur K. Alors A/F est fini si K est fini, et CardA/F ≤ CardK sinon.

Corollaire 6.2.19. — Si le corps K est fini, la catégorie Fdf(A,K) est localement
noethérienne.

Démonstration. — Il suffit de montrer que tout foncteur F de F(A,K) de type fini
et à valeurs de dimensions finies est noethérien. La proposition 6.2.13 et le corol-
laire 6.2.18 montrent que A/F est un anneau fini ; autrement dit, on peut supposer
que A est fini. La conclusion est alors donnée par le théorème 1.5.6 de Putman-Sam-
Snowden.

Remarque 6.2.20. — Nous verrons ultérieurement (théorème 10.3.1) qu’on peut
s’affranchir de l’hypothèse de finitude de K, mais la démonstration est beaucoup plus
difficile.

6.3. Les foncteurs adjoints Hom et ⊗

Les notions rappelées dans cette section sont dues au second auteur — voir par
exemple [Tou14, § 4.1 et 4.2].

Pour F dans Fct(A, E) et V dans P(A), on note FV := F ◦ (V ⊗
A
−) (voir page 24

pour la définition du produit tensoriel ⊗
A

: P(A) × A → A) et FV := FV ∗ , où

V = HomA(V,A).

6.3.1. Définitions. — On définit un foncteur Hom : Fct(A, E)op × Fct(A, E) →
F(A,K) par

Hom(F,G)(V ) = Fct(A, E)(F,GV )(≃ Fct(A, E)(FV , G))
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et un foncteur ⊗ : F(A,K)× Fct(A, E) → Fct(A, E) par

(T⊗X)(a) := Coend(P(A)op ×P(A)
(U,V )7→(U∗,V⊗

A
a)

−−−−−−−−−−−→ P(A)×A T⊠X−−−→ E)

(pour les rappels utiles sur Coend — et End — voir par exemple [ML98, chap. IX,
§ 5-6]), où ⊠ désigne le produit tensoriel extérieur sur K : (T⊠X)(a, b) := T (a)⊗X(b)

(où ⊗ : K-Mod × E → E est le bifoncteur cocontinu par rapport à chaque variable
tel que K ⊗− = IdE).

On dispose d’un isomorphisme d’adjonction

Fct(A, E)(T⊗X,Y ) ≃ F(A,K)(T,Hom(X,Y ))

naturel en les foncteurs T de F(A,K), X et Y de Fct(A, E).
Le bifoncteur Hom (resp. ⊗) commute aux limites (resp. colimites) par rapport

à chaque variable. De plus, on dispose d’isomorphimes naturels PV⊗F ≃ FV , en
particulier PA⊗− ≃ IdFct(A,E), et Hom(P aA, F ) ≃ F ◦ (− ⊗

A
a) (en particulier, dans

F(A,K), Hom(PA,−) ≃ IdF(A,K)).
Sur F(A,K), ⊗ définit une structure monoïdale symétrique d’unité PA. De façon

plus générale, la dissymétrie de la définition de ⊗ : F(A,K)×Fct(A, E) → Fct(A, E)
n’est qu’apparente, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 6.3.1. — Soient T un foncteur de F(A,K) et F un foncteur de
Fct(A, E). Notons T̃ l’extension de Kan à gauche de T le long de l’inclusion de
P(A) → A-Mod.

Pour tout objet a de A, on dispose dans E d’un isomorphisme naturel

(T⊗F )(a) ≃ Coend
(
Aop ×A A(−,a)×A−−−−−−−→ A-Mod×A T̃⊠F−−−→ E

)
.

Démonstration. — Cela découle de ce que le bifoncteur ⊗ est caractérisé, à isomor-
phisme canonique près, par le fait qu’il commute aux colimites par rapport à chaque
variable et que l’on dispose dans Fct(A, E) d’un isomorphisme PV⊗M [A(a,−)] ≃
M [V ⊗

A
A(a,−)] naturel en les objets V de P(A), a de A et M de E .

On dispose également d’un foncteur, encore noté Hom (il coïncide avec le précédent
pour A = P(A) et E = K-Mod), F(A,K)op × Fct(A, E) → Fct(A, E) donné par

Hom(F,X)(a) = End(P(A)op ×P(A)
F×X◦(−⊗

A
a)

−−−−−−−−→ (K-Mod)op × E HomK−−−−→ E).

(Pour E = K-Mod, on a donc Hom(F,X)(a) = F(A,K)(F,X ◦(−⊗
A
a)).) Ce foncteur

Hom possède des propriétés formelles analogues au précédent.

6.3.2. Foncteurs ⊗ et Hom et finitude des valeurs. —

Proposition 6.3.2. — 1. Soient F et G des foncteurs de F(A;K). Supposons
que F est de type fini et G à valeurs de dimension finie. Alors Hom(F,G)

appartient à Fdf(A,K).
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2. Soient T un foncteur de type fini de F(A,K) et F un foncteur de Fdf(A,K).
Alors T⊗F appartient à Fdf(A,K).

Démonstration. — Si F est un foncteur de type fini de F(A;K), c’est un quotient
d’une somme directe finie de foncteurs de la forme P a avec a ∈ ObA. Il s’ensuit que
Hom(F,G) est un sous-foncteur d’une somme directe finie de foncteurs de la forme
Hom(P a, G) ≃ G ◦ (−⊗

A
a). En particulier, si G est à valeurs de dimensions finies, il

en est de même pour Hom(F,G).
La deuxième assertion s’établit de façon analogue.

Comme l’extension de Kan à gauche le long de l’inclusion P(A) → A-Mod ne
préserve pas les foncteurs à valeurs de dimensions finies, on voit facilement, à partir
de la proposition 6.3.1, que, si T est un foncteur de Fdf(A,K) et F un foncteur
de type fini de F(A;K), T⊗F n’appartient généralement pas à Fdf(A;K). Pour y
remédier, nous introduisons la condition de finitude suivante sur les morphismes de
A.

(MTF) Pour tous objets a et b de A, le A-module A(a, b) est de type fini.
(La notation abrège Morphismes et Type Fini.)

Lemme 6.3.3. — Soit T un foncteur de F(A,K), et T̃ son extension de Kan à
gauche à A-Mod.

1. Le foncteur T̃ préserve les épimorphismes.
2. Si T appartient à Fdf(A,K), alors T̃ prend des valeurs de dimensions finies sur

les A-modules de type fini.

Démonstration. — Le foncteur T est un quotient d’une somme directe de foncteurs de
la forme PA

n

pour n ∈ N, dont l’extension de Kan à gauche à A-Mod est V 7→ K[V n].
Un tel foncteur préserve les épimorphismes. Il s’ensuit que T̃ est quotient d’un foncteur
qui préserve les épimorphismes, et donc préserve lui-même les épimorphismes.

La deuxième assertion résulte de la première et de ce que la restriction de T̃ à P(A)

est T , puisque l’inclusion P(A) → A-Mod est pleinement fidèle.

Proposition 6.3.4. — Supposons que la condition (MTF) est satisfaite. Soit T
un foncteur de Fdf(A,K) et F un foncteur de type fini de F(A;K). Alors T⊗F
appartient à Fdf(A;K).

Démonstration. — Ce résultat s’établit à partir de la proposition 6.3.1 et de la
deuxième assertion du lemme 6.3.3 comme la proposition 6.3.2.

6.3.3. Foncteur ⊗ et bifoncteurs. — Dans l’énoncé suivant (comme à plusieurs
autres endroits de ce mémoire), qui constitue une variation autour de l’adjonction
somme/diagonale, on identifie F(A2,K) à F(P(A)2;K).



6.4. SPECTRE D’UN FONCTEUR 107

Proposition 6.3.5. — Soient X un foncteur de F(A2,K) et F un foncteur de
Fct(A, E). On dispose d’un isomorphisme naturel δ∗(X)⊗F ≃ δ∗(X⊗(⊕∗F )) dans
Fct(A, E).

(Le foncteur X⊗(⊕∗F ) de Fct(A2, E) est défini en utilisant la structure A2-linéaire
de A2.)

Démonstration. — Soient U et V des objets de P(A). On dispose d’isomorphismes
naturels δ∗(P (U,V )) ≃ PU⊕V dans F(A,K) donc δ∗(P (U,V ))⊗F ≃ F ◦ ((U ⊕ V )⊗

A
−)

dans Fct(A, E). On a par ailleurs un isomorphisme naturel

P (U,V )⊗(⊕∗F ) ≃ (⊕∗F ) ◦
(
(U, V ) ⊗

A×A
−
)

dans Fct(A × A, E), i.e.
(
P (U,V )⊗(⊕∗F )

)
(x, y) ≃ F

(
(U ⊗

A
x) ⊕ (V ⊗

A
y)
)
, d’où en

particulier
(
P (U,V )⊗(⊕∗F )

)
(x, x) ≃ F

(
(U ⊕ V )⊗

A
x
)
. Ainsi, on a dans Fct(A, E) un

isomorphisme

δ∗(P (U,V )⊗(⊕∗F )) ≃ F ◦ ((U ⊕ V )⊗
A
−) ≃ δ∗(P (U,V ))⊗F

naturel en F , U et V . Comme les P (U,V ) engendrent la catégorie F(A2,K) et que
les foncteurs X 7→ δ∗(X)⊗F et X 7→ δ∗(X⊗(⊕∗F )) commutent aux colimites, la
conclusion s’ensuit.

Nous aurons également besoin de la propriété élémentaire suivante de compatibilité
entre le produit tensoriel interne ⊗ et le produit tensoriel extérieur ⊠.

Proposition 6.3.6. — Soient F,G, F ′, G′ des foncteurs de F(A,K). On dispose
dans F(A2,K) d’un isomorphisme naturel (F ⊠ G)⊗(F ′ ⊠ G′) ≃ (F⊗F ′) ⊠ (G⊗G′)

dans Fct(A, E).

(Dans le terme de gauche, c’est encore la structure A2-linéaire de P(A)2 qui est
utilisée.)

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de l’isomorphisme naturel (X⊠
Y ) ⊗

C×D
(X ′⊠Y ′) ≃ (X⊗

C
X ′)⊗(Y ⊗

D
Y ′), où C et D sont des petites catégories et X, X ′,

Y , Y ′ des foncteurs de F(Cop;K), F(C;K), F(Dop;K) et F(D;K) respectivement.

6.4. Spectre d’un foncteur

6.4.1. Définition ; premières propriétés. — Nous introduisons maintenant l’une
des notions nouvelles les plus importantes du présent mémoire, le spectre d’un fonc-
teur. La plupart de nos théorèmes principaux s’exprimeront en termes de spectre, ou
se déduiront facilement de résultats concernant le spectre. La terminologie employée
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provient notamment de ce que, si F est un foncteur de type fini de Fdf(A;K) et que
le corps K est algébriquement clos, alors les valeurs propres de l’image par F des
endomorphismes diagonaux des A-modules An peuvent se déduire du spectre de F ,
comme nous le verrons au chapitre suivant (cf. propositions 7.1.7 et 7.2.4).

Définition 6.4.1. — Soit F un foncteur de Fct(A, E). On note spA(F ), ou sim-
plement sp(F ), le quotient du foncteur PA de F(A,K) image du morphisme PA ηF−−→
Hom(F, F ) correspondant à l’élément IdF ∈ Fct(A, E)(F, F ) via les isomorphismes
canoniques F(A,K)(PA,Hom(F, F )) ≃ Hom(F, F )(A) ≃ Fct(A, E)(F, F ). On dit
que sp(F ) est le spectre du foncteur F (relativement à A).

On note que ηF est adjoint à l’isomorphisme canonique PA⊗F ≃−→ F .
La notation sp(F ) désignera tantôt le foncteur correspondant de F(A,K), tantôt

un élément de l’ensemble ordonné des quotients du foncteur PA ; nous ne préciserons
explicitement ce qu’il en est que lorsque ce sera nécessaire pour éviter toute confusion.

Remarque 6.4.2. — L’espace vectoriel sp(F )(0) est nul si F est réduit, et de di-
mension 1 sinon.

L’espace vectoriel sp(F )(A) est nul si et seulement si F est nul ; il est de dimension
1 si et seulement si F est homogène d’un certain poids fort.

On dispose de la caractérisation concrète suivante du spectre d’un foncteur :

Proposition 6.4.3. — Soient F un foncteur de Fct(A, E) et n ∈ N.

1. Comme quotient de K[An] = PA(An), sp(F )(An) est l’image du morphisme
canonique

(11) Ξ
(n)
F : K[An] → EndFct(An,E)(F ◦ ⊕n) [a1, . . . , an] 7→ F (a1 ⊕ · · · ⊕ an).

2. Soient r ∈ N, (λi)1≤i≤r ∈ Kr et (aij)1≤i≤r,1≤j≤n ∈ Arn. Alors l’élément∑r
i=1 λi[a

i
1, . . . , a

i
n] de K[An] = PA(An) appartient au noyau de la projection

K[An] = PA(An) ↠ sp(F )(An) si et seulement si, pour tout n-uplet (f1, . . . , fn)
de flèches parallèles de A, on a

∑r
i=1 λiF (

∑n
j=1 a

i
jfj) = 0.

Démonstration. — La première assertion provient de l’isomorphisme

Hom(F, F )(An) ≃ Hom(F, F ◦(An⊗
A
−)) ≃ Hom(F, F ◦⊕n◦δn) ≃ Hom(F ◦⊕n, F ◦⊕n)

déduit de l’adjonction la somme itérée ⊕n et la diagonale itérée δn, par lequel l’élément
ηF ([a1, . . . , an]) est envoyé sur F (a1 ⊕ · · · ⊕ an).

La deuxième assertion découle de la première.

L’énoncé précédent, qui est à rapprocher des propositions 6.1.7 et 6.2.5, dit es-
sentiellement que le spectre d’un foncteur code ses relations sur les morphismes qui
proviennent de la structure A-linéaire à la source.
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Remarque 6.4.4. — Le spectre ne définit pas de foncteur de Fct(A, E) dans
F(A,K) (ni dans l’ensemble ordonné des quotients de PA), comme on le déduit
aisément de la deuxième assertion de la proposition 6.4.3. Certaines des propriétés
que nous présenterons dans la section 6.5 s’apparenteront toutefois à une forme de
fonctorialité du spectre.

Proposition 6.4.5. — Soit F un foncteur de Fct(A, E). La projection PA ↠ sp(F )

induit des isomorphismes

Hom(sp(F ), F )
≃−→ Hom(PA, F )

≃−→ F et F ≃ PA⊗F ≃−→ sp(F )⊗F.

De plus, sp(F ) est le plus petit quotient de PA possédant cette propriété : si f : PA ↠
T induit un isomorphisme Hom(T, F ) → Hom(PA, F )

≃−→ F ou un isomorphisme
PA⊗F ≃−→ T⊗F , alors PA ↠ sp(F ) se factorise à travers f .

Démonstration. — Comme le morphisme ηF est adjoint à l’isomorphisme canonique
PA⊗F ≃−→ F , ce dernier se factorise par la projection PA⊗F ↠ sp(F )⊗F , laquelle
est donc un isomorphisme.

Si PA ↠ T induit un isomorphisme F ≃ PA⊗F ≃−→ T⊗F , alors son inverse induit
par adjonction un morphisme T → Hom(F, F ), et la composée PA ↠ T → Hom(F, F )

coïncide avec ηF , d’où la factorisation cherchée.
Les assertions relatives à Hom s’établissent de façon analogue.

Proposition 6.4.6. — Soit F un foncteur de type fini de F(A;K).

1. Si F appartient à Fdf(A;K), alors sp(F ) appartient à Fdf(A,K).
2. Supposons que la catégorie A vérifie la condition (MTF). Si sp(F ) appartient

à Fdf(A,K), alors F appartient à Fdf(A;K).

Démonstration. — Si F est un foncteur de type fini de Fdf(A;K), la proposition 6.3.2
montre que Hom(F, F ) est à valeurs de dimensions finies, c’est donc a fortiori le cas
de son sous-foncteur sp(F ).

Sous l’hypothèse (MTF), si sp(F ) appartient à Fdf(A,K), alors sp(F )⊗F est à
valeurs de dimensions finies, puisque F est de type fini, grâce à la proposition 6.3.4.
La proposition 6.4.5 permet alors de conclure.

6.4.2. Lien avec l’algèbre caractéristique. — Soit F un foncteur de Fct(A, E).
Notons Θ : K[A] → K[A2] l’application K-linéaire telle que Θ([a]) = [1, a]. Il résulte
des propositions 6.2.5 (équivalence 1⇔2) et 6.4.3 (deuxième point) qu’un élément ξ de
K[A] appartient à I(F ) si et seulement si Θ(ξ) appartient au noyau de la projection
K[A2] = PA(A2) ↠ sp(F )(A2) ; en particulier, le spectre d’un foncteur (et même sa
seule évaluation sur A2) détermine son algèbre caractéristique.

Nous allons maintenant voir que, réciproquement, les algèbres caractéristiques des
différents foncteurs F ◦ ⊕n de Fct(An, E), pour n ∈ N, déterminent au moins l’effet
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sur les objets de sp(F ). Le point de départ de ces considérations est le morphisme
Ξ
(n)
F : K[An] → EndFct(An,E)(F ◦ ⊕n) (cf. (11)) de la proposition 6.4.3.
Ce morphisme, a priori K-linéaire, définit en fait un morphisme d’algèbres

K[Anµ] → Z(EndFct(An,E)(F ◦⊕n)). En particulier, sp(F )(An) est naturellement une
sous-algèbre de Z(EndFct(An,E)(F ◦ ⊕n)) (et un quotient de K[Anµ]) — sp(F )(An)

s’identifie à l’algèbre ZAn
µ
(F ◦ ⊕n), selon la notation 3.2.1. On prendra toutefois

garde que sp(F ) ne prend pas naturellement ses valeurs dans les K-algèbres : la
structure d’algèbre ainsi obtenue sur sp(F )(V ), où V est un A-module libre de rang
fini, dépend du choix d’une base de V .

Pour 1 ≤ i ≤ n, notons Υni : An → A2 le foncteur (a1, . . . , an) 7→ (
⊕

j ̸=i aj , ai).
On dispose d’un isomorphisme évident ⊕ ◦Υin ≃ ⊕n, ainsi la précomposition par Υin
induit un morphisme d’algèbres (non nécessairement commutatives)

αni : EndFct((A2,E)(F ◦ ⊕) → EndFct(An,E)(F ◦ ⊕n)

(qui pour n ≥ 2 est injectif, car Υin est alors un épimorphisme scindé). On a ainsi

(12) Ξ
(n)
F ([a1, . . . , an]) =

n∏
i=1

αni (χF (ai)).

Par conséquent :

Proposition 6.4.7. — Pour tout n ∈ N et tout foncteur F de Fct(A, E), on a
sp(F )(An) ≃ ZAn

µ
(F ◦ ⊕n) ; cette K-algèbre est un quotient de A(F )⊗n.

De plus, A(F ) s’identifie manifestement à une sous-algèbre de sp(F )(A2) (et lui
est isomorphe si F est homogène d’un certain poids fort). Il en découle :

Corollaire 6.4.8. — Soit F un foncteur de Fct(A, E). Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. l’algèbre caractéristique A(F ) est de dimension finie sur K ;
2. sp(F ) appartient à Fdf(A,K) ;
3. sp(F )(A2) est un K-espace vectoriel de dimension finie.

Démonstration. — L’implication 1⇒2 résulte de la proposition 6.4.7. L’implication
2⇒3 est triviale, et 3⇒1 provient également de la proposition 6.4.7 car A(F ) est par
définition une sous-algèbre de ZA2

µ
(F ◦ ⊕).

En combinant le corollaire précédent avec la proposition 6.4.6, il vient :

Corollaire 6.4.9. — Supposons que A vérifie la condition (MTF). Soit F un fonc-
teur de type fini de F(A;K). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. dimK A(F ) <∞ ;
2. sp(F ) appartient à Fdf(A,K) ;
3. F appartient à Fdf(A;K).
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Dans l’énoncé suivant, qui découle directement des considérations du début de ce
§6.4.2 (ou même simplement de la première assertion de la proposition 6.4.3), on
identifie les catégories F(P(A)n,K) et F(An,K) à l’aide de l’équivalence induite par
l’inclusion P(An) → P(A)n.

Proposition 6.4.10. — Soient F un foncteur de Fct(A, E) et n ∈ N. On dis-
pose dans F(An,K) d’isomorphismes naturels spA(F ) ◦ ⊕n ≃ spAn(F ◦ ⊕n) et
crn(spA(F )) ≃ spAn(crn(F )).

Corollaire 6.4.11. — Soient F un foncteur de Fct(A, E) et d ∈ N. Alors F appar-
tient à Pold(A, E) si et seulement si sp(F ) appartient à Pold(A,K).

Nous verrons ultérieurement (corollaire 7.3.6) que la propriété Hom-polynomiale
est également détectée par le spectre, sous des hypothèses raisonnables.

6.5. Les catégories FctT (A, E)

Il est généralement très difficile de dire quoi que ce soit du treillis des sous-foncteurs
d’un foncteur donné de Fct(A, E), ou même seulement de F(A,K). Toutefois, pour un
foncteur F dont le spectre T possède de bonnes propriétés, la sous-catégorie FT (A,K)

que nous allons définir ci-dessous se ramène parfois à des catégories de foncteurs
beaucoup plus simples ; comme c’est une sous-catégorie prélocalisante de F(A,K)

qui contient F , le treillis des sous-foncteurs de F est le même dans F(A,K) et dans
FT (A,K). En particulier, si FT (A,K) est localement noethérienne et F de type fini,
alors F est noethérien. C’est ainsi que nous montrerons, au chapitre 10, que la catégo-
rie Fdf(A,K) est localement noethérienne, à partir de l’étude du spectre des foncteurs
de type fini de Fdf(A,K).

6.5.1. Définition, généralités. —

Proposition 6.5.1. — Soit X un quotient de PA dans F(A,K). Alors X est égal
à son spectre.

Démonstration. — De façon générale, si α : F → G est un morphisme de F(A,K),
le diagramme

PA
ηF //

ηG

��

Hom(F, F )

Hom(F,α)

��
Hom(G,G)

Hom(α,G) // Hom(F,G)



112 CHAPITRE 6. SPECTRE D’UN FONCTEUR

commute. Si q : PA ↠ X désigne la projection, on a donc un diagramme commutatif

PA
ηPA

≃
//

ηX

��

Hom(PA, PA)

Hom(PA,q)

��

≃ // PA

q

����
Hom(X,X) �

� Hom(q,X) // Hom(PA, X)
≃ // X

qui donne la conclusion.

Corollaire 6.5.2. — Pour tout foncteur F de Fct(A, E), on a r(sp(F )) = r(F ),
A(sp(F )) = A(F ) et sp(sp(F )) = sp(F ).

(L’égalité des algèbres caractéristiques s’entend comme égalité de quotients de l’al-
gèbre K[Aµ], elle est équivalente à l’égalité des idéaux caractéristiques ; l’égalité des
spectres s’entend comme égalité de quotients du foncteur PA de F(A,K).)

Démonstration. — Comme sp(F ) est un quotient de PA, l’égalité sp(sp(F )) = sp(F )

découle de la proposition 6.5.1. Comme l’algèbre caractéristique d’un foncteur est
déterminée par son spectre (cf. début du § 6.4.2), l’égalité A(sp(F )) = A(F ) s’en
déduit. Enfin, le radical d’un foncteur est déterminé par son idéal caractéristique
(grâce aux propositions 6.1.7 et 6.2.5), de sorte que cette dernière égalité entraîne
r(sp(F )) = r(F ).

Définition 6.5.3. — Soit T un quotient de PA. On note FctT (A, E) la sous-
catégorie pleine de Fct(A, E) constituée des foncteurs F tels que sp(F ) ≤ T . Lorsque
A = P(A) et E = K-Mod, on notera simplement FT (A,K) cette sous-catégorie.

D’après la proposition 6.4.5, un foncteur F de Fct(A, E) appartient à FctT (A, E) si
et seulement si l’épimorphisme canonique F ↠ T⊗F est un isomorphisme, ou encore
si et seulement si le monomorphisme canonique Hom(T, F ) ↪→ F est un isomorphisme.
On en déduit en particulier les deux énoncés suivants.

Proposition 6.5.4. — Soit T un quotient de PA. Alors les endofoncteurs
Hom(T,−) et T⊗− de Fct(A, E) sont à valeurs dans FctT (A, E). Les foncteurs
Fct(A, E) → FctT (A, E) qu’ils induisent sont adjoints respectivement à droite et à
gauche au foncteur d’inclusion FctT (A, E) ↪→ Fct(A, E).

(Les morphismes canoniques précédents ne sont autres que l’unité et la coünité des
adjonctions.)

Proposition 6.5.5. — La sous-catégorie FctT (A, E) de Fct(A, E) est prébilocali-
sante et stable par l’opération F 7→ FV pour tout V ∈ P(A).

De plus, pour tout foncteur X de F(A,K), FctT (A, E) est stable par Hom(X,−)

et X⊗−.

On dispose de la réciproque suivante :
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Proposition 6.5.6. — Soit G une sous-catégorie prébilocalisante de F(A,K) stable
par F 7→ FV pour tout V ∈ P(A). Alors il existe un unique quotient T de PA tel que
G = FT (A,K).

Démonstration. — Soit q : F(A,K) → G l’adjoint à gauche de l’inclusion : q(X)

est le plus grand quotient de X appartenant à G, pour tout X ∈ ObF(A,K). Si
G = FT (A,K), on a nécessairement T = q(PA), d’où l’unicité de T . Vérifions que
G = Fq(PA)(A,K).

Si F appartient à Fq(PA)(A,K), alors F ≃ q(PA)⊗F (proposition 6.4.5). Comme
F est un quotient d’une somme directe de foncteurs de la forme PV , il s’ensuit que F
est quotient d’une somme directe, donc sous-quotient d’un produit direct, de foncteurs
de la forme q(PA)⊗PV ≃ q(PA)V ∗ , et appartient donc à G.

Réciproquement, si F est un foncteur de G, alors Hom(F, F ) est un sous-foncteur
d’un produit de foncteurs du type Hom(PV , F ) ≃ FV , donc appartient à G. Par consé-
quent, sp(F ), qui s’injecte dans Hom(F, F ), appartient à G. Comme q(PA) est le plus
grand quotient de PA appartenant à G, on a sp(F ) ≤ q(PA) i.e. F ∈ Fq(PA)(A,K),
d’où la proposition.

Une structure monoïdale symétrique sur un foncteur F de F(A,K) est la donnée
de morphismes F (U) ⊗ F (V ) → F (U ⊗A V ) naturels en U et V et d’un élément
de F (A) vérifiant les conditions d’unité, associativité et symétrie usuelles. Par ad-
jonction, il revient au même de se donner des morphismes F⊗F → F et PA → F de
F(A,K) faisant de F un monoïde commutatif dans la catégorie monoïdale symétrique
(F(A,K),⊗, PA).

Si X est un foncteur de F(A,K) muni d’une structure monoïdale symétrique, son
extension de Kan à gauche X̃ : A-Mod → K-Mod le long de l’inclusion P(A) →
A-Mod hérite d’une structure monoïdale symétrique. On peut définir une catégorie
K-linéaire XA ayant les mêmes objets que A, dont les morphismes sont donnés par
(XA)(a, b) = X̃(A(a, b)), où la composition est donnée par

X̃(A(a, b))⊗ X̃(A(b, c)) → X̃(A(a, b)⊗A A(b, c)) → X̃(A(a, c)),

la première flèche venant de la structure monoïdale de X̃ et la seconde de la compo-
sition de A. On définit de même l’unité.

Si X est un quotient de PA, les propositions 6.4.5 et 6.5.1 fournissent un isomor-
phisme X⊗X ≃−→ X qui définit une structure monoïdale symétrique sur X. La pro-
jection PA ↠ X en constitue l’unité ; elle est en particulier compatible aux structures
monoïdales.

Proposition 6.5.7. — Soit X un quotient de PA. La précomposition par le foncteur
K-linéaire Φ : K[A] = PAA ↠ XA induit par la transformation naturelle monoïdale
PA ↠ X identifie la sous-catégorie FctX(A, E) de Fct(A, E) (identifiée à la catégorie
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des foncteurs K-linéaires de K[A] vers E) à la catégorie des foncteurs K-linéaires de
XA vers E.

Démonstration. — Comme Φ est plein et essentiellement surjectif, Φ∗ identifie la ca-
tégorie des foncteurs K-linéaires de XA vers E à la sous-catégorie pleine des foncteurs
F de Fct(A, E) tels que, pour tous objets x, y de A et tout élément ξ de K[A(x, y)]

dont l’image dans X̃(A(x, y)) est nulle, F (ξ) = 0. En considérant la suite exacte
canonique

⊕
n∈N,α∈Ker(PA(An)↠X(An)) P

An → PA → X → 0 de F(A,K), on voit
qu’il revient au même de demander que, pour tout élément α =

∑r
i=1 λi[a

i
1, . . . , a

i
n]

de Ker (K[An] = PA(An) ↠ X(An)) (avec λi ∈ K et aij ∈ A), le morphisme

K[A(x, y)n]
α∗

−−→ K[A(x, y)]
F∗−−→ E(F (x), F (y)) soit nul. Si f1, . . . , fn sont des éléments

de A(x, y), on a α∗([f1, . . . , fn]) =
∑r
i=1 λiF (

∑n
j=1 a

i
jfj), de sorte que la deuxième

assertion de la proposition 6.4.3 fournit donc la conclusion.

La description des catégories FctX(A, E) donnée par la proposition précédente
nous servira, au chapitre 8, à d’établir un lien entre spectre et structures polynomiales
strictes généralisées.

6.5.2. Comparaison de catégories de la forme FctT (A, E). — La propriété
suivante constitue une conséquence directe de la proposition 6.4.5 et de l’associativité
du produit tensoriel ⊗.

Proposition 6.5.8. — Soient T et U des quotients de PA. Alors T⊗U est la
borne inférieure de {T,U} dans l’ensemble ordonné des quotients de PA. La sous-
catégorie FctT⊗U (A, E) de Fct(A, E) est l’intersection des sous-catégories FctT (A, E)
et FctU (A, E).

Proposition 6.5.9. — Soient T et U des quotients de PA. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. le morphisme PA → T ⊕ U dont les composantes sont les projections PA ↠ T

et PA ↠ U est un épimorphisme ;
2. le foncteur T⊗U de F(A,K) est nul.
Lorsque ces conditions sont vérifiées, le foncteur FctT (A, E) × FctU (A, E) →

Fct(A, E) composée de l’inclusion FctT (A, E) × FctU (A, E) → Fct(A, E) ×
Fct(A, E) et de la somme directe sur Fct(A, E) induit une équivalence de caté-
gories FctT (A, E)× FctU (A, E)

≃−→ FctT⊕U (A, E).

Démonstration. — Si le morphisme PA → T⊕U est un épimorphisme, comme PA ↠
T se factorise à travers celui-là, la proposition 6.4.5 et le corollaire 6.5.2 montrent que
l’épimorphisme canonique T ≃ PA⊗T ↠ (T ⊕ U)⊗T ≃ (T⊗T ) ⊕ (T⊗U) est un
isomorphisme. Comme la première composante de ce morphisme est l’isomorphisme
canonique T ≃ T⊗T (donné également par la proposition 6.4.5 et le corollaire 6.5.2),
il s’ensuit que T⊗U est nul.
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Supposons réciproquement T⊗U nul et notons X le conoyau du morphisme PA →
T ⊕ U . Comme PA → T est un épimorphisme, X est un quotient de U , de sorte que
X⊗U ≃ X. De même, X⊗T ≃ X. Il s’ensuit que X ≃ X⊗(T⊗U) est nul. De plus, si
F (resp. G) est un foncteur de FctT (A, E) (resp. FctU (A, E)), alors

Hom(F,G) ≃ Hom(T⊗F,Hom(U,G)) ≃ Hom(U⊗T⊗F,G) = 0

et en particulier Fct(A, E)(F,G) ≃ Hom(F,G)(A) est nul ; de même Fct(A, E)(G,F ) =
0. On en déduit que la somme directe induit un foncteur pleinement fidèle
FctT (A, E)× FctU (A, E) → FctT⊕U (A, E). Montrons son essentielle surjectivité : si
F est un foncteur de FctT⊕U (A, E), on a F ≃ (T ⊕ U)⊗F ≃ (T⊗F ) ⊕ (U⊗F ), or
T⊗F appartient à FctT (A, E) et U⊗F à FctU (A, E), d’où la conclusion.

Remarque 6.5.10. — On vérifie aussitôt que, de manière générale, si T et U sont
des quotients de PA, l’image S du morphisme canonique PA → T ⊕U est leur borne
supérieure dans l’ensemble ordonné des quotients de PA. Il ne semble toutefois pas
exister de description simple de FctS(A, E) à partir de FctT (A, E) et FctU (A, E)
hors de la situation de la proposition 6.5.9.

Dans l’énoncé suivant, on identifie F(A2,K) à F(P(A)2;K).

Proposition 6.5.11. — Soit X un quotient de PA×A ≃ (PA)⊠2 dans F(A2,K).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. le morphisme φ : PA → (PA)⊗2 ≃ (PA)⊠2 ◦ δ ↠ X ◦ δ (où PA → (PA)⊗2 est
le coproduit) de F(A,K) est un épimorphisme ;

2. la restriction du foncteur δ∗ : F(A2,K) → F(A,K) à la sous-catégorie
FX(A2,K) est pleinement fidèle et son image essentielle est stable par quotient.

Lorsqu’elles sont vérifiées, le foncteur δ∗ : Fct(A2, E) → Fct(A, E) induit une équi-
valence de catégories FctX(A2, E) ≃−→ Fctδ∗X(A, E).

Démonstration. — En composant l’adjonction somme/diagonale avec celle de la pro-
position 6.5.4, on voit que le foncteur Φ : FctX(A2, E) ↪→ Fct(A2, E) δ∗−→ Fct(A, E)
est adjoint à droite au foncteur Ψ : F 7→ X⊗ ⊕∗ F et que l’unité η de cette adjonc-
tion s’identifie au morphisme F ≃ PA⊗F → δ∗(X⊗ ⊕∗ F ) ≃ δ∗X⊗F (grâce à la
proposition 6.3.5) obtenu en appliquant −⊗F au morphisme φ : PA → δ∗X.

Si le foncteur Φ est pleinement fidèle et que son image essentielle est stable par
quotient, alors η est un épimorphisme (ηF est la projection de F sur son plus grand
quotient appartenant à cette image essentielle). En particulier, la deuxième condition
implique la première.

Réciproquement, supposons que φ est un épimorphisme, ce qui entraîne que η

est un épimorphisme. Si ε désigne la coünité de l’adjonction, pour tout objet G de
FctX(A2, E), la composée ΦG

ηΨ(G)−−−−→ ΦΨΦG
Φ(εG)−−−−→ ΦG est l’identité. Comme ηΨ(G)

est un épimorphisme, il s’ensuit que c’est un isomorphisme, de même que Φ(εG).
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Puisque Φ est exact et fidèle, cela montre que ε est un isomorphisme. Cela entraîne
pour des raisons formelles que Φ est pleinement fidèle, et que son image essentielle
est constituée des objets F de Fct(A, E) tels que ηF soit un isomorphisme, c’est-à-
dire Fctδ∗X(A, E), qui est une sous-catégorie de Fct(A, E) stable par quotient. Cela
termine la démonstration.

Proposition 6.5.12. — Soient T et U des quotients de PA. L’image essentielle
de la sous-catégorie FctT⊠U (A×A, E) de Fct(A×A, E) par l’équivalence canonique
Fct(A×A, E) ≃−→ Fct(A,Fct(A, E)) égale FctT (A,FctU (A, E)).

Démonstration. — Il découle par exemple de la proposition 6.4.3 que l’image
de FctT⊠PA(A × A, E) (resp. FctPA⊠U (A × A, E)) par Fct(A × A, E) ≃−→
Fct(A,Fct(A, E)) égale FctT (A,Fct(A, E)) (resp. Fct(A,FctU (A, E))). Comme
(T ⊠ PA)⊗(PA ⊠ U) ≃ T⊗U par la proposition 6.3.6, la conclusion découle de la
proposition 6.5.8.

Le résultat suivant découle des propositions 6.5.11 et 6.5.12.

Corollaire 6.5.13. — Soient T et U des quotients de PA. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. le morphisme PA → (PA)⊗2 ↠ T ⊗ U (où PA → (PA)⊗2 est le coproduit) de
F(A,K) est un épimorphisme ;

2. la restriction du foncteur δ∗ : F(A2,K) → F(A,K) à la sous-catégorie
FctT (P(A),FU (A,K)) de Fct(P(A),F(A,K)) ≃ F(A× A,K) est pleinement
fidèle et son image essentielle est stable par quotient.

Lorsqu’elles sont vérifiées, le foncteur Fct(A,Fct(A, E)) ≃ Fct(A2, E) δ∗−→ Fct(A, E)
induit une équivalence de catégories FctT (A,FctU (A, E))

≃−→ FctT⊗U (A, E).

6.5.3. Quelques exemples fondamentaux. —

Exemple 6.5.14. — Le corollaire 6.4.11 peut se reformuler par l’égalité Pold(A, E) =
Fctqd(P

A)(A, E) pour tout d ∈ N.

Exemple 6.5.15. — Si I est un idéal de A, alors Fctπ∗
IP

A/I (A, E) ≃ Fct(A/I, E)
(où πI : P(A) → P(A/I) désigne la réduction modulo I) est la sous-catégorie de
Fct(A, E) des foncteurs F tels que r(F ) ⊃ I.

On peut combiner les deux exemples précédents pour obtenir :

Proposition 6.5.16. — Soient I un idéal de A tel que (A/I)⊗
Z
K = 0 et d ∈ N. Alors

le morphisme PA → PA⊗PA ↠ π∗
I (P

A/I)⊗qd(P
A) composé du coproduit et du pro-

duit tensoriel des projections est un épimorphisme. De plus, Fctπ∗
I (P

A/I)⊗qd(P
A)(A, E)

s’identifie à Fct(A/I,Pold(A, E)) (catégorie plongée dans Fct(A×A, E) par précom-
position par la diagonale).
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Démonstration. — Le fait que PA → PA ⊗ PA ↠ π∗
I (P

A/I) ⊗ qd(P
A) soit un épi-

morphisme découle, par dualité, de [DTV23, lemme 4.20]. Le reste s’en déduit alors
par le corollaire 6.5.13 et les exemples précédents.

Corollaire 6.5.17. — Soit F un foncteur à support fini de F(A,K). Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. F possède une décomposition à la Steinberg de type PAP ;
2. sp(F ) possède une décomposition à la Steinberg de type PAP ;
3. il existe un idéal K-cotrivial I de A et un entier naturel d tels que sp(F ) ≤
π∗
I (P

A/I)⊗ qd(P
A).

Exemple 6.5.18. — Si I est un bi-idéal de K[A], alors FctPA
I
(A, E) est la sous-

catégorie des foncteurs F de Fct(A, E) tels que I(F ) ⊃ I (cf. proposition 6.2.11).

Exemple 6.5.19. — Soit w ∈ Mon(Aµ,Kµ) un poids. On a FctPA
w
(A, E) =

Fct(A, E)w. Plus généralement, pour n ∈ N, la sous-catégorie U(Fct(A, E),mnw)
de Fct(A, E) égale FctPA

w,n
(A, E), où PAw,n désigne le plus grand quotient de PA

appartenant à U(F(A,K),mnw).

Exemple 6.5.20. — Si w et w′ sont deux poids distincts de Mon(Aµ,Kµ), alors
PAw⊗PAw′ = 0 (s’il était non nul, ce foncteur serait homogène de poids fort à la fois
w et w′, d’après l’exemple précédent). Il découle donc d’une application itérée de
la proposition 6.5.9 et de l’exemple précédent que si w1, . . . , wr est une famille fi-
nie de poids deux à deux distincts de Mon(Aµ,Kµ), alors FctPA

w1
⊕···⊕PA

wr
(A, E) ≃

Fct(A, E)w1
× · · · ×Fct(A, E)wr

s’identifie à la sous-catégorie de Fct(A, E) des fonc-
teurs F admettant une décomposition en poids forte et tels que Π(F ) ⊂ {w1, . . . , wr}.

De même, plus généralement, étant donné n ∈ N, on a FctPA
w1,n⊕···⊕PA

wr,n
(A, E) ≃

U(Fct(A, E),mnw1
)× · · · × U(Fct(A, E),mnwr

).

L’exemple précédent implique directement le résultat suivant.

Proposition 6.5.21. — Soient F un foncteur de Fct(A, E) et w ∈ Mon(Aµ,Kµ)

un poids.
1. Le foncteur F de Fct(A, E) est homogène de poids fort w si et seulement si le

foncteur sp(F ) de F(A,K) est homogène de poids fort w.
2. Le foncteur F possède une décomposition en poids forte (resp. faible) finie si et

seulement si sp(F ) en possède une. Le cas échéant, on a Π(F ) = Π(sp(F )).

Remarque 6.5.22. — La deuxième assertion tombe en défaut si l’on omet l’hypo-
thèse de finitude des décompositions en poids.

Considérons par exemple le cas A = K = Q et la catégorie F(Q,Q). Le foncteur
F :=

⊕
d∈N S

d (où Sd désigne la d-ième puissance symétrique) possède une décompo-
sition en poids forte, et son ensemble de poids est {x 7→ xd | d ∈ N} ⊊ Mon(Qµ,Qµ).
On vérifie aisément que sp(F ) = PQ, foncteur qui ne possède pas de décomposition



118 CHAPITRE 6. SPECTRE D’UN FONCTEUR

en poids (même faible). De plus, Π(PQ) est réduit au poids trivial (mais tout élément
de Mon(Qµ,Qµ) est le poids d’un quotient de Π(PQ)).



CHAPITRE 7

POIDS ET EFFETS CROISÉS

Convention 7.1. — Dans ce chapitre encore, A désigne une catégorie additive A-
linéaire essentiellement petite et E une catégorie de Grothendieck K-linéaire.

Hors des foncteurs polynomiaux (cf. chapitre 5), l’existence d’une décomposition en
poids pour un foncteur F de Fct(A, E) ne permet pas de dire beaucoup sur sa struc-
ture. Le lemme 6.2.7 en donne une illustration : remplacer le foncteur PA de F(A,K)

par son plus grand quotient homogène d’un certain poids fort w nul sur les éléments
non inversibles de A ne diminue pas réellement sa complexité. En revanche, l’exis-
tence d’une décomposition en poids pour le bifoncteur F ◦ ⊕ (relativement à l’action
de Aµ×Aµ) implique des propriétés de structure et de finitude remarquables, comme
nous le verrons ultérieurement. Dans le présent chapitre, nous donnons d’abord les
définitions et premières propriétés relatives aux foncteurs F dits hyper-trigonalisants
ou hyper-diagonalisants, c’est-à-dire tels que F ◦ ⊕ possède une décomposition en
poids faible ou forte respectivement. Cela nous permettra, en utilisant également les
notions développées au chapitre 6, de démontrer à la section 7.3 que tout foncteur
Hom-polynomial de type fini de Fct(A, E) est polynomial lorsque l’anneau A n’a pas
de quotient fini de même caractéristique que K (corollaire 7.3.10).

7.1. Définition des foncteurs hyper-diagonalisants et hyper-trigonalisants

Les propositions 7.1.1 et 7.1.2 ci-après découlent d’une application itérée de la
proposition 3.4.6, de la proposition 3.3.3 et de la décomposition de la précomposition
d’un foncteur par ⊕n à l’aide des effets croisés [EML54, th. 9.1].

Proposition et définition 7.1.1. — Soit F un foncteur de Fct(A, E). Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1. le foncteur F ◦ ⊕ de Fct(A2, E) possède une décomposition en poids faible (re-
lativement à l’action de A2

µ) ;
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2. pour tout n ∈ N, le foncteur F ◦ ⊕n de Fct(An, E) possède une décomposition
en poids faible (relativement à l’action de Anµ) ;

3. pour tous objets a1, . . . , an de A, l’ensemble {F (x1⊕· · ·⊕xn) | (x1, . . . , xn) ∈ An}
d’endomorphismes de F (a1 ⊕ · · · ⊕ an) est collectivement trigonalisable ;

4. pour tout n ∈ N, le foncteur crn(F ) de Fct(An, E) possède une décomposition
en poids faible (relativement à l’action de Anµ) ;

5. pour tous objets a1, . . . , an de A, l’ensemble {crn(F )(x1, . . . , xn) | (x1, . . . , xn) ∈
(A\{0})n} d’endomorphismes de crn(F )(a1, . . . , an) est collectivement trigona-
lisable ;

6. pour tout objet a de A, le foncteur τa(F ) de Fct(A, E) possède une décomposition
en poids faible.

Si ces conditions sont vérifiées, on dira que F est un foncteur hyper-trigonalisant
(relativement à A).

La sous-catégorie pleine des foncteurs hyper-trigonalisants de Fct(A, E) (resp.
F(A,K)) sera notée TA(A, E) (resp. T(A,K)).

Proposition et définition 7.1.2. — Soit F un foncteur de Fct(A, E). Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1. le foncteur F ◦⊕ de Fct(A2, E) possède une décomposition en poids forte (rela-
tivement à l’action de A2

µ) ;
2. pour tout n ∈ N, le foncteur F ◦ ⊕n de Fct(An, E) possède une décomposition

en poids forte (relativement à l’action de Anµ) ;
3. pour tous objets a1, . . . , an de A, l’ensemble {F (x1⊕· · ·⊕xn) | (x1, . . . , xn) ∈ An}

d’endomorphismes de F (a1 ⊕ · · · ⊕ an) est collectivement diagonalisable ;
4. pour tout n ∈ N, le foncteur crn(F ) de Fct(An, E) possède une décomposition

en poids forte (relativement à l’action de Anµ) ;
5. pour tous objets a1, . . . , an de A, l’ensemble {crn(F )(x1, . . . , xn) | (x1, . . . , xn) ∈

(A \ {0})n} d’endomorphismes de crn(F )(a1, . . . , an) est collectivement diago-
nalisable ;

6. pour tout objet a de A, le foncteur τa(F ) de Fct(A, E) possède une décomposition
en poids forte.

Si ces conditions sont vérifiées, on dira que F est un foncteur hyper-diagonalisant
(relativement à A).

La sous-catégorie pleine des foncteurs hyper-diagonalisants de Fct(A, E) (resp.
F(A,K)) sera notée DA(A, E) (resp. D(A,K)).

Les caractérisations en termes de familles collectivement diagonalisables ou trigona-
lisables d’endomorphismes prennent une forme particulièrement frappante, qui justifie
la terminologie employée, dans le cas des catégories F(k,K), où k est un corps :

Corollaire 7.1.3. — Si k est un corps, un foncteur de F(k,K) est hyper-
diagonalisant (resp. hyper-trigonalisant) si et seulement si pour tout n ∈ N∗, l’image
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par F de l’ensemble des matrices diagonales de GLn(k) est un ensemble collectivement
diagonalisable (resp. collectivement trigonalisable) d’endomorphismes de F (kn).

Nous introduisons également la définition suivante, en général strictement moins
forte que les notions de foncteur hyper-diagonalisant ou hyper-trigonalisant (cf. pro-
positions 8.1.9 et 8.4.4) ; elle jouera un rôle beaucoup moins important car elle donne
lieu à bien moins de bonnes propriétés que les précédentes.

Définition 7.1.4. — On dit qu’un foncteur F de Fct(A, E) est diagonalisant
(resp. trigonalisant) si, pour tous objets a1, . . . , an de A et tous éléments x1, . . . , xn
de A, l’endomorphisme F (x1 ⊕ · · · ⊕ xn) de F (a1 ⊕ · · · ⊕ an) est diagonalisable (resp.
trigonalisable).

Remarque 7.1.5. — La définition de foncteur diagonalisant apparaît dès les années
1960 dans le travail d’Epstein [Eps69, 1.4] (amélioré dans Epstein-Kneser [EK69]),
sous le nom de foncteur diagonal. Toutefois, Epstein ne considère que des foncteurs
entre espaces vectoriels de dimensions finies (à la source comme au but, mais sur des
corps éventuellement différents), et n’obtient des résultats significatifs qu’en caracté-
ristique nulle.

Epstein [Eps69, 3.3-3.4] utilise une décomposition en poids. Les méthodes
d’Epstein-Kneser [EK69] sont pour leur part plus proches de celles employées
ultérieurement dans [DTV23, § 4.4].

Remarque 7.1.6. — Les définitions et propriétés précédentes relatives aux décom-
positions en poids des effets croisés, ainsi que la plupart des propriétés formelles des
quelques pages qui suivent, valent plus généralement pour une catégorie source non
nécessairement additive, mais monoïdale symétrique, dont l’unité (monoïdale) est ob-
jet nul, et munie d’une action d’un monoïde avec un élément absorbant (agissant par
le morphisme nul sur la catégorie source) compatible avec sa structure monoïdale.

Le critère le plus important pour garantir qu’un foncteur est hyper-trigonalisant
est le suivant, qui découle du corollaire 3.2.8 et de la proposition 4.3.4.

Proposition 7.1.7. — 1. Si K est un corps de décomposition non additif de A
(par exemple, si K est algébriquement clos), alors tout foncteur de Fdf(A;K)

est hyper-trigonalisant.
2. Si K est un corps de décomposition de A, alors tout foncteur analytique ou

Hom-polynomial de Fdf(A;K) est hyper-trigonalisant.

Lorsque le corpsK n’est pas assez gros, nous utiliserons parfois la variante suivante :

Proposition 7.1.8. — Soit F un foncteur de type fini de Fdf(A;K). Il existe une
extension finie de corps K ⊂ L telle que le foncteur F ⊗K L de F(A;L) soit hyper-
trigonalisant.
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Démonstration. — Le foncteur F ◦ ⊕ de F(A × A;K) est également de type fini et
à valeurs de dimensions finies. Le résultat découle donc du corollaire 3.2.10 et de la
proposition 1.5.1.

La propriété suivante découle quant à elle du corollaire 3.5.3.

Proposition 7.1.9. — Supposons K de caractéristique p > 0 et la fonction A →
A x 7→ xp surjective. Alors TA(A, E) = DA(A, E).

En combinant les propositions 7.1.7 et 7.1.9, on obtient :

Corollaire 7.1.10. — Supposons que K est un corps de décomposition non additif
de A (par exemple, que K est algébriquement clos) de caractéristique p > 0 et que
la fonction A → A x 7→ xp est surjective. Alors tout foncteur de Fdf(A;K) est
hyper-diagonalisant.

Nous travaillerons le plus souvent sur des foncteurs hyper-trigonalisants ou hyper-
diagonalisants vérifiant la propriété de finitude introduite dans l’énoncé suivant.

Proposition et définition 7.1.11. — Soit F un foncteur de Fct(A, E). Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1. le foncteur F ◦⊕ de Fct(A2, E) possède une décomposition en poids forte (resp.
faible) finie relativement à l’action de A2

µ ;
2. pour tout n ∈ N, le foncteur F ◦ ⊕n de Fct(An, E) possède une décomposition

en poids forte (resp. faible) finie relativement à l’action de Anµ ;
3. pour tout n ∈ N, le foncteur crn(F ) de Fct(An, E) possède une décomposition

en poids forte (resp. faible) finie relativement à l’action de Anµ ;
4. l’algèbre caractéristique AA(F ) est semi-simple (resp. semi-primaire) déployée ;
5. le spectre sp(F ) est un foncteur hyper-diagonalisant (resp. hyper-trigonalisant)

de F(A,K).
Lorsqu’elles sont vérifiées, on dira que F est hyper-diagonalisant à caractère fini (resp.
hyper-trigonalisant à caractère fini).

On note Dcf
A(A, E) (resp. Tcf

A(A, E)) la sous-catégorie pleine de Fct(A, E) des
foncteurs hyper-diagonalisants (resp. hyper-trigonalisants) à caractère fini. On pose
Dcf(A,K) = Dcf

A(P(A),K-Mod) et Tcf(A,K) = Tcf
A(P(A),K-Mod).

Tout foncteur hyper-diagonalisant (resp. hyper-trigonalisant) de type fini de
Fct(A, E) est hyper-diagonalisant à caractère fini (resp. hyper-trigonalisant) à
caractère fini.

Tout foncteur hyper-diagonalisant (resp. hyper-trigonalisant) de Fct(A, E) est co-
limite filtrante de ses sous-foncteurs hyper-diagonalisants (resp. hyper-trigonalisants)
à caractère fini.

Démonstration. — L’équivalence entre les quatre premières conditions se déduit de la
proposition 3.2.5, de la discussion qui précède la proposition 6.4.7, de la décomposition
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de F ◦⊕n à l’aide des effets croisés et du fait que la classe des K-algèbres semi-simples
(resp. semi-primaires) déployées est stable par sous-quotient et produit tensoriel.

La précomposition par ⊕ préserve les foncteurs de type fini, grâce à l’adjonction
somme/diagonale. Si un foncteur de type fini F est hyper-trigonalisant, la décom-
position en poids de F ◦ ⊕ est donc nécessairement finie : F est à caractère fini.
Comme sp(F ) est toujours de type fini, et a même algèbre caractéristique que F

(corollaire 6.5.2), cela implique l’équivalence de 5 avec les conditions précédentes.
Supposons maintenant que F est un foncteur de TA(A, E) (resp. DA(A, E)). Le

bifoncteur F ◦ ⊕ est colimite filtrante de sous-foncteurs Xi possédant une décompo-
sition en poids faible (resp. forte) finie relativement à l’action de A2

µ. Si l’on note Gi
l’image du morphisme Xi ◦ δ → F de Fct(A, E) déduit de l’inclusion Xi ↪→ F ◦⊕ par
adjonction somme/diagonale, on vérifie aisément que F est la colimite filtrante des
sous-foncteurs Xi et que ceux-ci appartiennent à Tcf

A(A, E) (resp. Dcf
A(A, E)).

Le résultat suivant donne une liste de propriétés élémentaires d’usage courant des
classes de foncteurs précédemment introduites. Il se déduit aussitôt des généralités
sur les décompositions en poids exposées au chapitre 3 (par exemple, de la proposi-
tion 3.4.6 pour le point 5).

Proposition 7.1.12. — 1. Les sous-catégories DA(A, E) et TA(A, E) de
Fct(A, E) sont prélocalisantes.

2. La sous-catégorie Dcf
A(A, E) de Fct(A, E) est semi-épaisse ; la sous-catégorie

Tcf
A(A, E) est épaisse.

3. Les sous-catégories DA(A;K), Dcf
A(A;K), TA(A;K) et Tcf

A(A;K) de F(A;K)

sont stables par produit tensoriel.
Soient B un anneau et B une catégorie additive B-linéaire essentiellement petite.

4. Si φ : B → A est un morphisme d’anneaux et Φ : B → A un foncteur ad-
ditif φ-linéaire, le foncteur de précomposition Φ∗ : Fct(A, E) → Fct(B, E)
envoie DA(A, E) (resp. Dcf

A(A, E), TA(A, E), Tcf
A(A, E)) dans DB(B, E) (resp.

Dcf
B(B, E), TB(B, E), Tcf

B(B, E)).
5. Un bifoncteur F de Fct(A × B, E) est hyper-diagonalisant (resp. hyper-

trigonalisant) si et seulement s’il est par rapport à chaque variable. Plus
précisément, F appartient à DA×B(A × B, E) (resp. TA×B(A × B, E)) si et
seulement si, pour tout a ∈ ObA et tout b ∈ ObB, le foncteur F (a,−) appar-
tient à DB(B, E) (resp. TB(B, E)) et le foncteur F (−, b) appartient à DA(A, E)
(resp. TA(A, E)).

Remarque 7.1.13. — Si F est un foncteur de D(K,K) et X un foncteur de
DA(A;K), alors F ◦X appartient à DA(A;K). (Lorsque F prend des valeurs de di-
mension infinie, il faut remplacer F par son extension de Kan à gauche F̃ à K-Mod

pour définir la composition F ◦X.)
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Remarque 7.1.14. — Des propriétés analogues aux précédentes valent pour les
classes de foncteurs diagonalisants et trigonalisants.

Remarque 7.1.15. — La sous-catégorie TA(A, E) de Fct(A, E) n’est pas nécessai-
rement épaisse (cf. exemple B.2.6).

7.2. Poids partiels et multipoids

Définition 7.2.1. — Soit F un foncteur de TA(A, E). Pour d ∈ N, on note

Wd(F ) := ΠAd
µ
(crd(F )) ⊂ Mon(Adµ,K

µ) ≃ Mon(Aµ,Kµ)
d

et W̃d(F ) := ΠAd
µ
(F ◦ ⊕d). Les éléments de Wd(F ) sont appelés d-multipoids (rela-

tivement à A) de F .
On note

P(F ) := W1(F ) ∪ {w ∈ Mon(Aµ,Kµ) | ∃w′ ∈ Mon(Aµ,Kµ) (w,w′) ∈ W2(F )}

(ou quelquefois PA(F ) si une ambiguïté sur A est possible) et

P̃(F ) := {w ∈ Mon(Aµ,Kµ) | ∃w′ ∈ Mon(Aµ,Kµ) (w,w′) ∈ W̃2(F )}.

Les éléments de P(F ) sont appelés poids partiels de F (relativement à A).

Les deux propositions suivantes seront très souvent utilisées dans la suite de ce
mémoire, parfois sans même être citées.

Proposition 7.2.2. — Soient F un foncteur de TA(A, E), d, n,m ∈ N, et f :

J1, nK → J1,mK une fonction surjective.

1. Les sous-ensembles Wd(F ) et W̃d(F ) de Mon(Aµ,Kµ)
d sont stables par l’action

de Sd par permutation des facteurs du produit cartésien.
2. On a Wd(F ) = W̃d(F )∩ (Mon(Aµ,Kµ)\{1A→K})d, et W̃d(F ) est le saturé par

l’action de Sd de
⊔
i≤dWi(F )× {1A→K}d−i dans Mon(Aµ,Kµ)

d.
3. Pour tout w = (w1, . . . , wn) ∈ W̃n(F ), le m-uplet f∗(w) = (vj)1≤j≤m défini par
vj =

∏
f(i)=j

wi appartient à W̃m(F ).

4. Pour tout multipoids w ∈ Wn(F ), on a f∗(w) ∈ Wm(F ). En particulier, le
produit des coordonnées d’un multipoids non vide de F appartient à W1(F ).

Démonstration. — La première propriété découle de l’invariance (à isomorphisme
près) de F ◦ ⊕d et crd(F ) par l’action de Sd sur Ad.

Comme le multifoncteur crd(F ) est réduit par rapport à chaque variable, on a
Wd(F ) ⊂ (Mon(Aµ,Kµ) \ {1A→K})d. En utilisant la décomposition de F ◦ ⊕d en
effets croisés (6) (page 58), on en déduit l’assertion 2.

Pour établir l’assertion suivante, on considère les foncteurs

Φ : Am → An (aj)1≤j≤m 7→ (af(i))1≤i≤n et
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Ψ : Am → Am (aj)1≤j≤m 7→ (a
⊕Card f−1({j})
j )1≤j≤m .

Alors Φ est f∗-linéaire, où f∗ : Am → An désigne le morphisme d’anneaux
(aj)1≤j≤m 7→ (af(i))1≤i≤n, et essentiellement surjectif à facteur direct près parce que
f est surjectif, de sorte que Π(F ◦⊕n ◦Φ) = W̃n(F ) ◦ f∗ = f∗(W̃n(F )), tandis que Ψ

est A-linéaire, et Ψ de sorte que Π(F ◦⊕m◦Ψ) ⊂ W̃m(F ), grâce à la proposition 3.4.1.
Comme le diagramme

Am Φ //

Ψ

��

An

⊕n

��
Am ⊕m // A

commute à isomorphisme près, on en déduit la troisième assertion.
Enfin, comme un poids est distinct de 1A→K si et seulement s’il envoie 0 sur 0,

tout produit fini non vide de poids distincts de 1A→K est distinct de 1A→K . Par
conséquent, la dernière assertion se déduit des deux précédentes.

L’énoncé suivant donne les caractérisations générales simples des poids partiels
d’un foncteur hyper-trigonalisant.

Proposition 7.2.3. — Soient F un foncteur de TA(A, E) et d ∈ N.

1. Les coordonnées d’un multipoids de F sont des poids partiels de F . Plus géné-
ralement, si (w1, . . . , wd) est un multipoids de F , pour toute partie non vide I
de J1, dK, wI :=

∏
i∈I wi est un poids partiel de F .

2. On a P(F ) = P̃(F )∩(Mon(Aµ,Kµ)\{1A→K}). Si F est non nul, on a P̃(F ) =

P(F ) ∪ {1A→K}.
3. On a P̃(F ) =

⋃
a∈ObA Π(τa(F )) ⊂ Mon(Aµ,Kµ).

Démonstration. — Soient (w1, . . . , wd) un multipoids de F , I une partie non vide
de J1, dK et J la partie complémentaire. La dernière assertion de la proposition 7.2.2
montre que wI appartient à W1(F ) ⊂ P(F ) si J est vide, et que (wI , wJ) ∈ W2(F ),
donc wI ∈ P(F ) si J est non vide. Cela établit la première assertion.

La deuxième propriété se déduit directement de la proposition 7.2.2, tandis que
l’assertion 3 est un cas particulier de la proposition 3.4.6.

La proposition suivante établit un lien simple mais important entre poids partiels
et algèbre caractéristique.

Proposition 7.2.4. — Soient F un foncteur de Tcf
A(A, E) et d ∈ N.

1. Un poids w ∈ Mon(Aµ,Kµ) appartient à P̃(F ) si et seulement s’il existe un
morphisme de K-algèbres φ : AA(F ) → K tel que w = φ ◦ χ̄F .

2. On a P(F ) = P(sp(F )) et Wd(F ) = Wd(sp(F )).
3. Le morphisme canonique de K-algèbres K[Aµ] → KP̃(F ) induit un isomor-

phisme AA(F )/ J(AA(F ))
≃−→ KP̃(F ).
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4. Si de plus F est hyper-diagonalisant, alors ce morphisme induit un isomorphisme
AA(F )

≃−→ KP̃(F ).

Démonstration. — Si l’on munit la catégorie A×A de l’action du monoïde Aµ sur le
deuxième facteur, on a AA(F ) = ZAµ

(F ◦⊕) et P̃(F ) = ΠAµ
(F ◦⊕). Par conséquent,

les assertions 1, 3 et 4 se déduisent de la proposition 3.2.5. L’assertion 2 se déduit
quant à elle des propositions 6.4.10 et 6.5.21.

La conséquence suivante de la proposition 7.2.4 interviendra au chapitre 9.

Corollaire 7.2.5. — Soient F un foncteur de Tcf
A(A, E) et I un idéal de A. On

suppose que I ⊂ z(π) pour tout π ∈ P(F ). Alors il existe n ∈ N tel que In ⊂ r(F ).

Démonstration. — Soit n l’indice de nilpotence du radical de l’algèbre caractéristique
AA(F ). La proposition 7.2.4.3 montre que l’image de [x]− [0] dans AA(F ) appartient
à J(AA(F )) pour tout x ∈ I. Ainsi, pour x1, . . . , xn ∈ I, l’image de

∏n
i=1([xi] −

[0]) = [x1 . . . xn]− [0] dans AA(F ) est nulle. La proposition 6.2.17 permet d’en déduire
x1 . . . xn ∈ r(F ), d’où le résultat.

Comme tout poids non trivial de Mon(Aµ,Kµ) est nul sur les éléments nilpotents
de A, on en déduit en particulier :

Corollaire 7.2.6. — Si F est un foncteur de Tcf
A(A, E), alors l’idéal Nil(A/F ) de

A/F est nilpotent.

Remarque 7.2.7. — Une autre conséquence du corollaire 7.2.5 et de la nullité d’un
poids non trivial de Mon(Aµ,Kµ) sur Nil(A) est la suivante.

Supposons que I est un nilidéal de A égal à son carré (par exemple, A = k[Z[1/p]/Z]
où k est un anneau de caractéristique p, et I est l’idéal d’augmentation). Alors I ⊂
r(F ) pour foncteur F de TA(A, E) (le cas des foncteurs de Tcf

A(A, E) s’étend à tous les
foncteurs hyper-trigonalisants grâce à la dernière assertion de la proposition 7.1.11).
On en déduit aussi que I ⊂ r(F ) pour foncteur F de Fdf(A;K) (le cas où K est
algébriquement clos se déduit de ce qui précède et de la proposition 7.1.7 ; le cas
général s’y ramène par extension des scalaires au but, car cette opération ne change
pas le radical d’un foncteur).

La conséquence directe suivante de l’assertion 1 de la proposition 7.2.3 va nous
servir à établir le corollaire 7.2.14.

Corollaire 7.2.8. — Soit F un foncteur de Tcf
A(A, E) et d ∈ N. Si la fonction

caractéristique χF est polynomiale de degré au plus d, alors tous les poids partiels de
F sont des fonctions polynomiales de degré au plus d.

La proposition suivante nous sera utile dans la section 8.2.
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Proposition 7.2.9. — Tout poids partiel d’un foncteur Hom-polynomial de
TA(A, E) est polynomial déployé.

Démonstration. — Comme la classe des foncteurs Hom-polynomiaux et celle des fonc-
teurs hyper-trigonalisants sont stables par sous-quotient et par translation, et que
tout foncteur simple Hom-polynomial est polynomial, la proposition 7.2.3.3 montre
qu’il suffit de vérifier que l’existence d’un foncteur polynomial F de degré d, hyper-
trigonalisant et homogène de poids faible w entraîne que le poids polynomial w est
déployé (remplacer le foncteur de départ par un facteur de composition du plus grand
quotient homogène de poids fort w d’un de ses décalages). Le multifoncteur crd(F )
est non nul, additif par rapport à chaque variable, et possède une décomposition en
poids faible. Soit (α1, . . . , αd) un poids de crd(F ) : les poids αi : A → K sont des
morphismes d’anneaux (par multiadditivité de crd(F )), et l’on a w = α1 . . . αd par la
proposition 7.2.2, comme souhaité.

La propriété suivante, qui complète la quatrième assertion de la proposition 7.1.12,
découle de la proposition 3.4.1.

Lemme 7.2.10. — Soient B un anneau, B une catégorie additive B-linéaire essen-
tiellement petite, φ : B → A un morphisme d’anneaux et Φ : B → A un foncteur
φ-linéaire. Si F est un foncteur de TA(A, E), alors PB(Φ

∗(F )) ⊂ PA(F ) ◦ φ, avec
égalité si Φ est essentiellement surjectif à facteur direct près.

Lemme 7.2.11. — Soient n ∈ N et F1, . . . , Fn des foncteurs de TA(A, E). Alors
P̃(F1 ⊗ · · · ⊗ Fn) = P̃(F1) . . . P̃(Fn) et

P(F1 ⊗ · · · ⊗ Fn) =
⋃

∅ ̸=I⊂J1,nK

∏
i∈I

P(Fi) ⊂ Mon(Aµ,Kµ) .

Démonstration. — La proposition 7.2.3.3 et corollaire 3.4.9 montrent la première éga-
lité. La deuxième s’en déduit en utilisant la proposition 7.2.3.2 et fait qu’un produit
non vide d’éléments de Mon(Aµ,Kµ) distincts de 1 est distinct de 1.

Lemme 7.2.12. — Soient d ∈ N∗ et F un foncteur non nul de F(K,K) qui est
un quotient ou un sous-foncteur de la d-ième puissance tensorielle T d. Alors F est
hyper-diagonalisant et

P(F ) = {λ 7→ λi | i ∈ J1, dK} .

Démonstration. — Les décalages de T d sont des sommes directes des T i avec i ≤ d,
qui apparaissent tous dans τK(T d). Comme T i est homogène de poids fort λ 7→ λi,
T d, donc F , est hyper-diagonalisant et P(F ) ⊂ P(T d) = {λ 7→ λi | i ∈ J1, dK} grâce à
la proposition 7.2.3.3.

Le foncteur F est de degré polynomial exactement d (conséquence directe et clas-
sique de l’adjonction somme/diagonale itérées), donc crd(F ) est un quotient ou un
sous-foncteur non nul de crd(T d). Or crd(T d)(V1, . . . , Vd) ≃

⊕
σ∈Sd

Vσ(1)⊗· · ·⊗Vσ(d),
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d’où Wd(T
d) = {(IdK , . . . , IdK)} ⊂ Mon(Kµ,Kµ)

d. Sous-ensemble non vide de
Wd(T

d), Wd(F ) est donc également égal à {(IdK , . . . , IdK)}. La proposition 7.2.3.1
implique donc l’inclusion P(F ) ⊃ {λ 7→ λi | i ∈ J1, dK}, d’où le résultat.

Nous sommes désormais prêts pour établir deux énoncés qui sont à la base de la
démonstration de l’un des principaux de ce chapitre, le théorème 7.3.9. La notation
σp qui y apparaît est celle introduite page 77.

Proposition 7.2.13. — Supposons que l’anneau A n’a pas de quotient fini de même
caractéristique que K, et que ce corps est algébriquement clos. Soit S un foncteur
simple de Fdf(A,K), polynomial de degré d > 0. Alors le degré maximal d’un poids
partiel de S est d si la caractéristique p de K est nulle, et vaut au moins σp(d) si
p > 0.

(On sait déjà, par la proposition 7.1.7, que S est hyper-trigonalisant.)

Démonstration. — Comme K est algébriquement clos, [DTV23, th. 5.5 et prop. 6.6]
montre que S possède une décomposition de la forme S ≃

⊗n
i=1 α

∗
iEi où les αi : A→

K sont des morphismes d’anneaux deux à deux distincts et les Ei sont des foncteurs
élémentaires non constants de F(K,K), c’est-à-dire des quotients simples d’une puis-
sance tensorielle T di avec di > 0. Ici, la notation α∗ désigne la précomposition par
l’extension des scalaires P(A) → P(K) le long de α, foncteur qui est essentiellement
surjectif.

On déduit alors des lemmes 7.2.10, 7.2.11 et 7.2.12 que

P(S) =
{ n∏
i=1

αrii | (r1, . . . , rn) ∈
n∏
i=1

J0, diK \ {(0, . . . , 0)}
}
.

Si p = 0,
∏n
i=1 α

ri
i est de degré polynomial

∑n
i=1 ri, tandis que S est de degré d =∑n

i=1 di, ce qui permet de conclure. On suppose désormais p > 0 et l’on regroupe les αi
qui coïncident à une puissance du morphisme de Frobenius près et l’on utilise que A est
sans quotient fini de caractéristique p (les αi sont donc d’images infinies) pour obtenir
une famille indépendante (1) de morphismes d’anneaux (β1, . . . , βm) telle que {αi | i ∈
J1, nK} = {βp

c(t,j)

j | j ∈ J1,mK, t ∈ J1, u(j)K} où, pour chaque j, (c(t, j))1≤t≤u(j) est
une famille finie non vide d’entiers naturels deux à deux distincts. On a alors

P(S) =
{ m∏
j=1

β
∑u(j)

t=1 r(t,j)p
c(t,j)

j | r(t, j) ∈ J0, d(t, j)K
}
\ {1A→K}

pour des entiers d(t, j) > 0 de somme d.

(1)Rappelons que cette notion d’indépendance est introduite dans la définition 4.7.10.
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Par la proposition 4.8.3,
∏m
j=1 β

∑u(j)
t=1 r(t,j)p

c(t,j)

j est de degré polynomial

m∑
j=1

sp

( u(j)∑
t=1

r(t, j)pc(t,j)
)
.

Ainsi, le degré maximal d’un poids partiel de S est

max
{ m∑
j=1

sp

( u(j)∑
t=1

r(t, j)pc(t,j)
)
| 0 ≤ r(t, j) ≤ d(t, j)

}
=

m∑
j=1

max
{
sp

( u(j)∑
t=1

r(t, j)pc(t,j)
)
| 0 ≤ r(t, j) ≤ d(t, j)

}
qui vaut au moins, par le lemme 4.8.7,

m∑
j=1

σp

( u(j)∑
t=1

d(t, j)
)
≥ σp

( m∑
j=1

u(j)∑
t=1

d(t, j)
)
= σp(d) .

Corollaire 7.2.14. — Supposons que l’anneau A n’a pas de quotient fini de même
caractéristique que K. Soit S un foncteur simple de F(A,K), polynomial de degré
d > 0. Alors le degré polynomial de la fonction χS est au moins d si p = 0, et au
moins σp(d) si p > 0.

Démonstration. — Quitte à agrandir le corps K, on peut supposer que S est à valeurs
de dimensions finies, par la proposition 4.2.5. Le foncteur S ⊗ K̄ (où K̄ désigne une
clôture algébrique de K) de Fdf(A, K̄) possède un quotient simple polynomial T de
degré d. Par la proposition 7.2.13, T possède un poids partiel de degré au moins d
si p = 0, et au moins σp(d) si p > 0. Il s’ensuit, par le corollaire 7.2.8, que le degré
polynomial de la fonction caractéristique χT vaut au moins d ou σp(d) selon que p
est nul ou non. Grâce au lemme 7.2.15 ci-dessous, la même propriété vaut pour χS⊗K̄
puisque T est un quotient de S ⊗ K̄, et donc pour χS , comme souhaité.

Lemme 7.2.15. — Pour tout n ∈ N, la sous-catégorie pleine des foncteurs F de
Fct(A, E) dont la fonction caractéristique est polynomiale de degré au plus n est
prébilocalisante.

Démonstration. — La fonction χF est polynomiale de degré au plus n si et seulement
si l’idéal caractéristique IA(F ) contient K̄[A]⋆(n+1) (puissance (n+1)-ième de l’idéal
d’augmentation de K[A]). Le résultat se déduit donc de la proposition 6.2.3.

Remarque 7.2.16. — En utilisant les résultats de [DG24], on peut aussi décrire les
poids partiels des foncteurs simples antipolynomiaux S de F(A,K), qui sont hyper-
trigonalisants (grâce à la proposition 7.1.7) si K est un corps de décomposition non
additif de A — ce que nous supposerons dans la suite de cette remarque — car à
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valeurs de dimensions finies. Par [DG24, th. 10.2], on a S ≃ Q(T,M) où T est un
A-module fini et M un K[Aut(T )]-module simple, uniquement déterminés à isomor-
phisme près (pour les notations QT,M et Q(T,M), on renvoie à [DG24, § 5]). Comme
le radical de Q(T,M) contient l’annulateur I de T dans A, quitte à remplacer A par
A/I, on peut supposer que T est un A-module fidèle.

Il existe une suite exacte 0 → Q(T,M) → QT,M → F → 0 avec F dans Fd−1(A,K)

(sous-catégorie de F(A,K) introduite dans [DG24, déf. 8.1]), grâce aux résultats de
[DG24, § 6], et un objet x de P(A) tel que K[T ⊗

A
−] soit facteur direct de τx(QT,M )

par [DG24, prop. 5.7] (et les résultats de dualité [DG24, cor. 3.6 et prop. 4.3]).
Dans la suite exacte 0 → τx(Q(T,M)) → τx(Q

T,M ) → τx(F ) → 0, τx(F ) appartient à
Fd−1(A,K) par [DG24, prop. 8.3]. Comme tout morphisme de QT ⊂ K[T⊗

A
−] vers un

foncteur de Fd−1(A,K) est nul par [DG24, th. 9.9], il s’ensuit que τx(QT,M ) contient
QT . En utilisant de nouveau [DG24, prop. 5.7], on déduit de la proposition 7.2.3.3
que tout élément de Mon(Aµ,Kµ) est poids partiel de S.

7.3. Application aux foncteurs Hom-polynomiaux

Cette section applique les résultats de la fin de la précédente ainsi que les notions de
spectre et de fonction caractéristique aux foncteurs Hom-polynomiaux pour établir un
énoncé important, le corollaire 7.3.10. Celui-ci garantit que certains foncteurs Hom-
polynomiaux sont polynomiaux en caractéristique p > 0 — à comparer aux énoncés
faciles de [DTV23, prop. 2.8 et 2.11].

Commençons, pour fixer les idées, par un énoncé simple sur les foncteurs polyno-
miaux, laissé en exercice.

Proposition 7.3.1. — Si F est un foncteur polynomial de degré d de Fct(A, E), la
fonction caractéristique χF : A→ K est polynomiale de degré au plus d.

Proposition 7.3.2. — Soit F un foncteur Hom-polynomial de Fct(A, E). Si F est
à support fini, ou à co-support fini, alors χF est une fonction polynomiale.

Démonstration. — Supposons que E est un ensemble fini d’objets de A constituant
un support, ou un co-support, de F . Alors le morphisme de K-algèbres (non commu-
tatives) canonique

End(F ◦ ⊕) →
∏
x∈E

EndK(F (x⊕ x))

est injectif.
On en déduit par composition avec χF une fonction multiplicative

(13) A→ End(F ◦ ⊕) →
∏
x∈E

EndK(F (x⊕ x))
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dont chaque composante A→ EndK(F (x⊕ x)) égale

A
a7→1⊕a−−−−−→ EndA(x⊕ x) → EndK(F (x⊕ x)) ,

qui est polynomiale (la première flèche est affine, et la seconde est polynomiale car
F est Hom-polynomial). Comme E est fini, (13) est polynomiale, ce qui entraîne que
χF l’est également, puisque (13) est la composée de χF suivie d’une fonction additive
injective.

Remarque 7.3.3. — On ne peut s’affranchir de toute hypothèse de finitude sur
F dans l’énoncé précédent. Ainsi, dans F(K,K), le foncteur

⊕
d∈N Λd est Hom-

polynomial, mais on vérifie facilement que sa fonction caractéristique n’est pas polyno-
miale lorsque le corps K est infini (cela se déduit aussi directement du théorème 7.3.9
ci-après).

Lemme 7.3.4. — Soit X un foncteur Hom-polynomial de F(A,K). L’extension de
Kan à gauche X̃ de X le long de l’inclusion de P(A) dans la catégorie des A-modules
de type fini est Hom-polynomiale.

Démonstration. — Soient M et N des A-modules de type fini. Choissisons des sur-
jections A-linéaires u : U ↠ M et v : V ↠ N avec U et V dans P(A) et considérons
le diagramme commutatif

HomA(M,N)
u∗

//

(1)

��

HomA(U,N)

(2)

��

HomA(U, V )
v∗oo

(3)

��
HomK(F̃ (M), F̃ (N))

F̃ (u)∗ // HomK(F (U), F̃ (N)) HomK(F (U), F (V ))
F̃ (v)∗oo

dont les flèches verticales sont induites par F̃ (qui coïncide avec F sur P(A)). La
fonction (3) est polynomiale car F est Hom-polynomial ; comme F̃ (v)∗ est additive,
et v∗ additive surjective (car v est surjective et U projectif), il s’ensuit que la fonction
(2) est également polynomiale. Comme u∗ est additive, et F̃ (u)∗ additive injective
(F̃ (u) est surjective par le lemme 6.3.3), il s’ensuit que la fonction (1) est polynomiale,
donc que le foncteur F̃ est Hom-polynomial.

Proposition 7.3.5. — 1. Soient F et G des foncteurs de Fct(A, E). On suppose
que F est à support fini et G Hom-polynomial. Alors le foncteur Hom(F,G) de
F(A,K) est Hom-polynomial.

2. Soient X un foncteur à support fini de F(A,K) et F un foncteur Hom-
polynomial de Fct(A, E). Alors Hom(X,F ) et X⊗F sont des foncteurs
Hom-polynomiaux de Fct(A, E).

3. Supposons que la condition (MTF) est satisfaite. Soient X un foncteur Hom-
polynomial de F(A,K) et F un foncteur à support fini de Fct(A, E). Alors
X⊗F est un foncteur Hom-polynomial de Fct(A, E).
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Démonstration. — Montrons la première assertion (très analogue à la proposi-
tion 6.3.2). Si F est à support fini, c’est un quotient d’une somme directe finie
de foncteurs de la forme M [A(a,−)](:= M⊕A(a,−)]), pour des objets M de E et
a de A. Or Hom(M [A(a,−)], G) ≃ E(M,−) ◦ G ◦ (− ⊗

A
a). Comme les foncteurs

E(M,−) et − ⊗
A
a sont additifs, il s’ensuit que, si G est Hom-polynomial, alors

Hom(M [A(a,−)], G) et Hom(F,G) sont Hom-polynomiaux.
La deuxième assertion s’établit de façon entièrement similaire. La dernière se

montre également de la même manière, en utilisant la proposition 6.3.1 et le
lemme 7.3.4.

Corollaire 7.3.6. — Soit F un foncteur à support fini de Fct(A, E).
1. Si F est Hom-polynomial, alors le foncteur sp(F ) de F(A,K) est Hom-

polynomial.
2. Supposons que la condition (MTF) est satisfaite. Si sp(F ) est Hom-polynomial,

alors F est Hom-polynomial.

Démonstration. — Si F est à support fini et Hom-polynomial, la première assertion
de la proposition 7.3.5 montre que Hom(F, F ), et donc son sous-foncteur sp(F ), sont
Hom-polynomiaux.

Sous l’hypothèse (MTF), si F est à support fini et sp(F ) Hom-polynomial, la
troisième assertion de la même proposition montre que sp(F )⊗F , qui est isomorphe
à F par la proposition 6.4.5, est Hom-polynomial.

Proposition 7.3.7. — Soit F un foncteur de Fct(A, E). Sa fonction caractéris-
tique χF est polynomiale si et seulement si son spectre sp(F ) est un foncteur Hom-
polynomial de F(A,K).

Démonstration. — De manière générale, comme le foncteur PA de F(A,K) est en-
gendré par [IdA] ∈ PA(A), un quotient X de PA est Hom-polynomial si et seulement
si, pour tout objet V de P(A), la fonction

V
v 7→[v]−−−−→ K[V ] ≃ PA(V ) ↠ X(V )

est polynomiale (cette observation simple se démontre exactement comme [DTV23,
lemme 2.12]). Il s’ensuit que sp(F ) est Hom-polynomial si et seulement si, pour tout
n ∈ N, la fonction

An
v 7→[v]−−−−→ K[V ] ≃ PA(An)

ηF (An)−−−−−→ Hom(F, F )(An) ≃ EndFct(An,E)(F ◦ ⊕n)

(où ηF est la transformation naturelle de la définition 6.4.1) est polynomiale. Or cette
fonction coïncide avec (a1, . . . , an) 7→ Ξ

(n)
F ([a1, . . . , an]) (cf. (11), page 108), avec les

notations du § 6.4.2, de sorte que la formule (12) (page 110) et le fait qu’un produit
de fonctions polynomiales est polynomial permettent de conclure.



7.3. APPLICATION AUX FONCTEURS HOM-POLYNOMIAUX 133

Le dernier ingrédient nécessaire à la démonstration du résultat principal de cette
section est le lemme général suivant sur les foncteurs polynomiaux (qui est indépen-
dant des autres considérations de ce chapitre).

Lemme 7.3.8. — Soient i ∈ N et F un foncteur de F(A;K) dont tous les sous-
quotients simples appartiennent à Poli(A;K). Alors F appartient à Poli(A;K).

Démonstration. — Comme Poli(A;K) est stable par colimites, on peut supposer
que F est de type fini. Le plus grand quotient qi(F ) de F appartenant à Poli(A;K)

est le conoyau d’un morphisme naturel F ◦ ⊕i+1 ◦ δi+1 → F (cf. (7), page 59). Or
F ◦⊕i+1◦δi+1 est, comme F , de type fini, donc le noyau G de la projection F ↠ qi(F )

également. Supposons G non nul : ce foncteur possède alors un quotient simple S,
qui appartient par hypothèse à Poli(A;K). En formant la somme amalgamée T des
morphismes G↠ S et G ↪→ qi(F ), on obtient une suite exacte courte 0 → S → T →
qi(F ) → 0, où T est un quotient de F . Comme Poli(A;K) est une sous-catégorie
épaisse de F(A;K), T lui appartient. Cela contredit le fait que qi(F ) est le plus
grand quotient de F dans Poli(A;K), de sorte que l’hypothèse que G est non nul est
absurde. Ainsi F ≃ qi(F ) appartient bien à Poli(A;K).

Si p est premier, σp et σ!
p désignent les fonctions N → N introduites page 77, et

pour p = 0 on pose σ0 = σ!
0 = IdN. En particulier, on a σp(n) ≤ σp(n+1) ≤ σp(n)+1

et σ!
p(d) = max{n ∈ N |σp(n) ≤ d} pour tous n, d ∈ N.

Théorème 7.3.9. — Supposons que l’anneau A n’a pas de quotient fini de carac-
téristique p. Si F est un foncteur de F(A,K) dont la fonction caractéristique est
polynomiale de degré d, alors F est polynomial de degré au plus σ!

p(d).

Démonstration. — D’après la proposition 7.3.7 et le corollaire 7.3.6, F est Hom-
polynomial. Il s’ensuit que tous les facteurs de composition de F sont polynomiaux,
car un foncteur Hom-polynomial simple est polynomial, et un sous-quotient d’un
foncteur Hom-polynomial est Hom-polynomial. Le corollaire 7.2.14 et le lemme 7.2.15
montrent que le degré des facteurs de composition de F ne peut pas excéder σ!

p(d).
Le lemme 7.3.8 fournit alors la conclusion.

Corollaire 7.3.10. — Supposons que l’anneau A n’a pas de quotient fini de carac-
téristique p. Alors tout foncteur Hom-polynomial à support fini F de Fct(A, E) est
polynomial.

Démonstration. — Le foncteur sp(F ) est Hom-polynomial (corollaire 7.3.6) et à sup-
port fini, donc sa fonction caractéristique est polynomiale (proposition 7.3.2). On
conclut alors par le théorème précédent et le corollaire 6.4.11.

Remarque 7.3.11. — Il résultera du corollaire 10.2.6 ci-après que, si A est noe-
thérien (ou vérifie plus généralement la condition (IMQ) introduite page 181) et que
F est un foncteur Hom-polynomial de type fini de F(A;K) prenant des valeurs de
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dimensions finies, alors il existe un idéal cofini I de A tel que F se factorise comme
composée du foncteur canonique A → A/I × A et d’un foncteur de F(A/I × A;K)

qui est polynomial par rapport à la deuxième variable. Nous ignorons si cette géné-
ralisation partielle du corollaire 7.3.10 subsiste lorsqu’on supprime l’hypothèse que F
prend des valeurs de dimensions finies.



CHAPITRE 8

FONCTEURS HYPER-DIAGONALISANTS

Convention 8.1. — Dans ce chapitre, A désigne toujours une catégorie additive
A-linéaire essentiellement petite et E une catégorie de Grothendieck K-linéaire.

Nous donnerons, au théorème 8.3.10, une caractérisation complète des fonc-
teurs hyper-diagonalisants à caractère fini à l’aide de quotients finis de A et de
(multi)foncteurs strictement polynomiaux sur K. Ceux-ci, introduits dans les années
1990 par Friedlander et Suslin [FS97] (nous en rappellerons la définition dans
la section 8.2), sont beaucoup mieux compris que les foncteurs polynomiaux et
possèdent une structure beaucoup plus rigide (qui ne dépend presque que de la
caractéristique de K). Nous donnerons des applications de notre théorème principal
dans la section 8.4, notamment à la structure de Fdf(F̄p, F̄p), frappantes dans la
mesure où celle de F(F̄p, F̄p) semble hors d’atteinte, à partir de l’observation que tout
foncteur à valeurs de dimensions finies de cette catégorie est hyper-diagonalisant.

8.1. Propriétés élémentaires

Nous donnons dans cette section des conditions suffisantes, et quelquefois néces-
saires, pour qu’un foncteur soit hyper-diagonalisant ; nous traiterons aussi parfois de
foncteurs diagonalisants (à titre essentiellement culturel, afin d’illustrer les similitudes
et différences entre foncteurs hyper-diagonalisants et diagonalisants).

Notre premier énoncé repose sur les résultats du chapitre 5.

Proposition 8.1.1. — Supposons que K est un corps de décomposition de P(A) et
que l’une des conditions suivantes est réalisée :

1. p = 0 et la condition (CAD) est vérifiée ;
2. p > 0 et la fonction A→ A x 7→ xp est surjective.

Alors tout foncteur Hom-polynomial de F(A,K) possédant une décomposition en
poids faible est hyper-diagonalisant.
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Démonstration. — On note tout d’abord que, du fait que K est un corps de décom-
position de P(A), la condition (CAD) implique (CAD)+.

Comme D(A,K) est stable par colimites, il suffit de montrer que tout foncteur
Hom-polynomial de type fini F de F(A,K) est hyper-diagonalisant. Le corollaire 5.3.5
et la proposition 5.1.8 (pour p > 0) ou le corollaire 5.1.15 (pour p = 0) montrent que
F est à valeurs de dimensions finies. Comme F est Hom-polynomial et que K est
un corps de décomposition de P(A), la proposition 7.1.7 permet d’en déduire que
F est hyper-trigonalisant. On conclut que F est hyper-diagonalisant en utilisant la
proposition 5.2.5 dans le cas p = 0 ou la proposition 7.1.9 dans le cas p > 0.

Proposition 8.1.2. — Si F est un foncteur diagonalisant de Fct(A, E), alors l’al-
gèbre caractéristique AA(F ) et l’anneau A/F sont réduits.

Démonstration. — Soit ξ =
∑n
i=1 λi[ai] un élément de K[A], où les ai (resp. λi)

sont des éléments de A (resp. K). Puisque F est diagonalisant, les endomorphismes
F (1⊕ ai) de F ◦⊕ sont diagonalisables. Comme ils commutent deux à deux, la sous-
algèbre de End(F ◦⊕) qu’ils engendrent est constituée d’éléments diagonalisables (cela
se montre comme dans le cas classique des espaces vectoriels de dimension finie ; cf.
par exemple [IMR16, thm 4.14]), elle est donc réduite. Il s’ensuit que l’image de ξ
dans A(F ) ne peut être nilpotente que si elle est nulle, ainsi A(F ) est réduit.

La fonction caractéristique χF induit un morphisme de monoïdes multiplicatifs
injectif (proposition 6.2.17) φ : A/F → A(F ). Si a ∈ A/F est tel que an = 0, alors
(φ(a)−φ(0))n = φ(an)−φ(0) = 0, d’où φ(a)−φ(0) = 0 et a = 0, comme souhaité.

Nous aurons besoin des deux énoncés généraux suivants pour établir la proposi-
tion 8.1.5.

Lemme 8.1.3. — Soient n ∈ N et x ∈ A. Supposons que x et x−1 sont inversibles.
Alors toute représentation de GLn(A) sur laquelle les matrices diagonales dont les
valeurs propres sont des puissances de x opèrent trivialement a une restriction au
sous-groupe engendré par les matrices élémentaires triviale.

Démonstration. — Cela découle de l’identité suivante dans GL2(A) :(
1 a

0 1

)
=

(
1 0

0 x−1

)(
1 a

0 x− 1

)(
1 0

0 x

)(
1 a

0 x− 1

)−1

.

Lemme 8.1.4. — Soit F un foncteur de F(A,K) tel que, pour tout n ∈ N, le sous-
groupe En(A) de GLn(A) engendré par les matrices élémentaires opère trivialement
sur F (An). Alors F est constant.

Démonstration. — Soient U = Ai et V = Aj des objets et f : U → V un morphisme

de P(A). Alors l’automorphisme φ de U ⊕V donné matriciellement par
(

1U 0

f 1V

)
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appartient à Ei+j(A), ainsi F (φ) est l’identité. Comme f égale la composée

U ↪→ U ⊕ V
φ−→ U ⊕ V ↠ V ,

il s’ensuit que F (f) = F (0U→V ), ce qui entraîne que F est constant.

Proposition 8.1.5. — Supposons que A est un corps fini de cardinal q.

1. Si q− 1 est inversible dans K et appartient à ν(K) (par exemple, si K contient
k), alors Dcf(A,K) = F(A,K).

2. Inversement, si q − 1 est nul dans K, ou n’appartient pas à ν(K), alors tout
foncteur diagonalisant de F(A,K) est constant.

Démonstration. — Le premier point résulte de la proposition 4.1.3.
Sous les hypothèses du deuxième point, il existe un élément x de A× différent

de 1 et appartenant au noyau de tout morphisme de groupes A× → K×. Si F est
diagonalisant, cela entraîne que l’image par F de tout automorphisme diagonal de
An, pour tout n ∈ N, dont les valeurs propres sont des puissances de x est l’identité.
Les lemmes 8.1.3 et 8.1.4 permettent alors de conclure.

Proposition 8.1.6. — Soit F un foncteur de F(A,K) tel que A/F soit fini. Alors
F est hyper-diagonalisant si et seulement si A/F est isomorphe à un produit fini de
corps finis Fq tels que q − 1 appartienne à ν(K) et soit inversible dans K.

Démonstration. — Quitte à remplacer A par A/F , on peut supposer que l’anneau
A est fini. En le décomposant en produit d’anneaux locaux et en utilisant la propo-
sition 7.1.12.5, on voit qu’on peut supposer également que A est local. Comme un
anneau local fini réduit est un corps, la proposition 8.1.2 montre que, si F est hyper-
diagonalisant, alors A/F est un corps fini Fq. La proposition 8.1.5 permet alors de
conclure.

Remarque 8.1.7. — La proposition 8.1.6 s’applique en particulier aux foncteurs
antipolynomiaux de F(A,K). Elle permet de voir qu’il existe des foncteurs simples
antipolynomiaux (et donc en particulier à valeurs de dimensions finies) qui ne sont
pas hyper-diagonalisants, même si K est algébriquement clos. Cela contraste avec
la situation des foncteurs simples polynomiaux de Fdf(A,K) (cf. proposition 8.2.7
ci-après).

Proposition 8.1.8. — Soit F un foncteur diagonalisant de Fct(A, E). Supposons
de plus que l’une des conditions suivantes est réalisée :

1. F est hyper-trigonalisant ;
2. le bifoncteur F ◦ ⊕ vérifie la condition (Dec) ;
3. le bifoncteur F ◦ ⊕ est noethérien ;
4. E = K-Mod et F appartient à Fdf(A;K).

Alors le foncteur F est hyper-diagonalisant.
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Démonstration. — Le premier cas est clair (cf. remarque 3.3.2). Le deuxième découle
de la proposition 3.3.4. Le troisième s’y ramène par le corollaire 1.4.9. Le dernier s’y
ramène également lorsque F est de type fini par le corollaire 1.5.2, et le cas général
s’en déduit par stabilité de DA(A,K-Mod) par colimites.

L’énoncé simple suivant s’applique notamment à F(F̄p, F̄p), qui contient par
contraste de nombreux foncteurs qui ne sont pas hyper-diagonalisants (cf. la propo-
sition 4.1.3 et la fin de ce chapitre).

Proposition 8.1.9. — Supposons que A est un sous-corps localement fini de K.
Alors tout foncteur de Fct(A, E) est diagonalisant.

Démonstration. — Le corps A est colimite filtrante de ses sous-corps finis k, or l’al-
gèbre K[kµ] est semi-simple déployée (cf. l’implication 5⇒4 de la proposition 4.1.3),
ce qui permet de conclure.

8.2. Structures polynomiales strictes

Pour d ∈ N, on désigne par ΓdK , ou simplement Γd, l’endofoncteur des K-espaces
vectoriels de d-ième puissance divisée, autrement dit, Γd(V ) est le sous-espace de
V ⊗d des éléments invariants sous l’action du groupe symétrique Sd. Le foncteur Γd

possède une structure monoïdale symétrique canonique (relativement au produit ten-
soriel sur K). Par conséquent, si B est une petite catégorie K-linéaire, on peut former
une catégorie K-linéaire ΓdB ayant les mêmes objets que B (cf. § 6.5.1). Les foncteurs
strictement polynomiaux (relativement à K) homogènes de degré d de B vers E sont
par définition les foncteurs K-linéaires de ΓdB dans E , dont la catégorie est notée
Pd(B, E). On note P(B, E) la catégorie

∏
d∈N Pd(B, E) ; ses objets sont appelés fonc-

teurs strictement polynomiaux (relativement à K) de B dans E . Si B et C sont des
K-algèbres, on note P(B,C) pour P(P(B), C-Mod).

On note Pcf(B, E) la sous-catégorie pleine des foncteurs de P(B, E) dont seul un
nombre fini de composantes homogènes est non nul, ses objets sont appelés foncteurs
strictement polynomiaux à caractère fini de B dans E . (Attention, dans certaines
références, ce sont ces foncteurs qui sont nommés foncteurs strictement polynomiaux.)

Le morphisme naturel K[V ] → Γd(V ) [v] 7→ v⊗d induit un foncteur K-linéaire
K[B] → ΓdB égal à l’identité sur les objets ; par précomposition, on en déduit un
foncteur canonique Pd(B, E) → Fct(B, E) qui est fidèle, continu et cocontinu. Ces
foncteurs s’assemblent de façon unique en un foncteur cocontinu P(B, E) → Fct(B, E)
qui est également exact et fidèle.

L’image de Pd(B, E) est incluse dans les sous-catégories Pold(B, E) et Fct(B, E)wd

de Fct(B, E), où wd : K → K est le poids x 7→ xd, ce qui explique la terminologie.

Remarque 8.2.1. — Les foncteurs strictement polynomiaux ont été introduits par
Friedlander et Suslin [FS97, § 2] dans le cas où B = P(K) et E = K-Mod ; on pourra



8.2. STRUCTURES POLYNOMIALES STRICTES 139

consulter aussi [Tou13, § 2.1] pour des généralités sur ces foncteurs. Nous suivons ici
le point de vue de [DT24, § 2].

Dans [Tou17], le second auteur utilise des considérations de poids relativement à
l’action de Zµ pour contrôler la torsion (sur Z) des valeurs prises par les foncteurs
strictement polynomiaux entre R-modules, où R est un anneau, avec des applications
en topologie algébrique et en algèbre homologique.

Les notations γ∗ et γ∗ qui apparaissent dans ce qui suit ont été introduites page 24.

Définition 8.2.2. — On appelle structure polynomiale stricte faible (relativement
à K) sur un foncteur F de Fct(A, E) tout isomorphisme entre F et la composition
de l’image dans Fct(γ∗1A× · · · × γ∗nA, E) d’un objet X de Pcf(γ∗1A× · · · × γ∗nA, E) et
du foncteur canonique

A → γ∗1A× · · · × γ∗nA

dont les composantes sont les (γi)∗ : A → γ∗iA, où n ∈ N et γ1, . . . , γn : A → K sont
des morphismes d’anneaux.

SiX est un produit tensoriel extérieur de foncteurs de Pcf(γ∗1A, E), . . . ,Pcf(γ∗nA, E),
on parle de structure polynomiale stricte faible tensorielle.

Si (γ1, . . . , γn) est une famille indépendante de morphismes d’anneaux, on parle
de structure polynomiale stricte (cf. définition 4.7.10).

L’intérêt spécifique de cette dernière situation est illustré par les deux énoncés
suivants.

Le lemme ci-dessous est la forme duale d’un résultat de Borel-Tits [BT73, prop. 2.1]
(voir aussi [DTV23, corollaire 9.13]).

Lemme 8.2.3. — Si (γ1, . . . , γn) est une famille indépendante de morphismes d’an-
neaux A→ K, alors pour tout m ∈ N, le morphisme canonique

PA →
⊕

1≤j1,...,jn≤m

( n⊗
i=1

γ∗i Γ
ji
)

de F(A,K) est un épimorphisme.

(Les composantes de ce morphisme sont obtenues à partir des morphismes K[V ] →
γ∗Γd(V ) = Γd(V A ⊗γ K) [v] 7→ (v ⊗ 1)⊗d en utilisant le coproduit n-itéré sur PA.)

On en déduit aussitôt, en utilisant les propositions 6.5.7 et 6.5.9 et le corol-
laire 6.5.13 :

Proposition 8.2.4. — Si (γ1, . . . , γn) est une famille indépendante de morphismes
d’anneaux A → K, alors le foncteur canonique P(γ∗1A × · · · × γ∗nA, E) → Fct(A, E)
est pleinement fidèle et son image essentielle est stable par sous-quotient.
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De plus, l’image essentielle de sa restriction à Pcf(γ∗1A×· · ·×γ∗nA, E) est constituée
des foncteurs F de Fct(A, E) tels qu’il existe m ∈ N tel que

sp(F ) ≤
⊕

1≤j1,...,jn≤m

( n⊗
i=1

γ∗i Γ
ji
)
.

Remarque 8.2.5. — Pour A = P(A) et E = K-Mod, on vérifie sans peine la
réciproque : si le foncteur canonique P(γ∗1P(A)× · · · × γ∗nP(A),K-Mod) → F(A,K)

est pleinement fidèle, alors (γ1, . . . , γn) est une famille indépendante de morphismes
d’anneaux.

Proposition 8.2.6. — Tout foncteur de Fct(A, E) possédant une structure polyno-
miale stricte faible est hyper-diagonalisant.

Démonstration. — L’image essentielle du foncteur canonique P(K,K) → F(K,K)

est constituée de foncteurs ayant une décomposition en poids forte. Comme elle est
stable par translation, il s’ensuit qu’elle est incluse dans D(K,K). La conclusion
provient alors de la proposition 7.1.12.

Le résultat suivant, qui repose lourdement sur [DTV23], constitue l’une des clefs de
la démonstration du théorème de structure des foncteurs hyper-diagonalisants (théo-
rème 8.3.10 ci-après).

Proposition 8.2.7. — Soit S un foncteur simple de F(A,K), polynomial de degré
d. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. S possède une structure polynomiale stricte faible tensorielle ;
2. S possède une structure polynomiale stricte faible ;
3. les facteurs de composition de crd(S) dans F(Ad,K) sont absolument simples ;
4. S est hyper-diagonalisant ;
5. S est hyper-trigonalisant ;
6. le multifoncteur crd(S) possède une décomposition en poids faible.

Si l’on suppose de plus K parfait, il suffit que S possède un poids (global) polynomial
déployé pour que les conditions précédentes soient satisfaites.

Démonstration. — L’équivalence entre 1 et 3 est donnée par [DTV23, th. 5.3].
La proposition 8.2.6 fournit l’implication 2⇒4.
Les implications 1⇒2 et 4⇒5⇒6 sont triviales.
L’implication 6⇒3 provient de ce qu’un foncteur simple de F(Ad,K) additif par

rapport à chacune des d variables, qui s’identifie à un A⊗d
K -module simple, possède un

poids si et seulement s’il est absolument simple.
Supposons maintenant que K est parfait et que S possède un poids π déployé. Par

le théorème 5.3.8, S appartient à Fdf(A,K). Il s’ensuit (proposition 7.1.8) qu’il existe
une extension finie de corps K ⊂ L telle que le foncteur SL := S ⊗ L de F(A,L) soit
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hyper-trigonalisant. Les propositions 5.2.2 et 5.1.3.3 montrent alors que la condition
6 est vérifiée, d’où la conclusion.

Remarque 8.2.8. — On ne peut s’affranchir de l’hypothèse de perfection de K

dans la dernière partie de la proposition. Supposons par exemple que K est de degré
fini n > 1 sur l’image de son endomorphisme de Frobenius φ. Notons Φ ∈ F(K,K)

le foncteur de restriction le long de φ. On vérifie sans peine que Φ⊗p est homogène
de poids faible IdK . Ce foncteur est polynomial de degré p, à valeurs de dimension
finie, et donc fini. Il possède en particulier au moins un facteur de composition S

polynomial de degré p. Ce foncteur est homogène de poids fort IdK , qui est polynomial
déployé. Mais crd(S) ne peut admettre de décomposition en poids, car il n’existe pas
d’endomorphismes α1, . . . , αp du corps K dont le produit soit l’identité, puisque K
est imparfait (utiliser encore l’unicité au Frobenius près de la proposition 4.7.2).

Le résultat suivant constitue une variante de la proposition 8.1.1 qui se démontre
de la même façon, en utilisant la dernière assertion de la proposition 8.2.7 (et le fait
que tout foncteur polynomial de Fdf(A,K) est fini) au lieu de la proposition 4.3.4.

Proposition 8.2.9. — Supposons que le corps K est parfait et que l’une des condi-
tions suivantes est réalisée :

1. p = 0 et la condition (CAD) est vérifiée ;
2. p > 0 et la fonction A→ A x 7→ xp est surjective.

Alors tout foncteur polynomial de F(A,K) homogène d’un certain poids polynomial
déployé fort est hyper-diagonalisant.

8.3. Théorème de structure

L’observation simple suivante, qui se rapproche de la proposition 6.5.12, est laissée
en exercice.

Proposition et définition 8.3.1. — Soient B une petite catégorie K-linéaire, C
une petite catégorie et F un foncteur de Fct(C × B, E). Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. l’image de F par l’équivalence canonique Fct(C × B, E) ≃ Fct(B,Fct(C, E))
appartient à l’image essentielle de P(B,Fct(C, E)) (resp. Pcf(B,Fct(C, E))) ;

2. l’image de F par l’équivalence canonique Fct(C ×B, E) ≃ Fct(C,Fct(B, E)) est
à valeurs dans l’image essentielle du foncteur canonique P(B, E) → Fct(B, E)
(resp.

∏
d≤n Pd(B, E) → Fct(B, E) pour un certain n ∈ N) ;

3. vu comme foncteur K-linéaire K[C×B] → E, F est isomorphe à la somme directe
sur d ∈ N (resp. sur d ≤ n pour un certain n ∈ N) de foncteurs se factorisant à
travers le foncteur canonique K[C × B] ≃ K[C]⊗K[B] → K[C]⊗ ΓdB.
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Lorsqu’elles sont satisfaites, on dira que F est strictement polynomial (resp. stricte-
ment polynomial à caractère fini) par rapport à B.

La définition suivante renforce la notion de décomposition de type FP introduite
à la définition 4.2.13.

Définition 8.3.2. — On appelle décomposition de type FP stricte d’un foncteur F
de Fct(A, E) tout isomorphisme entre F et la composition du foncteur canonique

A → C × B où B =

m∏
j=1

γ∗jA et C =

n∏
i=1

A/mi

et d’un foncteur de Fct(C ×B, E) strictement polynomial à caractère fini par rapport
à B, où n,m sont des entiers naturels, les mi (1 ≤ i ≤ n) sont des idéaux maximaux
deux à deux distincts de A tels que chaque corps A/mi soit de cardinal fini qi, où
qi− 1 appartient à K× et à ν(K), et les γj : A→ K (1 ≤ j ≤ m) forment une famille
indépendante de morphismes d’anneaux.

Remarque 8.3.3. — Si l’on impose de plus que le multifoncteur qui apparaît dans
la définition précédente ne soit constant par rapport à aucune variable, alors les idéaux
mi sont entièrement déterminés par F (à l’ordre près), et les morphismes d’anneaux γj
sont entièrement déterminés par F à l’ordre et à l’action du morphisme de Frobenius,
si p > 0, près.

Le morphisme canonique qui apparaît dans l’énoncé suivant s’obtient en utilisant le
coproduit du foncteur PAP(A), le morphisme PAP(A) ↠ π∗

IP
A/I
P(A/I) de réduction modulo

I et le morphisme canonique du lemme 8.2.3.

Lemme 8.3.4. — Soient n,m ∈ N, γ1, . . . , γn : A → K une famille indépendante
de morphismes d’anneaux et I un idéal cofini de A. Alors le morphisme canonique

PAP(A) → π∗
IP

A/I
P(A/I) ⊗

 ⊕
1≤j1,...,jn≤m

( n⊗
i=1

γ∗i Γ
ji
) =: QA,I,(γ1,...,γn),m

de F(A,K) est un épimorphisme, où πI désigne la réduction modulo I.

Démonstration. — Le résultat se déduit par dualité de [DTV23, lemme 4.20 et co-
rollaire 9.13].

On en déduit, par le corollaire 6.5.13 :

Proposition 8.3.5. — Dans cet énoncé, les lettres m1, . . . ,mn, γ1, . . . , γm, B et C
ont la même signification qu’à la définition 8.3.2.

La restriction aux foncteurs strictement polynomiaux à caractère fini par rapport
à B du foncteur canonique Fct(C × B, E) → Fct(A, E) est pleinement fidèle et son
image essentielle est stable par sous-quotient.
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De plus, son image essentielle est constituée des foncteurs F de Fct(A, E) tels qu’il
existe r ∈ N tel que

sp(F ) ≤ QA,m1∩···∩mn,(γ1,...,γm),r .

La définition générale suivante nous servira à montrer, à la proposition 8.3.8, que
le spectre d’un foncteur hyper-diagonalisant est déterminé par ses ensembles de mul-
tipoids.

Définition 8.3.6. — On dit qu’un foncteur hyper-trigonalisant de F(A,K) est
saturé si, pour tout d ∈ N∗, on a

Wd(F ) = {(w1, . . . , wd) ∈ P(F )d | ∀∅ ̸= E ⊂ J1, dK
∏
i∈E

wi ∈ P(F )}.

D’après la proposition 7.2.3, on a toujours

Wd(F ) ⊂ {(w1, . . . , wd) ∈ P(F )d | ∀∅ ̸= E ⊂ J1, dK
∏
i∈E

wi ∈ P(F )} ,

de sorte que le foncteur hyper-trigonalisant F est saturé si et seulement si ses en-
sembles de multipoids sont les plus grands possibles, l’ensemble de poids partiels P(F )

étant fixé, ce qui justifie la terminologie. La proposition 7.2.2.2 montre également que
la condition de saturation équivaut à

∀d ∈ N W̃d(F ) = {(w1, . . . , wd) ∈ P̃(F )d | ∀E ⊂ J1, dK
∏
i∈E

wi ∈ P̃(F )}.

Le résultat suivant est simple mais crucial.

Lemme 8.3.7. — Soient n,m ∈ N, γ1, . . . , γn : A → K une famille indépendante
de morphismes d’anneaux et I un idéal cofini de A. On suppose également que le
groupe multiplicatif (A/I)× est somme directe de groupes cycliques dont les ordres
appartiennent à ν(K). Alors le foncteur QA,I,(γ1,...,γn),m du lemme 8.3.4 est hyper-
trigonalisant et saturé. Si l’anneau A/I est un produit de corps de cardinal q tel que
q − 1 appartienne à ν(K) et à K×, il est même hyper-diagonalisant. De plus,

P̃(QA,I,(γ1,...,γn),m) = Mon((A/I)µ,Kµ).

{
n∏
i=1

γeii | 0 ≤ ei ≤ m

}
(où l’on désigne encore, par abus, par Mon((A/I)µ,Kµ) le sous-monoïde de
Mon(Aµ,Kµ) des morphismes se factorisant par la réduction modulo I).

Démonstration. — Le foncteur P
A/I
P(A/I) est hyper-trigonalisant grâce à la propo-

sition 4.1.1, et hyper-diagonalisant sous l’hypothèse supplémentaire sur A/I par
la proposition 8.1.6. Les propositions 7.1.12 et 8.2.6 permettent d’en déduire que
QA,I,(γ1,...,γn),m est hyper-trigonalisant, et hyper-diagonalisant sous l’hypothèse
supplémentaire. La conclusion résulte donc des observations générales suivantes :

1. P̃(F⊗G) = P̃(F ).P̃(G) pour tous foncteurs F et G de F(A,K) (lemme 7.2.11),
d’où W̃d(F ⊗G) = W̃d(F ).W̃d(G) pour tout d ∈ N ;
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2. P̃(P kP(k)) = Π(P kP(k)) = Mon(kµ,Kµ) pour tout anneau fini k, et P kP(k) est
saturé (à cause de la propriété exponentielle P kP(k) ◦ ⊕d ≃ (P kP(k))

⊠d) ;

3. P̃(γ∗Γi) = {γe | 0 ≤ e ≤ i} pour tout e ∈ N et tout morphisme d’anneaux
γ : A → K (grâce aux lemmes 7.2.12 et 7.2.10), et γ∗Γi est saturé (à cause de
la propriété exponentielle graduée : γ∗Γi ◦⊕d ≃

⊕
j1+···+jd=i

γ∗Γj1 ⊠ · · ·⊠ γ∗Γjd) ;

4. le morphisme d’anneaux canonique Mon((A/I)µ,Kµ) × Nn → Mon(Aµ,Kµ)

correspondant à l’inclusion Mon((A/I)µ,Kµ) ↪→ Mon(Aµ,Kµ) et aux n élé-
ments γ1, . . . , γn est injectif grâce aux propositions 4.4.4 et 4.7.2, ce qui permet
d’obtenir le caractère saturé de QA,I,(γ1,...,γn),m.

Proposition 8.3.8. — Soient F et G des foncteurs de Dcf
A(A, E).

1. Pour tout d ∈ N, la dimension du K-espace vectoriel sp(F )(Ad) égale le cardinal
de W̃d(F ). En particulier, sp(F ) appartient à Fdf(A,K).

2. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) sp(F ) = sp(G) (resp. sp(F ) ≤ sp(G)) dans l’ensemble ordonné des quo-

tients de PA ;
(b) pour tout d ∈ N, W̃d(F ) = W̃d(G) (resp. W̃d(F ) ⊂ W̃d(G)) ;
(c) pour tout d ∈ N, Wd(F ) = Wd(G) (resp. Wd(F ) ⊂ Wd(G)).

Démonstration. — Pour w ∈ W̃d(F ), notons ew l’élément de Hom(F, F )(Ad) composé
du morphisme F ≃ F ◦ (A ⊗A −) → F ◦ (Ad ⊗A −) induit par la diagonale itérée
A → Ad et de l’idempotent de F ◦ (Ad ⊗A −) ≃ F ◦ ⊕d ◦ δd associé au poids w. Les
ew forment une famille libre dans le K-espace vectoriel Hom(F, F )(Ad) en vertu de
l’isomorphisme d’adjonction

Fct(A, E)(F, F ◦ (Ad ⊗A −)) ≃ Fct(Ad, E)(F ◦ ⊕d, F ◦ ⊕d)

(induit par précomposition par l’adjonction entre somme et diagonale itérées).
Comme F appartient à Dcf

A(A, E), les ew forment une base de l’espace vectoriel
sp(F )(Ad). En effet, si a = (a1, . . . , ad) est un élément de Ad, l’image de [a1, . . . , ad] ∈
K[Ad] par la projection canonique PA ↠ sp(F ) (évaluée sur Ad) est∑

w∈W̃d(F )

d∏
i=1

wi(ai) · ew.

Ainsi, sp(F )(Ad) est inclus dans l’espace vectoriel engendré par les ew ; il lui est
exactement égal car les poids de F ◦ ⊕d, vus comme éléments de Mon(Adµ,Kµ) ⊂
KAd

, forment une famille libre de ce K-espace vectoriel (indépendance linéaire des
morphismes de monoïdes — cf. par exemple [Bou81, chap. V, § 6.1, corollaire]). On
en déduit l’égalité dimK sp(F )(Ad) = Card W̃d(F ), d’où la première assertion. Cela
montre également que sp(F ) est entièrement déterminé, comme quotient de PA, par
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les ensembles W̃d(F ), d’où l’on tire l’équivalence entre 2a et 2b. L’équivalence de 2b
et 2c découle quant à elle de la proposition 7.2.2.2.

Lemme 8.3.9. — Soit B : P(A) × P(A) → K-Mod un bifoncteur de type fini,
anti-polynomial par rapport à la première variable et Hom-polynomial par rapport à
la deuxième. Si la composée de B avec la diagonale δ de P(A) appartient à D(A,K),
alors B appartient à DA×A(P(A)×P(A),K-Mod).

Démonstration. — Comme la précomposition par δ préserve les foncteurs de type fini
et qu’un foncteur de type fini est hyper-diagonalisant si et seulement si son algèbre
caractéristique est semi-simple déployée (proposition 7.1.11), il suffit de voir que B et
B ◦ δ ont même algèbre caractéristique. La proposition 7.3.2 montre que la fonction
caractéristique de B est polynomiale, disons de degré d, par rapport à la deuxième
variable.

Il s’ensuit que, pour un idéal K-cotrivial I approprié de A, le morphisme d’algèbres
K[Aµ×Aµ] → Z(End(B◦⊕)) qui prolonge χB se factorise par la projection canonique
K[A×A] ↠ K[A/I]⊗Qd(A), où Qd := qd P

A. Or [DTV23, lemme 4.20] montre (par
dualité) que la composée du morphisme K[A] → K[A × A] induit par la diagonale
avec ce morphisme K[A×A] ↠ K[A/I]⊗Qd(A) est surjective, d’où le lemme.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat principal de ce chapitre :

Théorème 8.3.10. — Un foncteur de Fct(A, E) appartient à Dcf
A(A, E) si et seule-

ment s’il possède une décomposition de type FP stricte.

Démonstration. — Si F est un foncteur possédant une décomposition de type FP
stricte, alors la proposition 8.3.5 et le lemme 8.3.7 montrent que sp(F ) appartient à
Dcf(A,K). La proposition 7.1.11 implique ensuite que F appartient à Dcf

A(A, E).
Réciproquement, soit F un foncteur de Dcf(A, E). Le foncteur sp(F ) de F(A,K)

est de type fini, et à valeurs de dimensions finies par la proposition 8.3.8. Par [DTV23,
th. 4.10] (cité au théorème 4.2.11 du présent mémoire), il s’ensuit qu’il est isomorphe
à la composée de la diagonale P(A) → P(A) × P(A) et d’un bifoncteur B (néces-
sairement de type fini) antipolynomial par rapport à la première variable et Hom-
polynomial par rapport à la seconde. Le lemme 8.3.9 montre que B appartient à
DA×A(P(A)×P(A),K-Mod).

La proposition 8.1.6 montre donc que, par rapport à la première variable, B se
factorise par la réduction modulo un idéal I de A tel que A/I soit isomorphe à un
produit fini de corps finis Fq de caractéristiques différentes de p, avec q−1 dans ν(K)

et dans K×.
Chaque poids partiel de F s’exprime comme produit d’un morphisme de

Mon((A/I)µ,Kµ) et d’un poids polynomial déployé (par la proposition 7.2.9).
Le lemme 8.3.7 permet d’en déduire l’inclusion P(F ) ⊂ P(QA,J,(γ1,...,γn),m) pour
des entiers naturels convenables n et m, une famille indépendante convenable (γi)
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de Ann(A,K) et un idéal à quotient fini J intersection de I et d’un idéal J ′

tel que A/J ′ soit un produit fini de corps finis de caractéristique p se plongeant
dans K (J ′ s’obtient comme intersection des noyaux des morphismes d’anneaux
d’image finie dans une décomposition de la partie polynomiale des poids partiels
de F en produit de morphismes d’anneaux A → K). Comme QA,J,(γ1,...,γn),m est
saturé (lemme 8.3.7), cela entraîne Wd(F ) ⊂ Wd(QA,J,(γ1,...,γn),m) pour d, d’où
sp(F ) ≤ sp(QA,J,(γ1,...,γn),m) par la proposition 8.3.8. La proposition 8.3.5 permet
de conclure.

Remarque 8.3.11. — Alors que la notion de foncteur hyper-diagonalisant est liée
à l’effet du foncteur sur les endomorphismes diagonalisables, la démonstration précé-
dente fait un usage crucial de la décomposition à la Steinberg globale de [DTV23],
qui repose sur l’examen de l’effet d’un foncteur sur les endomorphismes unipotents.

Les résultats suivants constituent des corollaires directs du théorème 8.3.10 (en
utilisant la dernière assertion de la proposition 7.1.11 pour passer de Dcf à D).

Corollaire 8.3.12. — Supposons qu’il n’existe pas de morphisme d’anneaux surjec-
tif de A sur un corps fini de cardinal q tel que q−1 appartienne à ν(K) et K×. Alors
tout foncteur de Dcf

A(A, E) possède une structure polynomiale stricte.
Réciproquement, si tout foncteur de Dcf(A,K) est polynomial, alors il n’existe pas

de morphisme d’anneaux surjectif de A sur un corps fini de cardinal q tel que q − 1

appartienne à ν(K) et K×.

Le résultat suivant précise la proposition 8.1.5.

Corollaire 8.3.13. — Si les deux conditions suivantes sont réalisées, alors tout
foncteur de DA(A, E) est constant.

1. Il n’existe pas de morphisme d’anneaux surjectif de A sur un corps fini de car-
dinal q tel que q − 1 appartienne à ν(K) et K×.

2. Il n’existe pas de morphisme d’anneaux de A dans K.

Réciproquement, si tout foncteur de Dcf(A,K) est constant, alors les conditions pré-
cédentes sont remplies.

8.4. Applications

8.4.1. Propriétés de finitude des foncteurs hyper-diagonalisants. —

Théorème 8.4.1. — 1. Si K est de caractéristique nulle, alors la catégorie
D(A,K) est semi-simple.

2. La catégorie D(A,K) est localement noethérienne. Elle est localement finie si et
seulement s’il n’existe pas de morphisme d’anneaux A→ K d’image finie.
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Démonstration. — Pour montrer la première assertion, il suffit de voir que si K est
un corps algébriquement clos de caractéristique 0, alors la catégorie D(A,K) est semi-
simple. En effet, en général, si K̄ est une clôture algébrique de K et F un foncteur
de D(A,K), alors F ⊗ K̄ appartient à D(A, K̄), et la semi-simplicité de F ⊗ K̄ dans
F(A, K̄) entraîne celle de F dans F(A,K).

Si K est de caractéristique 0 et que k est un corps fini, Kuhn [Kuh15] a montré
que F(k,K) est semi-simple, donc équivalente à un produit (infini) de copies de la
catégorie des K-espaces vectoriels si K est algébriquement clos (puisque les corps
d’endomorphismes des simples de F(k,K) sont de dimension finie sur K, k étant
fini). On en déduit par récurrence sur n ∈ N que, si k1, . . . , kn sont des corps finis,
alors F(P(k1) × . . .P(kn);K) est équivalente à un produit de copies de la catégorie
des K-espaces vectoriels.

Par ailleurs, il est classique (voir par exemple [FS97, th. 3.2] et [Gre80, (2.6e)])
que la catégorie P(K,K) est semi-simple.

En utilisant la proposition 8.3.5, le corollaire 6.5.13 et le théorème 8.3.10, on déduit
de ce qui précède que tout foncteur de Dcf(A,K) est semi-simple, donc également tout
foncteur de D(A,K).

Montrons maintenant la deuxième assertion (K est donc de caractéristique quel-
conque). Le fait qu’un foncteur de type fini de D(A,K) soit noethérien (resp. fini
s’il n’y a pas de morphisme d’anneaux A → K d’image finie) résulte du théorème
8.3.10, de la proposition 8.3.5, du corollaire 6.5.13 et du théorème 1.5.6 (resp. de la
proposition 1.5.7). Si A possède un quotient fini Fq se plongeant dans K, le foncteur
canonique F(Fq,K) → F(A,K) est pleinement fidèle et a une image essentielle prébi-
localisante ; comme F(Fq,K) = D(Fq,K) (cf. proposition 8.1.5) n’est pas localement
finie, F(A,K) ne peut pas non plus l’être.

On peut également établir que les foncteurs de type fini de D(A,K) vérifient la
propriété pf∞ (dans F(A,K)), en utilisant le théorème 8.3.10 et [DT23]. Nous mon-
trerons en fait ultérieurement un résulat plus général (grâce aux propositions 8.3.8.1
et 6.4.6), le théorème 10.2.8.

8.4.2. Structure de Fdf(k,K) (k corps parfait infini de caractéristique p).
— Lorsque K est de caractéristique nulle, si k est un corps infini, alors tout fonc-
teur de type fini de Fdf(k,K) est polynomial (et donc constant si k est de carac-
téristique première), par [DTV23, cor. 4.19]. Si l’on suppose de plus que k est une
extension algébrique de Q, alors (k,K) vérifie la condition (CAD)+, de sorte que
le corollaire 5.3.10 montre que tout foncteur de Fdf(k,K) est semi-simple. De plus,
dans ce cadre, tout foncteur analytique de F(k,K) admettant une décomposition en
poids est hyper-diagonalisant si K est un corps de décomposition de P(k), grâce à la
proposition 8.1.1.
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Nous donnons ci-après des résultats analogues lorsque la caractéristique p de K est
première, qui sont alors plus difficiles à établir directement.

Proposition 8.4.2. — Soit k un corps parfait infini de caractéristique p > 0. Sup-
posons que K est un corps de décomposition de P(k). Si F est un foncteur de type
fini de F(k,K), alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. F possède une structure polynomiale stricte ;
2. F est hyper-diagonalisant ;
3. F est à valeurs de dimensions finies ;
4. F est polynomial et possède une décomposition en poids faible.

Démonstration. — L’équivalence entre 1 et 2 est un cas particulier du théo-
rème 8.3.10, et l’implication 1⇒3 est immédiate. Si F est à valeurs de dimensions
finies, alors F est Hom-polynomial par le théorème 4.2.11, donc polynomial par le
corollaire 7.3.10. Comme K est un corps de décomposition de P(k), il s’ensuit que F
possède une décomposition en poids faible par la proposition 4.3.4. Ainsi, on a bien
3⇒4. Enfin, la proposition 8.1.1 fournit l’implication 4⇒2.

Remarque 8.4.3. — Il découlera des résultats du chapitre 9 que, sous les hypothèses
de la proposition 8.4.2, les conditions de l’énoncé sont également équivalentes au
caractère hyper-trigonalisant de F , mais nous ne savons pas le montrer avec les seuls
résultats du présent chapitre. En revanche, si k est localement fini, cette équivalence
est claire, comme nous allons le voir dans la proposition suivante.

L’énoncé suivant illustre à quel point il est plus fort pour un foncteur d’être hyper-
diagonalisant que diagonalisant — en effet, sous ses hypothèses, tout foncteur de
F(k,K) est diagonalisant par la proposition 8.1.9.

Proposition 8.4.4. — Supposons que k est un sous-corps infini et localement fini
de K. Étant donné un foncteur F de type fini de F(k,K), les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. F possède une structure polynomiale stricte ;
2. F est hyper-diagonalisant ;
3. F est hyper-trigonalisant ;
4. F est à valeurs de dimensions finies ;
5. F ◦ ⊕ est fini ;
6. F ◦ ⊕ est noethérien ;
7. F ◦ ⊕ vérifie la condition (Dec) ;
8. F est polynomial et possède une décomposition en poids faible ;
9. F est polynomial et fini ;

10. F est polynomial et noethérien ;
11. F est polynomial et vérifie la condition (Dec).
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Démonstration. — Comme k est une extension algébrique de Fp, c’est un corps par-
fait, et le fait que k soit un sous-corps de K entraîne que K est un corps de dé-
composition de P(k). Ainsi, l’équivalence entre 1, 2, 4 et 8 est un cas particulier de
la proposition 8.4.2. L’équivalence entre 2 et 3 découle pour sa part de la proposi-
tion 7.1.9.

L’implication 5⇒6 est triviale, et 6⇒7 découle du corollaire 1.4.9, tandis que 7⇒2
se déduit du corollaire 3.5.8, qui montre aussi que 11 entraîne 8 .

Les implications 1⇒9⇒10⇒11 sont claires.
Pour conclure, il suffit de noter que 1 entraîne 5, parce que F ◦ ⊕ possède une

structure polynomiale stricte et est de type fini si c’est le cas de F .

Remarque 8.4.5. — Sous les hypothèses de la proposition précédente, il existe dans
F(k,K) des foncteurs additifs non hyper-diagonalisants (par exemple V 7→ V⊗ZK), et
des foncteurs simples à poids non hyper-diagonalisants (il existe dans Mon(kµ,Kµ)

des poids w non polynomiaux, et le foncteur P kw de F(k,K) possède au moins un
quotient simple, homogène de poids w, qui ne peut être hyper-diagonalisant).

Remarque 8.4.6. — Lorsque k est une extension algébrique de Q et K un surcorps
de la clôture galoisienne de k sur Q, plusieurs des équivalences de la proposition 8.4.4
subsistent (cf. le début de ce paragraphe). Nous ne savons toutefois pas si sa condition
7, ou même 5, entraîne 4.

8.4.3. Fonctions polynomiales homogènes. — Nous terminons cette section par
une application à un énoncé où aucune catégorie de foncteurs n’apparaît. Comme dans
tout le reste du texte, la notion de fonction polynomiale (entre groupes abéliens)
s’entend au sens d’Eilenberg-MacLane [EML54, § 8].

Définition 8.4.7. — Soient π : A → K un poids, V un A-module et E un K-
espace vectoriel. On dit qu’une fonction f : V → E est homogène de poids π si
∀(λ, v) ∈ A× V f(λ.v) = π(λ).f(v).

Lorsque A = K, on dit que f est d-homogène, pour d ∈ N, si f est homogène de
poids λ 7→ λd.

Proposition 8.4.8. — Supposons que le corps K est parfait et que π : A → K est
un poids polynomial déployé. Supposons également que l’une des conditions suivantes
est réalisée :

1. p = 0 et la condition (CAD) est vérifiée ;
2. p > 0 et la fonction A→ A x 7→ xp est surjective.

Soient n ∈ N et f : An → K une fonction polynomiale homogène de poids π.
Alors il existe des morphismes d’anneaux α1, . . . , αr : A → K et un polynôme P ∈
K[Xi,j ]1≤i≤r,1≤j≤n tels que α1 . . . αr = π et

∀(v1, . . . , vn) ∈ An f(v1, . . . , vn) = P (αi(vj)).
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Démonstration. — Soit F ∈ ObF(A,K) le sous-foncteur de J := KP(A)(−,A) en-
gendré par f ∈ KAn ≃ J(An). Comme f est une fonction polynomiale, [DTV23,
lemme 2.12] montre que F est un foncteur polynomial. Du fait que la fonction f est
homogène de poids π, le foncteur F est homogène de poids fort π. La proposition 8.2.9
montre donc que F est hyper-diagonalisant. Comme F est de type fini, il possède une
décomposition de type FP stricte, par le théorème 8.3.10. La conclusion s’ensuit à
partir des observations suivantes :

1. sauf dans le cas trivial où f est nulle, l’espace vectoriel F (A) est de dimension
1, engendré par π ∈ KA ;

2. l’isomorphisme ϕ : K
≃−→ F (A) qu’on en déduit, et le morphisme ψ : K → F (An)

donné par f fournissent une fonction

An ≃ P(A)(An, A)
F∗−−→ HomK(F (An), F (A))

HomK(ψ,ϕ−1)−−−−−−−−−→ HomK(K,K) ≃ K

égale à f ;
3. si k est un corps fini se plongeant dans K, toute fonction kn → K est induite

par un polynôme en n variables sur K et un plongement de k dans K.

Corollaire 8.4.9. — Supposons que K est une extension algébrique de Q. Soient
n, d ∈ N et f : Kn → K une fonction polynomiale d-homogène. Alors il existe un
polynôme P ∈ K[X1, . . . , Xn], homogène de degré d, tel que

∀(v1, . . . , vn) ∈ Kn f(v1, . . . , vn) = P (v1, . . . , vn).

Remarque 8.4.10. — En caractéristique p = 0, l’hypothèse d’algébricité de K sur
Q équivaut à la nullité de toutes les dérivations absolues de K ; elle est également
nécessaire pour que la conclusion sur les fonctions polynomiales homogènes vaille. En
effet, si d : K → K est une dérivation, la fonction K2 → K (x, y) 7→ x.d(y)− y.d(x)

est 2-homogène et polynomiale de degré au plus 2, et l’on vérifie sans peine qu’elle ne
satisfait la conclusion du corollaire 8.4.9 que si d est nulle.

Plus généralement, les fonctions polynomiales homogènes « exotiques » de degré
quelconque semblent liées aux dérivations supérieures.

Corollaire 8.4.11. — Supposons que K est parfait de caractéristique p > 0. Soient
n, d ∈ N et f : Kn → K une fonction polynomiale d-homogène. Alors il existe r ∈ N
et un polynôme P ∈ K[X1, . . . , Xn], homogène de degré dpr, de sorte que

∀(v1, . . . , vn) ∈ Kn f(v1, . . . , vn) = P (vp
−r

1 , . . . , vp
−r

n ).

Remarque 8.4.12. — En caractéristique p > 0, l’hypothèse de perfection du corps
K équivaut à la nullité de toutes les dérivations absolues de K, et l’on peut formuler
les mêmes observations qu’à la remarque 8.4.10.



CHAPITRE 9

FONCTEURS HYPER-TRIGONALISANTS

Convention 9.1. — Dans ce chapitre, A désigne toujours une catégorie additive
A-linéaire essentiellement petite et E une catégorie de Grothendieck K-linéaire.

Notre objectif principal consiste à caractériser les foncteurs de Tcf
A(A, E) d’une

manière analogue à ce qui a été fait pour ceux de Dcf
A(A, E) au chapitre précédent.

Pour y parvenir, nous commencerons par traiter deux cas particuliers fondamentaux :

– celui des foncteurs de Tcf
A(A, E) dont tous les poids partiels sont sans torsion

(section 9.4) : un argument combinatoire simple permet de voir qu’ils sont tou-
jours polynomiaux ;

– celui des foncteurs F de Tcf
A(A, E) dont tous les poids partiels sont de torsion

(section 9.5), pour lesquels on montre que A/F est fini si K est de caractéristique
nulle ou A noethérien (voir le corollaire 9.5.3 pour une caractérisation dans le
cas général).

On montre enfin à la section 9.7 comment le cas général peut se ramener aux deux
cas particuliers précédents, en utilisant un argument de lieu d’annulation des poids
partiels et un principe formel de « séparation » de certains poids partiels établi à la
section 9.6.

Les trois premières sections contiennent des préliminaires sur la propriété hyper-
trigonalisante pour des foncteurs F possédant une propriété supplémentaire forte telle
que la polynomialité, l’Hom-polynomialité ou la finitude de l’anneau A/F .

9.1. Propriétés élémentaires

La proposition 4.1.1 permet de déterminer quand tous les foncteurs de F(A,K)

sont hyper-trigonalisants ; plus généralement :

Proposition 9.1.1. — Si les conditions de la proposition 4.1.1 sont satisfaites, alors
tout foncteur de Fct(A, E) appartient à Tcf

A(A, E).
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On rappelle que p désigne la caractéristique du corps K.

Lemme 9.1.2. — Supposons p > 0. Soit F un foncteur de TA(A, E). Considérons la
fonction multiplicative canonique α : A/F → KP(F ) dont les composantes A/F → K

sont induites par les éléments de P(F ).
1. Soit (x, y) ∈ A2

/F . On a α(x) = α(y) si et seulement s’il existe r ∈ N tel que
xp

r

= yp
r

.
2. Si de plus F appartient à Tcf

A(A, E), alors il existe r ∈ N tel que, pour tout
(x, y) ∈ A2

/F , α(x) = α(y) si et seulement si xp
r

= yp
r

.

Démonstration. — Comme F est la colimite filtrante de ses sous-foncteurs G apparte-
nant à Tcf

A(A, E) et que P(F ) (resp. r(F )) est la réunion (resp. l’intersection) filtrante
croissante (resp. décroissante) des P(G) (resp. r(G)), il suffit de montrer la deuxième
assertion.

On suppose donc F dans Tcf
A(A, E) ; ainsi, l’algèbre AA(F ) est semi-primaire. Quitte

à remplacer A par A/F et A par A/r(F ), on peut supposer également r(F ) = 0. On
choisit pour r un entier naturel tel que J(A(F ))p

r

= 0.
La composée de la fonction α et de l’injection canonique KP(F ) ↪→ KP̃(F ) (dont

l’image est constituée des fonctions valant 1 sur le morphisme trivial Aµ → Kµ) égale
la composée A χ̄F−−→ A(F ) ↠ A(F )/ J(A(F ))

≃−→ KP̃(F ), où le dernier isomorphisme
est donné par la proposition 7.2.4.3. Comme la fonction χ̄F est injective (proposi-
tion 6.2.17), il s’ensuit qu’on a α(x) = α(y) si et seulement si ([x] − [y])p

r

= 0 dans
K[Aµ], relation équivalente à [xp

r

] = [yp
r

] puisque K est de caractéristique p, et donc
à xp

r

= yp
r

.

L’énoncé suivant, qui utilise la notation 1.2.15 (page 19), constitue une variante du
précédent en caractéristique nulle.

Lemme 9.1.3. — Supposons p = 0. Soit F un foncteur de TA(A, E). Alors la fonc-
tion multiplicative canonique

α : Apereg
/F ↪→ A/F

(π)π∈P(F )−−−−−−−→ KP(F )

est injective.

Démonstration. — Raisonnant comme dans la démonstration du lemme 9.1.2, on voit
qu’il suffit de montrer l’énoncé lorsque F appartient à Tcf

A(A, E) et que r(F ) est nul.
On voit également de même que la relation α(x) = α(y) entraîne que l’image de
[x]− [y] dans A(F ) est nilpotente.

Si x est un élément de Apereg, alors la sous-algèbre K[x] de A(F ) engendrée par
χF (x) est finie séparable, car x annule un polynôme Xn −X (avec n ≥ 2) de K[X],
qui est séparable puisque K est de caractéristique 0. Si x et y sont des éléments de
Apereg, la sous-algèbreK[x, y] de A(F ) qu’ils engendrent est donc également séparable,
et en particulier réduite. Ainsi, si α(x) = α(y), l’image de [x] − [y] dans A(F ) est
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nilpotente, donc nulle, d’où χF (x) = χF (y) et x = y par la proposition 6.2.17, comme
souhaité.

Lemme 9.1.4. — Soient F un foncteur de TA(A, E) et n ∈ N∗. Si le groupe A×
/F

possède un élément x d’ordre n, alors n ∈ ν(K).

Démonstration. — Si p > 0, on peut supposer n étranger à p, vu que l ∈ ν(K) ⇔
pl ∈ ν(K) pour tout l ∈ N∗.

Supposons n /∈ ν(K). Alors il existe un élément non nul de Z/n appartenant au
noyau de tout morphisme de groupes Z/n → K×. Il existe donc une puissance y de
x, différente de 1, telle que π(y) = 1 pour tout π ∈ P(F ). Les lemmes 9.1.3 (si p = 0)
ou 9.1.2 (si p > 0) montrent que c’est impossible, d’où la conclusion.

Le résultat suivant fait écho à la proposition 8.1.6 et s’applique notamment aux
foncteurs antipolynomiaux de F(A,K).

Proposition 9.1.5. — Soit F un foncteur de Fct(A, E) tel que l’anneau A/F soit
fini. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. F appartient à Tcf
A(A, E) ;

2. F est hyper-trigonalisant ;
3. la K-algèbre K[A×

/F ] est déployée ;
4. la K-algèbre K[(A/F )µ] est déployée ;
5. le groupe A×

/F est somme directe de groupes cycliques dont les ordres appar-
tiennent à ν(K).

Démonstration. — L’implication 1⇒2 est triviale. Le lemme 9.1.4 montre que 2 en-
traîne 5. Les implications 5⇒4⇒3⇒1 découlent de la proposition 4.1.1.

9.2. Hyper-trigonalisabilité et polynomialité

La proposition 4.3.5 indique quand tout foncteur polynomial de F(A,K) est hyper-
trigonalisant ; plus généralement :

Proposition 9.2.1. — Si les conditions de la proposition 4.3.5 sont satisfaites, alors
tout foncteur polynomial (resp. analytique) de Fct(A, E) appartient à Tcf

A(A, E) (resp.
TA(A, E)).

Démonstration. — Il suffit de démontrer l’assertion relative aux foncteurs polyno-
miaux, puisque TA(A, E) est stable par colimites. Elle résulte de la proposition 4.3.5
appliquée au spectre du foncteur considéré (cf. 7.1.11.5) précomposé avec le foncteur
de somme directe — en effet, si l’algèbre AK est semi-primaire déployée, il en est de
même pour (A×A)K ≃ AK ×AK .

Lemme 9.2.2. — Soient d ∈ N et F un foncteur de Pold(A, E). Les assertions
suivantes sont équivalentes :
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1. F appartient à Tcf
A(A, E) ;

2. crd(F ) possède une décomposition en poids faible finie (relativement à l’action
de Ad) et pd−1(F ) appartient à Tcf

A(A, E) ;
3. crd(F ) possède une décomposition en poids faible finie (relativement à l’action

de Ad) et qd−1(F ) appartient à Tcf
A(A, E).

Si ces conditions sont vérifiées et que de plus pd−1(F ) ou qd−1(F ) possède une
filtration finie dont le gradué associé est hyper-diagonalisant, alors F possède une
filtration finie dont le gradué associé est hyper-diagonalisant.

Démonstration. — Cela découle des suites exactes (7) et (8) (page 59) et de ce que si
X est un multifoncteur de Fct(Ad, E) additif par rapport à chacune des d variables et
possédant une décomposition en poids faible finie (relativement à l’action de Adµ), alors
X possède une filtration finie dont le gradué associé appartient à Dcf

Ad(Ad, E), donc
δ∗dX possède une filtration finie dont le gradué associé appartient à Dcf

A(A, E).

Proposition 9.2.3. — Tout foncteur polynomial de Tcf
A(A, E) possède une filtration

finie dont le gradué associé appartient à Dcf
A(A, E).

Démonstration. — La propriété se déduit du lemme 9.2.2 par récurrence sur le degré
polynomial.

Remarque 9.2.4. — Ce phénomène est spécifique aux foncteurs polynomiaux.
Supposons par exemple que q est une puissance d’un nombre premier, différente

de 2, que p est un diviseur premier de q − 1 et K un corps de caractéristique p

contenant assez de racines de l’unité. Alors F(Fq,K) ne contient aucun foncteur
hyper-diagonalisant non constant (proposition 8.1.5), tandis que tous ses foncteurs
sont hyper-trigonalisants (proposition 9.1.1). En particulier, cette catégorie contient
des foncteurs simples hyper-trigonalisants mais pas hyper-diagonalisants.

Il peut même exister des foncteurs Hom-polynomiaux, noethériens, à valeurs de
dimensions finies et hyper-trigonalisants mais n’ayant aucune filtration dont le gra-
dué associé est hyper-diagonalisant. Pour l’illustrer, supposons que A est un p-anneau
fini non semi-simple, et que K contient assez de racines de l’unité. Alors tout fonc-
teur de F(A,K) est hyper-trigonalisant (proposition 9.1.1), et un foncteur F de
F(A,K) est hyper-diagonalisant si et seulement si A/F est un quotient de A/ J(A)
(proposition 8.1.6). On en déduit facilement que le plus grand sous-foncteur hyper-
diagonalisant G de PA est V 7→ K[I.V ], où I est l’idéal annulateur de J(A) dans A,
et que PA/G est un foncteur non nul de F(A,K) ne possédant aucun sous-foncteur
hyper-diagonalisant non nul. Ainsi PA est un foncteur Hom-polynomial (comme tout
foncteur de F(A,K)), noethérien (car F(A,K) est localement noethérienne), à va-
leurs de dimensions finies et hyper-trigonalisant ne possédant aucune filtration dont
le gradué associé est hyper-diagonalisant.

L’énoncé suivant utilise la construction Wd introduite au début du chapitre 5.
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Proposition 9.2.5. — Soient d ∈ N et π ∈ Mon(Aµ,Kµ). Les assertions suivantes
sont équivalentes.

1. Tout foncteur de Pold(A,K) homogène de poids faible π est hyper-trigonalisant.
2. Pour tout entier n ≤ d, la K-algèbre Wn(A, π) est semi-primaire déployée.

Démonstration. — Si Tnπ désigne le plus grand quotient homogène de poids fort π de
V 7→ (V ⊗Z K)⊗d, on a

crn(T
n
π )(V1, . . . , Vn) ≃

⊕
σ∈Sn

(Vσ(1) ⊗Z · · · ⊗Z Vσ(n) ⊗Z K) ⊗
A⊗n

K

Wn(A, π) ,

d’où ZAn
µ
(crn(T

n
π )) ≃Wn(A, π) et l’implication 1⇒2.

Pour montrer la réciproque, on peut se contenter de montrer que, sous l’hypothèse
2, tout foncteur polynomial F de degré n ≤ d, de type fini, et homogène de poids fort
π est hyper-trigonalisant. La proposition 5.2.2 et le caractère semi-primaire déployé
de Wn(A, π) montrent que crn(F ) possède une décomposition en poids faible, néces-
sairement finie puisque F est de type fini. Par récurrence sur n, on peut supposer
que tout foncteur polynomial de degré < n de F(A,K) est hyper-trigonalisant, ce qui
implique que le foncteur polynomial de type fini qn−1(F ) appartient à Tcf(A,K). On
conclut grâce au lemme 9.2.2.

Corollaire 9.2.6. — Supposons que K est de caractéristique nulle et que π : Aµ →
Kµ est un poids polynomial déployé. Alors tout foncteur polynomial homogène de poids
faible π de F(A,K) est hyper-trigonalisant.

Démonstration. — Cela découle des propositions 9.2.5, 5.1.13 et 5.1.3.3.

Remarque 9.2.7. — En revanche, sans hypothèse polynomiale, il est exceptionnel
que tout foncteur homogène de poids π soit hyper-trigonalisant, même en caractéris-
tique nulle, comme le montrent les propositions 6.2.9 et 4.1.1.

En caractéristique p > 0, on a l’analogue suivant, qui nécessite davantage d’hy-
pothèses puisque les algèbres Wn(A, π) ne sont alors plus automatiquement semi-
primaires (cf. exemple 5.1.18) :

Proposition 9.2.8. — Supposons p > 0 et l’anneau A de type fini ou, plus gé-
néralement, que A/p est une algèbre essentiellement de type fini sur une Fp-algèbre
p-parfaite. Supposons également que K est un corps de décomposition de P(A).

Alors tout foncteur polynomial de Fct(A, E) possédant une décomposition en poids
faible est hyper-trigonalisant.

Démonstration. — Il suffit de montrer que tout foncteur F de Fct(A, E) possédant
une décomposition en poids faible finie est hyper-trigonalisant (cf. remarque 3.1.4).
Le foncteur sp(F ) de F(A,K) possède alors une décomposition en poids faible finie
(proposition 6.5.21), et est polynomial (corollaire 6.4.11). Le corollaire 5.3.13 implique
que sp(F ) appartient à Fdf(A,K). La proposition 7.1.7 montre alors que sp(F ) est
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hyper-trigonalisant. Il s’ensuit que F lui-même est hyper-trigonalisant, d’où la conclu-
sion.

Remarque 9.2.9. — 1. Si l’on supprime l’hypothèse que K est un corps de dé-
composition de P(A), la conclusion de la proposition 9.2.8 subsiste sous la forme
affaiblie suivante : si F est un foncteur polynomial de Fct(A, E) possédant une
décomposition en poids faible finie, alors il existe une extension finie L du corps
K tel que le foncteur F ⊠

K
L de Fct(A, E ⊠

K
L) soit hyper-trigonalisant. La dé-

monstration est la même sinon qu’il faut remplacer, à la fin, l’usage de la pro-
position 7.1.7 par celui du corollaire 3.2.10 (appliqué au bifoncteur sp(F ) ◦ ⊕).

2. Dans la proposition 9.2.8 ou la variante mentionnée ci-dessus, on peut suppo-
ser seulement que F est Hom-polynomial, dès lors que la condition (MTF) est
satisfaite (par exemple, dans F(A,K)). La même démonstration s’applique, en
remplaçant le corollaire 6.4.11 par le corollaire 7.3.6.

La proposition suivante, analogue pour les foncteurs polynomiaux hyper-
trigonalisants de résultats de la section 5.3, nous servira notamment pour établir le
théorème 9.7.9.

Proposition 9.2.10. — Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. la condition (CFD) (introduite page 21) est vérifiée ;
2. tout foncteur additif de type fini de F(A,K) possédant une décomposition en

poids faible est noethérien ;
3. tout foncteur additif de type fini de F(A,K) possédant une décomposition en

poids faible est fini ;
4. tout foncteur additif de type fini de F(A,K) possédant une décomposition en

poids faible est à valeurs de dimensions finies ;
5. pour toute catégorie de Grothendieck K-linéaire E, tout foncteur additif de type

fini de Fct(P(A), E) possédant une décomposition en poids faible est à valeurs
de type fini ;

6. pour toute catégorie de Grothendieck K-linéaire E, tout foncteur polynomial
hyper-trigonalisant de type fini de Fct(P(A), E) est à valeurs de type fini ;

7. pour toute catégorie de Grothendieck K-linéaire localement noethérienne (resp.
localement finie) E, tout foncteur polynomial hyper-trigonalisant de type fini de
Fct(P(A), E) est noethérien (resp. fini).

Démonstration. — Utilisant l’équivalence de catégories canonique Add(A,K) ≃
AK-Mod (cf. (5), page 32) et la proposition 3.2.5, on voit qu’un foncteur additif de
type fini de F(A,K) possédant une décomposition en poids faible correspond à une
somme directe finie de AK-modules pour lesquels l’action de AK est nulle sur mrφ
pour un φ ∈ Ann(A,K) et un r ∈ N, on obtient alors l’équivalence entre les quatre
premières conditions grâce au corollaire 2.1.10 et à l’isomorphisme (1) (page 21).
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Pour la même raison, la première assertion implique la cinquième, un foncteur de
type fini de Add(P(A), E) ≃ E ⊠

K
AK (cf. (3), page 32) possédant une décomposition

en poids faible étant une somme directe finie d’objets provenant de E ⊠
K
AK/m

r
φ pour

un φ ∈ Ann(A,K) et un r ∈ N.
Montrons l’implication 5⇒6. Supposant 5 vérifiée, on montre d’abord que tout

foncteur hyper-trigonalisant de type fini de Addd(P(A), E) est à valeurs de type fini.
Cela découle par récurrence sur d de 5 et des équivalences de catégories canoniques
Addd(P(A), E) ≃ Add(P(A),Addd−1(P(A), E)). On montre maintenant par récur-
rence sur d qu’un foncteur hyper-trigonalisant de type fini F de Pold(P(A), E) est à
valeurs de type fini. On peut supposer d > 1. Le foncteur crd(F ) de Addd(P(A), E)
est comme F de type fini et hyper-trigonalisant, il est donc à valeurs de type fini
d’après ce qu’on vient de voir. Le foncteur qd−1(F ) est également à valeurs de type
fini d’après l’hypothèse de récurrence. La conclusion résulte donc de la suite exacte
naturelle δ∗dcrd(F ) → F → qd−1(F ) → 0.

L’implication 6⇒7 découle de [DTV23, lm 11.10] et [DT23, lm 6.20] ; l’implication
7⇒2 s’obtient immédiatement en prenant E = K-Mod, d’où la proposition.

9.3. Hyper-trigonalisabilité et Hom-polynomialité

La proposition 4.3.5 donne des conditions suffisantes — et également nécessaires
dans F(A,K) — pour que tout foncteur Hom-polynomial soit hyper-trigonalisant :

Proposition 9.3.1. — Supposons les conditions de la proposition 4.3.5 satisfaites.
Alors tout foncteur Hom-polynomial F de Fct(A, E) est hyper-trigonalisant.

Démonstration. — Comme TA(A, E) est stable par colimite, on peut supposer que
F est à support fini. Par la proposition 7.3.2, sa fonction caractéristique χF est
polynomiale. Autrement dit, il existe d ∈ N tel que l’application linéaire K[A] →
Z(End(F ◦ ⊕)) prolongeant χF se factorise par la projection K[A] ↠ Qd(A), où
Qd := qd(P

A) ∈ ObF(A,K).
La condition 4 de la proposition 4.3.5 montre que Qd possède une décomposition en

poids faible finie, donc Z(Qd) ≃ Qd(A) est une algèbre semi-primaire déployée. Ce qui
précède montre donc que l’algèbre caractéristique AA(F ) est semi-primaire déployée,
ainsi F appartient à Tcf

A(A, E) (caractérisation 4 de la proposition et définition 7.1.11),
d’où le résultat.

Remarque 9.3.2. — Nous ignorons si, sous les hypothèses de la proposition 4.3.5,
tout foncteur Hom-polynomial F de Fct(A, E) appartient à Tcf

A(A, E).

Nous allons maintenant donner des conditions suffisantes pour que tout foncteur de
Tcf(A,K) soit Hom-polynomial. Nous nous limitons ici au cas d’une caractéristique p
première ; le corollaire 9.7.7 ci-après montrera que, si K est de caractéristique nulle,
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alors tout foncteur de Tcf(A,K) est Hom-polynomial (ou polynomial) si et seulement
si l’anneau A est sans quotient fini, au moins si K contient assez de racines de l’unité.

Notre raisonnement reposera essentiellement sur des propriétés de l’algèbre K[Aµ],
fournies par les deux lemmes suivants.

Lemme 9.3.3. — Si p > 0 et que la caractéristique de A est une puissance
de p, alors la projection K[A] ↠ K[A/Nil(A)] induit un isomorphisme d’algèbres
K[Aµ]/Nil(K[Aµ])

≃−→ K[(A/Nil(A))µ].

Démonstration. — Pour x, y ∈ A, on a x − y ∈ Nil(A) si et seulement si xp
n

= yp
n

pour un n ∈ N. Précisément, si A est de caractéristique pr, et si x et t sont des
éléments de A tels que ti = 0, alors la formule du binôme montre que xp

n

= (x+ t)p
n

dès que pn ≥ i et n ≥ r+ i−1
p−1 ; réciproquement, si xp

n

= yp
n

, comme A/Nil(A) est de
caractéristique p (ou 1), on a (x− y)p

n ∈ Nil(A) donc x− y ∈ Nil(A). La conclusion
résulte maintenant de ce que l’élévation à la puissance pn est pour tout n ∈ N un
endomorphisme de l’anneau K[Aµ] qui se restreint en un endomorphisme injectif de
K.

Dans le lemme suivant, on fait un usage répété de la notion de bi-idéal et de la
notation ⋆ introduites page 20, ainsi que de la remarque 1.2.18.

Lemme 9.3.4. — Supposons A semi-primaire et A/ J(A) fini de caractéristique p.
Alors pour tout n ∈ N, il existe d ∈ N tel que le bi-idéal de K[A] engendré par
J(K[Aµ])

n contienne K̄[A]⋆d.

Démonstration. — Posons J := J(A), N := min{i ∈ N | J i+1 = 0} et I := JN ⊂ J .
Comme A/J est fini de caractéristique p, l’idéal d’augmentation de K[A/J ] est ⋆-

nilpotent [Pas79, chap. VI, th. 1.2]. Du fait que le noyau de l’épimorphisme canonique
K[A] ↠ K[A/J ] est K[A] ⋆ K̄[J ], il existe donc r ∈ N tel que

(14) K̄[A]⋆r ⊂ K[A] ⋆ K̄[J ] .

Le lemme 9.3.3 montre par ailleurs que J(K[Aµ]) = K[A] ⋆ K̄[J ].
Raisonnant par récurrence, on peut supposer la conclusion vraie
– pour n− 1 : on dispose donc de a ∈ N tel que

(15) K̄[A]⋆a ⊂ K[A] ⋆ (K[A] ⋆ K̄[J ])n−1 ;

– pour l’anneau A/I : on dispose donc de b ∈ N tel que K̄[A/I]⋆b ⊂
K[A/I] ⋆ (K[A/I] ⋆ K̄[J/I])n ; comme le noyau du morphisme canonique
K̄[A]⋆b ↠ K̄[A/I]⋆b est K̄[A]⋆b−1 ⋆ K̄[I], on en déduit

(16) K̄[A]⋆b ⊂ (K̄[A]⋆b−1 ⋆ K̄[I]) + (K[A] ⋆ (K[A] ⋆ K̄[J ])n).

Comme I.J = 0, on a (1 + x).(1 + t) = 1 + x+ t pour x ∈ I et t ∈ J . En utilisant
(15), on en déduit que

K[A] ⋆ (K[A] ⋆ K̄[J ])n ⊃ K[A] ⋆
(
(K[A] ⋆ K̄[I]).(K[A] ⋆ K̄[J ])n−1

)
⊃
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K[A] ⋆
(
(K[A] ⋆ K̄[I]).(K[A] ⋆ K̄[J ]⋆a)

)
⊃ K[A] ⋆ K̄[I] ⋆ K̄[J ]⋆a ,

d’où, grâce à (14),

(17) K[A] ⋆ (K[A] ⋆ K̄[J ])n ⊃ K̄[A]⋆ar ⋆ K̄[I].

Comme (16) entraîne

(18) K̄[A]⋆c ⊂ (K̄[A]⋆c−1 ⋆ K̄[I]) + (K[A] ⋆ (K[A] ⋆ K̄[J ])n)

pour tout entier c ≥ b, pour d = max{b, ar + 1}, on a

K̄[A]⋆d ⊂ K[A] ⋆ (K[A] ⋆ K̄[J ])n ,

ce qui achève la démonstration.

Proposition 9.3.5. — Si A est semi-primaire et que A/ J(A) est fini de caractéris-
tique p, alors tout foncteur F de Tcf(A,K) est Hom-polynomial.

Démonstration. — L’algèbre AA(F ) est semi-primaire déployée, donc l’idéal carac-
téristique IA(F ) contient une puissance du radical de K[Aµ]. Comme IA(F ) est un
bi-idéal de K[A], le lemme 9.3.4 fournit d ∈ N tel que IA(F ) ⊃ K̄[A]⋆d. Autrement
dit, IA(F ) est un quotient de K[A]/K̄[A]⋆d, ce qui signifie que la fonction caractéris-
tique χF est polynomiale de degré au plus d. On conclut par la proposition 7.3.7 et
le corollaire 7.3.6.

9.4. Foncteurs de Tcf(A, E) aux poids partiels sans torsion

Lemme 9.4.1. — Soit F un foncteur de Tcf
A(A, E). Il existe un entier N tel que,

pour tout multipoids (w1, . . . , wd) ∈ Wd(F ), le nombre d’indices i ∈ J1, dK tels que le
poids partiel wi soit sans torsion dans le monoïde Mon(Aµ,Kµ) soit majoré par N .

Démonstration. — Comme F est hyper-trigonalisant à caractère fini, l’ensemble
P(F ) de ses poids partiels est fini ; soient n son cardinal et N := n2.

Si t est un poids partiel sans torsion de F et (w1, . . . , wd) un multipoids de F ,
notons r le nombre d’indices i tels que wi = t. La proposition 7.2.2.1 montre que
tj appartient à P(F ) pour tout j ∈ J1, iK. Comme t est sans torsion, ces éléments
de Mon(Aµ,Kµ) sont deux à deux distincts, d’où i ≤ n. Par conséquent, le nombre
de composantes d’un multipoids de F qui sont des poids partiels sans torsion est
majoré par n fois le nombre total de poids partiels sans torsion, donc par N , d’où le
lemme.

Proposition 9.4.2. — Soit F un foncteur de Tcf
A(A, E). Supposons que chaque élé-

ment de P(F ) est sans torsion dans le monoïde Mon(Aµ,Kµ).
Alors F est polynomial.



160 CHAPITRE 9. FONCTEURS HYPER-TRIGONALISANTS

Démonstration. — Le lemme précédent fournit N ∈ N tel que tout multipoids de F
a au plus N éléments. Autrement dit, le foncteur crN+1(F ), qui admet une décom-
position en poids faible, ne possède aucun poids : il est nul, donc F est polynomial
de degré au plus N .

Remarque 9.4.3. — Les mêmes énoncés valent sans changement dans le cas plus
général où A, plutôt qu’une catégorie additive A-linéaire, est une petite catégorie
monoïdale symétrique dont l’unité est objet nul munie d’une action d’un monoïde
commutatif.

Remarque 9.4.4. — On peut a posteriori améliorer la borne sur le degré d’un
foncteur F vérifiant les hypothèses de la proposition 9.4.2 déduite des démonstrations
précédentes, à savoir n2, où n = Card(P(F )) : on a en fait deg(F ) ≤ n. Pour le voir,
supposons que S est un facteur de composition de F . Alors S est, comme F , poly-
nomial et hyper-trigonalisant, de sorte que la proposition 8.2.7 montre qu’il possède
une structure polynomiale stricte (la décomposition n’est pas faible car l’hypothèse
sur F exclut tout morphisme d’anneaux A→ K d’image finie comme poids partiel de
F ). On déduit alors directement de la proposition 4.7.2 que le degré de S est au plus
égal au nombre de ses poids partiels, lui-même majoré par n. Le lemme 7.3.8 fournit
alors l’inégalité deg(F ) ≤ n souhaitée.

9.5. Foncteurs de Tcf(A, E) aux poids partiels de torsion

L’objectif de cette section consiste à établir le théorème suivant.

Théorème 9.5.1. — Soit F un foncteur de Tcf
A(A, E) dont les poids partiels sont

périodiques. Alors A/F est isomorphe au produit d’un anneau fini et d’un anneau
semi-primaire dont le quotient par le radical est un produit fini de sous-corps finis de
K.

La démonstration nécessitera un certain nombre d’étapes ; on traitera indépendam-
ment le cas où la caractéristique de K est première (au § 9.5.1) et celui où K est de
caractéristique nulle (au § 9.5.2). Curiseusement, c’est ce dernier cas le plus délicat,
à l’opposé de la plupart des considérations sur les foncteurs de source additive et de
but abélien (y compris celles du présent mémoire).

Avant d’aborder la démonstration du théorème 9.5.1, nous en tirons quelques consé-
quences directes.

Corollaire 9.5.2. — Sous les hypothèses du théorème 9.5.1, tous les poids partiels
de F sont ordinaires.

Démonstration. — Cela découle des propositions 4.7.14 et 4.4.4 ainsi que du théo-
rème 9.5.1.
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Corollaire 9.5.3. — Étant donné un foncteur F de F(A,K), les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

1. F appartient à Tcf(A,K) et ses poids partiels sont périodiques ;
2. F possède une décomposition à la Steinberg de type HPAP et A/F est isomorphe

au produit d’un anneau fini dont le groupe multiplicatif est somme directe de
groupes cycliques d’ordres dans ν(K) et d’un anneau semi-primaire dont le quo-
tient par le radical est un produit fini de sous-corps finis de K.

Démonstration. — L’implication 1⇒2 résulte du théorème 9.5.1, du lemme 9.1.4 et
de la proposition 9.3.5. La réciproque se déduit des propositions 9.1.5 et 9.3.1.

La conclusion du théorème 9.5.1 nous conduit à introduire la condition suivante
(qui porte sur les Idéaux Maximaux à quotient Fini, d’où la notation) :

(IMF) Si m est un idéal maximal de A tel que A/m soit un sous-corps fini de K,
alors m/m2 est fini.

Cette condition est en particulier vérifiée lorsque p = 0 ou que A est un anneau
noethérien.

Remarque 9.5.4. — La remarque 1.3.2 montre l’implication (CFD)⇒(IMF).

Le corollaire 9.5.3 entraîne aussitôt le résultat suivant.

Corollaire 9.5.5. — Si la condition (IMF) est vérifiée, alors pour tout foncteur F
de Tcf

A(A, E) dont les poids partiels sont périodiques, l’anneau A/F est fini.
Réciproquement, si tout foncteur F de Tcf(A,K) dont les poids partiels sont pério-

diques, l’anneau A/F est fini, alors la condition (IMF) est vérifiée.

9.5.1. Cas de la caractéristique première. —

Hypothèse 9.5.6. — Dans tout le § 9.5.1, on suppose que p est un nombre premier.

Les résultats de ce paragraphe reposent sur l’énoncé d’algèbre commutative suivant.

Lemme 9.5.7. — Soit r ∈ N, posons N := pr. Supposons que le sous-ensemble
S := {xN |x ∈ A} de A est fini. Alors A est isomorphe au produit direct d’un anneau
fini et d’un anneau B possédant les propriétés suivantes :

1. la caractéristique de B est une puissance de p ;
2. il existe un entier i tel que, pour tout élément x du radical m de B, xi soit nul ;
3. l’anneau quotient B/m est fini.

En particulier, A est quasi-parfait, et si m est un idéal de type fini — par exemple,
si A est noethérien — alors A est fini.
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Démonstration. — Comme l’ensemble {xN |x ∈ Z} est infini, A ne peut pas être de
caractéristique nulle. Par décomposition primaire, on peut supposer que la caracté-
ristique de A est une puissance d’un nombre premier l ; on distinguera plus tard selon
que l égale ou non p.

Notons R le sous-anneau de A engendré par S. Comme S est stable par multiplica-
tion et fini, et que A est de caractéristique positive, R est fini. Par conséquent, R est
un produit fini d’anneaux locaux finis, et cette décomposition induit une décomposi-
tion en produit de A, ce qui permet de supposer que R est un anneau local. Comme il
est artinien, il existe un entier j > 0 tel que tout élément non inversible t de R vérifie
tj = 0. Il s’ensuit que, si x est un élément non inversible de A, on a (xN )j = 0. Ainsi,
A est local et la puissance i-ème de tout élément de J(A) est nulle, pour i := Nj.

Le corps A/ J(A) est fini, car l’ensemble de ses puissances N -ièmes est fini.
Il ne reste plus qu’à démontrer que, si p est inversible dans A, alors cet anneau

est lui-même fini. L’endomorphisme x 7→ xN du groupe multiplicatif A× est d’image
finie, et son noyau est également fini, car il s’injecte dans (A/ J(A))× — en effet, si
t est un élément nilpotent non nul de A, on ne peut avoir (1 + t)N = 1 (relation qui
implique N.t ∈ (t2), donc t ∈ (t2) puisque N ∈ A×). Ainsi A× est fini ; comme 1 + x

est inversible pour tout élément non inversible x de A, il s’ensuit que A est fini, ce
qui achève la démonstration.

Remarque 9.5.8. — Sous les hypothèses du lemme précédent, A n’est pas néces-
sairement semi-primaire, comme le montre l’exemple de

A := k[x1, . . . , xn, . . . ]/(x
p
1, . . . , x

p
n, . . . ) ,

où k est un corps fini de caractéristique p.

Proposition 9.5.9. — Supposons que F est un foncteur de Tcf
A(A, E) dont les poids

partiels sont périodiques. Alors il existe r ∈ N tel que, en posant N := pr, le sous-
ensemble {xN |x ∈ A/F } de l’anneau A/F soit fini.

Démonstration. — Le lemme 9.1.2 fournit r ∈ N tel que le morphisme multiplicatif
canonique α : A/F → KP(F ) vérifie : ∀(x, y) ∈ A2

/F α(x) = α(y) ⇒ xp
r

= yp
r

.
Il suffit donc de montrer que l’image de α est finie. Cela découle de la finitude de

P(F ) et du fait que les poids partiels de F sont périodiques, donc d’images finies dans
K, d’où la proposition.

Démonstration du théorème 9.5.1 (pour p > 0). — Combinant la proposition 9.5.9
au lemme 9.5.7, on voit que A/F est isomorphe au produit d’un anneau fini et d’un
anneau quasi-parfait A′ dont le quotient par le radical est fini de caractéristique p
ou 1. Le corollaire 7.2.6 montre alors que A′ est semi-primaire. Le fait que les corps
qui sont quotients de A′ s’injectent dans K se déduit du lemme 9.1.2. En effet, si
x est un élément de A′ \ J(A′) dont la classe dans A′/ J(A′) est d’ordre n dans le
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groupe (A′/ J(A′))×, alors x est d’ordre n.ps pour un s ∈ N dans le groupe (A′)×.
Cela termine la démonstration.

Remarque 9.5.10. — Sous les hypothèses du théorème 9.5.1, A/F n’est pas néces-
sairement fini, même si l’on suppose de plus que F est fini, polynomial et à valeurs
de dimensions finies.

Exemple 9.5.11. — Supposons queK est infini et que A est le quotient d’un anneau
de polynômes sur Fp en une infinité dénombrable d’indéterminées (xi) par le carré de
son idéal d’augmentation. Notons φ : A→ K le morphisme d’anneaux composé de la
projection A ↠ Fp et de l’inclusion Fp ↪→ K. Ainsi, φ définit un AK-module simple
Kφ, de dimension 1 sur K. Pour toute famille (ξi) d’éléments de K, l’application Fp-
linéaire d : A→ K envoyant 1 sur 0 et xi sur ξi est une φ-dérivation A→ K. Ainsi, d
définit un AK-module Md de dimension 2 sur K, extension de Kφ par lui-même (cf.
(2), page 21). Mais si la famille (ξi) est libre sur Fp — ce qui est possible puisque K
est infini — alors le morphisme d’anneaux (non nécessairement commutatif au but)
structural A→ EndAK

(Md) est injectif.
Par conséquent, le foncteur additif F :=Md ⊗

A
− de F(A,K) vérifie les propriétés

suivantes :

1. r(F ) = 0, donc A/F = A est infini ;
2. F est polynomial, fini, à valeurs de dimensions finies ;
3. F appartient à Tcf(A,K) avec pour unique poids partiel φ, qui est de torsion

car d’image finie.

9.5.2. Cas de la caractéristique nulle. —

Hypothèse 9.5.12. — Dans tout le § 9.5.2, on suppose que K est de caractéristique
nulle.

Lemme 9.5.13. — Pour tout foncteur F de Fct(A, E), soit l’idéal caractéristique
de F relativement à Z est nul, soit AZ(F ) est de dimension finie sur K.

Démonstration. — En effet, IZ(F ) est un bi-idéal de K[Z] (proposition 6.2.10), donc
en particulier un idéal de l’algèbre K[Zadd] ≃ K[t, t−1], dont tous les quotients stricts
sont de dimension finie.

Lemme 9.5.14. — Soient F un foncteur de Fct(A, E), (xi)i∈I une famille finie
d’éléments de A et, pour tout i ∈ I, (ai,j)j∈J(i) une famille d’éléments de A telle que
χF (xi) ∈ VectK

{
χF (ai,j) | j ∈ J(i)

}
. Alors pour tout t ∈ A, on a

χF

(
t+

∏
i∈I

xi

)
∈ VectK

{
χF

(
t+

∏
i∈I

ai,φ(i)

) ∣∣∣∣∣φ ∈
∏
i∈I

J(i)

}
.
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Démonstration. — Pour t = 0, cela découle de la multiplicativité de χF . Comme
le noyau IA(F ) du morphisme K-linéaire K[A] → AA(F ) est un ⋆-idéal de K[A]

(proposition 6.2.10), on en déduit le cas général.

Lemme 9.5.15. — Supposons que A est un anneau de type fini et que F est un
foncteur de Fct(A, E) tel que l’algèbre AA(F ) soit entière sur K. Alors AA(F ) est de
dimension finie sur K.

Démonstration. — Le lemme 9.5.13 montre déjà que AZ(F ) est de dimension finie : il
existe une partie finie E de N telle que les χF (i) pour i ∈ E engendrent linéairement
AZ(F ).

Considérons par ailleurs des éléments a1, . . . , an de A engendrant cet anneau. Par
hypothèse, pour tout i, il existe un polynôme unitaire, disons de degré di, de K[X]

qui annule χF (ai) ∈ AA(F ). En utilisant de façon itérée le lemme 9.5.14, on en déduit
que les éléments

χF

 ∑
0≤si<di

r(s1, . . . , sn)

n∏
i=1

asii


de AA(F ) l’engendrent comme K-espace vectoriel lorsque r parcourt l’ensemble fini
des fonctions de

∏n
i=1J0, di − 1K dans E.

Lemme 9.5.16. — Si A est un anneau fini, alors Card(A) ≤ Card(Apereg)2.

Démonstration. — Si l’anneau fini A est local, alors Card(Apereg) ≥ 2 car 0 et 1

sont des éléments distincts de Apereg, et Card(Apereg) ≥ Card(A)/2 car, si x est un
élément non inversible de A, alors 1 − x ∈ A× ⊂ Apereg. Il s’ensuit que Card(A) ≤
Card(Apereg)2.

Le cas général s’en déduit en décomposant A en produit d’anneaux locaux.

Démonstration du théorème 9.5.1 (pour p = 0). — Quitte à remplacer A par A/F et
A par A/r(F ), on peut supposer sans perte de généralité que r(F ) est nul.

Comme les poids partiels de F sont en nombre fini, disons n, et périodiques, il
existe i ∈ N∗ tel que πi+1 = π pour tout π ∈ P(F ). Cela signifie que chaque π est à
valeurs dans {0} ∪ µi(K) ⊂ K, où µi(K) désigne le sous-groupe de K× des racines
i-èmes de l’unité. Cela implique par ailleurs (cf. proposition 7.2.4.3) que, pour tout
x ∈ A, (χF (x)

i+1 − χF (x))
j = 0 dans AA(F ), où j désigne l’indice de nilpotence

du radical de cette algèbre semi-primaire. En particulier, l’algèbre AA(F ), qui est
engendrée par les χF (x), est entière sur K.

Supposons dans un premier temps l’anneau A de type fini. Le lemme 9.5.15 permet
d’en déduire la finitude de dimK AA(F ). Il s’ensuit que sp(F ) est un foncteur de type
fini et à valeurs de dimensions finies de F(A,K) (corollaire 6.4.8). Par conséquent,
sp(F ) possède une décomposition à la Steinberg de type PAP [DTV23, cor. 4.19].
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Comme les poids partiels de F sont de torsion, cela entraîne que sp(F ) est antipoly-
nomial (utiliser la proposition 4.4.4 et la propriété d’unicité de la proposition 4.7.2).
Ainsi, l’anneau A = A/F est fini. En utilisant le fait que les poids partiels de F sont à
valeurs dans {0} ∪ µi(K) ⊂ K et le lemme 9.1.3, on obtient Card(Apereg) ≤ (i+ 1)n,
puis, par le lemme 9.5.16, Card(A) ≤ (i+ 1)2n.

Traitons maintenant le cas général, où A n’est pas nécessairement de type fini. Si B
est un sous-anneau de type fini de A, considérant A comme une catégorie B-linéaire,
F appartient à Tcf

B(A, E), son ensemble de poids partiels n’a pas plus d’éléments que
PA(F ), et la relation πi+1 = π vaut aussi pour π dans PB(F ). Le raisonnement
précédent procure donc l’inégalité Card(B) ≤ (i + 1)2n. Comme elle est vraie pour
tout sous-anneau de type fini B de A, cet anneau est lui-même fini de cardinal au
plus (i+ 1)2n.

9.6. Décomposition des foncteurs hyper-trigonalisants selon les poids par-
tiels

Notation 9.6.1. — Dans tout le § 9.6, n désigne un entier naturel et M1, . . . ,Mn

des sous-monoïdes de Mon(Aµ,Kµ).

Notation 9.6.2. — Si M est un sous-monoïde de Mon(Aµ,Kµ), on désigne
par TA,[M](A, E) (resp. Tcf

A,[M](A, E)) la sous-catégorie pleine de TA(A, E) (resp.
Tcf
A(A, E)) constituée des foncteurs F tels que P(F ) ⊂ M.
On note simplement T[M1×···×Mn](An, E) (resp. Tcf

[M1×···×Mn]
(An, E)) pour

TAn,[M1×···×Mn](An, E) (resp. Tcf
An,[M1×···×Mn]

(An, E)), où M1 × · · · × Mn est
vu comme sous-monoïde de Mon(Anµ,Kµ) ≃ Mon(Aµ,Kµ)

n.

Grâce à la proposition 3.4.6, on dispose d’équivalences canoniques

(19) T[M1×M2](A
2, E) ≃ T[M1](A,T[M2](A, E)) ≃ T[M2](A,T[M1](A, E))

qui envoient Tcf
[M1×M2]

(A2, E) dans Tcf
[M1]

(A,Tcf
[M2]

(A, E)) et Tcf
[M2]

(A,Tcf
[M1]

(A, E)).

Définition 9.6.3. — On dit que M1, . . . ,Mn vérifient la condition de séparation
des poids partiels (Sep) si les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

1. le morphisme canonique M1 × · · · ×Mn → Mon(Aµ,Kµ) est injectif ;
2. pour tout foncteur F non nul de Tcf

[M1...Mn]
(A, E) (où M1 . . .Mn désigne le sous-

monoïde de Mon(Aµ,Kµ) engendré par les Mi, qui est isomorphe à leur produit
vu l’hypothèse précédente), on a

W̃n(F ) ∩ (M1 × · · · ×Mn) ̸= ∅ dans Mon(Aµ,Kµ)
n.

On a alors W̃n(F ) ∩ (M1 × · · · × Mn) ̸= ∅ pour tout foncteur F non nul de
T[M1...Mn](A, E).
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Remarque 9.6.4. — 1. Si M′
1 ⊂ M1 et M′

1 ⊂ M1 sont des sous-monoïdes de
Mon(Aµ,Kµ) et que M1 et M2 vérifient la condition (Sep), alors il en est de
même pour M′

1 et M′
2.

2. Si les n sous-monoïdes M1, . . . ,Mn vérifient la condition (Sep), alors, pour tout
i ∈ J1, n− 1K, les 2 sous-monoïdes M1 . . .Mi et Mi+1 . . .Mn la vérifient égale-
ment.

Théorème 9.6.5. — Supposons que le morphisme canonique M1 × · · · × Mn →
Mon(Aµ,Kµ) est injectif.

1. La restriction à T[M1×···×Mn](An, E) du foncteur Fct(An, E) → Fct(A, E) de
précomposition par la diagonale itérée δn : A → An est pleinement fidèle.

2. Le foncteur T[M1×···×Mn](An, E) → T[M1...Mn](A, E) qu’induit δ∗n est une équi-
valence si et seulement si la condition (Sep) est vérifiée.

3. Si X est un foncteur de T[M1×···×Mn](An, E) et Y un foncteur de Tcf
[M1×···×Mn]

(An, E),
alors le morphisme

Ext∗Fct(An,E)(X,Y ) → Ext∗Fct(A,E)(δ
∗
nX, δ

∗
nY )

induit par δ∗n est un isomorphisme.

Démonstration. — Établissons d’abord 1 et 3. Soient X et Y des foncteurs de
T[M1×···×Mn](An, E). L’adjonction somme/diagonale fournit un isomorphisme
naturel Ext∗Fct(A,E)(δ

∗
nX, δ

∗
nY ) ≃ Ext∗Fct(An,E)(X,⊕∗

nδ
∗
nY ), il s’agit donc de

montrer que le morphisme canonique Y → ⊕∗
nδ

∗
nY induit un isomorphisme

Ext∗Fct(An,E)(X,Y )
≃−→ Ext∗Fct(An,E)(X,⊕∗

nδ
∗
nY ) lorsque le degré cohomologique

est nul ou que Y appartient à Tcf
[M1×···×Mn]

(An, E). Comme X et ⊕∗
nδ

∗
nY possèdent

des décompositions en poids faibles, il suffit pour cela, d’après la proposition 2.2.1,
de vérifier que le morphisme canonique Y → ⊕∗

nδ
∗
nY s’identifie à l’injection dans

⊕∗
nδ

∗
nY de la somme directe de ses parties homogènes de poids faibles appartenant à

M1 × · · · ×Mn.
Par hypothèse, Y ◦ δAn

n (où l’exposant précise la catégorie additive sur laquelle où
considère la diagonale n-itérée) possède une décomposition en poids faible relative-
ment à l’action de (Anµ)

n ≃ An
2

µ dont les composantes πi,j ∈ Mon(Aµ,Kµ) (pour
1 ≤ i, j ≤ n), où πi,j correspond à l’action de Aµ sur le j-ième terme dans la i-ème
variable du n-multifoncteur Y , vérifient πi,j ∈ Mi.

Considérant le diagramme commutatif (à isomorphisme près)

An
⊕A

n //

δA
n

n

��

A

δAn
��

(An)n
⊕An

n // An

,

on en déduit que les poids de ⊕∗
nδ

∗
nY sont de la forme (

∏n
i=1 πi,j)1≤j≤n avec πi,j ∈ Mi.

Vu l’hypothèse faite sur les Mj , on a
∏n
i=1 πi,j ∈ Mj si et seulement si πi,j = 1 pour
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i ̸= j. Comme la partie de poids 1 d’un foncteur défini sur A est exactement son
terme constant, cela termine la démonstration de 1 et 3.

Montrons maintenant 2. Tout d’abord, par 1, δ∗n induit un foncteur pleinement
fidèle Φ : T[M1×···×Mn](An, E) → T[M1...Mn](A, E). Utilisant la proposition 3.1.3 et
l’adjonction somme/diagonale, on voit que Φ possède un adjoint à droite Ψ donné par

F 7→
⊕

w∈M1×···×Mn

(⊕∗
nF )

<w>.

Comme Φ est pleinement fidèle, ce foncteur est une équivalence si et seulement si Ψ
est fidèle. Or Ψ est exact, car la restriction à la sous-catégorie pleine des foncteurs
admettant une décomposition en poids faible d’un foncteur de la forme X 7→ X<w>

est exacte (puisque facteur direct de l’identité). Ainsi, Ψ est fidèle si et seulement si
la relation Ψ(F ) = 0 entraîne F = 0. Comme Ψ(F ) = 0 équivaut, par définition, à
W̃n(F ) ∩ (M1 × · · · ×Mn) = ∅, on en déduit 2, ce qui achève la démonstration.

Remarque 9.6.6. — L’énoncé et une partie de la démonstration du théorème pré-
cédent sont très analogues à ceux de [DTa, th. 4.4]. Par ailleurs, si l’on se restreint
aux foncteurs hyper-diagonalisants, le théorème 9.6.5 recoupe largement les proposi-
tions 8.2.4 et 8.3.5.

L’énoncé suivant constitue, compte-tenu du théorème 9.6.5, une variation du co-
rollaire 6.5.13.

Proposition 9.6.7. — Soient E un foncteur exponentiel de F(A;K) (c’est-à-dire
un foncteur monoïdal symétrique fort de (A,⊕, 0) vers (K-Mod,⊗,K) — cf.
[Tou21]) et ρi : E ↠ Xi des épimorphismes, pour 1 ≤ i ≤ n. On suppose que Xi

appartient à T[Mi](A;K) pour chaque i et que la condition (Sep) est vérifiée. Alors
le morphisme

f : E → E⊗n ρ1⊗···⊗ρn−−−−−−→ X1 ⊗ · · · ⊗Xn

(où la première flèche est le coproduit itéré déduit de la structure exponentielle de E)
est un épimorphisme.

Démonstration. — Notons Y := Coker f : le théorème 9.6.5 montre l’existence d’un
foncteur T de F(An;K) et d’un épimorphisme φ : X1 ⊠ · · · ⊠ Xn ↠ T tels que
Y ≃ δ∗nT et que la projection X1 ⊗ · · · ⊗Xn ↠ Y s’identifie à δ∗n(φ).

Comme l’adjoint de f (pour l’adjonction entre ⊕∗
n et δ∗n) est ρ1⊠ · · ·⊠ρn : E⊠n ↠

X1⊠ · · ·⊠Xn, l’adjoint de la composée E f−→ X1⊗· · ·⊗Xn ↠ Y ≃ δ∗nT , qui est nulle,
est l’épimorphisme

E⊠n ρ1⊠···⊠ρn−−−−−−→ X1 ⊠ · · ·⊠Xn
φ−→ T,

d’où la nullité de T et donc de Y .
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9.7. Théorèmes de structure

9.7.1. Premier théorème de décomposition. —

Notation 9.7.1. — Si w = (w1, . . . , wn) ∈ Mon(Aµ,Kµ)
n est une suite finie de

poids, on note ℓ(w) le nombre d’indices i ∈ J1, nK tels que wi soit un élément sans
torsion du monoïde Mon(Aµ,Kµ).

Proposition 9.7.2. — Soit F un foncteur non nul de Tcf
A(A, E).

1. Le sous-ensemble {ℓ(w) |w ∈
⊔
n∈N Wn(F )} de N possède un plus grand élément

s.
2. Si w = (α1, . . . , αr, β1, . . . , βs) est un multipoids de F tel que les βi soient sans

torsion, alors les poids αi sont ordinaires.
3. Il existe un multipoids w = (α1, . . . , αr, β1, . . . , βs) de F tel que les βi soient

sans torsion et que si w′ = (α′
1, . . . , α

′
t, β

′
1, . . . , β

′
s) est un autre multipoids de F

avec les β′
i sans torsion et z(β′

i) ⊂ z(βi) pour tout i ∈ J1, sK, alors z(β′
i) = z(βi)

pour tout i ∈ J1, sK.
4. Si w est un multipoids comme dans 3, alors les βi sont des morphismes d’an-

neaux et le multifoncteur crr+s(F )<w> est additif par rapport à chacune des s
dernières variables.

Démonstration. — La première assertion résulte du lemme 9.4.1.
Comme les ensembles de multipoids sont invariants par permutation des coordon-

nées, on peut se contenter, afin d’alléger l’écriture, de montrer que α1 est un poids
ordinaire, dans la situation 2. Soient a2, . . . , ar, b1, . . . , bs des objets de A tels que
le foncteur G := crr+s(F )

<w>(−, a2, . . . , ar, b1, . . . , bs) de Fct(A, E) soit non nul ; il
est donc homogène de poids faible α1 et hyper-trigonalisant. De plus, si (γ1, . . . , γn)
est un multipoids de G, alors (γ1, . . . , γn, α2, . . . , αr, β1, . . . , βs) est un multipoids de
F . La maximalité de s montre que les γi sont nécessairement tous périodiques. Par
conséquent, le corollaire 9.5.2 montre que α1 est un poids de torsion ordinaire.

L’assertion 3 résulte de 1 et de la finitude de P(F ). Pour montrer l’assertion 4, il
suffit de montrer que crr+s(F )<w> est additif par rapport à la (r + 1)-ième variable
(si s > 0), ce qui entraîne automatiquement que β1 est un morphisme d’anneaux.
Supposons le contraire : il existe alors des objets a1, . . . , ar, b2, . . . , bs de A tels que
le foncteur H := crr+s(F )

<w>(a1, . . . , ar,−, b2, . . . , bs) de Fct(A, E) soit non additif.
Comme H est hyper-trigonalisant, cela entraîne que W2(H) est non vide. Soit (γ, γ′)
un de ses éléments : comme H est homogène de poids faible β1, on a β1 = γγ′.
Par ailleurs, (α1, . . . , αr, γ, γ

′, β2, . . . , βs) est un multipoids de F . La maximalité de
s montre que γ et γ′ ne peuvent pas être tous deux sans torsion. Ils ne peuvent pas
non plus être tous deux périodiques, car sinon leur produit β1 le serait aussi. On
peut donc supposer par exemple que γ est périodique et γ′ sans torsion. La relation
β1 = γγ′ entraîne z(γ′) ⊂ z(β1), de sorte que l’hypothèse de minimalité sur les z(βi)

fournit z(γ′) = z(β1), puis z(γ) ⊂ z(γ′) = z(β1). Par ailleurs, γ est un poids non
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trivial de torsion ordinaire par 2, donc z(γ) contient un idéal maximal cofini m de
A, grâce aux propositions 4.6.1, 4.4.4 et au corollaire 4.7.5. Comme P(H) est fini, il
s’ensuit qu’il existe une intersection finie I d’idéaux maximaux cofinis de A telle que
I ⊂ z(π) pour tout π ∈ P(H). Le corollaire 7.2.5 montre alors que les poids partiels
de H se factorisent par la projection A ↠ A/In pour un certain n ∈ N. L’anneau
A/In est semi-primaire et le quotient par son radical est fini, ce qui implique que
tout poids de Mon((A/In)µ,Kµ) est de torsion. (En effet, on peut se ramener au cas
local ; si A est un anneau local dont le radical J est nilpotent et le corps résiduel κ fini,
Mon(Aµ,Kµ) ≃ Ab(A×,K×)+, et Ab(A×,K×) ≃ Ab(κ×,K×)⊕Ab((1+J)µ,K

×),
or (1+J)µ est un groupe annulé par lr, où l est la caractéristique de κ et r l’indice de
nilpotence de J .) Comme γ est sans torsion mais se factorise par la réduction modulo
In, c’est absurde, d’où la proposition.

Notation 9.7.3. — On note Mtord le sous-monoïde Mon(Aµ,Kµ) constitué des
poids ordinaires de torsion, et Mpoli le sous-monoïde engendré par les morphismes
d’anneaux A→ K d’image infinie.

L’indice tord (resp. poli) abrège de Torsion ORDinaire (resp. POLynomial d’image
Infinie).

Corollaire 9.7.4. — Tous les poids partiels d’un foncteur hyper-trigonalisant sont
ordinaires. De plus, de tels poids partiels s’expriment comme produit d’un élément de
Mtord et d’un élément de Mpoli, et ce de façon unique.

Démonstration. — Tout poids partiel π d’un foncteur hyper-trigonalisant de
Fct(A, E) est le poids d’un foncteur F de Tcf

A(A, E) homogène de poids faible
π. Appliquant les assertions 4 et 2 de la proposition 9.7.2, on obtient un multipoids
(α1, . . . , αr, β1, . . . , βs) de F tel quel les αi soient des poids de torsion ordinaires
et les βj des morphismes d’anneaux. Il s’ensuit que π = α1 . . . αrβ1 . . . βs est un
poids ordinaire possédant une décomposition du type requis. L’unicité résulte des
propositions 4.4.4 et 4.7.2.

Corollaire 9.7.5. — Les sous-monoïdes Mtord et Mpoli de Mon(Aµ,Kµ) vérifient
la condition de séparation des poids partiels (Sep) (cf. définition 9.6.3).

Démonstration. — Cela découle de l’unicité du corollaire précédent et des assertions 3
et 4 de la proposition 9.7.2.

En combinant le théorème 9.6.5, les corollaires 9.7.4 et 9.7.5, et les équivalences
(19) (page 165), on obtient :

Théorème 9.7.6. — La précomposition par la diagonale A → A × A induit une
équivalence de catégories

T[Mpoli×Mtord](A×A, E) ≃ T(A, E) ,
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d’où des équivalences

T(A, E) ≃ T[Mpoli](A,T[Mtord](A, E)) ≃ T[Mtord](A,T[Mpoli](A, E)) .

Ces équivalences se restreignent en une équivalence

Tcf(A, E) ≃ Tcf
[Mpoli×Mtord]

(A×A, E)

et envoient ces catégories respectivement dans Tcf
[Mpoli]

(A,Tcf
[Mtord]

(A, E)) et
Tcf
[Mtord]

(A,Tcf
[Mpoli]

(A, E)).

Corollaire 9.7.7. — Tout foncteur de Tcf(A,K) possède une décomposition à la
Steinberg de type HPAP (cf. définition 4.2.9).

Si la condition (IMF) est vérifiée, tout foncteur de Tcf(A,K) possède une décom-
position de type FP (cf. définition 4.2.13).

Démonstration. — Ce résultat découle du théorème 9.7.6, de la proposition 9.4.2 et
des corollaires 9.5.3 et 9.5.5.

9.7.2. Propriétés de finitude des foncteurs hyper-trigonalisants de F(A,K).
—

Corollaire 9.7.8. — Tout foncteur hyper-trigonalisant noethérien F de F(A,K)

appartient à Fdf(A,K).

Démonstration. — Comme F appartient à Tcf(A,K), puisque F est de type fini, le
corollaire précédent montre qu’il existe un quotient K-trivial A′ de A et un bifoncteur
B de F(P(A) × P(A′);K) tels que F soit isomorphe à la composée de B et du
foncteur canonique ϕ : P(A) → P(A) × P(A′), avec B Hom-polynomial par rapport
à la première variable et possédant une décomposition en poids. Comme ϕ∗B est
noethérien, [DTV23, prop. 4.9] montre que B est noethérien. Le corollaire 5.3.6
montre alors que l’image de B par l’équivalence de catégories canonique F(P(A) ×
P(A′);K) ≃ Fct(P(A),F(A′,K)) est à valeurs noethériennes. Or tout foncteur de
type fini de F(A′,K) est à valeurs de dimensions finies, puisque A′ est fini. Il s’ensuit
que F lui-même est à valeurs de dimensions finies.

Le théorème 9.7.6 permet de déterminer facilement quand tous les foncteurs hyper-
trigonalisants de F(A,K) sont localement noethériens :

Théorème 9.7.9. — Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) la catégorie T(A,K) est localement noethérienne ;
(b) tout foncteur additif de T(A,K) est localement noethérien ;
(c) la condition (CFD) est vérifiée ;
(d) tout foncteur de type fini de T(A,K) est à valeurs de dimensions finies.
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Démonstration. — La proposition 9.2.10 montre que les conditions (b) et (c) sont
équivalentes et que (d), qui implique la condition 4 de la proposition 9.2.10, entraîne
(c).

Utilisant l’équivalence T(A,K) ≃ T[Mpoli](P(A),T[Mtord](A,K)) donnée par le
théorème 9.7.6, la proposition 9.4.2, qui montre que tout foncteur de type fini
de cette catégorie est polynomial (dans Fct(P(A),T[Mtord](A,K))) et la proposi-
tion 9.2.10, on voit que, sous la condition (CFD), tout foncteur de type fini de T(A,K)

est à valeurs de type fini dans T[Mtord](A,K) (via l’équivalence précédente). Comme
la condition (CFD) entraîne (IMF) (remarque 9.5.4), le corollaire 9.5.5 montre que,
pour tout foncteur F de type fini de T[Mtord](A,K), l’anneau A/F est fini. Cela
implique que F est à valeurs de dimensions finies, d’où l’implication (c)⇒(d), mais
aussi que F est noethérien par le théorème 1.5.6. Comme un foncteur polynomial à
valeurs noethériennes de source P(A) est noethérien [DT23, lm 6.20], cela montre
aussi l’implication (c)⇒(a).

Comme (a) entraîne trivialement (b), ceci achève la démonstration.

Remarque 9.7.10. — Le corollaire 9.7.8 donne une autre démonstration, plus di-
recte, de l’implication (a)⇒(d) du théorème précédent.

9.7.3. Décomposition primaire des foncteurs hyper-trigonalisants. — On
peut préciser les résultats précédents en introduisant le raffinement suivant de la
notation 9.7.3 :

Notation 9.7.11. — 1. Si I est un idéal maximal cofini de A, on note Mtord,I

le sous-monoïde des poids w de Mtord se factorisant à travers la projection
A↠ A/In pour un certain n ∈ N.

2. Si α : A → K est un morphisme d’anneaux d’image infinie, on note Mpoli,α

le sous-monoïde de Mpoli engendré par α lorsque p = 0, et le sous-monoïde
constitué des w ∈ Mon(Aµ,Kµ) tels qu’il existe (r, n) ∈ N2 tel que wp

r

= αn si
p > 0.

L’énoncé suivant découle des propositions 4.4.4, 4.7.2 et de la décomposition d’un
anneau fini en produit d’anneaux locaux.

Proposition 9.7.12. — 1. Si I1, . . . , In sont des idéaux maximaux cofinis deux à
deux distincts de A, alors les monoïdes Mtord,I1 , . . . ,Mtord,In vérifient la condi-
tion de séparation des poids partiels (Sep).

2. Un foncteur F de Fct(A, E) appartient à Tcf
[Mtord]

(A, E) si et seulement s’il existe
des idéaux maximaux cofinis deux à deux distincts I1, . . . , In de A tels que F
appartienne à Tcf

[Mtord,I1
...Mtord,In ](A, E).

Le résultat suivant se déduit quant à lui de la proposition 4.7.2 et des assertions 3
et 4 de la proposition 9.7.2.
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Proposition 9.7.13. — 1. Si (α1, . . . , αn) est une famille indépendante de mor-
phismes d’anneaux A → K, alors les monoïdes Mpoli,α1

, . . . ,Mpoli,αn
vérifient

la condition de séparation des poids partiels (Sep).
2. Un foncteur F de Fct(A, E) appartient à Tcf

[Mpoli]
(A, E) si et seulement s’il existe

une famille indépendante (α1, . . . , αn) de Ann(A,K) telle que F appartienne à
Tcf
[Mpoli,α1

...Mpoli,αn ](A, E).

Les deux propositions suivantes précisent la structure des foncteurs hyper-
trigonalisants dont les poids partiels appartiennent tous à l’une des « briques
élémentaires » introduites dans la notation 9.7.11.

Proposition 9.7.14. — Soient I un idéal maximal cofini de A et F un foncteur de
Tcf
[Mtord,I ]

(A, E).
1. Il existe r ∈ N tel que Ir ⊂ r(F ).
2. Si F est non constant, alors le cardinal q du corps fini A/I vérifie q−1 ∈ ν(K).

Démonstration. — La première assertion provient du corollaire 7.2.5, et la deuxième
se déduit de la proposition 9.1.5.

Proposition 9.7.15. — Soient α : A → K un morphisme d’anneaux d’image infi-
nie, p son noyau et F un foncteur de Tcf

[Mpoli,α](A, E).
1. Il existe r ∈ N tel que pr ⊂ r(F ).
2. Il existe un foncteur de G de Tcf

[Mpoli,α](A ⊗A (Ap/p
rAp), E), unique à isomor-

phisme près, tel que F soit la composée de G et du foncteur additif canonique
A → A⊗A (Ap/p

rAp).

Démonstration. — La première assertion découle du corollaire 7.2.5. La deuxième
s’en déduit en utilisant la proposition 4.5.4.

Remarque 9.7.16. — Dans les conditions de la proposition 9.7.15, si F est non
constant, l’anneau ÃF (avec la notation de la proposition 4.5.4) est local, semi-
primaire, et son corps résiduel Frac(A/p) est un sous-corps infini de K.

De façon analogue, dans les conditions de la proposition 9.7.14, si F est non
constant, l’anneau A/F est local, semi-primaire ; son corps résiduel A/I est fini, et
s’il est de caractéristique p, il se plonge dans K.

On peut résumer une grande partie des résultats précédents les plus importants en
l’énoncé suivant :

Théorème 9.7.17. — 1. Si (α1, . . . , αn) est une famille finie indépendante de
Ann(A,K) et que I1, . . . , Im sont des idéaux maximaux cofinis deux à deux
distincts de A, alors le foncteur

T[Mpoli,α1
×...×Mpoli,αn×Mtord,I1

×···×Mtord,Im ](An+m, E) → Fct(A, E)
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restriction de δ∗n+m est pleinement fidèle et a pour image essentielle
T[Mpoli,α1

...Mpoli,αn .Mtord,I1
...Mtord,Im ](A, E).

2. Si F est un foncteur de Tcf(A, E), il existe un unique (n,m) ∈ N2, une famille
(α1, . . . , αn) indépendante de Ann(A,K), unique à l’ordre, et à l’action du mor-
phisme de Frobenius si p > 0, près, une famille (I1, . . . , Im) d’idéaux maximaux
cofinis deux à deux distincts de A, unique à l’ordre près, et un foncteur X

de Tcf
[Mpoli,α1

×···×Mpoli,αn×Mtord,I1
×···×Mtord,Im ](A

n+m, E) qui n’est constant par
rapport à aucune des n + m variables, unique à isomorphisme près, tels que
F ≃ δ∗n+m(X).

3. Ce multifoncteur X vérifie de plus les propriétés suivantes :
(a) X est polynomial par rapport aux n premières variables ;
(b) pour j ∈ J1,mK, si A/Ij est de caractéristique p, et que la condition

(MTF) est vérifiée, alors X est Hom-polynomial par rapport à la (n+ j)-
ième variable ;

(c) pour j ∈ J1,mK, si A/Ij est de caractéristique différente de p, et que la
condition (MTF) est vérifiée, alors X est antipolynomial par rapport à la
(n+ j)-ième variable.

Démonstration. — L’assertion 1 et l’énoncé d’existence de l’assertion 2 découlent
des théorèmes 9.7.6 et 9.6.5 ainsi que des propositions 9.7.12 et 9.7.13 (et de la
remarque 9.6.4). La famille indépendante (α1, . . . , αn) de Ann(A,K) et la famille
(I1, . . . , Im) d’idéaux maximaux cofinis deux à deux distincts de A étant fixées, l’unicité
à isomorphisme près de X dans Tcf

[Mpoli,α1
×···×Mpoli,αn×Mtord,I1

×···×Mtord,Im ](A
n+m, E)

tel que F ≃ δ∗n+m(X) résulte de l’assertion 1. La propriété d’unicité plus forte énoncée
en 2 s’en déduit en regroupant les familles d’idéaux maximaux cofinis et les familles
indépendantes de morphismes d’anneaux apparaissant dans deux décompositions dis-
tinctes et en en supprimant les doublons (y compris au Frobenius près pour les mor-
phismes d’anneaux, dans le cas où p > 0) afin d’obtenir une famille d’idéaux maxi-
maux cofinis englobant celles des deux décompositions et une famille indépendante
de morphismes d’anneaux englobant (à l’action du Frobenius près si p > 0) celles des
deux décompositions.

L’assertion 3a résulte de la proposition 9.4.2, l’assertion 3b des propositions 9.3.5
(qui s’étend de Tcf(A,K) à Tcf(A, E) sous l’hypothèse (MTF) grâce au corollaire 7.3.6)
et 9.7.14, et l’assertion 3c du théorème 9.5.1.

Remarque 9.7.18. — Les idéaux premiers Kerαi et les idéaux maximaux cofinis
Ij apparaissant dans l’énoncé précédent peuvent être caractérisés comme étant exac-
tement les idéaux premiers qui sont le lieu d’annulation d’un poids partiel de F .
C’est pourquoi on peut penser à l’isomorphisme du théorème 9.7.17 comme à une
décomposition primaire pour les foncteurs hyper-trigonalisants à caractère fini.



174 CHAPITRE 9. FONCTEURS HYPER-TRIGONALISANTS

9.7.4. Spectre des foncteurs hyper-trigonalisants. — Afin d’exprimer en
termes de spectre les résultats précédents, nous introduisons la notation suivante
(on rappelle que, si F est un foncteur de F(A,K), w ∈ Mon(Aµ,Kµ) un poids
et r un entier naturel, F [r]

w désigne le plus grand quotient de F appartenant à
U(F(A,K);mrw) — cf. définition 3.1.3.2).

Notation 9.7.19. — Pour d, r, n ∈ N, w1, . . . , wn : A → K des poids et I un idéal
de A, on définit dans F(A,K)

TA,I,d,r,(w1,...,wn) := π∗
IP

A/I
P(A/I) ⊗

( n⊕
i=1

qd(P
A)[r]wi

)
,

où πI : P(A) → P(A/I) désigne la réduction modulo I.

Proposition 9.7.20. — Soient d, r, n ∈ N, w1, . . . , wn des éléments deux à deux
distincts de Mpoli et I un idéal cofini de A.

Alors le morphisme PA → TA,I,d,r,(w1,...,wn) de F(A,K) composé de la diago-
nale PA → PA ⊗ PA et du morphisme canonique PA → π∗

IP
A/I
P(A/I) tensorisé par le

morphisme PA →
⊕n

i=1 qd(P
A)

[r]
wi dont les composantes sont les projections est un

épimorphisme.

Démonstration. — Quitte à agrandir K, on peut supposer ce corps algébriquement
clos.

Il existe un sous-anneau A′ de type fini de A tel que :

1. les restrictions à A′ des wi sont deux à deux distinctes ;
2. chaque wi est produit de morphismes d’anneaux A → K dont la restriction à
A′ a une image de cardinal strictement supérieur à celui de A/I.

En vertu de la proposition 9.2.8, tout foncteur polynomial de F(A,K) possédant
une décomposition en poids est hyper-trigonalisant relativement à l’action de A′.

Soit M1 le sous-monoïde de Mon(A′
µ,Kµ) constitué des morphismes se factorisant

par la réduction modulo I∩A′, et soit M2 le sous-monoïde constitué engendré par des
morphismes d’anneaux A′ → K d’image de cardinal strictement supérieur à celui de
A/I. Le corollaire 9.7.5, la proposition 9.7.12 et la remarque 9.6.4 montrent que M1 et
M2 vérifient la condition (Sep). En effet, si I ′1, . . . , I ′r désignent les idéaux maximaux
(nécessairement cofinis) de A′ contenant I ∩ A′, on a M1 ⊂ Mtord,I′1

. . .Mtord,I′r

et Card(A′/I ′i) ≤ Card(A/I), tandis que M2 est inclus dans le sous-monoïde de
Mon(A′

µ,Kµ) engendré par Mpoli et par les Mtord,m, où m est un idéal maximal
cofini de A′ tel que Card(A′/m) > Card(A/I) et que A′/m s’injecte dans K.

Comme le morphisme canonique PA →
⊕n

i=1 qd(P
A)

[r]
wi est un épimorphisme (cf.

proposition 6.5.9 et exemple 6.5.20), la conclusion se déduit alors de la proposi-
tion 9.6.7.
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Le corollaire suivant donne dans certains cas importants — par exemple lorsque
K est de caractéristique nulle, ou que K est un corps parfait et A un anneau de
type fini — une caractérisation complète en termes de spectre des foncteurs hyper-
trigonalisants à caractère fini.

Corollaire 9.7.21. — Soit F un foncteur de Fct(A, E).

1. Si la condition (IMF) est vérifiée et que F appartient à Tcf
A(A, E), alors il

existe un idéal cofini I de A tel que (A/I)× soit somme directe de groupes cy-
cliques d’ordres appartenant à ν(K), des entiers naturels r, d, n et des éléments
w1, . . . , wn de Mpoli deux à deux distincts tels que

sp(F ) ≤ TA,I,d,r,(w1,...,wn) .

2. Supposons que l’une des deux conditions suivantes est vérifiée :
(a) K est de caractéristique nulle ;
(b) K est un corps parfait de caractéristique p > 0 et A/p est une algèbre

essentiellement de type fini sur une Fp-algèbre p-parfaite (par exemple, A
un anneau essentiellement de type fini).

Alors tout foncteur F vérifiant la condition précédente appartient à Tcf
A(A, E).

(On notera que chacune des deux conditions 2a et 2b implique (IMF).)

Démonstration. — Le corollaire 9.5.5 et la proposition 9.1.5 montrent que, si (IMF)
est vérifiée, alors pour tout foncteur F de Tcf

A(A, E) tel que P(F ) ⊂ Mtord, il existe
un idéal cofini I, tel que (A/I)× soit somme directe de groupes cycliques d’ordres
appartenant à ν(K) et que sp(F ) ≤ π∗

IP
A/I
P(A/I).

Par ailleurs, si F est un foncteur de Tcf
A(A, E) tel que P(F ) ⊂ Mpoli, alors F possède

en particulier une décomposition en poids faible finie, avec des poids w1, . . . , wn dans
Mpoli, donc il existe r ∈ N tel que sp(F ) ≤

⊕n
i=1 qd(P

A)
[r]
wi . La première assertion

résulte de ces deux cas particuliers, du théorème 9.7.6 et du corollaire 6.5.13.
Sous l’hypothèse 2a, le foncteur

⊕n
i=1 qd(P

A)
[r]
wi appartient à Tcf(A,K) par le co-

rollaire 9.2.6. C’est également le cas sous l’hypothèse 2b, car le corollaire 5.3.14 montre
que ce foncteur est alors fini et à valeurs de dimensions finies ; comme ses poids sont dé-
ployés et queK est parfait, la proposition 8.2.7 montre que ses facteurs de composition
sont hyper-diagonalisants, ce qui implique que notre foncteur est hyper-trigonalisant.

Par ailleurs, si I est un idéal cofini de A tel que (A/I)× soit somme directe de
groupes cycliques d’ordres dans ν(K), alors π∗

IP
A/I
P(A/I) appartient à Tcf(A,K) par

la proposition 9.1.5. Il s’ensuit que, si l’une des hypothèses 2a ou 2b est remplie, le
foncteur TA,I,d,r,(w1,...,wn) est hyper-trigonalisant. En conséquence, tout foncteur F
de Fct(A, E) tel que sp(F ) ≤ TA,I,d,r,(w1,...,wn) appartient à Tcf

A(A, E), ce qui achève
la démonstration.
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9.7.5. Retour sur les foncteurs polynomiaux hyper-trigonalisants. —

Proposition 9.7.22. — Supposons que p est premier, que A est de caractéristique
p et que la condition (CAD) est vérifiée. Alors tout foncteur Hom-polynomial hyper-
trigonalisant de Fct(A, E) est hyper-diagonalisant.

Démonstration. — Il suffit de montrer que tout foncteur Hom-polynomial F de
Tcf
A(A, E) est hyper-diagonalisant. En utilisant le théorème 9.7.17 et la proposi-

tion 7.1.12, on voit qu’il suffit de le faire dans chacun des deux cas suivants :

– F appartient à Tcf
[Mpoli,α](A, E), où α : A → K est un morphisme d’anneaux

d’image infinie ;
– F appartient à Tcf

[Mtord,I ]
(A, E), où I est un idéal maximal cofini de A tel que

car(A/I) = p.

Dans chacun des deux cas, il existe p ∈ Spec(A) tel que le corps résiduel κ :=

Frac(A/p) se plonge dans K et r ∈ N tel que ÃF soit un quotient de Ap/p
rAp, par

les propositions 9.7.14 et 9.7.15. Comme la condition (CAD) est vérifiée, la proposi-
tion 1.3.6 montre que ÃF est un corps parfait (ou l’anneau nul). Le corollaire 3.5.3
permet alors de conclure.

Remarque 9.7.23. — Dans F(A,K), la condition (CAD) est aussi évidemment
nécessaire pour que tout foncteur Hom-polynomial hyper-trigonalisant soit hyper-
diagonalisant — en effet, elle signifie exactement que tout foncteur additif de F(A,K)

possédant une décomposition en poids faible (i.e. hyper-trigonalisant) admet une dé-
composition en poids forte (i.e. est hyper-diagonalisant).

Remarque 9.7.24. — On peut aussi déduire directement le cas particulier fonda-
mental suivant de la proposition 9.7.22 d’un résultat cohomologique général [DTc,
th. 7.5] : si p est non nul, que A est de caractéristique p et que (CAD) est sa-
tisfaite, alors tout foncteur polynomial hyper-trigonalisant de Fdf(A,K) est hyper-
diagonalisant.

Remarque 9.7.25. — On déduit directement du théorème 9.7.17 que tout foncteur
hyper-trigonalisant de F(A,K) est hyper-diagonalisant si et seulement si tout foncteur
Hom-polynomial hyper-trigonalisant de F(A,K) est hyper-diagonalisant et que tout
idéal maximal K-cotrivial de A est égal à son carré.

Corollaire 9.7.26. — Supposons que K est un corps de décomposition de la caté-
gorie P(A) et que la condition (CAD) est vérifiée. Supposons de plus que l’une des
conditions suivantes est satisfaite :

1. p = 0 ;
2. p > 0 et A une algèbre essentiellement de type fini sur une Fp-algèbre p-parfaite

(par exemple, A est un anneau de type fini de caractéristique p).
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Alors tout foncteur polynomial de Fct(A, E) possédant une décomposition en poids
faible est hyper-diagonalisant.

Démonstration. — Le corollaire 9.2.6 (si p = 0) ou la proposition 9.2.8 (si p >

0) montrent qu’un tel foncteur est hyper-trigonalisant. On conclut qu’il est hyper-
diagonalisant en utilisant la proposition 5.2.5 (si p = 0) ou la proposition 9.7.22.

Pour établir le corollaire 9.7.29 ci-après, nous aurons besoin de la variante suivante
du corollaire précédent :

Corollaire 9.7.27. — Supposons que la condition (CAD)+ est vérifiée, ainsi que
l’une des conditions suivantes :

1. p = 0 ;
2. p > 0 et A une algèbre essentiellement de type fini sur une Fp-algèbre p-parfaite

(par exemple, A est un anneau de type fini de caractéristique p).
Soit F un foncteur polynomial de Fct(A, E) possédant une décomposition en poids

faible finie. Alors il existe une extension finie L du corps K telle que le foncteur F⊠
K
L

de Fct(A, E ⊠
K
L) soit hyper-diagonalisant.

Si la condition (MTF) est également satisfaite, la même conclusion vaut pour les
foncteurs Hom-polynomiaux de Fct(A, E) possédant une décomposition en poids faible
finie.

Démonstration. — Le corollaire 9.2.6 et la proposition 4.7.2 (si p = 0) ou la propo-
sition 9.2.8 et la remarque 9.2.9 (si p > 0) montrent l’existence d’une extension finie
L de K telle que F ⊠

K
L soit hyper-trigonalisant. Les propositions 5.2.5 (si p = 0) ou

9.7.22 permettent de conclure.

Remarque 9.7.28. — Si le corps K est parfait et que les poids de F sont déployés,
alors F lui-même est hyper-diagonalisant, sans nécessité d’une extension de corps au
but (cf. proposition 8.2.7).

L’énoncé suivant, qui découle directement du corollaire 9.7.27, complète le sens
réciproque dans la proposition 5.2.5 :

Corollaire 9.7.29. — Supposons p > 0 et la condition (CAD)+ vérifiée. Supposons
également que A une algèbre essentiellement de type fini sur une Fp-algèbre p-parfaite.

Alors toute décomposition en poids d’un foncteur polynomial de Fct(A, E) est forte.
C’est également vrai pour les foncteurs Hom-polynomiaux si la condition (MTF) est
satisfaite.





CHAPITRE 10

FONCTEURS DE TYPE FINI À VALEURS DE
DIMENSIONS FINIES

Convention 10.1. — Dans ce chapitre comme dans les précédents, A désigne une
catégorie additive A-linéaire essentiellement petite.

Tout foncteur de type fini de Fdf(A;K) étant hyper-trigonalisant quitte à agrandir
le corps K (proposition 7.1.8), il n’est pas difficile de déduire des considérations des
chapitres précédents, notamment du chapitre 9, des résultats significatifs pour un
tel foncteur. Nous démontrerons ainsi deux conjectures de [DTV23, conj. 11.11],
toutefois sous l’hypothèse supplémentaire, générale dans ce travail, que l’anneau à
la source soit commutatif. Ces conjectures traitent des propriétés localement finie et
localement noethérienne de Fdf(A,K) ; nous verrons à la section 10.1 que la première
est vérifiée si et seulement si A n’a pas de quotient fini de caractéristique p, et, à la
section 10.3, que la seconde toujours satisfaite. Nous utiliserons pour cela un théorème
de décomposition primaire directement déduit du théorème 9.7.17 et présenté à la
section 10.2, qui l’applique également à l’existence de résolutions projectives de type
fini pour les foncteurs de type fini de Fdf(A,K) (utilisant et généralisant notablement
les résultats principaux de [DT23]), sous une hypothèse de finitude sur A.

10.1. Cas d’un anneau A sans quotient fini

On rappelle que l’anneau A est dit sans quotient fini s’il n’admet pas d’idéal propre
cofini.

Théorème 10.1.1. — Supposons que l’anneau A est sans quotient fini. Alors tout
foncteur F de type fini de Fdf(A;K) est polynomial.

Nous donnerons, exceptionnellement, deux démonstrations de ce résultat. Indé-
pendantes, elles établissent en fait chacune un résultat plus général que le théorème
précédent.
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Première démonstration. — Comme A est sans quotient fini, la catégorie A ne pos-
sède aucun idéal K-cotrivial strict. Il s’ensuit, par le théorème 4.2.11, que F est
Hom-polynomial. La conclusion résulte alors du corollaire 7.3.10.

Deuxième démonstration. — Il existe une extension de corps K ⊂ L telle que le
foncteur FL := F ⊗K L de F(A;L) soit hyper-trigonalisant (par exemple, une clôture
algébrique de K, par la proposition 7.1.7). Comme F est polynomial si et seulement
si FL l’est, on peut supposer que F lui-même est hyper-trigonalisant. La proposi-
tion 4.4.5 montre que tous les poids partiels de F sont ordinaires. Le fait que A

est sans quotient fini, combiné à la deuxième assertion de la proposition 4.4.4 et à
la proposition 4.7.2, montre que tous les poids partiels de F sont sans torsion. La
proposition 9.4.2 donne alors la conclusion.

Nous abordons maintenant une situation plus générale que celle où l’anneau A est
sans quotient fini, celle où A n’a pas de quotient fini de caractéristique p. Le théorème
suivant répond par l’affirmative à la conjecture [DTV23, conj. 11.11 (2)], dans le cas
d’un anneau commutatif à la source.

Théorème 10.1.2. — Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. l’anneau A ne possède pas de quotient fini de caractéristique p ;
2. tout foncteur de type fini de Fdf(A,K) possède une décomposition à la Steinberg

de type PAP ;
3. la catégorie Fdf(A,K) est localement finie.

Si ces conditions sont vérifiées et que (CFD) l’est également, alors la catégorie
T(A,K) est localement finie.

Démonstration. — Le théorème 4.2.11 et le corollaire 7.3.10 montrent que la pre-
mière condition entraîne la seconde. La proposition 1.5.7 et [DTV23, prop. 4.9 et
lemme 11.10] montrent que la seconde implique la troisième. Il est classique que la
troisième assertion entraîne la première, car, si k est un corps fini de caractéristique
p, la catégorie F(k,K) n’est pas localement finie (le foncteur projectif de type fini P k

n’est pas fini, car sa filtration copolynomiale est infinie).
Si la condition (CFD) est satisfaite, le théorème 9.7.9 montre que tout foncteur

de type fini de T(A,K) appartient à Fdf(A,K), et donc est fini si A n’a pas de
quotient fini de caractéristique p, d’après ce qu’on vient de voir. Cela termine la
démonstration.

Le résultat précédent s’étend à certains anneaux non commutatifs :

Théorème 10.1.3. — Supposons que l’anneau A n’a pas de quotient fini de carac-
téristique p et que k est une A-algèbre non nécessairement commutative. Alors tout
foncteur de type fini F de Fdf(k,K) admet une décomposition à la Steinberg de type
PAP et est noethérien.
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Démonstration. — Le théorème 4.2.11 et le corollaire 7.3.10 montrent que F pos-
sèdent une décomposition à la Steinberg de type PAP . Comme la proposition 1.5.7
et [DTV23, prop. 4.9 et lemme 11.10] valent également pour un anneau non com-
mutatif à la source, on en déduit que F est noethérien comme dans la démonstration
précédente.

10.2. Décomposition primaire

10.2.1. Préliminaires. — Commençons par introduire une variante de la condition
(IMF) (un peu plus forte que cette dernière) introduite page 161 :

(IMQ) Si m est un idéal maximal de A tel que A/m soit un corps fini de caracté-
ristique p, alors m/m2 est fini.

Cette condition est en particulier vérifiée lorsque K est de caractéristique p = 0 ou
lorsque A est noethérien.

Il nous sera par ailleurs utile l’introduire les notations suivantes.

Notation 10.2.1. — On note Poldfd (A;K) la sous-catégorie pleine Pold(A;K) ∩
Fdf(A;K) de F(A;K) (qui est épaisse), et Poldfd (A;K) la sous-catégorie prélocali-
sante de F(A,K) engendrée par Poldfd (A;K).

Lorsque A = P(A), ces sous-catégories de F(A,K) seront notées simplement
Poldfd (A,K) et Poldfd (A,K) respectivement.

Autrement dit, un foncteur F de F(A;K) appartient à Poldfd (A;K) si et seulement
s’il appartient à Pold(A;K) et est localement à valeurs de dimensions finies, i.e.
colimite de sous-foncteurs à valeurs de dimensions finies.

L’observation suivante découle par exemple de [DTV23, lemme 11.10].

Lemme 10.2.2. — La catégorie Poldfd (A,K) est une catégorie de Grothendieck lo-
calement finie.

Nous déduirons le théorème de structure principal de cette section de ceux de la
section 9.7 et du lemme formel simple suivant sur l’extension des scalaires dans les
catégories abéliennes.

Lemme 10.2.3. — Soient E1, E2 des catégories de Grothendieck K-linéaires, avec
E1 localement de type fini, Φ : E1 → E2 un foncteur exact, cocontinu et K-linéaire, et
K ⊂ L une extension de corps. On suppose que le foncteur Φ⊠

K
L : E1 ⊠

K
L → E2 ⊠

K
L

est pleinement fidèle et que son image essentielle est une sous-catégorie semi-épaisse
de E2 ⊠

K
L.

Alors Φ est pleinement fidèle et son image essentielle E ′ est une sous-catégorie
semi-épaisse de E2. De plus, tout objet T de E2 tel que T ⊗

K
L appartienne à l’image

essentielle de Φ⊠
K
L appartient à E ′.
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Démonstration. — Soient X et Y des objets de E1. L’application L-linéaire canonique
E1(X,Y )⊗

K
L→ (E1⊠

K
L)(X⊗

K
L, Y ⊗

K
L) est injective, et bijective siX est de type fini, en

raison de l’isomorphisme d’adjonction (E1 ⊠
K
L)(X ⊗

K
L, Y ⊗

K
L) ≃ E1(X,Ou(Y ⊗

K
L)) =

E1(X,L⊗
K
Y ), où Ou : E1 ⊠

K
L→ E1 désigne le foncteur d’oubli.

Comme Φ est K-linéaire et cocontinu, on dispose par ailleurs d’un isomorphisme
canonique (Φ⊠

K
L)(X ⊗

K
L) ≃ ΦX ⊗

K
L. On en déduit un diagramme commutatif

E1(X,Y )⊗
K
L //

��

E2(ΦX,ΦY )⊗
K
L

��
(E1 ⊠

K
L)(X ⊗

K
L, Y ⊗

K
L) // (E2 ⊠

K
L)(ΦX ⊗

K
L,ΦY ⊗

K
L)

dont les lignes sont induites par Φ et Φ⊠
K
L respectivement et dont les colonnes sont

bijectives si X est de type fini. Comme Φ⊠
K
L est pleinement fidèle, la ligne inférieure

est également bijective. Il s’ensuit que la ligne supérieure est bijective, donc que le
morphisme E1(X,Y ) → E2(ΦX,ΦY ) induit par Φ est bijectif, dès lors que X est de
type fini. Comme Φ est cocontinu, l’application E1(X,Y ) → E2(ΦX,ΦY ) est aussi
bijective si X est localement de type fini. Comme E1 est localement de type fini, cela
montre que Φ est pleinement fidèle.

Comme Φ est exact et pleinement fidèle, pour montrer que son image essentielle E ′

est semi-épaisse dans E2, il suffit d’établir qu’elle est stable par sous-objet. Soient X
un objet de E1 et T un sous-objet de Φ(X). Comme l’image essentielle de Φ⊠

K
L est

semi-épaisse, il existe un objet Y de E1⊠
K
L tel que (Φ⊠

K
L)(Y ) ≃ T ⊗

K
L ⊂ Φ(X)⊗

K
L ≃

(Φ ⊠
K
L)(X ⊗

K
L). En appliquant le foncteur d’oubli E2 ⊠

K
L → E2, on en déduit un

isomorphisme Φ(Ou(Y )) ≃ L ⊗
K
T dans E2. En particulier, T est facteur direct de

Φ(Ou(Y )) : il existe un idempotent de EndE2
(Φ(Ou(Y ))) dont l’image est T . Comme

Φ est pleinement fidèle, cet idempotent provient d’un idempotent de EndE1
(Ou(Y )).

L’image de cet idempotent fournit un objet Z de E1 tel que Φ(Z) ≃ T .
Considérons maintenant un objet T de E2 tel que T⊗

K
L ≃ (Φ⊠

K
L)(X) pour un objet

X de E1 : appliquant de nouveau le foncteur d’oubli, on obtient L ⊗
K
T ≃ Φ(Ou(X))

dans E2 ; ainsi, T , qui est isomorphe à un sous-objet de L⊗
K
T , appartient à E ′ d’après

ce qui précède, ce qui termine la démonstration.

10.2.2. Résultat fondamental. —

Proposition et définition 10.2.4. — Soient n ∈ N, I1, . . . , In des idéaux de A et
d ∈ N. On note pi :=

√
Ii, pour i ∈ J1, nK, la racine de l’idéal Ii ; on suppose que
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p1, . . . , pn sont des idéaux premiers deux à deux distincts. Soient

E := {i ∈ J1, nK | Card(A/pi) = ∞}

et Cd[I1, . . . , In] la sous-catégorie pleine de Fdf
(∏n

i=1(A⊗A (Api
/Ii.Api

));K
)

consti-
tuée des multifoncteurs qui sont polynomiaux de degré au plus d par rapport à la i-ème
variable lorsque i ∈ E.

Désignons par ΦI1,...,Ind : Cd[I1, . . . , In] → F(A;K) la restriction à Cd[I1, . . . , In]
de la précomposition par le foncteur canonique A →

∏n
i=1(A⊗A (Api

/Ii.Api
)). Alors

ΦI1,...,Ind est pleinement fidèle et son image essentielle est une sous-catégorie semi-
épaisse de F(A;K).

Lorsqu’une ambiguïté est possible sur le corps K au but, nous noterons
CKd [I1, . . . , In] (resp. ΦI1,...,In;Kd ) pour Cd[I1, . . . , In] (resp. ΦI1,...,Ind ). La propo-
sition précédente sera démontrée en même temps que le théorème fondamental
suivant.

Théorème 10.2.5. — Soit F un foncteur de type fini de Fdf(A;K). Il existe des
entiers naturels n, d, r, des idéaux I1, . . . , In de A et p1, . . . , pn ∈ Spec(A) tels que :

1. ∀i ∈ J1, nK pri ⊂ Ii ⊂ pi ;
2. si car(A/pi) ̸= p, alors A/Ii est fini ;
3. F appartient à l’image essentielle de ΦI1,...,Ind .

Démonstration de la proposition 10.2.4 et du théorème 10.2.5.
La sous-catégorie CKd [I1, . . . , In] de F

(∏n
i=1(A ⊗A (Api

/Ii.Api
));K

)
est semi-

épaisse (et même épaisse) ; notons C̄Kd [I1, . . . , In] la sous-catégorie prélocalisante
qu’elle engendre, qui est donc une catégorie de Grothendieck localement de type fini.

Supposons d’abord le corpsK algébriquement clos. Tout foncteur de CKd [I1, . . . , In],
et donc de C̄Kd [I1, . . . , In], est alors hyper-trigonalisant (proposition 7.1.7). Le corol-
laire 9.7.5, la proposition 9.7.13 et le théorème 9.6.5 montrent que la restriction
Φ̄I1,...,In;Kd à C̄Kd [I1, . . . , In] de la précomposition par le foncteur canonique A →∏n
i=1(A ⊗A (Api

/Ii.Api
)) est pleinement fidèle et a pour image essentielle une sous-

catégorie semi-épaisse de F(A;K) (constituée de foncteurs hyper-trigonalisants dont
les poids partiels appartiennent au sous-monoïde Mon(Aµ,Kµ) engendré par les
images canoniques de Mon((A/pi)µ,Kµ) pour i ∈ J1, nK). La proposition 7.1.7 et
le théorème 9.7.17 (ainsi que les propositions 9.7.14 et 9.7.15) établissent pour leur
part le théorème 10.2.5 pour K algébriquement clos.
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On note par ailleurs que ΦI1,...,In;Kd est un foncteur exact, cocontinu et K-linéaire.
De plus, pour toute extension de corpsK ⊂ L, on dispose d’un diagramme commutatif

C̄Kd [I1, . . . , In]⊠
K
L

≃ //

Φ̄
I1,...,In;K

d ⊠
K
L

��

C̄Ld [I1, . . . , In]

Φ̄
I1,...,In;L

d

��
F(A;K)⊠

K
L

≃ // F(A;L) .

En prenant pour L une clôture algébrique de K, on voit que la proposition 10.2.4 et
le théorème 10.2.5 découlent du cas particulier établi ci-dessus et du lemme 10.2.3.

Lorsque la condition (IMQ) est vérifiée, avec les notations du théorème 10.2.5 et
de la proposition-définition 10.2.4, tous les idéaux Ii tels que i /∈ E sont cofinis, d’où
le corollaire suivant.

Corollaire 10.2.6. — Supposons que la condition (IMQ) est vérifiée. Soit F un
foncteur de type fini de Fdf(A;K). Alors il existe un idéal cofini I de A, un entier
naturel d et une sous-catégorie épaisse C de Fct(A/I,Poldfd (A;K)) tels que la restric-
tion à C ⊂ Fct(A/I,F(A;K)) ≃ F(A/I×A;K) de la précomposition par le foncteur
canonique A → A/I ×A induise une équivalence entre C et une sous-catégorie semi-
épaisse de F(A;K) contenant F .

Le corollaire précédent dit en particulier que, sous l’hypothèse (IMQ), tout foncteur
de type fini de F(A,K) possède une décomposition de type FP . Nous verrons à
l’exemple C.3.1 que ce n’est pas toujours vrai sans la condition (IMQ).

L’énoncé suivant, qui est à rapprocher du théorème 9.7.9, sera bientôt généralisé,
au théorème 10.3.1.

Corollaire 10.2.7. — Si la condition (IMQ) est vérifiée, alors tout foncteur de type
fini de Fdf(A,K) est noethérien.

Démonstration. — La catégorie de Grothendieck Poldfd (A,K) étant localement
noethérienne (lemme 10.2.2), la conclusion résulte du corollaire 10.2.6 et du théo-
rème 1.5.6.

10.2.3. Application à la propriété pf∞. — Le théorème suivant fournit une
généralisation substantielle de [DT23, cor. 8.3].

Théorème 10.2.8. — Supposons que les anneaux A et A ⊗Z K sont noethériens
(par exemple, que l’anneau A est essentiellement de type fini). Alors tout foncteur de
type fini de Fdf(A,K) appartient à pf∞(F(A,K)).

(On rappelle que pf∞(F(A,K)) désigne la classe des foncteurs de F(A,K) qui
possèdent une résolution projective dont tous les termes sont de type fini — cf. page 26,
ainsi que [DT23, section 1].)
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Démonstration. — Pour tout idéal I de A, le foncteur F(A/I × A,K) → F(A,K)

de précomposition par le foncteur canonique P(A) → P(A/I) × P(A) préserve la
propriété pf∞ grâce à [DT23, cor. 7.3 et prop. 1.3] et à la noethérianité de l’anneau
A. Le corollaire 10.2.6 montre alors qu’il suffit d’établir que, pour tout d ∈ N, tout
idéal cofini I de A et tout foncteur de type fini F de Fct(P(A/I),F(A,K)) à valeurs
dans Poldfd (A,K) possède la propriété pf∞.

Comme F est un foncteur de type fini de la catégorie de Grothendieck localement
noethérienne Fct(P(A/I),Poldfd (A,K)) (cf. démonstration du corollaire 10.2.7), il
vérifie la propriété pf∞, et donc a fortiori psf∞ (notion plus générale que pf∞ dis-
cutée dans [DT23, § 2]), dans Fct(P(A/I),Poldfd (A,K)) (cf. [DT23, prop. 1.3]).
Or la propriété psf∞ est préservée par post-composition par tout foncteur exact
cocontinu (grâce à [DT23, prop. 2.8 et 2.6] par exemple) : appliquant ceci à l’in-
clusion Poldfd (A,K) ↪→ F(A,K), on voit que le foncteur F vérifie aussi psf∞ dans
Fct(P(A/I),F(A,K)). Ses valeurs sont des foncteurs polynomiaux de type fini (car
le foncteur F est de type fini et l’anneau A/I fini) de Fdf(A,K), elles appartiennent
donc à pf∞(F(A,K)) par [DT23, th. 6.14] (dont les hypothèses sont vérifiées parce
que A et A ⊗Z K sont des anneaux noethériens). On conclut en appliquant [DT23,
cor. 2.15].

Remarque 10.2.9. — On peut obtenir la même conclusion (ou la propriété pfn
pour les foncteurs de type fini de Fdf(A,K), pour un n ∈ N) sous des hypothèses un
peu plus faibles sur A, mais techniques, à savoir celles de [DT23, cor. 8.2]. Toutefois,
les hypothèses de ce dernier énoncé semblent le plus souvent difficiles à vérifier hors
du cas particulier fondamental où les anneaux A et A⊗Z K sont noethériens.

On peut aussi affaiblir légèrement l’hypothèse de commutativité de A : la conclu-
sion du théorème 10.2.8 persiste si l’on remplace A un anneau non commutatif qui est
de type fini comme module à droite sur un sous-anneau commutatif vérifiant les hypo-
thèses du théorème (la démonstration, à partir du théorème 10.2.8, est essentiellement
la même que celle du corollaire 10.3.3 ci-après, en utilisant [DT23, cor. 7.3]).

10.3. La propriété localement noethérienne pour Fdf(A,K) dans le cas gé-
néral

L’énoncé suivant ne nécessite aucune hypothèse sur l’anneau A (sinon la commu-
tativité).

Théorème 10.3.1. — Tout foncteur de type fini F de Fdf(A,K) est noethérien.

Démonstration. — Le corollaire 6.2.16 fournit un sous-anneau A′ de type fini, donc
noethérien et a fortiori vérifiant (IMQ), de A tel que le foncteur Φ : F(A,K) →
F(A′,K) de précomposition par l’extension des scalaires P(A′) → P(A) envoie F
sur un foncteur de type fini de Fdf(A′,K). Le corollaire 10.2.7 montre que Φ(F ) est
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noethérien. Comme Φ est exact et fidèle, cela entraîne que F est lui-même noethérien.

Remarque 10.3.2. — L’argument de changement de base à la source qu’on vient
d’utiliser est efficace pour établir la propriété noethérienne mais échoue à dire beau-
coup plus sur la structure des foncteurs de type fini de Fdf(A,K). Supposons ainsi que
A est un anneau local, semi-primaire, infini, dont le corps résiduel κ est fini de carac-
téristique p. Alors les décompositions en poids, même des effets croisés, d’un foncteur
de Fdf(A,K) ne disent essentiellement rien de lui en général, car la projection A↠ κ

induit un isomorphisme Mon(κµ,Kµ)
≃−→ Mon(Aµ,Kµ), qui est donc fini. Dans cette

situation, nous ignorons par exemple si tout foncteur de type fini de Fdf(A,K) pos-
sède une filtration finie dont les sous-quotients possèdent une décomposition de type
FP . (Cf. exemple C.3.1.)

Le théorème 10.3.1 répond positivement à la conjecture 11.11 (1) de [DTV23] dans
le cas d’un anneau commutatif à la source. Les méthodes du présent article semblent
toutefois impuissantes à s’affranchir de l’hypothèse de commutativité, au-delà de la
généralisation légère et immédiate suivante.

Corollaire 10.3.3. — Soit R un anneau non commutatif. On suppose que R est
de type fini comme module à droite sur un sous-anneau commutatif A. Alors tout
foncteur de type fini F de Fdf(R,K) est noethérien.

Démonstration. — Comme R est un A-module à droite de type fini, le foncteur de
précomposition par l’extension des scalaires F(R,K) → F(A,K) préserve les fonc-
teurs de type fini. La conclusion se déduit donc de l’exactitude et de la fidélité de ce
foncteur ainsi que du théorème 10.3.1.

Combiné au corollaire 9.7.8, le théorème 10.3.1 fournit l’équivalence suivante :

Corollaire 10.3.4. — Soit F un foncteur de type fini de F(A,K). Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. F appartient à Fdf(A,K) ;
2. F est noethérien et il existe une extension de corps finie K ⊂ L telle que le

foncteur F ⊗ L de F(A,L) soit hyper-trigonalisant.

Démonstration. — La première condition implique la deuxième en vertu du théo-
rème 10.3.1 et de la proposition 7.1.8.

Réciproquement, si F est noethérien et que K ⊂ L est une extension de corps
finie, alors F ⊗ L est noethérien dans F(A,K), donc a fortiori dans F(A,L), on voit
donc par le corollaire 9.7.8 que F ⊗ L appartient à Fdf(A,L). Aussi F appartient-il
à Fdf(A,K).
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Remarque 10.3.5. — Contrairement à la propriété noethérienne ici considérée, la
propriété pf∞ pour les foncteurs de type fini et à valeurs de dimensions finies de
F(A,K), montrée au théorème 10.2.8 lorsque A vérifie des hypothèses de finitude
satisfaites en particulier lorsque A est un anneau de type fini, ne s’étend pas au cas
d’un anneau (même commutatif) arbitraire A. De fait, [DTV23, th. 13.17] donne une
condition nécessaire et suffisante sur A (et K) pour que tout foncteur simple à valeurs
de dimensions finies de Fdf(A,K) soit de présentation finie. Il existe des anneaux, et
même des corps (commutatifs), qui ne la vérifient pas : si K n’est pas un corps de
type fini, le foncteur « identité » de F(K,K), qui est additif, simple et à valeurs de
dimensions finies, n’est pas de présentation finie.





CHAPITRE 11

FONCTEURS DE TYPE FINI À VALEURS DE TYPE
FINI

Convention 11.1. — Dans ce chapitre, A désigne toujours une petite catégorie
additive A-linéaire essentiellement petite. La lettre k désigne un anneau noethérien,
et E une catégorie de Grothendieck.

Nous généralisons ici plusieurs des résultats fondamentaux du chapitre précédent
aux foncteurs de type fini de P(A) vers les k-modules de type fini. En revanche,
le théorème de décomposition primaire 10.2.5 ne s’étend pas à cette situation (voir
l’exemple 11.3.2). Les démonstrations consistent toujours à se ramener au cas où k

est un corps par récurrence noethérienne sur cet anneau, à l’aide d’arguments en
partie formels de localisation et de quotient au but. Nous commençons toutefois par
constater que la propagation de la propriété localement noethérienne dans ce type de
situation (passage d’espaces vectoriels de dimension finie à des modules de type fini
sur un anneau noethérien au but) n’est pas automatique, même pour des foncteurs
sur une catégorie additive, avant de donner des critères élémentaires pour pouvoir le
faire (section 11.1). Nous suivons ensuite un plan analogue à celui du chapitre 9, avec
parfois des détours rendus nécessaires par l’absence de décomposition primaire.

11.1. Changement de base et propriétés de finitude

Les résultats de ce mémoire concernant presque toujours les catégories de foncteurs
à valeurs dans des espaces vectoriels sur un corps K, pour en déduire des résultats,
comme la noethérianité, sur des foncteurs de F(A; k), nous sommes conduits à aborder
la question plus générale suivante : soient E une catégorie de Grothendieck k-linéaire
et X un objet de E . Supposons que, pour tout morphisme d’anneaux k → K où
K est un corps, l’objet X ⊗

k
K de E ⊠

k
K est noethérien. Sous quelles hypothèses

supplémentaires peut-on conclure que X est noethérien ?
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(Sans hypothèse supplémentaire, il est trivial que X peut ne pas être noethérien,
même si E est localement noethérienne, comme l’illustre l’exemple du groupe abélien
Q/Z, qui devient nul après tensorisation par n’importe quel corps.)

Même lorsque E est une catégorie de foncteurs du type F(C; k) et que X est un
foncteur de type fini et à valeurs de type fini, nous allons voir que la réponse est
généralement négative. Nous donnerons toutefois ensuite des critères qui permettront
de parvenir à nos fins lorsque la catégorie source est P(A), à l’aide des résultats de
structure (beaucoup plus forts que les propriétés de finitude qu’ils impliquent) établis
antérieurement dans ce travail.

Remarque 11.1.1. — Ces questions de comportement par changement de base des
propriétés de finitude s’étendent de façon naturelle (et manifestement délicate) au
produit tensoriel de catégories de Grothendieck introduit dans [LRGS18].

11.1.1. Un exemple de résultat négatif. — Dans cette section, nous allons
construire une petite catégorie additive A telle que Fdf(A;K) est localement noe-
thérienne pour tout corps K mais qu’il existe des foncteurs de F(A;Z) de type fini,
à valeurs de type fini et non noethériens.

Commençons par une construction générale. Si Φ : B → C est un foncteur additif
entre catégories additives, on définit une catégorie additive B ⋉Φ C par Ob (B ⋉Φ

C) = ObB × Ob C et (B ⋉Φ C)((x, y), (x′, y′)) = B(x, x′) ⊕ C(y, y′) ⊕ C(Φ(x), y′), la
composition étant la composition évidente, de sorte que l’on dispose d’un diagramme
de foncteurs additifs B × C → B ⋉Φ C → B × C dont la composée est l’identité.

Considérons la situation suivante : B = P(Z), C =
∏
pP(Z/p), où le produit

est pris sur les nombres premiers p, et Φ : B → C est le foncteur additif dont chaque
composante P(Z) → P(Z/p) est la réduction modulo p. On considère la sous-catégorie
pleine A de B⋉ΦC des objets dont les composantes dans P(Z/p) sont nulles sauf pour
un nombre fini de nombres premiers p. (Noter que A est équivalente à la sous-catégorie
pleine de Ab des groupes abéliens de type fini dont la torsion l-primaire est annulée
par l pour tout nombre premier l.)

Si I est un idéal K-cotrivial de A, alors la trace de I sur B = P(Z) est aussi un
idéal cotrivial, donc de la forme N.B pour un entier N > 0. Il s’ensuit que A/I est
un quotient de A/N.B ; or on vérifie aisément que cette catégorie additive s’identifie
à (P(Z/N)⋉

⊕
p|N P(Z/p))⊕

⊕
p∤N P(Z/p). Maintenant, si E est une catégorie loca-

lement noethérienne, alors Fct(A/N.B, E) est localement noethérienne en raison du
théorème 1.5.6 et des observations suivantes :

– de façon générale, si (Ai)i∈E est une famille de petites catégories additives,
tout foncteur de type fini de Fct(

⊕
i∈E Ai, E) se factorise par la projection⊕

i∈E Ai ↠
⊕

i∈I Ai pour un sous-ensemble fini I de E ;
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– si I est un ensemble fini de nombres premiers, alors (P(Z/N)⋉
⊕

p|N P(Z/p))⊕⊕
p∈I P(Z/p) est équivalente à P(AI) pour un certain anneau non commutatif

fini AI .

Pour conclure que Fdf(A;K) est localement noethérienne, il suffit donc, par le
théorème 4.2.11, de vérifier que les foncteurs Hom-polynomiaux de F(A;K) sont lo-
calement noethériens. Ce résultat découle de ce que tout foncteur Hom-polynomial
de F(A;K) se factorise par :

– la projection A ↠ P(Z) si K est de caractéristique nulle ;
– la projection A ↠ P(Z)⋉P(Z/p) si K est de caractéristique p > 0.

Mais il existe des foncteurs, même additifs, à valeurs de type fini de F(A;Z) qui
ne sont pas localement noethériens. Considérons le foncteur additif représenté par
l’objet Z de A : il est donné sur les objets par (U, (Vp)) 7→ U ⊕

⊕
Vp (où U est un

objet de P(Z) et les Vp, pour p premier, des objets de P(Z/p)) et contient comme
sous-foncteur la somme directe infinie non triviale des (U, (Vp)) 7→ Vl (où l est un
nombre premier fixé). Il est donc de type fini mais non noethérien.

11.1.2. Un résultat positif pour des foncteurs à valeurs noethériennes. —

Notation 11.1.2. — Si x est un élément de k, E une catégorie de Grothendieck
k-linéaire et T un objet de E, on note xT le noyau de l’endomorphisme de T de
multiplication par x, et T/x son conoyau. On note également (x)T la réunion filtrante
croissante sur n ∈ N des xnT .

Hypothèse 11.1.3. — Dans toute la section 11.1.2, on suppose que E est une ca-
tégorie de Grothendieck k-linéaire ; x et y désignent des éléments de k.

Lemme 11.1.4. — Soit T un objet de E. Si les objets T/x et T/y de E sont noe-
thériens, alors T/xy est noethérien.

Démonstration. — Cela découle de la suite exacte canonique T/x→ T/xy → T/y →
0.

Lemme 11.1.5. — Soient T un objet noethérien de E et n un entier naturel. Si
les sous-objets xnT et (x)T de T ont la même image dans T/x, alors le morphisme
canonique (x)T ↪→ T ↠ T/xn est un monomorphisme.

Démonstration. — L’hypothèse s’écrit (x)T ⊂ xnT + x.T , d’où (x)T ⊂ xnT + x.(x)T .
Comment T est noethérien, il existe N ∈ N tel que xNT =(x) T . Montrons que le

plus petit entier N vérifiant cette propriété est inférieur à n. En effet, si N > 0, alors
x.xNT ⊂ xN−1T , donc l’inclusion précédente entraîne (x)T ⊂ xN−1T si N > n, ce qui
contredit la minimalité de N .

Ainsi, xnT = (x)T , donc le noyau xn.T ∩ (x)T = xn.(x)T (⊂ T ) du morphisme
(x)T ↪→ T ↠ T/xn est nul.



192 CHAPITRE 11. FONCTEURS DE TYPE FINI À VALEURS DE TYPE FINI

Proposition 11.1.6. — Soient C une petite catégorie et F un foncteur de Fct(C, E).
On suppose que les valeurs de F sont des objets noethériens de E et que F/x est un
foncteur noethérien. Alors (x)F est noethérien.

Démonstration. — Comme F/x est noethérien, il existe n ∈ N tel que les sous-
foncteurs xnF et (x)F aient la même image dans F/x. Comme les valeurs de F sont
noethériennes, le lemme 11.1.5 montre que (x)F est un sous-foncteur de F/xn, qui est
noethérien par le lemme 11.1.4, d’où la conclusion.

Proposition 11.1.7. — Soient C une petite catégorie et F un foncteur de Fct(C, E)
à valeurs dans les objets noethériens de E. On suppose que F/x est un objet noethérien
de Fct(C, E), et que F [x−1] est un objet noethérien de Fct(C, E [x−1]). Alors F est un
objet noethérien de Fct(C, E).

Démonstration. — Soit (Gn)n∈N une suite croissante de sous-foncteurs de F . Comme
la suite (Gn[x

−1]) de sous-foncteurs de F [x−1] stationne, il existe N ∈ N tel que
Gi/GN ⊂ (x)F

′ pour tout i ≥ N , où F ′ := F/GN .
Comme F ′ est un quotient de F , c’est un foncteur à valeurs noethériennes, et F ′/x

est noethérien. Par conséquent, la proposition 11.1.6 montre que (x)F
′ est noethérien,

donc (Gi/GN )i≥N , et par conséquent (Gi), stationne, d’où la proposition.

11.1.3. Cas de la propriété pf∞. — Le résultat suivant ne prétend pas à l’opti-
malité, mais il permet de montrer simplement la propriété pf∞ à partir d’hypothèses
que nous vérifierons, pour des foncteurs appropriés, à la section 11.3.

Proposition 11.1.8. — Supposons que l’anneau k est intègre, que la catégorie de
Grothendieck E est k-linéaire, et que t est un élément non nul de k. Soient X et Y
des objets de E. On suppose que X est de type fini, que Y vérifie pf∞, et que X et Y
sont sans t-torsion. On suppose de plus que X[t−1] est facteur direct de Y [t−1] dans
E [t−1], et que tout quotient de X/t appartient à pf∞(E).

Alors X vérifie la propriété pf∞.

Démonstration. — Comme X est de type fini et Y sans t-torsion, le morphisme
canonique E(X,Y )[t−1] → E [t−1](X[t−1], Y [t−1]) est un isomorphisme ; de même
E(Y,X)[t−1]

≃−→ E [t−1](Y [t−1], X[t−1]). Par conséquent, le fait que X[t−1] est fac-
teur direct de Y [t−1] dans E [t−1] se traduit par l’existence de morphismes u : X → Y

et v : Y → X de E tels quel vu = tiIdX pour un i ∈ N.
Comme X est sans t-torsion, on dispose de suites exactes

(20) 0 → X
u−→ Y → Coker(u) → 0 ,

(21) 0 → Ker(v) → Y
v−→ X → Coker(v) → 0

(22) et 0 → Ker(v) → Coker(u) → X/ti → Coker(v) → 0 .
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La suite exacte (20), combinée à [DT23, prop. 1.5], montre l’équivalence

(23) X ∈ pfm(E) ⇔ Coker(u) ∈ pfm+1(E),

pour tout m ∈ N, puisque Y ∈ pf∞(E).
Comme tout quotient de X/t vérifie pf∞, on vérifie par récurrence sur j ∈ N∗,

toujours à partir de [DT23, prop. 1.5] (qu’on utilisera encore, sans le mentionner,
dans la suite de cette démonstration), que tout sous-quotient de X/tj vérifie aussi
pf∞, à partir des suites exactes X/tj−1 → X/tj → X/t → 0. Par conséquent, (22)
montre la relation Coker(v) ∈ pf∞(E) et l’équivalence

(24) Ker(v) ∈ pfm(E) ⇔ Coker(u) ∈ pfm(E)

pour tout m ∈ N.
Comme Y et Coker(v) vérifient pf∞, (21) entraîne l’équivalence

(25) Ker(v) ∈ pfm(E) ⇔ X ∈ pfm+1(E)

pour tout m ∈ N. Combinant (23), (24) et (25), on obtient l’équivalence X ∈
pfm(E) ⇔ X ∈ pfm+2(E) pour tout m ∈ N. Comme X est de type fini (i.e. pf0), on
en déduit qu’il vérifie pf∞ comme souhaité.

11.2. Cas d’un anneau A sans quotient fini

Le théorème 10.1.1 se généralise directement à la catégorie F(A; k) :

Théorème 11.2.1. — Si l’anneau A est sans quotient fini, alors tout foncteur F de
type fini et à valeurs de type fini de F(A; k) est polynomial.

Démonstration. — Par récurrence noethérienne, on peut supposer que, pour tout
idéal non nul I de k, tout foncteur de type fini et à valeurs de type fini de F(A; k/I)

est polynomial.
Si k n’est pas intègre, soient x, y ∈ k \ {0} tels que xy = 0 : les foncteurs F/x

et F/y sont polynomiaux par l’hypothèse de récurrence, de sorte que la suite exacte
F/x→ F/xy → F/y → 0 donne la conclusion.

Si k est intègre, le foncteur FK := F ⊗kK, où K est le corps des fractions de k, de
F(A;K) est polynomial d’après le théorème 10.1.1. Il existe donc un entier d ∈ N tel
que le morphisme canonique δ∗d+1crd+1(F ) → F , dont le conoyau est qd(F ) (cf. (7),
page 59), devienne nul après tensorisation par K. Autrement dit, son image G, qui
est de type fini comme δ∗d+1crd+1(F ), est à valeurs de torsion sur k. Il s’ensuit qu’il
existe x ∈ k \ {0} tel que G soit annulé par x ; ainsi, G définit un foncteur de type
fini, et à valeurs de type fini comme F , de F(A; k/(x)). L’hypothèse de récurrence
montre que G est polynomial, de sorte que la suite exacte 0 → G→ F → qd(F ) → 0

permet de conclure.
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Le théorème 10.1.2 (hors de la propriété localement finie, sauf si elle est satisfaite
dans k-Mod, i.e. si k est artinien) s’étend également à la catégorie F(A, k) ; le montrer
nous demandera toutefois un petit peu de préparation.

Comme dans le cas où k est un corps, on dit que l’anneau A est k-trivial s’il est
fini et que A ⊗Z k = 0, c’est-à-dire que le cardinal de A est inversible dans k. Il
revient au même de demander que les seuls foncteurs polynomiaux de F(A, k) soient
les foncteurs constants [DTV23, prop. 2.13]. Un idéal I de A est dit k-cotrivial si
l’anneau quotient A/I est k-trivial. Les foncteurs antipolynomiaux de F(A, k) sont,
comme lorsque k est un corps, les foncteurs se factorisant à travers la réduction modulo
un idéal k-cotrivial.

Dans ce qui suit, on identifie, comme on l’a déjà fait de nombreuses fois, la catégorie
F(A/I ×A, k) à Fct(P(A/I)×P(A); k).

Proposition et définition 11.2.2. — Soient I un idéal k-cotrivial de A et d ∈
N. La restriction du foncteur F(A/I × A, k) → F(A, k) de précomposition par le
changement de base le long du morphisme d’anneaux canonique A → A/I × A à la
sous-catégorie des foncteurs polynomiaux de degré au plus d par rapport à la première
variable est pleinement fidèle. De plus, son image essentielle est une sous-catégorie
bilocalisante de F(A, k).

On notera FI,d(A, k) cette sous-catégorie et qkI,d : F(A, k) → FI,d(A, k) l’adjoint à
gauche de l’inclusion.

Démonstration. — Le fait que ce foncteur soit pleinement fidèle et ait une image
stable par sous-quotient est démontré, dans le cas où k est un corps, dans [DTV23,
prop. 4.9]. La démonstration ([DTV23, § 4.3]) s’étend sans changement dans le cas
où k est un anneau quelconque.

La stabilité par extensions de FI,d(A, k) découle de [DTa, th. 4.4 et 5.4]. Sa stabilité
par limites et colimites résulte de la même propriété pour Pold(A, k) et de ce qu’un
foncteur de précomposition commmute aux limites et colimites.

Comme dans le cas où k est un corps, on dira qu’un foncteur F de F(A, k) possède
une décomposition à la Steinberg de type PAP s’il existe un bifoncteur B de F(A×
A, k) polynomial par rapport à la première variable et antipolynomial par rapport à
la deuxième tel que F ≃ δ∗B. Si F est de type fini, il revient au même de demander
qu’il existe un idéal k-cotrivial I et un entier d ≥ 0 tels que F appartienne à la
sous-catégorie FI,d(A, k) (cf. [DTa, lm 4.6]).

Lemme 11.2.3. — Soient I un idéal k-cotrivial de A, d ∈ N et k′ une k-algèbre.
Pour tout foncteur F de F(A, k), on dispose dans F(A, k′) d’un isomorphisme naturel
qk

′

I,d(F ⊗k k′) ≃ qkI,d(F )⊗k k′.

Démonstration. — La postcomposition Res : F(A, k′) → F(A, k) par la foncteur
d’oubli et son adjoint à gauche −⊗k k′ préservent les sous-catégories FI,d : on dispose
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d’un diagramme commutatif (à isomorphisme près)

FI,d(A, k′) �
� //

��

F(A, k′)

��
FI,d(A, k) �

� // F(A, k)

où les flèches verticales sont données par Res, d’où en prenant les adjoints à gauche
un diagramme commutatif (à isomorphisme près)

FI,d(A, k′) F(A, k′)
qk′
I,doo

FI,d(A, k)

OO

F(A, k)

OO

qk
I,doo

où les flèches verticales sont données par −⊗k k′.

Remarque 11.2.4. — On vérifie aussitôt que l’on dispose de la « formule explicite »
suivante pour qkI,d : si E est une partie génératrice de l’idéal I, qkI,d(F ) est la précom-
position par la diagonale du bifoncteur donné sur un objet (U, V ) par le conoyau du
morphisme

δ∗d+1crd+1(F (U ⊕−))(V )⊕
⊕
a∈E

F (U ⊕ U ⊕ V ) → F (U ⊕ V )

dont la première composante est donnée par la transformation naturelle canonique
δ∗d+1crd+1 → Id (cf. (7)) et la composante F (U ⊕U ⊕V ) → F (U ⊕V ) d’indice a ∈ E

est F (pa)− F (p0), où pa : U ⊕ U ⊕ V → U ⊕ V envoie (r, s, t) sur (r + as, t).

Nous pouvons maintenant donner une première version, faible (l’hypothèse de type
fini est renforcée en une hypothèse noethérienne, pour une raison mentionnée à la
remarque ci-dessous 11.2.6), de la généralisation annoncée du théorème 10.1.2. On
renvoie au corollaire 11.4.4 ci-après pour un énoncé plus fort.

Théorème 11.2.5. — Supposons que tout idéal cofini de A est k-cotrivial. Alors tout
foncteur noethérien et à valeurs de type fini F de F(A, k) possède une décomposition
à la Steinberg de type PAP .

Démonstration. — On suit le même schéma de démonstration que pour le théo-
rème 11.2.1 : par récurrence noethérienne, on peut supposer que, pour tout idéal
non nul I de k, tout foncteur noethérien et à valeurs de type fini de F(A; k/I) ad-
met une décomposition à la Steinberg de type PAP . Si k n’est pas intègre, soient
x, y ∈ k \ {0} tels que xy = 0 : les foncteurs F/x et F/y possèdent une décomposition
à la Steinberg de type PAP par l’hypothèse de récurrence, de sorte que la suite exacte
canonique F/x→ F → F/y → 0 et la proposition 11.2.2 montrent la même propriété
pour F .
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Si k est intègre, soit K son corps des fractions : le théorème 10.1.2 montre que
le foncteur de type fini F ⊗k K de Fdf(A,K) possède une décomposition de type
PAP , donc qu’il existe un idéal K-cotrivial I de A et d ∈ N tels que F ⊗k K ∈
FI,d(A,K). Autrement dit, l’épimorphisme canonique F ⊗k K ↠ qKI,d(F ⊗k K) est
un isomorphisme. Comme I est un idéal cofini de A, c’est aussi un idéal k-cotrivial,
de sorte que le lemme 11.2.3 montre que le noyau G de l’épimorphisme canonique
F ↠ qkI,d(F ) vérifie G ⊗k K = 0. Autrement dit, G est à valeurs de torsion sur k.
Or G est noethérien, comme F , donc il existe x ̸= 0 dans k tel que les valeurs de G
soient annulées par x. On peut ainsi voir G comme un foncteur noethérien à valeurs
de type fini de F(A, k/(x)), et l’hypothèse de récurrence montre que G possède une
décomposition à la Steinberg de type PAP (dans F(A, k/(x)) ou F(A, k), cela ne
change rien). La proposition 11.2.2 permet alors de conclure.

Remarque 11.2.6. — Si l’on fait l’hypothèse supplémentaire que tout idéal cofini de
A est de type fini (par exemple, que A est noethérien), alors la description explicite des
qkI,d donnée à la remarque 11.2.4 montre que le noyau de l’épimorphisme canonique
F ↠ qkI,d(F ) est de type fini si F est de type fini, de sorte que, comme dans la
démonstration du théorème 11.2.1, on peut obtenir la conclusion du théorème 11.2.5
en supposant seulement F de type fini. Sans hypothèse supplémentaire sur A, il ne
semble toutefois pas possible de procéder directement de la même manière ; nous
résoudrons le problème au corollaire 11.4.4 en utilisant un résultat de noethérianité
général pour les foncteurs de type fini à valeurs de type fini de F(A, k).

11.3. Cas d’un anneau A de type fini

11.3.1. Contre-exemple à la décomposition de type FP . — Le corol-
laire 10.2.6, et donc a fortiori le théorème 10.2.5, ne subsistent généralement pas
lorsque le corps K au but est remplacé par un anneau noethérien, même celui des
entiers, comme nous allons dans le voir dans l’exemple 11.3.2 ci-dessous.

Nous commençons par une observation générale sur les décompositions de type FP
(la définition 4.2.13 s’étend de façon évidente à une catégorie but quelconque au lieu
des K-espaces vectoriels).

Remarque 11.3.1. — Soient I un idéal de A et d ∈ N. Notons

φI,d : Fct(P(A/I),Pold(A, k)) → F(A, k)

le foncteur composé de l’inclusion

Fct(P(A/I),Pold(A, k)) ↪→ Fct(P(A/I),F(A, k)) ≃ F(A/I ×A, k)

et de la précomposition par le foncteur canonique P(A) → P(A/I)×P(A).
Par adjonction somme/diagonale, le foncteur φI,d admet un adjoint à droite

ψI,d donné comme suit : pour un foncteur F de F(A, k), l’image de ψI,d(F )
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par l’inclusion canonique Fct(P(A/I),Pold(A, k)) ↪→ Fct(P(A/I),F(A, k)) ↪→
Fct(P(A),F(A, k)) ≃ F(A × A, k) est le plus grand sous-foncteur de F ◦ ⊕ qui se
factorise à travers la réduction modulo I par rapport à la première variable et est
polynomial de degré au plus d par rapport à la seconde (sous-foncteur qui peut s’ex-
primer comme le noyau d’un morphisme explicite, à partir d’une partie génératrice
de l’idéal I, de façon duale de la formule pour qkI,d donnée à la remarque 11.2.4).

Exemple 11.3.2. — Dans la catégorie F(Z,Z), considérons le foncteur T : V 7→
Z[V/2]⊗V (où le produit tensoriel, comme tous ceux considérés dans cet exemple, est
pris sur Z) et le foncteur F image du morphisme PZ → T donné sur V par la com-
posée de la diagonale Z[V ] → Z[V ]⊗Z[V ] et du produit tensoriel des épimorphismes
canoniques Z[V ] ↠ Z[V/2] et Z[V ] ↠ V . Alors T et F sont des foncteurs de type
fini de F(Z,Z), à valeurs dans les groupes abéliens libres de rang fini. Le foncteur T
possède une décomposition de type FP , mais nous allons voir que son sous-foncteur
F n’en possède pas.

Tout d’abord, on note que la restriction à F de l’épimorphisme α : T ↠ π∗Λ2
F2

(où π : P(Z) → P(F2) désigne la réduction modulo 2 et Λ2 la deuxième puissance
extérieure) donné sur V par la composée des deux projections canoniques

Z[V/2]⊗ V ↠ (V/2)⊗ (V/2) ↠ Λ2
F2
(V/2)

est nulle.
Soient N > 0 et d ≥ 2 des entiers. On vérifie aussitôt, en utilisant la remarque

précédente, que ψ(N),d(π
∗Λ2

F2
)(U)(V ) est donné par

(26) ψ(N),d(π
∗Λ2

F2
)(U)(V ) ≃ Λ2

F2
(U/2)⊕ Λ2

F2
(V/2)⊕ (U ⊗ V )/2

pour U ∈ P(Z/N) et V ∈ P(Z) si N est pair, ce qu’on suppose désormais ; ψ(N),d(T )

est quant à lui donné par

(27) ψ(N),d(T )(U)(V ) ≃ Z[U/2]⊗ V .

Pour le voir, on écrit

T (V ⊕W ) ≃
(
Z[W/2]⊗ (V ⊕W )

)
⊕

(
Z̄[V/2]⊗ Z[W/2]⊗ (V ⊕W )

)
et l’on note tout d’abord que, pour toutW , le foncteur V 7→ Z̄[V/2]⊗Z[W/2]⊗(V ⊕W )

ne possède aucun sous-foncteur polynomial non nul (comme, plus généralement, tout
foncteur de la forme Z̄[Φ] ⊗ X, où Φ est un foncteur additif de F(Z,Z) et X un
foncteur quelconque de cette catégorie — il s’agit d’une conséquence classique de
la suite exacte (8), page 59). Ensuite, on on constate que, pour tout V , le foncteur
G :W 7→ Z[W/2]⊗W ne contient aucun sous-foncteur non nul se factorisant à travers
la réduction modulo N : grâce à la proposition 6.1.7, il suffit de vérifier que

G(W )

G

 1

N

−G

 1

0


−−−−−−−−−−−−−−→ G(W ⊕W )
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est injectif, ce qui est immédiat (W ∈ P(Z) est un groupe abélien sans torsion).
Les différentes observations qui précèdent établissent (27) (en utilisant la re-

marque 11.3.1). De plus, on vérifie aussitôt que la coünité φ(N),dψ(N),d(T ) → T est
un isomorphisme et que l’épimorphisme α : T ↠ π∗Λ2

F2
induit, via les isomorphismes

(26) et (27),

ψ(N),d(α)(U)(V ) : Z[U/2]⊗ V ↠ (U/2)⊗ V ↪→ Λ2
F2
(U/2)⊕ Λ2

F2
(V/2)⊕ (U ⊗ V )/2 .

Comme la composée F ↪→ T
α−→ π∗Λ2

F2
est nulle, il s’ensuit que l’image de

ψ(N),d(F ↪→ T ) est incluse dans X ⊠ Id, où X(U) := Ker (Z[U/2] ↠ U/2) et Id

désigne ici, par abus, le foncteur d’inclusion P(Z) ↪→ Ab. Par conséquent, l’image
de la composée de la coünité φ(N),dψ(N),d(F ) → F et de l’inclusion F ↪→ T est
incluse dans π∗X ⊗ Id, qui est manifestement strictement inclus dans F en tant que
sous-foncteur de T (l’élément [1] de T (Z) ≃ Z[Z/2] appartient à F (Z) mais pas à
(π∗X ⊗ Id)(Z)). Ainsi, la coünité φ(N),dψ(N),d(F ) → F n’est pas un épimorphisme,
ce qui entraîne que F n’appartient pas à l’image essentielle de φ(N),d. Comme ceci
est vrai pour tout entier d ≥ 2 et tout entier pair N > 0, F n’admet aucune
décomposition de type FP .

11.3.2. Retour sur le spectre, l’algèbre caractéristique et les poids. — Nous
avons défini les décompositions en poids, l’algèbre caractéristique et le spectre d’un
foncteur de Fct(A, E) pour une petite catégorie additive A-linéaire A et une catégorie
de Grothendieck K-linéaire E . Ces définitions (et d’autres reliées, comme celle de ⊗
et de Hom) s’étendent sans changement lorsque E est une catégorie de Grothendieck
k-linéaire, où k est un anneau quelconque. (Toutefois, les propriétés fondamentales des
décompositions en poids ne s’étendent pas sans lourde modification à cette situation,
c’est pourquoi nous ne les avons étudiées que sur un corps de base K jusqu’alors.)

Indiquons sommairement les quelques notions dont nous aurons besoin dans cette
section 11.3. Si F est un foncteur de Fct(A, E), où E est k-linéaire, son spectre est un
quotient du foncteur PA;k(= k[−]) de F(A, k) ; on le notera sp(F ), ou spk(F ) s’il y a
besoin de spécifier l’anneau k (nous n’aurons pas besoin de préciser l’anneau A). On
dispose d’isomorphismes canoniques F ≃ sp(F )⊗F et Hom(sp(F ), F ) ≃ F (induits
par la projection PA;k ↠ sp(F )), et sp(F ) est le plus petit quotient de PA;k vérifiant
l’une ou l’autre de ces propriétés. L’algèbre caractéristique de F (relativement à A et
k) sera notée AkA(F ) (l’indice A ou l’exposant k seront omis si aucune confusion ne
peut en résulter) : c’est le quotient de la k-algèbre k[Aµ] par l’idéal des

∑n
i=1 λi[ai]

(où λi ∈ k et ai ∈ A) tels que
∑n
i=1 λiF (1⊕ ai) = 0.

En matière de poids, nous aurons seulement besoin de généraliser une partie de la
définition 3.1.1 et la notation 9.7.19 :

Notation 11.3.3. — 1. Si F est un foncteur de F(A, k), r ≥ 0 un entier et
w : A → k un poids (c’est-à-dire un morphisme de monoïdes multiplicatifs),
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on note F
[r]
w le plus grand quotient de F appartenant à U(F(A, k);mrw), où

mw := Ker (k[Aµ] → k [a] 7→ w(a)).
2. Pour d, r, n ∈ N, w1, . . . , wn : A → k des poids et I un idéal de A, on définit

dans F(A, k)

TkA,I,d,r,(w1,...,wn)
:= π∗

IP
A/I;k ⊗k

( n⊕
i=1

qd(P
A;k)[r]wi

)
,

où πI désigne la réduction modulo I.

Lemme 11.3.4. — Supposons que l’anneau A est de type fini. Dans la situation
de la notation précédente, le foncteur TkA,I,d,r,(w1,...,wn)

est de présentation finie dans
F(A, k).

Démonstration. — Comme l’anneau A est noethérien, [DT23, prop. 7.1] montre que
π∗
IP

A/I;k est de présentation finie (et vérifie même pf∞) dans F(A, k). Le foncteur⊕n
i=1 qd(P

A;k)
[r]
wi est polynomial de type fini dans F(A, k) ; comme A est de type

fini et k noethérien, [DT24, th. 2] montre que ce foncteur est de présentation finie
(et vérifie même pf∞). Le produit tensoriel sur k préserve les générateurs projectifs
standards de F(A, k), donc les foncteurs de présentation finie, de F(A, k), d’où le
lemme.

Extension des scalaires au but. — Soit k′ une k-algèbre. On dispose de certaines com-
patibilités évidentes des constructions considérées précédemment à l’extension des
scalaires au but le long de k → k′ : on a par exemple des isomorphismes canoniques
PA;k′ ≃ PA;k ⊗k k′ et, dans la situation de la notation 11.3.3, Tk

′

A,I,d,r,(w̃1,...,w̃n)
≃

TkA,I,d,r,(w1,...,wn)
⊗k k′, où w̃i désigne la composée de wi et de k → k′.

Le foncteur ⊗ : F(A, k)×Fct(A, E) → Fct(A, E) commute également à l’extension
des scalaires au but : si T est un foncteur de F(A, k) et F un foncteur de Fct(A, E)
(où E est toujours une catégorie de Grothendieck k-linéaire), on a dans Fct(A, E⊠

k
k′)

un isomorphisme canonique

(28) (T ⊗k k′)⊗(F ⊠
k
k′) ≃ (T⊗F )⊠

k
k′ .

En revanche, le foncteur Hom, comme le foncteur Hom usuel, qu’il généralise,
ne commute à l’extension des scalaires que sous certaines hypothèses. Nous aurons
seulement besoin à ce propos de l’énoncé suivant.

Lemme 11.3.5. — Supposons que la k-algèbre k′ est plate. Soient T un foncteur
de F(A, k), F et G des foncteurs de Fct(A, E).

On dispose dans Fct(A, E ⊠
k
k′) d’un morphisme naturel

Hom(T, F )⊠
k
k′ → Hom(T ⊗k k′, F ⊠

k
k′)

qui est un isomorphisme si T est de présentation finie (dans F(A, k)).
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Démonstration. — Le résultat se déduit de la définition de Hom, de l’adjonction entre
restriction et extension des scalaires, du fait qu’un k-module plat est colimite filtrante
de k-modules projectifs de type fini et de ce que Hom(X,−) commute aux colimites
filtrantes lorsque X est de présentation finie.

11.3.3. Lemmes de localisation. —

Convention 11.3.6. — Dans tout le § 11.3.3, on suppose l’anneau k intègre. On
désigne par K son corps des fractions.

Nous commençons par deux lemmes simples d’algèbre commutative. Le premier,
particulièrement classique, est laissé en exercice.

Lemme 11.3.7. — Soit M un module de type fini sur un anneau intègre. Il existe
un élément non nul x de ce dernier tel que M [x−1] soit un module libre de rang fini
sur l’anneau localisé.

Lemme 11.3.8. — Supposons que l’anneau A est de type fini. Soient L une exten-
sion algébrique du corps K et α1, . . . , αr : A→ L une collection finie de morphismes
d’anneaux.

Alors il existe x ∈ k \ {0}, n ∈ N∗ et un sous-anneau k′ de L contenant k[x−1] tels
que les αi soient à valeurs dans k′ et que k′ soit un k[x−1]-module libre de rang n.

Démonstration. — Considérant l’image par les αi d’un ensemble fini de générateurs
de l’anneau A, on obtient un sous-ensemble fini E de L tel que la condition que les αi
soient à valeurs dans k′ équivaille à ce que k′ contienne E. Comme L est algébrique sur
K et E fini, il existe t ∈ k \ {0} tel que chaque élément élément de E soit annulé par
un polynôme unitaire à coefficients dans k[t−1]. Il s’ensuit que la sous-k[t−1]-algèbre
R de L engendrée par E est un module de type fini sur k[t−1]. La conclusion résulte
donc du lemme 11.3.7.

Lemme 11.3.9. — Si u : F → G est un morphisme de F(A; k), avec G de type
fini, et L un surcorps de K tels que u ⊗k L soit un épimorphisme de F(A;L), alors
il existe x ∈ k \ {0} tel que u⊗k k[x−1] soit un épimorphisme de F(A; k[x−1]).

Démonstration. — Comme u ⊗k L est un épimorphisme, il en est de même pour
u⊗kK dans F(A;K) (puisque K ⊂ L est fidèlement plat), de sorte que Coker(u) est
à valeurs de torsion sur k. Or ce foncteur est de type fini, car c’est un quotient de G,
il existe donc x ∈ k \ {0} tel que les valeurs de Coker(u) soient annulées par x. Ainsi
u⊗k k[x−1] est-il un épimorphisme.

Nous aurons besoin de la généralisation suivante de la proposition 9.7.20.

Proposition 11.3.10. — Soient d, r, n ∈ N, w1, . . . , wn des éléments deux à deux
distincts de Mon(Aµ, kµ) s’exprimant chacun comme produit de morphismes d’an-
neaux d’images infinies et I un idéal cofini de A. Soit u : PA;k → TkA,I,d,r,(w1,...,wn)

le
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morphisme de F(A, k) composé de la diagonale PA;k → PA;k⊗kPA;k et du morphisme
canonique PA;k → π∗

IP
A/I;k tensorisé par le morphisme PA;k →

⊕n
i=1 qd(P

A;k)
[r]
wi

dont les composantes sont les projections.
Alors il existe x ∈ k\{0} tel que u⊗kk[x−1] soit un épimorphisme de F(A, k[x−1]).

Démonstration. — Comme le foncteur TkA,I,d,r,(w1,...,wn)
de F(A, k) est de type fini

(en tant que quotient d’une somme directe finie de copies de PA;k ⊗k PA;k ≃ PA
2;k),

le lemme 11.3.9 montre qu’il suffit de voir que u ⊗k K est un épimorphisme. C’est
précisément ce que nous apprend la proposition 9.7.20.

Nous pouvons désormais donner le résultat principal de ce paragraphe, qui consti-
tue l’étape clef de la récurrence noethérienne qui démontrera le théorème fondamen-
tal 11.3.14 ci-après.

Proposition 11.3.11. — Supposons que l’anneau A est de type fini. Soit F un
foncteur de type fini de F(A, k) dont les valeurs sont des k-modules de type fini.

Alors il existe un élément non nul x de k, des entiers naturels r, n, d, une
k[x−1]-algèbre k′, libre de rang fini non nul sur k[x−1], des morphismes de monoïdes
w1, . . . , wn : Aµ → k′µ, un idéal cofini I de A et foncteur B de F(A/I×A, k) vérifiant
les propriétés suivantes :

1. le morphisme PA;k′ → Tk
′

A,I,d,r,(w1,...,wn)
de la proposition 11.3.10 est un épi-

morphisme, et spk
′
(F ⊗k k′) ≤ Tk

′

A,I,d,r,(w1,...,wn)
;

2. B est de type fini et à valeurs de type fini, polynomial de degré au plus d par
rapport à la deuxième variable ;

3. F [x−1] est facteur direct dans F(A, k[x−1]) de la composée de B[x−1] et du
changement de base à la source le long du morphisme d’anneaux canonique A→
A/I ×A.

Démonstration. — Il existe un extension finie de corps K ⊂ L tel que le foncteur
F⊗kL appartienne à Tcf(A,L) (proposition 7.1.8). Comme A est noethérien, et vérifie
donc en particulier la condition (IMF), le corollaire 9.7.21 fournit un idéal cofini I de
A, des entiers naturels n, r et d et des poids deux à deux distincts w1, . . . , wn : A→ L

de Mpoli tels que spL(F ⊗k L) ≤ TLA,I,d,r,(w1,...,wn)
.

Le lemme 11.3.8 fournit x ∈ k\{0} et une sous-k[x−1]-algèbre k′ de L, libre de rang
fini non nul sur k[x−1], tels que les wi prennent leurs valeurs dans k′ (on notera, par
abus, de la même façon les wi et les poids A→ k′ correspondants). Quitte à remplacer
x par xt pour un élément t approprié de k \ {0}, et k′ par k′[t−1], on peut supposer
que le morphisme canonique PA;k′ → Tk

′

A,I,d,r,(w1,...,wn)
est un épimorphisme, par la

proposition 11.3.10.
Notons F ′ le foncteur F ⊗k k′ de F(A, k′). On dispose dans F(A,L) d’isomor-

phismes canoniques

Hom(Tk
′

A,I,d,r,(w1,...,wn)
, F ′)⊗k′ L ≃ Hom(Tk

′

A,I,d,r,(w1,...,wn)
⊗k′ L,F ′ ⊗k′ L) ≃ · · ·
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Hom(TLA,I,d,r,(w1,...,wn)
, F ⊗k L) ≃ F ⊗k L ≃ F ′ ⊗k′ L

dont le premier découle des lemmes 11.3.5 et 11.3.4 (le morphisme d’anneaux k′ → L

est plat car il est injectif et L est un corps) et l’avant-dernier de l’inégalité spL(F ⊗k
L) ≤ TLA,I,d,r,(w1,...,wn)

. Comme cet isomorphisme est induit par le monomorphisme
canonique Hom(Tk

′

A,I,d,r,(w1,...,wn)
, F ′) ↪→ F ′ et que F ′ est de type fini dans F(A, k′)

(puisque F est de type fini dans F(A, k)), le lemme 11.3.9 fournit un élément non nul t
de k tel que le monomorphisme canonique Hom(Tk

′

A,I,d,r,(w1,...,wn)
, F ′)[t−1] ↪→ F ′[t−1]

de F(A, k′[t−1]) soit un isomorphisme. En utilisant de nouveau le lemme 11.3.5, on
en déduit l’inégalité spk

′[t−1](F ′[t−1]) ≤ T
k′[t−1]
A,I,d,r,(w1,...,wn)

. Ainsi, quitte à remplacer
x par xt et k′ par k′[t−1], on peut supposer que spk

′
(F ′) ≤ Tk

′

A,I,d,r,(w1,...,wn)
. Cela

établit la première assertion.
Notons à présent G le foncteur

(
π∗
IP

A/I;k⊗kqd(PA;k)
)
⊗F de F(A, k). Si B désigne

le foncteur de F(A/I ×A, k) donné par

B(U, V ) = Coend
((
π∗
IP

U ;k
P(A/I)op ⊠k qd

(
PV ;k
P(A)op

))
⊠k (F ◦ ⊕) :

(P(A)×P(A))op × (P(A)×P(A)) → k-Mod
)
,

on vérifie facilement que B est polynomial de degré au plus d par rapport à la deuxième
variable et, en utilisant l’adjonction somme/diagonale, que G est isomorphe à la com-
posée de B et du morphisme canonique P(A) → P(A/I)×P(A). En outre, l’épimor-
phisme canonique

PU ;k
P(A)op ⊠k P

V ;k
P(A)op ↠ π∗

IP
πI(U);k
P(A/I)op ⊠k qd

(
PV ;k
P(A)op

)
naturel en les objets et V de P(A) induit un épimorphisme naturel

F (U ⊕ V ) ↠ B(πI(U), V )

qui montre que B ◦ (πI × IdP(A)) est comme F , de type fini et à valeurs de type
fini sur k. Comme le foncteur πI est essentiellement surjectif, cela entraîne les mêmes
propriétés pour B, d’où la deuxième assertion.

Quitte à remplacer B par B⊕m, il suffit maintenant pour conclure de démontrer
que F [x−1] est facteur direct de G[x−1]⊕m, où m est le rang de k′ sur k[x−1].

Comme la projection PA;k′ ↠ Tk
′

A,I,d,r,(w1,...,wn)
se factorise par le morphisme

PA;k′ → π∗
IP

A/I;k′ ⊗k qd(P
A;k′) composé de la diagonale PA;k′ → PA;k′ ⊗k′ PA;k′

et du produit tensoriel des projections canoniques, appliquant le foncteur −⊗F ′, on
obtient une composée

F ′ ≃ PA;k′⊗F ′ →
(
π∗
IP

A/I;k′ ⊗k qd(PA;k′)
)
⊗F ′ → Tk

′

A,I,d,r,(w1,...,wn)
⊗F ′ ≃ F ′

égale à l’identité, en vertu de la première assertion. Or(
π∗
IP

A/I;k′ ⊗k qd(PA;k′)
)
⊗F ′ ≃

((
π∗
IP

A/I;k ⊗k qd(PA;k)
)
⊗k k′

)
⊗
(
F ⊗k k′

)
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est isomorphe à G⊗k k′ par (28) (page 199). Ainsi, F ′ est facteur direct de G⊗k k′.
Comme k′ ≃ k[x−1]m comme k[x−1]-module, on conclut en postcomposant par le
foncteur de restriction des scalaires k′-Mod → k[x−1]-Mod.

Corollaire 11.3.12. — Supposons que l’anneau A est de type fini. Soit F un fonc-
teur de type fini de F(A, k) dont les valeurs sont des k-modules de type fini.

Alors il existe un élément non nul x de k tel que le foncteur F [x−1] soit noethérien
dans F(A, k[x−1]) et un foncteur G de pf∞(F(A, k)), à valeurs sans x-torsion, tel
que F [x−1] soit facteur direct de G[x−1].

Démonstration. — On choisit pour x l’élément non nul de k fournit par la propo-
sition 11.3.11 (dont on conserve aussi les notations de la conclusion pour k′, I, B,
etc.).

Comme k′ est un k[x−1]-module libre de rang fini non nul, F [x−1] est noethérien
dans F(A, k[x−1]) si et seulement si F ′ = F ⊗k k′ est noethérien dans F(A, k′).

La sous-catégorie prébilocalisante FTk′
A,I,d,r,(w1,...,wn)

(A, k′) de F(A, k′) constituée

des foncteurs X tels que spk
′
(X) ≤ Tk

′

A,I,d,r,(w1,...,wn)
est équivalente à la sous-

catégorie prébilocalisante Fct(P(A/I),F⊕n
i=1 qd(P

A;k)
[r]
wi

(A, k′)) de Fct(P(A/I),F(A, k′)) ≃
F(A/I ×A, k′) (en effet, le corollaire 6.5.13 s’étend, avec la même démonstration, au
cas où le corps K au but est remplacé par un anneau). Comme F⊕n

i=1 qd(P
A;k)

[r]
wi

(A, k′)

est une sous-catégorie prébilocalisante de Pold(A, k), qui est localement noethérienne
[DT24, th. 1], et que A/I est fini, le théorème 1.5.6 permet de conclure pour la
noethérianité.

Soit G la composée du foncteur B′ := B/(x)B de F(A/I × A, k) et du foncteur
canonique P(A) → P(A/I) × P(A) : G est à valeurs sans x-torsion, et F [x−1] est
facteur direct de B[x−1] ≃ B′[x−1]. De surcroît, B′ est un foncteur de type fini à
valeurs dans la sous-catégorie Fct(P(A/I),Pold(A, k)) de Fct(P(A/I),F(A, k)) ≃
F(A/I × A, k). Comme la catégorie Fct(P(A/I),Pold(A, k)) est localement noethé-
rienne (cf. supra), B′ appartient à pf∞(Fct(P(A/I),Pold(A, k))). Or [DT24, th. 2]
montre que le foncteur d’inclusion Pold(A, k) ↪→ F(A, k) préserve la propriété pf∞. Le
lemme 11.3.13 ci-dessous permet de conclure que B′ appartient à pf∞(F(A/I×A, k)).
Enfin, comme A est un anneau noethérien, le foncteur Add(P(A),Ab) ≃ A-Mod →
(A/I)-Mod×A-Mod ≃ Add(P(A/I)×P(A),Ab) induit par le foncteur canonique
P(A) → P(A/I) × P(A) préserve la propriété pf∞ (qui équivaut à la type-finitude
à la source comme au but, qui sont localement noethériens), de sorte que [DT23,
cor. 7.3] permet d’en déduire que G appartient à pf∞(F(A, k)), d’où le résultat.

Le lemme formel suivant complète les résultats de [DT23] utiles dans cette section.

Lemme 11.3.13. — Soient C une petite catégorie, Φ : E → E ′ un foncteur exact
entre catégories de Grothendieck et n ∈ N ∪ {∞}. On suppose que :

1. la catégorie E est engendrée par des objets projectifs de type fini ;
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2. le foncteur Φ préserve la propriété pfn.

Alors le foncteur de postcomposition Φ∗ : Fct(C, E) → Fct(C, E ′) préserve la pro-
priété pfn.

Démonstration. — Si P est un objet projectif de type fini de E et c un objet de C,
alors le foncteur P [C(c,−)] de Fct(C, E) est projectif de type fini, par le lemme de
Yoneda. De plus, les foncteurs de ce type engendrent la catégorie Fct(C, E). Il suffit
donc [DT23, prop. 1.9 (1)] de montrer que Φ∗(P [C(c,−)]) = Φ(P )[C(c,−)] vérifie
la propriété pfn dans Fct(C, E ′). Comme Φ(P ) vérifie par hypothèse pfn dans E ′,
cela découle encore du lemme de Yoneda, qui fournit des isomorphismes naturels
Ext∗Fct(C,E′)(Φ(P )[C(c,−)], T ) ≃ Ext∗E′(Φ(P ), T (c)).

11.3.4. Résultat fondamental. — Nous sommes maintenant en mesure d’établir
le résultat principal de cette section 11.3 :

Théorème 11.3.14. — Si l’anneau A est de type fini, alors tout foncteur F de
F(A, k), de type fini et à valeurs de type fini, est noethérien et vérifie la propriété
pf∞.

Démonstration. — Par récurrence noethérienne, on peut supposer que, pour tout
idéal non nul I de k, tout foncteur de type fini et à valeurs de type fini de F(A, k/I)

est noethérien et possède la propriété pf∞.
Si k n’est pas intègre, soient x, y ∈ k \ {0} tels que xy = 0 : on dispose d’une suite

exacte courte 0 → G → F → F ⊗ k/(y) → 0 où G (resp. F ⊗ k/(y)) est un foncteur
appartenant à l’image dans F(A, k) d’un foncteur de F(A, k/(x)) (resp. F(A, k/(y)),
de type fini et à valeurs de type fini. Par l’hypothèse de récurrence, G (resp. F⊗k/(y))
est noethérien et vérifie pf∞ dans F(A, k/(x)) (resp. F(A, k/(y)), ce qui implique
qu’ils vérifient les mêmes propriétés dans F(A, k) : pour la propriété noethérienne, cela
résulte de ce que F(A, k/(x)) est une sous-catégorie abélienne pleine stable par sous-
objet de F(A, k), et pour la propriété pf∞, cela provient du lemme 11.3.13, puisque
le foncteur k/(x)-Mod → k-Mod induit par la projection k ↠ k/(x) la préserve
(car k est un anneau noethérien). Il s’ensuit que F est noethérien et appartient à
pf∞(F(A, k)).

Supposons maintenant k intègre : le corollaire 11.3.12 fournit x ∈ k \ {0} tel que le
foncteur F [x−1] soit noethérien dans F(A, k[x−1]) et un foncteur G de pf∞(F(A, k)),
à valeurs sans x-torsion, tel que F [x−1] soit facteur direct de G[x−1].

L’hypothèse de récurrence montre que F/x est noethérien. La proposition 11.1.7
permet donc de conclure que F est noethérien.

Montrons que F vérifie pf∞ d’abord lorsque F est sans x-torsion. Comme l’hypo-
thèse de récurrence entraîne que tout quotient de F/x vérifie pf∞ dans F(A, k/(x)),
donc dans F(A, k) (cf. supra), cela découle de la proposition 11.1.8.
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Dans le cas général, comme F est noethérien d’après ce qui précède, son sous-
foncteur de x-torsion (x)F est de type fini, donc annulé par xn pour n ∈ N assez grand.
L’hypothèse de récurrence montre ainsi que (x)F vérifie pf∞ dans F(A, k/(xn)), donc
dans F(A, k). Comme F/(x)F appartient à pf∞(F(A, k)) d’après le cas précédent, il
en est de même pour F , d’où le théorème.

Nous verrons bientôt, au théorème 11.4.2, que l’on peut obtenir la propriété noethé-
rienne pour les foncteurs de type fini et à valeurs de type fini de F(A, k) sans aucune
hypothèse sur A. Ce n’est pas le cas pour la propriété pf∞ (même si A et k sont des
corps — cf. remarque 10.3.5) ; on peut toutefois affaiblir légèrement l’hypothèse que
A est un anneau de type fini :

Corollaire 11.3.15. — Si l’anneau A est essentiellement de type fini, alors tout
foncteur de type fini et à valeurs de type fini F de F(A, k) vérifie la propriété pf∞.

Démonstration. — Soit A′ un anneau de type fini tel que A ≃ A′[S−1] pour une
certaine partie multiplicative S de A′. La proposition 1.5.4 montre que l’image de
F dans F(A′, k) par la précomposition ι par le changement de base le long du mor-
phisme canonique A′ → A est de type fini. Il s’ensuit ι(F ) ∈ pf∞(F(A′, k)), par le
théorème 11.3.14. L’adjoint à gauche Φ à ι est exact (il est en effet donné par une
colimite filtrante associée à la partie multiplicative S) ; comme ι est exact et cocon-
tinu, on en déduit par [DT23, prop. 1.10] que Φ préserve la propriété pf∞. Ainsi
F ≃ Φ(ι(F )) ∈ pf∞(F(A, k)).

Remarque 11.3.16. — Nous ne savons pas s’il est possible d’affaiblir l’hypothèse
que A est un anneau essentiellement de type fini en celle que les anneaux A et A⊗Z k

sont noethériens, comme c’est le cas lorsque k est un corps (théorème 10.2.8).

11.4. Cas général

Le résultat suivant constitue une généralisation du corollaire 6.2.16 qui se démontre
exactement comme ce dernier.

Lemme 11.4.1. — Soit F un foncteur de type fini de F(A, k) tel que AkA(F ) soit une
k-algèbre de type fini. Il existe un sous-anneau de type fini A′ de A tel que l’image de
F dans F(A′, k) (par la précomposition par l’extension des scalaires P(A′) → P(A))
est de type fini.

Le lemme précédent permet aussitôt d’étendre le théorème 11.3.14 à un anneau
quelconque à la source :

Théorème 11.4.2. — Tout foncteur de type fini et à valeurs de type fini de F(A, k)

est noethérien.
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Démonstration. — On se ramène au cas où A est un anneau de type fini, traité
par le théorème 11.3.14, à partir du lemme 11.4.1, de la même façon que dans la
démonstration du théorème 10.3.1.

On en déduit, de la même manière qu’au corollaire 10.3.3, la légère généralisation
suivante :

Corollaire 11.4.3. — Soit R un anneau non commutatif. On suppose que R est
de type fini comme module à droite sur un sous-anneau commutatif A. Alors tout
foncteur de type fini et à valeurs de type fini de F(R, k) est noethérien.

En combinant les théorèmes 11.4.2 et 11.2.5, on obtient aussitôt :

Corollaire 11.4.4. — Supposons que tout idéal cofini de A est k-cotrivial. Alors tout
foncteur de type fini et à valeurs de type fini de F(A, k) possède une décomposition à
la Steinberg de type PAP .



APPENDICE A

ACTION D’UN GROUPE FINI SUR UNE CATÉGORIE
ABÉLIENNE

La construction classique du produit semi-direct d’une catégorie abélienne E (de
Grothendieck ici) par un groupe G (fini ici) agissant sur celle-ci intervient dans la
théorie des foncteurs polynomiaux par l’intermédiaire du théorème 4.2.2 de Pirash-
vili. Après des rappels généraux sur cette construction, cet appendice présente deux
résultats (qui ne prétendent pas à l’originalité mais dont nous ne connaissons pas
de référence dans la littérature sous la forme exacte dont nous avons besoin) qui
interviendront à deux endroits de ce mémoire :

– la préservation de la noethérianité par le foncteur d’oubli E ⋊ G → E (propo-
sition A.2.1), indispensable pour démontrer les théorèmes principaux du cha-
pitre 5 ;

– la finitude de la dimension des corps (non commutatifs) d’endomorphismes d’ob-
jets simples de E ⋊ G sur leur centre, sous l’hypothèse que la même condition
vaut dans E , indispensable pour démontrer le théorème 7.3.9 et son important
corollaire 7.3.10 (la proposition A.3.4 permet d’éviter toute hypothèse de valeurs
de dimensions finies).

A.1. Généralités

Hypothèse A.1.1. — Dans tout cet appendice, E désigne une catégorie de Gro-
thendieck munie d’une action d’un groupe fini G, c’est-à-dire d’une famille (Tg)g∈G
d’endofoncteurs de E telle que T1 = IdE et Tgh = Tg.Th pour tous g, h ∈ G.

Ainsi, les Tg sont des automorphismes de E , donc des foncteurs continus et cocon-
tinus, et en particulier exacts.

Définition A.1.2. — On appelle produit semi-direct de E par G, et l’on note E⋊G
la catégorie dont les objets sont les objets X de E munis d’isomorphismes αg : X

≃−→
Tg(X) pour tout g ∈ G de sorte que, pour tous g, h ∈ G, le diagramme suivant
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commute :

X
αg //

αgh

��

Tg(X)

Tg(αh)

��
Tgh(X) Tg(Th(X))

.

Un morphisme (X, (αg)g∈G) → (Y, (βg)g∈G) de E ⋊G est un morphisme f : X → Y

tel que, pour tout g ∈ G, le diagramme

X
αg //

f

��

Tg(X)

Tg(f)

��
Y

βg // Tg(Y )

commute. La composition des morphismes est induite par celle de E .

L’exemple typique suivant (les résultats de cet appendice constituent des généra-
lisations directes de propriétés des anneaux de groupe tordus) justifie la terminologie
et la notation.

Exemple A.1.3. — Si R est un anneau (non nécessairement commutatif) muni
d’une action d’un groupe G (par automorphismes d’anneaux), alors G opère sur la
catégorie R-Mod, via les foncteurs Tg de restriction des scalaires le long de l’automor-
phisme de R correspondant à l’action de g−1. On vérifie aussitôt qu’on dispose d’une
équivalence de catégories canonique (R-Mod) ⋊ G ≃ R⟨G⟩-Mod, où R⟨G⟩ désigne
l’anneau de groupe tordu de G sur R, dont le groupe additif sous-jacent est R[G] et la
multiplication est donnée par (r[g]).(s[h]) := (r.g∗(s))[gh] (où g∗(s) désigne l’effet de
l’action de g sur s). Si R = A[H] (A-algèbre de groupe usuelle), où H est un groupe
muni d’une action de G, alors R⟨G⟩ = A[H ⋊G].

Remarque A.1.4. — Plus généralement, si k est un anneau et R une k-algèbre (non
nécessairement commutative), toute action d’un groupe G sur R (par automorphismes
de k-algèbres) sur R induit une action de G sur E⊠

k
R, si la catégorie de Grothendieck

E est k-linéaire, et l’on dispose d’une équivalence de catégories canonique(
E ⊠
k
R
)
⋊G ≃ E ⊠

k
R⟨G⟩ .

Notation A.1.5. — On note O : E⋊G→ E (X, (αg)g∈G) 7→ X le foncteur d’oubli.

Remarque A.1.6. — – Par définition de E ⋊G, on dispose d’un isomorphisme
canonique Tg ◦ O ≃ O pour tout g ∈ G.

– Dans la situation de l’exemple A.1.3, O s’identifie à la restriction des scalaires
le long du morphisme d’anneaux canonique R→ R⟨G⟩.
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– Si X et Y sont des objets de E ⋊ G, le groupe abélien E(O(X),O(Y )) est
muni d’une action naturelle de G, et (E ⋊ G)(X,Y ) s’identifie au sous-groupe
E(O(X),O(Y ))G des invariants.

Proposition A.1.7. — La catégorie E ⋊ G est une catégorie de Grothendieck ; le
foncteur O est exact et fidèle.

La proposition précédente, facile et classique, est laissée en exercice. Il en est de
même pour l’énoncé suivant (cf. [DTV23, lemme 2.18 et le paragraphe le précédant]).

Proposition et définition A.1.8. — On définit un foncteur L : E → E ⋊ G par
L(X) =

(⊕
a∈G Ta(X), (αg)g∈G

)
, où αg est l’isomorphisme canonique

αg :
⊕
a∈G

Ta(X) → Tg

(⊕
a∈G

Ta(X)
)
≃

⊕
a∈G

Tga(X)

induit par la permutation a 7→ ga de G ; l’effet sur les morphismes de L est donné
par la fonctorialité des Ta.

Le foncteur L est adjoint des deux côtés à O. En particulier, L et O commutent
aux limites et aux colimites.

A.2. Préservation de propriétés de finitude

Le but principal de cette section consiste à établir le résultat suivant, qui constitue
une généralisation directe de [Grz85, thm 4] (qui traite le cas d’une catégorie de
modules sur un anneau de groupe tordu — cf. exemple A.1.3). Toutefois, comme nous
ne connaissons pas de référence dans le cas général, nous en donnons la démonstration
complète.

Proposition A.2.1. — Le foncteur d’oubli O : E ⋊ G → E préserve les objets
noethériens.

Pour ce faire, on commence par montrer, comme [Grz85], le résultat suivant :

Lemme A.2.2. — Soient X un objet non nul de E⋊G et U un sous-objet essentiel
de O(X). Alors il existe un sous-objet non nul Y de X tel que O(Y ) ⊂ U .

Démonstration. — Pour tout sous-objet V de O(X) et tout g ∈ G, notons gV l’image
de

Tg(V )
Tg(V ↪→O(X))−−−−−−−−−→ Tg(O(X)) ≃ O(X).

On note que g(hV ) =gh V pour tout h ∈ G, et que V définit un sous-objet de X dans
E ⋊G si et seulement si gV = V pour tout g ∈ G.

Par ailleurs, pour tout g ∈ G, du fait que Tg est un automorphisme de E , Ug est
comme U un sous-objet essentiel de O(X). Il s’ensuit que Y :=

⋂
g∈G Ug est aussi

un sous-objet essentiel, et en particulier non nul, de O(X), puisque G est fini. Il
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résulte maintenant des observations précédentes que Y définit un sous-objet de X
dans E ⋊G.

Lemme A.2.3. — Le foncteur d’oubli O : E ⋊ G → E préserve les objets de type
fini.

Démonstration. — En effet, l’adjoint à droite L de O commute aux colimites (cf.
proposition-définition A.1.8).

Démonstration de la proposition A.2.1. — Soit X un objet noethérien de E⋊G. Pour
montrer que O(X) est noethérien, on peut supposer que X est non nul et, par récur-
rence noethérienne, que O(X/Y ) est noethérien pour tout sous-objet non nul Y de
X.

Soit (Sn)n∈N une suite croissante de sous-objets de O(X) et S∞ sa réunion. Comme
E est une catégorie de Grothendieck, le lemme de Zorn montre qu’il existe un sous-
objet maximal R de O(X) tel que S∞ ∩ R = 0 ; S∞ ⊕ R est alors un sous-objet
essentiel de O(X). Le lemme A.2.2 fournit un sous-objet non nul Y de X tel que
O(Y ) ⊂ S∞ ⊕R.

Comme X est noethérien, Y est de type fini, donc O(Y ) est de type fini
(lemme A.2.3). Il s’ensuit qu’il existe N ∈ N tel que O(Y ) ⊂ SN ⊕ R. L’image dans
O(X)/O(Y ) ≃ O(X/Y ) de la suite croissante (Sn ⊕ R)n≥N de sous-objets de O(X)

stationne, puisque O(X/Y ) est noethérien. Par conséquent, (Sn ⊕ R)n≥N , et donc
(Sn)n∈N, stationnent.

Nous montrons maintenant que le foncteur O préserve également les objets finis et
les objets semi-simples (cf. [Grz85], ou [DTV23, § 2.6]). Ce résultat, plus facile que
la préservation de la noethérianité, nous servira à la fin de cet appendice, pour établir
la proposition A.3.4, ainsi qu’au chapitre 5.

Lemme A.2.4. — Si X est un objet simple de E ⋊ G, alors O(X) est un objet
semi-simple fini de E.

Plus précisément, si S désigne un facteur de composition de O(X) et que Γ désigne
le sous-groupe de G des éléments g tels que Tg(S) ≃ S, alors Tg(S) ne dépend, à
isomorphisme près, que de la classe ḡ de g dans G/Γ, et il existe un entier n ≥ 1 tel
que

O(X) ≃
⊕
ḡ∈G/Γ

Tg(S)
⊕n .

Démonstration. — Comme X est de type fini et non nul, il en est de même pour
O(X), par le lemme A.2.3. Par conséquent, O(X) possède un quotient simple S.
Comme S est simple, l’adjoint X → L(S) (cf. proposition-définition 4.5.3) de la
projection O(X) ↠ S est un monomorphisme. Par conséquent, O(X) est un sous-
objet de OL(S) ≃

⊕
g∈G Tg(S). Comme les foncteurs Tg sont des automorphismes

de la catégorie E , les Tg(S) sont des objets simples de E . Il s’ensuit que OL(S), et
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donc O(X), sont semi-simples finis. On obtient la deuxième partie de la conclusion
en regroupant les facteurs simples isomorphes de O(X) et en utilisant l’isomorphisme
Tg(O(X)) ≃ O(X) pour tout g ∈ G.

Proposition A.2.5. — Soit X un objet de E ⋊G.

1. L’objet O(X) de E est semi-simple si X est un objet semi-simple de E ⋊G.
2. Si E est Q-linéaire et que O(X) de E est semi-simple fini, alors X est semi-

simple fini.
3. L’objet O(X) de E est fini si et seulement si X est un objet fini de E ⋊G.

Démonstration. — Comme O est un foncteur exact, le lemme A.2.4 entraîne que O
préserve les objets finis ainsi que les objets semi-simples finis. Comme O commute
également aux colimites arbitraires, il préserve les objets semi-simples.

Comme O est exact et fidèle, si O(X) est fini, X est fini et de longueur inférieure
ou égale à celle de O(X).

Supposons maintenant que E est Q-linéaire et O(X) est semi-simple fini : comme
X est fini, il suffit de montrer que tout sous-objet Y de X est facteur direct. C’est le
théorème de Maschke : O(Y ) est facteur direct de O(X) ; si p ∈ HomE(O(X),O(Y ))

est une rétraction de l’inclusion O(Y ) ↪→ O(X), alors 1
Card(G)

∑
g∈G g.p en est une

rétractionG-invariante, autrement dit elle définit une rétractionX ↠ Y de l’inclusion,
d’où la proposition.

A.3. Endomorphismes des objets simples

Notation A.3.1. — Soit E un ensemble.

1. On note S(E) le groupe des permutations de E.
2. Si L est un anneau, on note L×E le produit sur E de copies de L, c’est-à-dire

l’anneau des fonctions (ensemblistes) de E dans L.
3. Si T est un groupe, on note T ≀S(E) := TE ⋊S(E) le produit en couronne de
T par S(E).

(La mention au symbole de produit dans le terme L×E est destinée à le distinguer
du sous-anneau LG des invariants de L par l’action d’un groupe G.)

Le résultat suivant est un exercice classique qui découle de l’étude des idempotents
de L×E , lorsque L est corps.

Lemme A.3.2. — Soient L un corps et E un ensemble fini. Le morphisme de
groupes canoniques AutAnn(L) ≀S(E) → AutAnn(L

×E) est un isomorphisme.

Lemme A.3.3. — Soient L un corps, E un ensemble fini et G un groupe fini opérant
sur l’anneau L×E. Alors L×E est un module de type fini sur son sous-anneau (L×E)G

d’invariants sous l’action de G.
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Démonstration. — On ne perd pas en généralité à supposer que G est un sous-
groupe de AutAnn(L

×E). Utilisant l’isomorphisme du lemme A.3.2, notons T l’image
du morphisme de groupes G ↪→ AutAnn(L

×E) ≃ AutAnn(L) ≀ S(E) ↠ S(E),
et H son noyau, c’est-à-dire l’intersection des sous-groupes G et AutAnn(L)

×E de
AutAnn(L

×E) ≃ AutAnn(L) ≀S(E).
Pour i ∈ E, notons Hi le sous-groupe de AutAnn(L) image de la composée de l’in-

clusion H ↪→ AutAnn(L)
×E et de la projection AutAnn(L)

×E ↠ AutAnn(L) donnée
par l’évaluation en i : G, donc H et les Hi sont des groupes finis, et

H ⊂
∏
i∈E

Hi ⊂ AutAnn(L)
×E .

Soit ki le corps des invariants de L sous l’action du groupe fini Hi : L est de dimension
finie sur chaque ki, et l’inclusion de groupes précédente fournit l’inclusion de sous-
anneaux de L×E ∏

i∈E
ki =

(
L×E)∏i∈E Hi ⊂ (L×E)H .

L’action de T ≃ G/H sur (L×E)H induite par l’action de G sur L×E est la restriction
à T ⊂ S(E) de l’action de S(E) sur L×E par permutation des facteurs du produit
direct.

Soit γ : E/T → E une section (ensembliste) de la surjection canonique, notée
i 7→ ī. La stabilité de (L×E)H par l’action de T et l’inclusion précédente fournissent∏

i∈E
kγ(̄i) ⊂ (L×E)H

puis ∏
x∈E/T

kγ(x) ⊂
(
(L×E)H)T = (L×E)G ,

où
∏
x∈E/T kγ(x) est plongé dans

∏
i∈E kγ(̄i) via la précomposition par E ↠ E/T .

Comme L est un kγ(x)-espace vectoriel de dimension finie pour tout x ∈ E/T , et
que E/T est fini, L×E est un module de type fini sur

∏
x∈E/T kγ(x), et donc a fortiori

sur (L×E)G d’après ce qui précède.

Proposition A.3.4. — Soient E une catégorie de Grothendieck et G un groupe fini
opérant sur E. Supposons que, pour tout objet S de E, le corps (non commutatif)
EndE(S) soit de dimension finie sur son centre.

Alors pour tout objet simple X de E ⋊G, le corps (non commutatif) EndE⋊G(X)

est de dimension finie sur son centre.

Démonstration. — Par le lemme A.2.4, O(X) est semi-simple fini ; on se donne S, n
et Γ comme dans la conclusion de ce lemme.

Puisque les Tg(S) sont des objets simples deux à deux non isomorphes de E , mais
de corps (non commutatifs) d’endomorphismes isomorphes, lorsque g parcourt G/Γ,
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on a un isomorphisme d’anneaux (non commutatifs)

EndO(X) ≃ Mn(EndS)
×G/Γ .

Le groupe G opère (via la structure d’objet de E ⋊G de X) sur cet anneau, donc sur
son centre Z(EndS)×G/Γ, et

End(X) ≃ (Mn(EndS)
×G/Γ)G ⊃ Z

(
(Mn(EndS)

×G/Γ)G
)
⊃

(
Z(EndS)×G/Γ

)G
.

Considérons le diagramme commutatif d’inclusions d’anneaux (non commutatifs)(
Z(EndS)×G/Γ

)G //

��

Z
(
(Mn(EndS)

×G/Γ)G
)

��
Z(EndS)×G/Γ //Mn(EndS)

×G/Γ

:

Z(EndS)×G/Γ est un module de type fini sur
(
Z(EndS)×G/Γ

)G d’après le
lemme A.3.3, et Mn(EndS)

×G/Γ est un Z(EndS)×G/Γ-module de type fini parce
que EndS est par hypothèse un espace vectoriel de dimension finie sur Z(EndS).
Il s’ensuit que Mn(EndS)

×G/Γ est un
(
Z(EndS)×G/Γ

)G-module de type fini, et a
fortiori un Z

(
(Mn(EndS)

×G/Γ)G
)
≃ Z(End(X))-espace vectoriel de dimension finie.

Son sous-anneau (Mn(EndS)
×G/Γ)G ≃ End(X) est donc aussi un Z(End(X))-espace

vectoriel de dimension finie, comme souhaité.





APPENDICE B

DÉCOMPOSITIONS EN POIDS ET GROUPES
D’EXTENSIONS

Nous examinons ici sommairement le comportement cohomologique de plusieurs
des décompositions qui jouent un rôle important dans ce mémoire, à savoir les dé-
compositions en poids et celles qui apparaissent dans nos théorèmes de structure.
Nous ne faisons qu’effleurer le sujet, qui pose rapidement des problèmes difficiles dès
lors qu’on manque de propriétés de finitude sur les foncteurs considérés.

Les méthodes mises en jeu dans cet appendice recoupent, ou reposent souvent sur
[DTa, Dja15], dans un esprit qui rappelle la cohomologie locale [SS18] en algèbre
commutative (notamment pour le théorème B.1.4).

B.1. Décomposition selon les poids partiels et groupes d’extensions

Plusieurs des décompositions fondamentales qui apparaissent dans ce mémoire pos-
sèdent un bon comportement relativement aux groupes d’extensions. C’est déjà le cas
pour les décompositions de type PAP , grâce à [DTa, th. 4.4 et cor. 5.7]. Nous igno-
rons toutefois si [DTa, th. 4.4] se généralise aux foncteurs ayant une décomposition
de type HPAP .

L’assertion 3 du théorème 9.6.5 fournit également un résultat puissant de décom-
position des groupes d’extensions, qui recoupe les résultats de [DTa] qu’on vient de
mentionner (et les généralisent aux décompositions de type HPAP pour les foncteurs
hyper-trigonalisants). On prendra toutefois garde qu’on ne peut pas en général s’af-
franchir de l’hypothèse de finitude sur le foncteur apparaissant au but de l’Ext dans
le théorème 9.6.5, comme l’illustrera l’exemple B.2.6.

À l’aune de ces résultats, et de ceux de la section 9.7, il apparaît très naturel
d’étudier le comportement cohomologique des foncteurs d’inclusion T[Mtord,I ](A, E) →
Fct(A, E), où I est un idéal de A tel que A/I soit un corps fini de caractéristique p,
et T[Mpoli,α](A, E) → Fct(A, E), où α : A→ K est un morphisme d’anneaux d’image
infinie. Le problème semble ardu en général ; nous nous contenterons ici de donner
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quelques conditions nécessaires et/ou suffisantes pour que ce soient des plongements
homologiques, i.e. qu’ils induisent des isomorphismes entre groupes d’extensions.

Théorème B.1.1. — Soit α : A→ K est un morphisme d’anneaux d’image infinie.
Supposons que ExtiAK

(Kα,Kα) = 0 pour tout i ∈ N∗, où Kα désigne le (A,K)-
bimodule K muni de l’action de A déduite de α. Si p > 0, on suppose également que
A est une Fp-algèbre et que le corps K est parfait.

Alors l’inclusion T[Mpoli,α](A,K) → F(A,K) induit un isomorphisme

Ext∗T[Mpoli,α](A,K)(F,G)
≃−→ Ext∗F(A,K)(F,G)

lorsque F est un foncteur de T[Mpoli,α](A,K) et G un foncteur de Tcf
[Mpoli,α](A,K).

Démonstration. — Un argument formel de colimite montre qu’il suffit d’établir le
résultat lorsque F est de type fini, ce qu’on suppose désormais.

L’annulation de Ext1AK
(Kα,Kα) ≃ Derα(A,K) entraîne que tout foncteur de

T[Mpoli,α](A,K) est hyper-diagonalisant. En effet, la proposition 9.7.15 (et la remarque
qui la suit) permet de se ramener au cas où A est local, de sorte que la condition (CAD)
est alors vérifiée, ce qui permet de conclure par la proposition 8.1.1 lorsque p = 0 et
par la proposition 9.7.22 (dont on peut également reprendre directement la démons-
tration, sans supposer A local) sinon. En particulier, la catégorie T[Mpoli,α](A,K) est
localement noethérienne, et semi-simple si p = 0 (théorème 8.4.1).

En caractéristique p = 0, il s’agit de démontrer l’annulation de ExtnF(A,K)(F,G)

pour n > 0 et F et G dans Tcf
[Mpoli,α](A,K). Lorsque F et G sont additifs, cela vient

du fait classique de le morphisme canonique Ext∗Add(A,K)(F,G) → Ext∗F(A,K)(F,G)

est un isomorphisme (cf. par exemple [Dja15, th. 1.2]) et de l’hypothèse d’annulation
de ExtiAK

(Kα,Kα) pour i > 0, via l’équivalence de catégories (5) (page 32). Le cas
général (dans lequel F et G sont nécessairement polynomiaux) se ramène au cas
additif par des arguments classiques de dévissage (cf. par exemple [DTb, section 8]).

Supposons maintenant p > 0. Pour n ∈ N, notons Cn la sous-catégorie pleine de
F(A,K) image essentielle du foncteur exact P(K,K) → F(A,K) de précomposition
par l’extension des scalaires le long du morphisme A → K composé de α et de K →
K x 7→ x1/p

n

. Alors (Cn) est une suite croissance de sous-catégories prélocalisantes
de T[Mpoli,α](A,K), et tout foncteur de Tcf

[Mpoli,α](A,K) appartient à Cn pour n ∈ N
assez grand, en vertu du théorème 8.3.10. La conclusion découle alors de [DTc, th. 7.6],
du lemme B.1.2 ci-dessous et de ce que l’image de α est infinie (ce qui implique que
les torsions de Frobenius itérées du foncteur additif associé à Kα via (5) sont des
foncteurs absolument simples deux à deux non isomorphes et sans extensions entre
eux).

Le lemme suivant est classique et essentiellement contenu dans [PS21, prop. 2.1 et
rem. 2.2], par exemple ; nous en rappellerons toutefois pour mémoire la démonstration.
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Lemme B.1.2. — Soient E une catégorie de Grothendieck localement noethérienne,
I un ensemble ordonné filtrant et (Ci)i∈I une famille croissante de sous-catégories
prélocalisantes de E. On suppose que tout objet noethérien de E appartient à l’une des
catégories Ci.

Si i est un élément de I et que X et Y sont des objets de Ci, avec X de type fini,
alors le morphisme canonique

colim
j≥i

Ext∗Cj
(X,Y ) → Ext∗E(X,Y )

est bijectif.

Démonstration. — Soit 0 → Y → Tn → · · · → T1
φ−→ X → 0 une suite exacte de E .

Comme X est de type fini et que E est localement noethérienne, il existe un sous-objet
noethérien U1 de T1 tel que la restriction à U1 de φ reste un épimorphisme. On peut
de même définir par récurrence sur m ∈ J2, nK un sous-objet noethérien Um de Tm tel
que Im(Um ↪→ Tm → Tm−1) = Im(Tm → Tm−1) ∩ Um−1.

L’hypothèse montre qu’il existe j ∈ E tel que j ≥ i et Um ∈ Cj pour toutm ∈ J1, nK.
Soit Y ′ le produit fibré des monomorphismes Y → Tn et Un ↪→ Tn : on dispose

dans E d’un diagramme commutatif aux lignes exactes

0 // Y ′ //

��

Un //

��

. . . // U1
//

��

X // 0

0 // Y // Tn // . . . // T1 // X // 0

dont les flèches verticales sont les monomorphismes canoniques. On en déduit un
diagramme commutatif aux lignes exactes

0 // Y // Y +
Y ′
Un //

��

Un //

��

. . . // U1
//

��

X // 0

0 // Y // Tn // Tn−1
// . . . // T1 // X // 0

dans lequel tous les termes de la ligne supérieure appartiennent à Cj , ce qui permet
facilement de conclure.

Remarque B.1.3. — On ne peut en général pas s’affranchir de toute hypothèse
de finitude sur le foncteur G (voir l’exemple B.2.6 ci-après) dans l’énoncé du théo-
rème B.1.1. C’est néanmoins le cas en caractéristique p = 0 grâce à l’exemple B.2.8
ci-après. C’est aussi le cas pour p > 0 si A est un anneau de type fini grâce à
l’exemple B.2.9 ci-après.

On peut voir également que, sans hypothèse sur A ni K, le morphisme canonique
du théorème B.1.1 est toujours un isomorphisme si le foncteur hyper-trigonalisant
(pas nécessairement à caractère fini) G est à valeurs de dimensions finies. Cela se
voit par un argument de dualité, car l’analogue du théorème B.1.1 pour les groupes
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de torsion, qui commutent aux colimites filtrantes, vaut sans aucune hypothèse de
finitude sur les foncteurs hyper-trigonalisants qui apparaissent.

L’énoncé et la démonstration du résultat suivant présentent de grandes similitudes
avec certaines parties de [Dja15] et [DTa]. Comme nous n’en avons de plus besoin
nulle part ailleurs dans ce mémoire, nous ne donnerons qu’une esquisse de la démons-
tration.

Théorème B.1.4. — Soit I un idéal de A tel que A/I soit isomorphe à un sous-
corps fini de K et que I/I2 soit fini. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. l’inclusion T[Mtord,I ](A,K) → F(A,K) induit un isomorphisme

Ext∗T[Mtord,I ](A,K)(F,G)
≃−→ Ext∗F(A,K)(F,G)

pour tous foncteurs F de T[Mtord,I ](A,K) et G de Tcf
[Mtord,I ]

(A,K) ;
2. la cohomologie locale colim

n∈N
ExtiA(A/I

n, A/I) est nulle pour tout i ∈ N∗.

Esquisse de démonstration. — Les hypothèses faites sur I garantissent que Tcf
[Mtord,I ]

(A,K)

est la réunion de la suite croissante de sous-catégories prébilocalisantes (F(A/In,K))n∈N
de F(A,K), et que la catégorie de Grothendieck T[Mtord,I ](A,K) est localement noe-
thérienne, grâce au théorème 1.5.6. En particulier, le lemme B.1.2 montre que le
morphisme canonique colim

n
Ext∗F(A/In,K)(F,G) → Ext∗T[Mtord,I ](A,K)(F,G) est bi-

jectif lorsque F est un foncteur de type fini de T[Mtord,I ](A,K) et G un foncteur
de Tcf

[Mtord,I ]
(A,K). L’assertion 1 (dans laquelle on peut se contenter de traiter

des foncteurs F de type fini par un argument formel de colimite) équivaut donc à
dire que le morphisme canonique colim

n
Ext∗F(A/In,K)(F,G) → Ext∗F(A,K)(F,G) est

bijectif lorsque F est un foncteur de type fini de T[Mtord,I ](A,K) et G un foncteur de
Tcf
[Mtord,I ]

(A,K). Des arguments formels de dualité entre Ext et Tor, de comparaison
de foncteurs homologiques, et le lemme B.1.5 ci-dessous, montrent ensuite que la
condition 1 équivaut à demander que pour tous n, i ∈ N, il existe N ≥ n tel que pour
tout entier m ≥ N et tous foncteurs F de F(A/In,K) et X de F(P(A/In)op;K), le
morphisme canonique

TorP(A)
∗ (π∗X,π∗F ) → TorP(A/Im)

∗ (α∗
mX,α

∗
mF )

soit un isomorphisme en degré ∗ ≤ i, où π : P(A) → P(A/In) et αm : P(A/Im) →
P(A/In) désignent les foncteurs de réduction modulo In, ou encore à demander la
même condition lorsque X et F sont la linéarisation de foncteurs additifs de P(A/In)

(contravariant pour X) vers Ab. Une variante des résultats d’excision de [DTa, § 5]
(reposant sur la correspondance de Dold-Kan) permet de voir que cette condition
équivaut à la suivante : pour tous n, i ∈ N, il existe N ≥ n tel que pour tout entier
m ≥ N et tous A/In-modules U et V , le morphisme canonique

TorA∗ (U, V ) → TorA/I
m

∗ (U, V )
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est un isomorphisme en degré ∗ ≤ i. Des arguments formels de comparaison de fonc-
teurs homologiques et de filtrations montrent que cette condition revient à demander
que pour tout i ∈ N, il existe N ∈ N tel que TorAm(A/In, A/I) = 0 pour 0 < m ≤ i.
L’équivalence avec la condition 2 s’obtient de nouveau par dualité (d’espaces vecto-
riels sur A/I, et non plus sur K comme précédemment) entre Ext et Tor à l’aide du
lemme B.1.5.

L’énoncé simple suivant est laissé en exercice.

Lemme B.1.5. — Soient V un espace vectoriel, · · · → Un+1
un−−→ Un → · · · → U0

une tour d’espaces vectoriels et fn : V → Un des applications linéaires telles que
fn = unfn+1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. l’application linéaire colim
n∈N

U∨
n → V ∨ induite par les précédentes est un isomor-

phisme, où (−)∨ désigne la dualité ;
2. pour n assez grand grand, fn est injective, et il existe m ≥ n tel que le
Um

un...um−1−−−−−−→ Un se factorise par fn.

Comme la cohomologie locale qui apparaît dans la condition 2 du théorème B.1.4
est nulle lorsque l’anneau A est noethérien (cf. par exemple [SS18, lemme 2.4.1] ;
cela découle aussi directement de la proposition 2.2.3), on en déduit l’important cas
particulier suivant :

Corollaire B.1.6. — Supposons l’anneau A noethérien. Soit I un idéal de A tel que
A/I soit isomorphe à un sous-corps fini de K. Alors l’inclusion T[Mtord,I ](A,K) →
F(A,K) induit un isomorphisme

Ext∗T[Mtord,I ](A,K)(F,G)
≃−→ Ext∗F(A,K)(F,G)

pour tous foncteurs F de T[Mtord,I ](A,K) et G de Tcf
[Mtord,I ]

(A,K).

B.2. Décompositions en poids fortes infinies

Convention B.2.1. — Dans toute la section B.2, C désigne une catégorie essen-
tiellement petite munie d’une action d’un monoïde M et E un sous-ensemble de
Mon(M,Kµ). On munit Mon(M,Kµ) ⊂ KM de la topologie induite par la topo-
logie produit, où chaque facteur K est muni de la topologie discrète.

On fait également, dans la section B.2, l’hypothèse suivante :

Hypothèse B.2.2. — Il existe un objet x de C et des objets Tπ de F(C;K)π, pour
tout π ∈ E, tels que Tπ(x) ̸= 0.

Cette hypothèse est notamment vérifiée pour A = P(A) muni de l’action canonique
de Aµ, car pour tout w ∈ Mon(Aµ,Kµ), dimK P

A
w (A) = 1.
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Lemme B.2.3. — Soit (πn)n∈N une suite de Mon(M,Kµ) convergeant vers w. Pour
toute suite (Tn)n∈N de foncteurs de F(C;K), si Tn est homogène de poids fort πn,
alors

∏
n∈N Tn/

⊕
n∈N Tn est homogène de poids fort w.

Démonstration. — Soit a ∈M . Comme la suite (πn) converge vers w, il existe N ∈ N
tel que πn(a) = w(a) pour n ≥ N . Puisque chaque Tn est homogène de poids fort πn,
il s’ensuit que l’action de a sur

∏
n∈N Tn/

⊕
n∈N Tn =

∏
n≥N Tn/

⊕
n≥N Tn coïncide

avec la multiplication par w(a).

Lemme B.2.4. — Soient w ∈ Mon(M,Kµ)\E, Tπ (pour π ∈ E) et X des foncteurs
de F(C;K). On suppose que X (resp. chaque Tπ) est homogène de poids fort w (resp.
π). Alors

Ext1F(C;K)

(
X,

⊕
π∈E

Tπ

)
≃ HomF(C;K)

(
X,

∏
π∈E

Tπ

/⊕
π∈E

Tπ

)
.

Démonstration. — On a

Ext∗F(C;K)

(
X,

∏
π∈E

Tπ

)
≃

∏
π∈E

Ext∗F(C;K)(X,Tπ) = 0

d’après la proposition 2.2.1. La suite exacte longue associée au foncteur cohomologique
Ext∗(X,−) donne alors la conclusion.

Proposition B.2.5. — Soit w : M → Kµ un poids n’appartenant pas à E. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. pour tout objet X de F(C;K)w et tous objets Tπ de F(C;K)π pour π ∈ E,
Ext1F(C;K)(X,

⊕
π∈E Tπ) = 0 ;

2. pour tous objets Tπ de F(C;K)π, (
∏
π∈E Tπ/

⊕
π∈E Tπ)

w est nul ;
3. w n’appartient pas à l’adhérence séquentielle de E dans Mon(M,Kµ).

Démonstration. — L’équivalence entre 1 et 2 découle du lemme B.2.4.
Le lemme B.2.3 et l’hypothèse B.2.2 montrent que 2 implique 3.
Pour montrer la réciproque, supposons qu’il existe des objets Tπ de F(C;K)π

tels que (
∏
π∈E Tπ/

⊕
π∈E Tπ)w soit non nul : soient c un objet de C sur lequel

ce foncteur est non nul, et (uπ)π∈E un élément de
∏
π∈E Tπ(c) dont l’image dans

(
∏
π∈E Tπ/

⊕
π∈E Tπ)(c) appartienne à (

∏
π∈E Tπ/

⊕
π∈E Tπ)

w(c) et soit non nulle.
L’ensemble E′ des π tels que uπ ̸= 0 est donc infini ; soit S une partie infinie dénom-
brable de E′.

Pour tout a ∈ M , le morphisme induit par l’endomorphisme a de c envoie
(uπ) sur (π(a)uπ), puisque Tπ appartient à F(C;K)π pour tout π ∈ E. Mais
dans (

∏
π∈E Tπ/

⊕
π∈E Tπ)(c), cette image doit coïncider avec (w(a)uπ) ; autrement

dit, la famille ((w(a) − π(a)).uπ)π∈E est presque nulle. En particulier, l’ensemble
{π ∈ S |w(a) ̸= π(a)} est fini pour tout a ∈ M . Cela signifie que w appartient
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à l’adhérence de S dans Mon(M,Kµ). Comme S est une partie infinie dénom-
brable de E, cela montre que w appartient à l’adhérence séquentielle de E, d’où la
proposition.

Exemple B.2.6. — Supposons que le corps K est infini et localement fini ; notons
I le foncteur de F(K,K) d’inclusion de P(K) dans K-Mod et, pour r ∈ N, I(r) sa
r-ième torsion de Frobenius (i.e. l’extension des scalaires le long du morphisme de
Frobenius itéré r fois). Notons φ ∈ Mon(Kµ,Kµ) le poids x 7→ xp. Comme K est
infini, la suite (φr)r∈N est injective. Du fait que K est localement fini, la suite (φn!)n∈N
converge vers 1.

En utilisant les lemmes B.2.3 et B.2.4, on en déduit que la dimension de l’espace
vectoriel Ext1F(K,K)(I,

⊕
n≥1 I

(n!)) égale le continu. Tout élément non trivial de ce
groupe d’extensions produit un foncteur additif de F(K,K) extension d’un foncteur
simple hyper-diagonalisant par un foncteur hyper-diagonalisant, mais qui ne possède
pas de décomposition en poids faible. En particulier, on voit que la sous-catégorie
prélocalisante T(K,K) = D(K,K) (proposition 7.1.9) de F(K,K) n’est pas stable
par extensions.

On généraliser la proposition B.2.5 au-delà des groupes Ext1, au moins lorsque
M est au plus dénombrable — sinon, adhérence et adhérence séquentielle diffèrent a
priori dans Mon(M,Kµ), et nous ne savons pas si la condition suffisante à l’annulation
cohomologique dans l’énoncé ci-dessous est nécessaire.

Proposition B.2.7. — Soit w un élément de Mon(M,Kµ) n’appartenant pas à
l’adhérence de E. Si X est un foncteur de F(C;K)<w> et T un foncteur de F(C;K)

possédant une décomposition en poids faible tel que Π(T ) ⊂ E, alors Ext∗F(C;K)(X,T )

est nul.

Démonstration. — L’hypothèse w /∈ Ē signifie qu’il existe une partie finie de M sur
laquelle aucun élément de E ne coïncide avec w. Il suffit évidemment de montrer le
résultat lorsque cette partie est réduite à un élément a de M . La démonstration est
alors essentiellement la même que celle de la proposition 2.2.1 : on commence par
supposer que X est homogène de poids fort w. Dans ce cas, l’élément [a] − w(a)

de K[M ] opère par 0 sur F , donc sur Ext∗F(C;K)(X,T ) (la catégorie F(C;K) est
K[M ]-linéaire), mais par un automorphisme sur T , donc aussi sur Ext∗F(C;K)(X,T ).
Ainsi, Ext∗F(C;K)(X,T ) = 0 lorsque X appartient à F(C;K)w. Le cas où X appartient
à F(C;K)<w> s’en déduit par un argument formel facile, comme pour la proposi-
tion 2.2.1.

Exemple B.2.8. — En caractéristique p = 0, pour M = Zµ, l’évaluation en 2

est un morphisme continu et injectif Monpol(Zµ,Kµ) ≃ N → Kµ, de sorte que
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Mon(M,K) est discret. Il s’ensuit que la décomposition en poids des foncteurs ana-
lytiques de F(A;K) (où A est une catégorie additive essentiellement petite) — cf.
proposition 4.3.1 — induit une décomposition entre groupes d’extensions.

Exemple B.2.9. — Supposons que p est premier, que A est un anneau de type fini,
que le corps K est parfait et que α : A → K est un morphisme d’anneaux d’image
infinie. Soit E le sous-monoïde de Mon(Aµ,Kµ) constitué des αn/p

r

pour n, r ∈ N.
Alors E est discret dans KM , car il existe a ∈ A tel que α(a) soit transcendant sur Fp
(sinon, l’image de α serait un sous-corps de K algébrique sur Fp, donc fini, puisque
A est un anneau de type fini), de sorte que l’évaluation en a définit un morphisme
continu injectif E → Kµ, ce qui entraîne que E est discret. Ainsi, la proposition B.2.7
fournit une décomposition des groupes d’extensions entre foncteurs admettant des
décompositions en poids avec des poids appartenant à E.
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LE CAS OÙ A EST FINI MODULO NILPOTENTS

Lorsque l’anneau quotient A/Nil(A) est fini, les résultats connus sur F(A,K) se ra-
mènent essentiellement aux deux situations suivantes (le cas général s’y ramenant en
décomposant A en produit direct de deux anneaux entrant dans chacune d’entre elle).
Lorsque la caractéristique de A est inversible dans K (cas d’inégale caractéristique),
tous les foncteurs de type fini de Fdf(A,K) sont antipolynomiaux (cela découle de
[DTV23, th. 4.10], cité au théorème 4.2.11 du présent mémoire). Lorsque la caracté-
ristique de A est une puissance de p, tous les foncteurs de type fini de Fdf(A,K) sont
Hom-polynomiaux, grâce à la proposition 9.3.5, mais cela dit assez peu sur la structure
de ces foncteurs. Nous verrons à la section C.3 qu’ils ne possèdent pas nécessairement
de décomposition de type FP .

Nous complétons l’étude du cas d’inégale caractéristique en démontrant le théo-
rème 4.6.3, qui caractérise l’antipolynomialité de tous les poids de Mon(Aµ,Kµ) par
l’existence d’un idéal cofini de carré nul, lorsque K possède suffisamment de racines
de l’unité. Il nous a semblé instructif de montrer, pour compléter la section C.1, qu’on
peut déduire facilement de résultats classiques de Hartley [Har77, Har83] que cette
condition d’existence d’un idéal cofini de carré nul (toujours en inégale caractéristique)
équivaut au fait que toutes les représentations K-linéaires irréductibles de GLn(A) ou
de SLn(A) sont de dimension finie (et donc antipolynomiales en un sens directement
adapté de celui des foncteurs), où n ≥ 3 est un entier fixé. Ainsi une condition de
finitude ou d’antipolynomialité pour les représentations K-linéaires génériques des
groupes linéaires sur A équivaut-elle à une condition partiellement analogue pour les
représentations usuelles des groupes linéaires, même si les méthodes pour le démontrer
sont totalement indépendantes.

Dans la section C.2, nous étudions le pendant polynomial de ces considérations
(pour lequel on peut aborder de façon simultanée la situation fonctorielle et les repré-
sentations usuelles des groupes linéaires). Nous montrons précisément que A/Nil(A)

est fini de caractéristique p si et seulement si tout foncteur simple de F(A,K) (sans
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restriction a priori sur les dimensions de ses valeurs), ou encore si et seulement si toutes
les représentations K-linéaires irréductibles de GLn(A) (sans hypothèse de dimension
finie a priori), pour un entier n ≥ 3 fixé, vérifient une propriété polynomiale.

C.1. La condition d’existence d’un idéal cofini de carré nul

C.1.1. Antipolynomialité des poids : démonstration du théorème 4.6.3. —
Nous commençons par établir la partie facile du théorème.

Démonstration de l’assertion 1 du théorème 4.6.3. — Pour p ∈ Spec(A), la considé-
ration du poids ξp : A→ K (où la notation ξ est celle de la proposition-définition 4.5.3)
montre, en appliquant la proposition 4.6.1, que p est maximal et K-cotrivial.

Considérant maintenant le poids ξA\A× , la proposition 4.6.1 montre que la réunion
des idéaux maximaux de A est égale à une réunion finie d’idéaux maximaux, ce qui
implique (cf. par exemple [Bou85, ch. II, § 1, prop. 2]) que A n’a qu’un nombre fini
d’idéaux maximaux. Il s’ensuit, par la proposition 1.2.5 (implication 2c⇒2a), que A
est quasi-parfait et que A/ J(A) est K-trivial.

Pour la suite de la démonstration, nous aurons besoin du lemme qui suit sur le
foncteur de dualité des groupes abéliens (−)∨ := Hom(−,Q/Z) : Abop → Ab, qui
est exact, fidèle et continu.

Lemme C.1.1. — Soient l un nombre premier et V un l-groupe abélien. On suppose
que V ∨ est un groupe abélien de torsion.

1. Il existe N ∈ N tel que V soit somme directe de groupes cycliques Z/li avec
i ≤ N .

2. Si (Un)n∈N∗ une suite décroissante de sous-groupes de V telle que le monomor-
phisme canonique colim

n∈N∗
(V/Un)

∨ → V ∨ est un isomorphisme, alors il existe

n ∈ N∗ tel que Un = 0.

Démonstration. — Comme V est un l-groupe abélien, il existe une suite exacte 0 →
V ′ → V → V ′′ → 0 où V ′ est une somme directe de l-groupes cycliques et V ′′ est un
l-groupe abélien divisible [Fuc70, Theorem 32.3]. On en déduit aussitôt le premier
point, puisque le dual d’un groupe abélien divisible non nul n’est pas de torsion
et qu’un produit de l-groupes cycliques n’est de torsion que si l’ensemble de leurs
cardinaux est borné.

On établit le deuxième point par récurrence sur l’entier N donné par le premier. Si
N = 1, V est un Fl-espace vectoriel. Si (Un) est stationnaire, elle stationne forcément
en 0, puisque (−)∨ est exact et fidèle. Sinon, quitte à extraire une sous-suite, on peut
supposer (Un) strictement décroissante. Choissons en ∈ Un \Un+1 pour tout n ∈ N∗ :
alors (en) est une famille libre du Fl-espace vectoriel V , donc il existe φ ∈ V ∨ tel que
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φ(en) ̸= 0 pour tout n ; ainsi φ n’est nul sur aucun Un, contradiction qui termine la
démonstration dans le cas N = 1.

Supposons maintenant N > 1 et l’assertion établie pour les groupes annulés par
lN−1. Il existe un sous-groupe W de V tel que W soit annulé par l et V/W par lN−1.
L’hypothèse de récurrence appliquée à V/W montre que Un ⊂W pour n assez grand.
Comme l’inclusion induit un morphisme surjectif V ∨ ↠W∨, le cas N = 1 déjà traité
montre maintenant que Un = 0 pour n assez grand, d’où le lemme.

Démonstration de l’assertion 2a du théorème 4.6.3. — Comme l’anneau A est quasi-
parfait d’après l’assertion 1 qu’on a déjà établie, c’est un produit fini d’anneaux
locaux, de sorte qu’on peut supposer A local. Le groupe des unités de A est la somme
directe du groupe (cyclique fini) des unités de son corps résiduel, de caractéristique
l, et du groupe multiplicatif 1 + J(A), qui est un l-groupe abélien que nous noterons
simplement V .

On a Mon(Aµ,Kµ) ≃ Ab(A×,K×)+ (cf. exemple 1.2.12), et Ab(A×,K×) ≃
Ab(A×,K×

tor) contient un facteur direct isomorphe à V ∨, puisque K est de caracté-
ristique différente de l et contient assez de racines de l’unité.

Par conséquent, tout morphisme V → Q/Z se factorise par la restriction à V d’un
morphisme d’anneaux de A sur un anneau fini. Comme le radical d’un anneau fini
est nilpotent, il s’ensuit que, en notant Un le groupe multiplicatif 1 + J(A)n (pour
n ∈ N∗), tout morphisme V → Q/Z est nul sur Un pour n assez grand ; autrement
dit, le morphisme canonique colim

n∈N∗
(V/Un)

∨ → V ∨ est un isomorphisme.

Comme chaque groupe V/Un est un l-groupe abélien de torsion bornée (car Ui/Ui+1

est isomorphe au groupe additif J(A)i/ J(A)i+1, qui est annulé par l), les (V/Un)
∨

sont de torsion, et V ∨ également. Le lemme C.1.1 montre alors que Un est trivial pour
n assez grand, c’est-à-dire que J(A) est nilpotent, ainsi A est semi-primaire.

Nous passons maintenant à la démonstration de la dernière assertion du théorème,
qui est également la plus longue.

Démonstration de l’assertion 2b du théorème 4.6.3. — Au vu de ce qu’on a déjà
montré, on peut supposer que A est local ; il s’agit de montrer que A possède un idéal
cofini de carré nul (comme A/ J(A) est K-trivial, tout idéal cofini est nécessairement
K-cotrivial). Définissons

t := {x ∈ J(A) | Card(Ax) <∞} ;

c’est un idéal de A ; comme A/ J(A) est fini, on a aussi t = {x ∈ A | Card(J(A)x) <
∞}. On va procéder en trois étapes, mais on fait quelques rappels et observations
préliminaires auparavant.

Tout d’abord, comme K contient assez de racines de l’unité et que le sous-groupe
(1+J(A))µ de A× est de torsion, et sans p-torsion, K× est un groupe abélien injectif
et Ab((1 + J(A))µ,K

×) ≃ (1 + J(A))∨µ .
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Si T est une partie de N, disons qu’une suite (ei)i∈T d’éléments d’un groupe abélien
V est pseudo-libre si, pour tout n ∈ T , en n’appartient pas au sous-groupe de V
engendré par les ei pour i ∈ T tels que i < n. Si (ei) est une suite pseudo-libre de V ,
alors il existe l ∈ V ∨ tel que l(ei) ̸= 0 pour tout i.

(A) Si X est une partie finie de A \ {0}, alors il existe un idéal cofini I de A tel que
I ∩X = ∅.

(Comme une intersection finie d’idéaux cofinis est cofinie, on peut se borner à
traiter le cas où X est réduit à un élément x. Si x /∈ J(A), l’assertion est triviale :
I = J(A) convient. Sinon, 1 + x ∈ A× \ {1}, donc il existe l ∈ Ab(A×,K×) ≃
(A×)∨ tel que l(1 + x) ̸= 1 ; par hypothèse, il existe un idéal cofini I de A tel
que l se factorise par la projection canonique A× ↠ (A/I)×, d’où x /∈ I.)

(B) Si (ei)i∈N est une suite d’éléments de A\ t, il existe une suite (ui)i∈N d’éléments
de J(A) telle que (1+eiui)i∈N soit une suite pseudo-libre du groupe muliplicatif
1 + J(A).

(Par récurrence, on peut supposer les uj construits, pour j < i, de sorte que
(1+ ejuj)j<i soit pesudo-libre dans (1+ J(A))µ. Le sous-groupe de (1+ J(A))µ
engendré par les 1+ejuj pour j < i est fini, et J(A)ei est infini puisque ei /∈ t. On
peut donc trouver ui ∈ J(A) tel que 1+eiui n’appartienne pas à ce sous-groupe,
de sorte que (1 + ejuj)j≤i est pseudo-libre dans (1 + J(A))µ.)

• Montrons que l’idéal t de A est cofini.
Supposons le contraire : il existe alors un sous-groupe infini dénombrable V de

Aadd tel que V ∩ t = {0}. L’observation (B) fournit une fonction (ensembliste) f :

V \ {0} → J(A) telle que la suite (1 + vnf(vn))n∈N, où N → V \ {0} n 7→ vn est
une bijection, soit pseudo-libre dans le groupe multiplicatif 1 + J(A). Il existe donc
l ∈ Ab(A×,K×) tel que l(1+ vf(v)) ̸= 1 pour tout v ∈ V \ {0}, puis un idéal cofini I
de A tel que vf(v) /∈ I, donc v /∈ I, pour tout v ∈ V \{0}. Autrement dit, V ∩I = {0}.
Ainsi, V s’injecte dans A/I, qui est fini, ce qui est absurde.
• Montrons que l’idéal t2 de A est fini.

Supposons le contraire. On note au préalable que si u ⊂ t est un idéal cofini de A,
alors u2 de A est également infini. En effet, comme u est cofini, il existe un sous-groupe
fini V de Aadd tel que t = u + V ; on a alors t2 = u2 + t.V ⊂ u2 + A.V . Comme Av
est fini pour tout v ∈ t, la finitude de V ⊂ t entraîne celle de A.V , de sorte que t2 ne
peut être infini que si u2 l’est.

Maintenant, on construit par récurrence sur n ∈ N des éléments rn et sn de t tels
que (1 + rnsn) soit une suite pseudo-libre du groupe multiplicatif 1 + J(A) et que
rnsm = 0 pour n ̸= m. Soit i ∈ N ; supposons donnés rn et sn, pour n < i, avec ces
propriétés. Alors u := t ∩

⋂
n<i(ann(rn) ∩ ann(sn)) (où ann désigne l’annulateur) est

un idéal cofini de A, car ann(x) cofini pour tout x ∈ t par définition ; ainsi, u2 est infini
d’après ce qui précède. On peut donc trouver ri, si ∈ u tels que 1+ risi n’appartienne
pas au sous-groupe (qui est fini) du groupe multiplicatif 1 + J(A) engendré par les
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1 + rnsn pour n < i. On a par ailleurs risn = 0 et rnsi = 0 pour tout n < i, ce qui
achève la construction des suites (rn) et (sn).

Comme (1 + rnsn) est une suite pseudo-libre de (1 + J(A))µ, il existe l ∈
Ab(A×,K×) tel que l(1 + rnsn) ̸= 1 pour tout n ∈ N, puis un idéal cofini I de A ne
contenant aucun rnsn. Comme A/I est fini, il existe n ∈ N tel que r̄n ∈

∑
i<n < r̄i >

dans le groupe additif A/I, où r̄i désigne la classe de ri modulo I et < r̄i > le
sous-groupe qu’elle engendre. Autrement dit, rn ∈ I +

∑
i<n < ri > dans le groupe

Aadd. En multipliant par sn et en utilisant la nullité de risn pour i ̸= n, il vient
rnsn ∈ I, d’où la contradiction recherchée.
• Fin de la démonstration.

Comme t2 est fini, il existe un idéal cofini I de A tel que I ∩ t2 = {0} (observation
(A) supra). Du fait que t est un idéal cofini, l’idéal I ∩ t est encore cofini. Comme
(I ∩ t)2 ⊂ I ∩ t2 = {0}, cela termine la démonstration.

C.1.2. Endofinitude des représentations linéaires irréductibles des groupes
linéaires. — Nous commençons par quelques rappels de théorie des groupes. SiG est
un groupe, alors pour tout nombre premier l, G possède un plus grand l-sous-groupe
(i.e. sous-groupe dont chaque élément a pour ordre une puissance de l) distingué, noté
Ol(G). Par convention, O0(G) désigne le sous-groupe trivial de G.

On rappelle qu’un groupe est dit virtuellement abélien s’il possède un sous-groupe
abélien (qu’on peut supposer distingué) d’indice fini.

Enfin, si R est un anneau (non nécessairement commutatif) et M un R-module
à gauche, on rappelle que M est dit endofini si M est un module à gauche fini sur
l’anneau (non nécessairement commutatif) EndR(M).

Théorème C.1.2 (Hartley). — Soit G un groupe localement fini (i.e. dont tout
sous-groupe de type fini est fini). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. toute représentation K-linéaire irréductible de G est endofinie ;
2. le groupe G/Op(G) est virtuellement abélien.

Ce résultat est donné par [Har77, th. B] en caractéristique p = 0, et est le théorème
principal de [Har83] pour p > 0.

Pour d’appliquer le théorème C.1.2 aux groupes linéaires, nous aurons besoin du
lemme élémentaire suivant.

Lemme C.1.3. — 1. Soient G1 et G2 des groupes.
On a Op(G1 ×G2) = Op(G1)×Op(G2).

2. Si H est un sous-groupe d’un groupe G, alors Op(G) ∩H ⊂ Op(H). Si de plus
H est distingué dans G, alors la projection G↠ G/H induit un morphisme de
groupes surjectif G/Op(G) ↠ (G/H)/Op(G/H).

3. Si k est un corps et n ≥ 2 un entier, alors Op(PSLn(k)) est trivial sauf dans les
deux cas suivants : n = 2, p = 3, k ≃ F2, et n = 2, p = 2 et k ≃ F3.
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4. Supposons l’anneau A localement fini. Soit n ≥ 3 un entier.
(a) Si p est nilpotent dans A, alors PSLn(A)/Op(PSLn(A)) = PSLn(A/Nil(A)).
(b) Si p est inversible dans A, alors Op(PSLn(A)) est trivial.

Démonstration. — Les assertions 1 et 2 sont immédiates.
Si k est un corps et n ≥ 2 un entier, alors PSLn(k) est un groupe simple non

abélien, d’où Op(PSLn(k)) = {1}, sauf si n = 2 et que k est isomorphe à F2 ou
F3. Comme PSL2(F2) (resp. PSL2(F3)) est isomorphe au groupe symétrique (resp.
alterné) sur 3 (resp. 4) lettres, on voit par inspection que O3(PSL2(F2)) ≃ Z/3 et
Op(PSL2(F2)) = {1} pour p ̸= 3, et que O2(PSL2(F3)) ≃ (Z/2)2 et Op(PSL2(F3)) =

{1} pour p ̸= 2. Cela montre le point 3.
Soit A un anneau localement fini. Pour tout idéal maximal m de A, l’image de

Op(PSLn(A)) par le morphisme canonique PSLn(A) → PSLn(A/m), qui est surjectif
(A/m est un corps, donc SLn(A/m) est engendré par les matrices élémentaires), est
incluse dans Op(PSLn(A/m)) (par le point 2), qui est trivial pour n ≥ 3, grâce au
point 3. Comme l’intersection des idéaux maximaux de A égale Nil(A) (dans un an-
neau localement fini, tout idéal premier est maximal), on en déduit que Op(PSLn(A))
est inclus dans le noyau N du morphisme canonique PSLn(A) ↠ PSLn(A/Nil(A)).

Si p est nilpotent dans A, alors le sous-groupe distingué N de PSLn(A) est un
p-groupe, il est donc inclus dans Op(PSLn(A)). Cela achève de de montrer 4a.

Si p est inversible dans A, alors N ne contient aucun élément d’ordre p, donc
l’inclusion Op(PSLn(A)) ⊂ N entraîne la trivialité de Op(PSLn(A)), d’où le lemme.

Le lemme suivant est classique (et élémentaire).

Lemme C.1.4. — Soient G un groupe localement fini tel que G/Op(G) soit virtuel-
lement abélien et V une représentation K-linéaire irréductible de G. Alors il existe un
sous-groupe distingué d’indice fini de G contenant Op(G) opérant trivialement sur V .

Proposition C.1.5. — Soit G un groupe de la forme GLn(A), SLn(A), PGLn(A)

ou PSLn(A) avec n ≥ 3, ou, lorsque p = 0, GL2(A) ou SL2(A).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Toute représentation K-linéaire irréductible de G se factorise à travers la réduc-
tion modulo un idéal cofini de A.

2. toute représentation K-linéaire irréductible de G est de dimension finie sur K ;
3. toute représentation K-linéaire irréductible de G est de dimension finie sur le

centre de son corps d’endomorphismes ;
4. toute représentation K-linéaire irréductible de G est endofinie ;
5. A est isomorphe au produit direct d’un anneau A1 possédant un idéal K-cotrivial

de carré nul et d’un anneau A2 tel que A2/Nil(A2) soit fini de caractéristique p.

Démonstration. — Les implications 1⇒2⇒3⇒4 sont immédiates.
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Nommons, comme Hartley [Har77, Har83], restreint un groupe dont toutes les
représentations K-linéaires irréductibles sont endofinies. Alors tout sous-groupe et
tout quotient d’un groupe restreint est restreint [Har77, lemme 2.2], ce que nous
utiliserons abondamment dans ce qui suit. En particulier, pour montrer l’implication
4⇒5, on peut se contenter des cas de G = PSL3(A) et, lorsque p = 0, G = SL2(A).

Supposons que G est un groupe restreint. Commençons par montrer que l’anneau
A est localement fini. Comme le sous-quotient PSL2(A) de G est restreint, A ne peut
pas être de caractéristique nulle, car sinon PSL2(A) contiendrait PSL2(Z), qui lui-
même contient un groupe libre non abélien, or un tel groupe n’est pas restreint (1).
Par décomposition primaire, on peut donc, pour montrer 4⇒5, supposer que la ca-
ractéristique de A est une puissance d’un nombre premier l.

Montrons maintenant que A est localement fini. On peut pour cela supposer que
A est de caractéristique l, quitte à remplacer A par A/l, car la finitude locale de A/l
entraîne celle de A, puisque l est nilpotent dans A. Il s’agit alors de montrer que
A est une algèbre entière sur le corps Fl. Si ce n’était pas le cas, A contiendrait un
sous-anneau isomorphe à la Fl-algèbre de polynômes Fl[X], or PSL2(Fl[X]) contient
un groupe libre non abélien, ce qui permet de conclure comme précédemment.

Ainsi l’anneau A est localement fini, donc G est un groupe localement fini, et le
théorème de Hartley (C.1.2) montre que G/Op(G) est virtuellement abélien. Ainsi, par
le lemme C.1.3. 4, PSLn(A) (resp. PSLn(A/Nil(A))) est virtuellement abélien si l ̸= p

(resp. l = p). Quitte à remplacer A par A/Nil(A) si l = p, il suffit donc de montrer
que A possède un idéal cofini de carré nul si SL2(A) ou PSL3(A) est virtuellement
abélien.

Traitons d’abord le cas où SL2(A) possède un sous-groupe abélien distingué d’indice
fini Γ ; définissons V := {x ∈ A | e1,2(x) ∈ Γ}, où, de manière générale, ei,j(x) désigne,
pour 1 ≤ i ̸= j ≤ n et x ∈ A, la matrice élémentaire de SLn(A) avec x en position
(i, j). Alors V est clairement un sous-groupe de Aadd ; comme Γ est d’indice fini dans
SL2(A), V est d’indice fini dans Aadd. De plus, comme le conjugué de e1,2(x) par(

0 −1

1 0

)
∈ SL2(A) est e2,1(−x), le fait que G soit distingué et abélien montre que

pour tous x, y ∈ V , les matrices e1,2(x) et e2,1(y) commutent, ce qui entraîne xy = 0.
Soient a1, . . . , ar des relevés dans A des éléments du groupe (additif) fini A/V : le
sous-groupe I :=

⋂r
i=1 a

−1
i V de Aadd est cofini, comme V . De plus, pour tout t ∈ A,

il existe i ∈ J1, rK tel que ai − t ∈ V , d’où, pour x ∈ I ⊂ V , tx = aix ∈ V d’après ce
qui précède, puis tx ∈ I. Il s’ensuit que I est un idéal de A, nécessairement de carré
nul.

(1)On peut le déduire directement du théorème C.1.2 de la façon suivante : comme un groupe libre
non abélien G contient un groupe libre de rang infini dénombrable, si G était restreint, tout groupe
dénombrable serait restreint. Or ce n’est pas le cas de PSL2(k) si k est la clôture algébrique d’un
corps fini, puisque ce groupe dénombrable est localement fini mais simple et non abélien.
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Traitons maintenant le cas où PSL3(A) possède un sous-groupe abélien distingué
d’indice fini Γ ; définissons I := {x ∈ A |π(e1,2(x)) ∈ Γ}, où π : SL3(A) ↠ PSL3(A)

est la projection. Comme Γ est distingué, on a π(ei,j(x)) ∈ Γ pour tout x ∈ I et tous
1 ≤ i ̸= j ≤ 3. Il est clair que I est un sous-groupe d’indice fini de Aadd. De plus, pour
tout t ∈ A et tout x ∈ I, l’image par π du commutateur e1,2(xt) = [e1,3(x), e3,2(t)]

appartient à I, puisque c’est le cas pour e1,3(x) et que Γ est distingué. Ainsi, I est un
idéal de A. Comme Γ est abélien, pour tous x, y ∈ I, l’image par π du commutateur
e1,2(xy) = [e1,3(x), e3,2(y)] est l’identité ; autrement dit, e1,2(xy) est une homothétie,
ce qui entraîne xy = 0. Ainsi I est un idéal cofini de carré nul de A, ce qui achève de
montrer l’implication 4⇒5.

Montrons l’implication 5⇒1 par exemple dans le cas où G = SLn(A) (celui de
PSLn(A) s’en déduit directement, et le cas de GLn(A), qui implique celui de PGLn(A),
est entièrement similaire). Les lemmes C.1.3 et C.1.4 montrent qu’il suffit d’établir
(quitte à remplacer A par A/Nil(A2)) que, si A possède un idéal cofini I de carré nul
(ce qui implique que G est virtuellement abélien : le noyau du morphisme canonique
SLn(A) → SLn(A/I) est abélien d’indice fini), alors tout sous-groupe d’indice fini
Γ de G contient le noyau du morphisme canonique SLn(A) → SLn(A/T ) pour un
certain idéal cofini T . Soit S := {x ∈ I | e1,2(x) ∈ Γ} ∩ {x ∈ I |diag(1 + x, 1 −
x, 1, . . . , 1) ∈ Γ} : S est un sous-groupe cofini de Aadd, de sorte que T :=

⋂r
i=1 a

−1
i S,

où a1, . . . , ar sont des relevés dans A des éléments de A/S, est un idéal cofini. Par
conjugaison appropriée, on voit que ei,j(x) ∈ Γ pour tous 1 ≤ i ̸= j ≤ n, et que
diag(1+x1, . . . , 1+xn) ∈ Γ lorsque x1, . . . , xn dont des éléments de T de somme nulle.
Comme l’idéal T est inclus dans J(A), on voit par opérations élémentaires sur les lignes
et les colonnes que toute matrice de SLn(A) dont l’image dans SLn(A/T ) est l’identité
est un produit de matrices de la forme ei,j(x) avec x ∈ T et diag(1 + x1, . . . , 1 + xn),
où les xi sont des éléments de T de somme nulle. Cela termine la démonstration.

Remarque C.1.6. — La proposition C.1.5 ne s’étend à aucun des groupes GL2(A),
SL2(A), PSL2(A), ni PGL2(A), lorsque p n’est pas nul. Cela provient des cas excep-
tionnels du lemme C.1.3 .3. Supposons ainsi que A est un produit infini de copies
de F2 : alors GL2(A) = SL2(A) = PSL2(A) = PGL2(A) est un produit infini de
copies de GL2(F2) ≃ S3. Comme S3/O3(S3) ≃ Z/2 est abélien, on en déduit que
GL2(A)/O3(GL2(A)) est abélien. Il s’ensuit que, si K est de caractéristique 3, alors
toute représentation irréductible sur K de GL2(A) est de dimension finie, bien que A
n’admette aucun idéal cofini de carré nul.

Même en caractéristique p = 0, la proposition C.1.5 ne s’étend pas à PSL2(A).
Considérons ainsi l’anneau A = F2[x1, . . . , xn, . . . ]/(x

2
1, . . . , x

2
n, . . . ) : il n’est pas semi-

primaire, donc a fortiori ne possède aucun idéal cofini de carré nul. Pour autant, on
vérifie sans peine que le sous-groupe d’indice fini Ker(PSL2(A) ↠ PSL2(F2)) (mor-
phisme induit par la réduction modulo l’idéal d’augmentation) est abélien, de sorte
que toute représentation irréductible de PSL2(A) est de dimension finie. Toutefois,
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si 2 ∈ A× et que PSL2(A) est virtuellement abélien, alors A possède un idéal cofini
de carré nul, comme on le voit à l’aide du même argument que celui utilisé pour
SL2(A) dans la démonstration de la proposition C.1.5 — en effet, si le commutateur
des matrices élémentaires e1,2(x) et e2,1(y) est une homothétie, alors 2xy = 0.

Nous ignorons si, lorsque les conditions de la proposition C.1.5, toute représentation
K-linéaire simple du monoïde (non commutatif) Mn(A)µ est de dimension finie.
Noter qu’il est équivalent, pour des raisons formelles (cf. par exemple [DTV23, § 1.3]),
que les représentations K-linéaires simples des Mn(A)µ soient de dimension finie
pour tout n ∈ N et que tous les foncteurs simples de F(A,K) soient à valeurs de
dimensions finies. Il résultera toutefois des résultats de la section suivante que c’est
le cas si l’anneau A1 qui apparaît dans la condition 5 est fini.

C.2. Polynomialité des foncteurs simples

Cette section alternera les raisonnements sur les représentations usuelles des
groupes linéaires et leurs représentations génériques, en jouant sur les liens entre les
deux.

Lemme C.2.1. — Soit n ∈ N. Supposons que, pour tout sous-anneau de type fini A′

de A, toute représentation K-linéaire simple du monoïde multiplicatif (non commuta-
tif) Mn(A

′) se factorise par la réduction modulo Nil(A′). Alors toute représentation
K-linéaire simple du monoïde multiplicatif (non commutatif) Mn(A) se factorise par
la réduction modulo Nil(A).

Démonstration. — Soient ξ un élément deK[Mn(A)] dont l’image dansK[Mn(A)/Nil(A)]

par l’application induite par la réduction modulo Nil(A) est nulle et t un élément arbi-
traire de K[Mn(A)]. Il existe un sous-anneau de type fini A′ de A tel que ξ et t appar-
tiennent à K[Mn(A

′)]. On a clairement ξ ∈ Ker(K[Mn(A
′)] ↠ K[Mn(A

′)/Nil(A′)]).
Ainsi, l’hypothèse implique que ξ appartient au radical de Jacobson de l’algèbre (non
commutative) K[Mn(A

′)µ]. Par conséquent, l’élément 1− tξ de K[Mn(A
′)] est inver-

sible ; il est donc aussi inversible dans K[Mn(A)]. Cela montre que ξ appartient au
radical de Jacobson de l’algèbre (non commutative) K[Mn(A)µ], d’où le lemme.

Lemme C.2.2. — Soient A une catégorie additive A-linéaire essentiellement pe-
tite, E une catégorie de Grothendieck et S un foncteur polynomial semi-simple de
Fct(A, E). Alors Nil(A) ⊂ r(S).

Démonstration. — Il suffit de montrer le résultat lorsque S est simple de degré po-
lynomial d > 0. Commençons par le cas où d = 1 : si a ∈ Nil(A), S(a) est un endo-
morphisme nilpotent, donc nul, de S. Comme S est additif, cela entraîne a ∈ r(S).

Dans le cas général, le multifoncteur crd(S) : Ad → E est additif par rapport à
chaque variable, et crd(S) est semi-simple par la proposition A.2.5 et le théorème 4.2.2.
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Le cas précédent montre que ainsi que le radical de crd(S) par rapport à chaque
variable contient Nil(A). Il s’ensuit que Nil(A) ⊂ r(δ∗dcrd(S)). Or l’unité S → δ∗dcrd(S)

de l’adjonction est non nulle (puisque crd(S) ̸= 0), c’est donc un monomorphisme
puisque S est simple. Par conséquent, on a r(S) ⊃ r(δ∗dcrd(S)) ⊃ Nil(A).

Les énoncés suivants font usage de la notion de représentation polynomiale à la
Eilenberg-MacLane (EML-polynomiale en abrégé) introduite dans [DTV23, § 9.1].

Lemme C.2.3. — Soit n ∈ N∗.

1. Toute représentation K-linéaire simple EML-polynomiale du monoïde (non com-
mutatif) Mn(A)µ est de dimension finie sur le centre de son corps d’endomor-
phismes.

2. Toute représentation K-linéaire irréductible et EML-polynomiale de GLn(A) ou
de SLn(A) est endofinie.

Démonstration. — Soient M un K[Mn(A)µ]-module à gauche simple et F le pro-
longement intermédiaire associé : alors F est un foncteur simple de F(A,K) ayant
même corps (non commutatif) d’endomorphismes que M et tel que F (An) ≃M dans
K[Mn(A)µ]-Mod (cf. par exemple [DTV23, prop. 1.8 et 1.9]). De plus, si M est une
représentation EML-polynomiale de Mn(A)µ, alors F est un foncteur polynomial (cf.
par exemple [DTV23, cor. 1.10 et lemme 2.12]). Dans ce cas, F est à valeurs de di-
mensions finies sur le centre de son corps d’endomorphismes par la proposition 4.2.5.
Cela établit le premier point.

Supposons maintenant que V est une représentation EML-polynomiale de G =

GLn(A) ou SLn(A). Par définition, V est la restriction à G d’une représentation
EML-polynomiale M du monoïde (non commutatif) Mn(A)µ. Si V est irréductible,
il en est de même pour M , et l’on a des inclusions de corps (non commutatifs)

Z(EndMn(A)(M)) ⊂ EndMn(A)(M) ⊂ EndG(V ) .

Comme M est de dimension finie sur Z(EndMn(A)(M)) d’après le premier point, il
s’ensuit que V est de dimension finie sur EndG(V ), ce qui établit le lemme.

Le résultat principal de cette section est le suivant :

Théorème C.2.4. — Soient n ∈ N∗ et G l’un des groupes GLn(A) ou SLn(A).
Considérons les conditions suivantes :

1. tous les foncteurs simples de F(A,K) sont polynomiaux ;
2. toutes les représentations K-linéaires simples du monoïde multiplicatif (non

commutatif) Mn(A) sont EML-polynomiales ;
3. tout poids Aµ → Kµ est polynomial ;
4. l’anneau A/Nil(A) est isomorphe à un produit fini de corps finis de caractéris-

tique p.
5. toutes les représentations K-linéaires irréductibles de G sont EML-polynomiales.
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Alors :

– les conditions 1, 2, 3 et 4 sont équivalentes ;
– elles impliquent la condition 5 ;
– si n ≥ 3, ou que n = 2 et p = 0, alors 5 entraîne les autres conditions ;
– lorsque ces conditions sont remplies, tout foncteur (resp. toute représentation
K-linéaire) simple de F(A,K) (resp. de Mn(A)µ, GLn(A) ou SLn(A)) est à
valeurs de dimensions finies (resp. de dimension finie) et se factorise par la
réduction modulo Nil(A).

Démonstration. — L’implication 1⇒2 résulte de ce que toute représentation K-
linéaire simple du monoïde (non commutatif) Mn(A)µ est l’évaluation en An

d’un foncteur simple de F(A,K) (cf. par exemple [DTV23, prop. 1.8 et 1.9]) et
de ce que l’évaluation en An d’un foncteur polynomial définit une représentation
EML-polynomiale de Mn(A)µ [DTV23, prop. 9.3].

Pour tout w ∈ Mon(Aµ,Kµ), la K-algèbre (non commutative) K[Mn(A)µ]/ <

[λ.g]− w(λ)[g] |λ ∈ A, g ∈ Mn(A) > est non nulle et possède donc au moins un mo-
dule à gauche simple. Cela fournit une représentation K-linéaire simple de Mn(A)µ
homogène de poids w (i.e. sur laquelle tout λ ∈ A ⊂ Mn(A) opère par la multi-
plication par w(λ)). Si une telle représentation est EML-polynomiale, le poids w est
nécessairement polynomial, d’où l’implication 2⇒3.

L’équivalence entre 3 et 4 a été montrée à la proposition 4.7.14.
Le lemme C.2.2 montre que tout foncteur simple polynomial de F(A,K) se factorise

par la réduction modulo Nil(A) ; cela vaut également pour les représentations linéaires
simples EML-polynomiales de Mn(A)µ grâce à [DTV23, prop. 9.3].

Montrons tout d’abord l’implication 4⇒1 lorsque l’anneau A est de type fini.
Comme A est noethérien, le fait que A/Nil(A) soit fini implique que A est lui-même
fini. Sa caractéristique est une puissance de p, donc pour tous objets U et V de
P(A), Hom(U, V ) est un p-groupe abélien fini, ce qui entraîne que toute fonction
de Hom(U, V ) vers un K-espace vectoriel est polynomiale [Pas79, chap. VI, th. 1.2].
Ainsi tout foncteur de F(A,K) est Hom-polynomial, ce qui implique que tout foncteur
simple de F(A,K) est polynomial [DTV23, prop. 2.11].

Montrons maintenant 4⇒1 dans le cas général. Si A′ est un sous-anneau de type
fini de A, alors A′/Nil(A′) est également un produit fini de corps finis de caractéris-
tique p, de sorte que ce qui précède montre que toutes les représentations K-linéaires
simples de Mm(A′) sont EML-polynomiales pour tout m ∈ N, et donc se factorisent
par la réduction modulo les éléments nilpotents. Le lemme C.2.1 permet d’en dé-
duire le même résultat pour les représentations simples des Mm(A). Comme tout
foncteur simple S de F(A,K) est le prolongement intermédiaire d’une représentation
K-linéaire simple de Mm(A)µ pour un certain m ∈ N (tout m tel que S(Am) ̸= 0

convient — cf. par exemple [DTV23, cor. 1.10]) et que le prolongement intermédiaire
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d’une représentation EML-polynomiale de Mm(A)µ est un foncteur polynomial (par
[DTV23, cor. 1.10 et lemme 2.12] par exemple), cela montre 1.

Nous avons montré l’équivalence entre les quatre premières conditions. Suppo-
sons maintenant la condition 4 vérifiée. Alors les représentations irréductibles sur
K du groupe localement fini GLn(A) (resp. SLn(A)) sont les mêmes que celles de
GLn(A/Nil(A)) (resp. SLn(A/Nil(A))), grâce au lemme C.1.4 et à l’observation que
le noyau du morphisme de groupes canonique GLn(A) ↠ GLn(A/Nil(A)) (resp.
SLn(A) ↠ SLn(A/Nil(A))) est un p-groupe. Autrement dit, pour montrer la deuxième
assertion de l’énoncé, il suffit d’établir que toutes les représentations irréductibles sur
K de GLn(A) (resp. SLn(A)) sont EML-polynomiales lorsque A est semi-simple fini de
caractéristique p. Sous cette hypothèse sur A, toutes les représentations du monoïde
Mn(A) sont polynomiales (puisque toute fonction de Mn(A) vers un Z/p-espace
vectoriel est polynomiale), donc aussi toutes les représentations de GLn(A), puis-
qu’on peut les prolonger par 0 en des représentations de Mn(A). Les représentations
K-linéaires irréductibles de SLn(A) proviennent de représentations irréductibles du
groupe algébrique SLn, dont il est classique qu’elles sont la restriction de représenta-
tions de GLn, ce qui achève de montrer l’implication 4⇒5.

Supposons maintenant la condition 5 vérifiée, et n ≥ 3, ou n ≥ 2 et p = 0. Le
lemme C.2.3 et l’implication 4⇒5 de la proposition C.1.5 montrent alors que A est le
produit d’un anneau A1 contenant un idéal K-cotrivial de carré nul et d’un anneau A2

tel que A2/Nil(A2) soit un produit fini de corps finis de caractéristique p. L’anneau A1

est nécessairement nul, car sinon il existerait un morphisme surjectif d’anneau A↠ k

où k est un corps fini de caractéristique distincte de p, auquel cas GLn(k) (resp.
SLn(k)), donc G possède manifestement une représentation irréductible non EML-
polynomiale (seule la représentation triviale est EML-polynomiale dans ce contexte,
et SLn(k) n’est pas un p-groupe vu que n ≥ 2).

La dernière assertion du théorème résulte pour partie de l’observation faite plus
haut que les foncteurs simples polynomiaux de F(A,K), de même que les représen-
tations irréductibles EML-polynomiales de Mn(A), se factorisent par la réduction
modulo Nil(A) ; dans le cas de GLn(A) et SLn(A), elle se déduit du lemme C.1.4.
Cela termine la démonstration.

Comme un foncteur polynomial à valeurs de dimensions finies de F(A,K) est
toujours fini, on en déduit :

Corollaire C.2.5. — Si l’anneau A/Nil(A) est isomorphe à un produit fini de corps
finis de caractéristique p, alors un foncteur de F(A,K) est fini si et seulement s’il
est polynomial et à valeurs de dimensions finies.

Remarque C.2.6. — Sous la même hypothèse sur A, on ne peut rien conclure quant
à r(F ) (sinon que cet idéal contient une puissance de Nil(A) — cf. corollaire 7.2.5) si
F est un foncteur fini de F(A,K), comme l’illustre l’exemple 9.5.11.
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Remarque C.2.7. — Un résultat partiellement analogue au théorème C.2.4 est le
suivant : si l’idéal Nil(A) est égal à son carré (par exemple, A = k[Z[1/l]/Z], où l est un
nombre premier et k un corps de caractéristique l), alors tout foncteur de Fdf(A,K)

se factorise par la réduction modulo Nil(A), sans qu’on ait besoin que A/Nil(A) soit
fini, ni de caractéristique p (voir la remarque 7.2.7).

C.3. Contre-exemple à la décomposition de type FP pour un foncteur de
type fini de Fdf(A,K)

Le contre-exemple que nous allons donner est très analogue à celui présenté, dans
F(Z,Z), dans l’exemple 11.3.2.

Commençons par une situation générale : supposons que A est une catégorie addi-
tive A-linéaire essentiellement petite et que α, ρ et π sont des foncteurs de Add(A;K)

s’insérant dans une suite exacte 0 → α→ ρ→ π → 0. Supposons également que I est
un idéal de A inclus dans r(π) et r(α), et que α est le plus grand sous-foncteur de ρ
dont le radical contienne I.

On considère les foncteurs de F(A;K) définis par Y := K[π]⊗ ρ, Z := Λ2
K ◦ π, et

X := Ker(Y
u−→ Z), où u désigne l’épimorphisme

K[π]⊗ ρ↠ K[π]⊗ π ↠ π ⊗ π ↠ Λ2(π) .

Soit d > 1 un entier. Le foncteur φI,d : Fct(A/I,Pold(A;K)) → F(A;K) composé
de l’inclusion ιI,d : Fct(A/I,Pold(A;K)) ↪→ Fct(A/I,F(A;K)) ≃ F(A/I × A;K)

et de la précomposition par le foncteur canonique A → A/I×A possède un adjoint à
droite ψI,d ; explicitement, pour F dans F(A;K), l’image de ψI,d(F ) par l’inclusion
canonique Fct(A/I,Pold(A;K)) ↪→ Fct(A/I,F(A;K)) ≃ F(A/I×A;K) ↪→ F(A×
A;K) (la dernière inclusion étant la précomposition par le foncteur canonique A×A ↠
A/I×A) est le plus grand sous-foncteur de F ◦⊕ qui par rapport à la première variable
se factorise à travers la réduction modulo I et est polynomial de degré au plus d par
rapport à la deuxième variable (cf. remarque 11.3.1).

Pour déterminer ψI,d(Y ), on écrit

Y (U ⊕ V ) ≃ K[π(U)]⊗K[π(V )]⊕ (ρ(U)⊕ ρ(V )) ;

comme, pour tout U , le foncteur V 7→ K[π(U)]⊗ K̄[π(V )]⊕ (ρ(U)⊕ρ(V )) ne possède
aucun sous-foncteur polynomial non nul (cf. exemple 11.3.2), le plus grand sous-
bifoncteur de Y ⊕ ◦ polynomial par rapport à la deuxième variable est donné par
(U, V ) 7→ K[π(U)]⊕ (ρ(U)⊕ ρ(V )). Comme I ⊂ r(π)∩ r(α), pour tout V , le foncteur
U 7→ K[π(U)] ⊕ (α(U) ⊕ ρ(V )) a également un radical qui contient I. Pour voir
que c’est le plus grand sous-foncteur de U 7→ K[π(U)]⊕ (ρ(U)⊕ ρ(V )) vérifiant cette
propriété, on raisonne comme dans l’exemple 11.3.2, en invoquant la proposition 6.1.7
et en utilisant que α est le plus grand sous-foncteur de ρ dont le radical contient I.
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On en déduit aisément un diagramme commutatif

(29) φI,dψI,d(Y )
≃ //

��

K[π]⊗ (α⊕ ρ)

��
Y K[π]⊗ ρ

dont la flèche verticale de gauche est la coünité de l’adjonction et la flèche de droite
le produit tensoriel de l’identité de K[π] et du morphisme α⊕ρ→ ρ dont la première
composante est l’inclusion et la deuxième l’identité.

On obtient également facilement (de façon analogue à l’exemple 11.3.2) un iso-
morphisme naturel ιI,dψI,d(Z)(U, V ) ≃ Λ2(π(U))⊕ Λ2(π(V ))⊕ (π(U)⊗ π(V )) ; et le
morphisme ιI,dψI,d(Y ) → ιI,dψI,d(Z) qu’induit u s’identifie, évalué sur (U, V ), à

K[π(U)]⊗(α(U)⊕ρ(V )) ↠ K[π(U)]⊗ρ(V ) ↠ π(U)⊗π(V ) ↪→ Λ2(π(U))⊕Λ2(π(V ))⊕(π(U)⊗π(V )).

Par conséquent, ιI,dψI,d(X), qui est le noyau du morphisme précédent, s’identifie à
la somme directe de K[π] ⊗ α et du sous-foncteur de K[π] ⊠ ρ somme (non directe)
de (Ker(K[π] ↠ π)⊠ ρ et de K[π]⊠ α.

En utilisant (29), on en déduit que l’image F de la coünité φI,dψI,d(X) → X est
la somme (non directe) des sous-foncteurs K[π]⊗ α et Ker(K[π] ↠ π)⊗ ρ.

On en déduit une suite exacte courte

0 → F → X → S2(π) → 0 ;

le fait que F soit un sous-objet strict de X montre en particulier que X n’appartient
pas à l’image essentielle de φI,d.

Néanmoins, on a I ⊂ r(S2(π)) (car I ⊂ r(π) par hypothèse) ; en particulier, S2(π)

appartient à l’image essentielle de φI,d. Cela montre que F est extension d’un objet
de cette image essentielle par un autre.

Exemple C.3.1. — Reprenons l’exemple 9.5.11 : il fournit, dès lors que p est premier
et K infini, un anneau A local, de radical m nilpotent et de corps résiduel fini, ainsi
qu’une suite exacte courte 0 → π → ρ → π → 0, où π est un (et en fait le seul)
foncteur additif simple de F(A,K) et r(π) = m mais r(ρ) = 0 (ρ est le foncteur noté
F dans l’exemple 9.5.11). En particulier, dès que I est un idéal non nul de A, π est le
plus grand sous-foncteur de ρ dont le radical contienne I. Ainsi, les hypothèses posées
en début de section sont vérifiées. Le foncteur F construit ci-avant est à valeurs de
dimensions finies, car π est à valeurs finies, et de type fini car c’est un sous-foncteur
de K[π] ⊗ ρ, qui est de type fini et à valeurs de dimensions finies, donc noethérien
(théorème 10.3.1).

Ce qui précède montre que F ne possède pas de décomposition de type FP — mais
que F est extension d’un foncteur possédant une décomposition de type FP par un
autre foncteur possédant une telle décomposition.



INDEX DES NOTATIONS 237

Index des notations

⊠, 27, 29
X[S−1] (localisation d’un monoïde X,

d’un ensemble X ou d’une
catégorie X muni(e) d’une
action d’un monoïde par rap-
port à un sous-monoïde S de
celui-ci), 14, 15

⊕d (somme directe d-itérée), 55
⋆, 20, 102
⊗, 105
≀ (produit en couronne), 59, 211

Aµ (monoïde multiplicatif d’un anneau
A), 19

A/F , 95
A, AA (algèbre caractéristique d’un

foncteur), 99, 198
ÃF , 70, 73, 172
Ab, 16
Add, 31
Addd, 31, 59
AK , 16
Ann (catégorie des anneaux), 16
Apereg, 19, 152, 164

(CAD), (CAD)+ (conditions d’annula-
tion des dérivations), 22, 83,
84, 87, 91, 135, 141, 149, 176,
177

(CFD), (CFD)+ (conditions de fini-
tude sur les dérivations), 21,
83, 84, 91, 156, 161, 170, 180

χ, χF , χ̄F (fonction caractéristique du
foncteur F ), 99

crd (d-ième effet croisé), 58

D, DA (catégorie des foncteurs hyper-
diagonalisants), 120

Dcf , Dcf
A (catégorie des foncteurs
hyper-trigonalisants à carac-
tère fini), 122

(Dec), (DecF), (DecFF), 28

δ, δd (diagonale, diagonale d-itérée),
55

Derφ(A,K), 21

Fct(C, E)w, 42
Fct(C, E)<w>, 42
F̃ , 70
F , 29
Fdf , 30
FT , 112
Fct, 13, 29
FctT , 112

γ∗A (A catégorie A-linéaire, γ : A →
B morphisme d’anneaux), 24

Hom, 104–105

I, IA (idéal caractéristique d’un fonc-
teur), 99

(IMF) (condition de finitude sur les
idéaux maximaux à quotient
fini), 161, 170, 175

J (radical de Jacobson d’un anneau),
16

Kφ, 21
K̄[·] (idéal d’augmentation), 19

M (catégorie à un objet associée au
monoïde M), 14

mφ (pour φ ∈ Ann(A,K)), 21, 156
mw (pour w ∈ Mon(M,Kµ)), 41
k-Mod, 16
Mon (catégorie des monoïdes), 13
Monord, Monpol, MonAP, 68
(MTF) (condition de finitude sur les

morphismes), 106, 109, 110,
131, 132, 173, 177

Nil (nilradical d’un anneau), 16
ν(K), 16
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P cC , P c (foncteurs projectifs représen-
tables), 29

Pd (catégorie de foncteurs strictement
polynomiaux), 138

P(k), 16
P (ensemble des poids partiels d’un

foncteur), 124
pd (plus grand sous-foncteur polyno-

mial de degré au plus d),
59

pfn, 26, 184, 204, 205
ΠM , Π (ensemble des poids d’un fonc-

teur relativement à l’action
d’un monoïde M sur sa
catégorie source), 43

Pold (catégorie des foncteurs polyno-
miaux de degré au plus d), 59

qd (plus grand quotient polynomial de
degré au plus d), 59

r (radical d’un foncteur), 95

sl (somme des chiffres dans l’écriture
en base l), 76

σp, 77
sp, spA (spectre d’un foncteur), 108,

198
Spec (spectre premier d’un anneau), 16

T, TA (catégorie des foncteurs hyper-
trigonalisants), 120

τa (foncteur de décalage par a), 96
Tcf , Tcf

A (catégorie des foncteurs hyper-
trigonalisants à caractère
fini), 122

U(E ; I), 33

V (E ; I), 33
V cf(E ; I), 33

Wd, Wd(A, π), W
[r]
d (A, π), 79

W̃d, Wd (ensemble des d-multipoids
d’un foncteur), 124

Z (centre), 14, 16, 24
Z, ZM , 44
z (lieu d’annulation d’un poids), 69
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Index terminologique

absolument plat, 19, 39
algèbre caractéristique, 99, 198
analytique (foncteur), 63
antipolynomial (foncteur), 4, 194
artinien, 26

bi-idéal, 20, 102, 158
bilocalisante (sous-catégorie), 25

caractère fini (foncteur hyper-diagonalisant
ou hyper-trigonalisant à ca-
ractère fini), 122

centre, 14, 16, 24
co-support, 30
cofini

idéal, 16
type, 26

corps de décomposition, 31
cotrivial (idéal), 62, 194

déployé
(K-algèbre déployée), 16
(poids polynomial), 72

dérivation, 20, 163
non additive, 24, 51

effet croisé, 58
endofini, 227, 228, 232
épaisse (sous-catégorie), 25
essentiellement de type fini (anneau,

algèbre), 21, 81, 92

fini (objet d’une catégorie abélienne),
26

fonction caractéristique, 99

Hom-polynomial, 60
homogène

(foncteur homogène de poids fort
ou faible w), 41

(fonction polynomiale homogène),
149–150

hyper-diagonalisant, 120

hyper-trigonalisant, 120

idéal caractéristique, 99
indépendante (famille de morphismes

d’anneaux), 74, 139, 142, 143

localement de type fini (catégorie abé-
lienne), 26

localement finie (catégorie abélienne),
26, 31, 35, 146

localement noethérienne (catégorie
abélienne), 26, 31, 35, 37, 38,
104, 146

localisante (sous-catégorie), 25

multipoids, 124

noethérien, 26

p-parfait(e) (anneau, Fp-algèbre), 81
parfait (anneau), 17
poids, 41

antipolynomial, 67
d’un foncteur, 43
ordinaire, 67
partiel, 124
polynomial, 67

déployé, 72
polynomial(e)

foncteur, 59
fonction, 60, 149–150

prébilocalisante (sous-catégorie), 25,
34, 42, 96, 100, 113

prélocalisante (sous-catégorie), 25, 34,
42, 123, 217

présentation finie (objet de n-présentation
finie, pfn), 26

produit tensoriel extérieur, 29

quasi-parfait, 17

radical
d’un anneau, 16
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d’un foncteur, 95
réduit

(anneau), 16
(foncteur), 58

régulier, 14, 19

semi-local, 16
semi-parfait, 17
semi-primaire, 17
semi-épaisse (sous-catégorie), 25
simple (objet d’une catégorie abé-

lienne), 26
spectre (d’un foncteur), 108, 198
support, 30

type cofini (objet de type cofini d’une
catégorie abélienne), 26

type fini (objet de type fini d’une caté-
gorie abélienne), 26
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