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CONNAISSANCES GEOMETRIQUES ET CONNAISSANCES
SPATIALES DANS LES SITUATIONS DIDACTIQUES AVEC LA
TECHNOLOGIE

Sophie Soury-Lavergne, Michela Maschietto

RESUME

Aprés une revue des problématiques traitées par les travaux sur les technologies de géométrie dynamique menés depuis une
dizaine d’années, ce cours présente les études les plus récentes concernant I’insertion de la technologie dans un systéme
complexe d’outils et de situations didactiques. En partant des travaux de Berthelot et Salin pour considérer les connaissances
spatiales et les connaissances géométriques comme deux champs conceptuels distincts mais néanmoins fortement connectés,
ce cours expose le role particulier que peut jouer 1’espace graphique dans le développement des connaissances de ces deux
champs et de leurs relations. Les technologies numériques jouent également un rdle dans I’articulation des deux champs de
connaissances, par leurs propriétés spécifiques, complémentaires, voire nécessaires a 1’élaboration de situations didactiques
pour I’apprentissage de la géométrie. L’idée de favoriser et de soutenir I’articulation entre tangible et numérique est
introduite avec la notion de duo d’artefacts. Elle est illustrée a propos de concepts spatiaux ou géométriques tels que le
repérage des positions et des trajectoires sur un quadrillage, la symétrie, la construction de triangles et les patrons du cube.

Mots clefs : Géométrie, Spatial, Tangible, Numérique, Duo d’artefacts

ABSTRACT

After a review of the research works about dynamic geometry over the last ten years, this text presents the most recent studies
about the integration of digital technologies into a complex system of tools and didactical situations. Following Berthelot and
Salin’s work, we consider spatial knowledge and geometrical knowledge as two different conceptual fields, with strong
connections. We present the specific role of graphical space in the development of knowledge and relationship between these
two conceptual fields. Moreover, we show that digital environments, like dynamic geometry, have specific and
complementary, even necessary, properties for designing didactical situations for the learning of geometry. In this purpose,
we introduce the idea of duo of artefacts to focus on the articulation of tangible and digital artefacts in the design of didactical
situations and the studies of learning and teaching processes. We illustrate these theoretical developments with research about
dynamic geometry, with spatial or geometrical concepts like setting positions and trajectories with a squared grid, symmetry,
triangle construction and nets of cube.

Key words: Geometry, Spatial field, Tangible, Digital, Duo of artefacts

INTRODUCTION

Nous avons construit ce cours en deux parties. La premicre partie consiste en une revue des
travaux en géométrie dynamique au cours des dix derniéres années qui, bien qu’incompléte,
s’avere utile pour comprendre les questions actuellement traitées en géométrie avec la
technologie.

La seconde partie développe le role joué par la technologie dans I’articulation entre le
spatial et le géométrique, enjeu important de 1’apprentissage de la géométrie a 1’école
¢lémentaire (Berthelot & Salin, 1993 ; Berthelot & Salin, 1994 ; Perrin-Glorian, Mathé¢ &
Leclercq, 2013). Pour cette mise en relation des deux champs de connaissances, 1’espace
graphique et les technologies apparaissent comme des pivots possibles, offrant chacun des
espaces d’expérimentation et de validation qui constituent des milieux possibles pour
I’apprentissage. Cette mise en relation entre espace sensible, espace graphique et technologie,
initiée avec le jeu sur les environnements de résolution de probléme (Rolet, 2003) est reprise
avec la notion de duos d’artefacts tangible et numérique (Soury-Lavergne & Maschietto,
2015a ; Soury-Lavergne, 2017), une des problématisations les plus récentes de 1’apprentissage
et I’enseignement de la géométrie avec les technologies.

LES TRAVAUX EN GEOMETRIE DYNAMIQUE

Les EIAH (Environnements Informatiques pour 1’ Apprentissage Humain) sont un domaine de
recherche qui considére les technologies numériques et 1’informatique non seulement comme



un moyen de faire apprendre, mais aussi comme un outil de la recherche pour concevoir et
¢tudier les situations d’apprentissage et d’enseignement et en particulier les questions de
transpositions des savoirs. Comme le titre I’ouvrage de Noss et Hoyles (1996) « Windows on
mathematical meanings », la technologie permet d’accéder a ce que signifie faire des
mathématiques et apprendre les mathématiques, en particulier la géométrie. Avec la Théorie
des Situations Didactiques (Brousseau, 1998 ; Bessot, 2003) et les travaux de Balacheff
(Balacheff & Margolinas, 2005), la connaissance mathématique est une propriété du systéme
¢leveemilieu, c’est-a-dire qu’elle existe dans D’interaction entre l’utilisateur-éléve et la
technologie informatique ou, selon la terminologie plus actuelle, 1I’environnement numérique.
En tant que propriété de ce systeéme, la connaissance est alors en partie déterminée par les
caractéristiques de la technologie qu’il faut étudier de plus prés. L’étude didactique des
technologies, notamment des choix fait lors de leur conception puis de leur utilisation, améne
a questionner la connaissance mathématique elle-méme. Cette étude porte notamment sur les
problémes que la technologie permet de poser, la résolution de problémes étant source et
critere de la connaissance (Vergnaud, 1990) et les représentations sémiotiques (Duval, 1995)
qu’elle donne @ manipuler.

Dans ce domaine de recherches, la géométrie dynamique occupe une place tout a fait
particuliere. Elle est emblématique par son ancienneté, apparue quasi simultanément en
France et aux Etats-Unis dans les années 80 (Sinclair et al., 2016), par I’ampleur des
recherches qu’elle a suscitées et les usages scolaires qu’elle a provoqués. Emblématique aussi
parce qu’il s’agit d’un micromonde, c¢’est-a-dire d’un environnement informatique permettant
a l'utilisateur d’explorer, par la manipulation directe de représentations graphiques a I’écran,
un monde d’objets régis par des lois mathématiques. Les micromondes sont apparus avec les
travaux de Papert sur le logiciel Logo (Papert, 1980a ; Balacheff, 2017). Ils implémentent
dans la technologie des principes d’apprentissage hérités du constructivisme. Cette
caractérisation du terme micromonde a été actualisée par Healy et Kynigos a partir d’une
définition de Samara et Clements qui met 1’accent sur les significations résultant de
I’interaction avec I’environnement, donc sur 1’apprentissage. Les micromondes sont des :

« Computational environments embedding a coherent set of scientific concepts and relations

designed so that with an appropriate set of tasks and pedagogy, students can engage in exploration

and construction activity rich in the generation of meaning » (Healy & Kynigos, 2010, p. 64).
La sélection de travaux sur la géométrie dynamique présentée dans cette partie est organisée
en trois catégories, selon les problématiques retenues : les problématiques de conception des
environnements, celles relatives a 1’apprentissage lors de 1'usage de ces environnements et
celles relatives a I’enseignement, c’est a dire aux processus d’appropriation de ces
environnements et de leur utilisation pour faire apprendre par les enseignants.

1. Conception des environnements et des logiciels de géométrie dynamique

La géométrie dynamique a débuté avec la conception d’environnements logiciels issus de la
recherche, tels que les environnements pionniers Cabri-géométre (Baulac, Bellemain &
Laborde, 1988) en France et le Geometer Sketchpad aux FEtats-Unis (Jackiw, 1989), puis
d’autres logiciels originaux comme Geoplan en France (CREEM, 1992) ou Cinderella
(Richter-Gebert & Kortenkamp, 1999), avant D’apparition de [’environnement gratuit
GeoGebra, maintenant massivement utilisé en France.

Au cours de la conception d’un EIAH, une attention particuli¢re doit €tre portée aux choix
d’interface et aux métaphores qui donnent & manipuler directement les représentations
d’objets mathématiques abstraits (Laborde, 2003). En effet, les choix de développement
impactent les usages futurs, notamment les apprentissages, y compris certains détails qui
pourraient apparaitre comme mineurs. Comme le dit Jackiw, le concepteur du Geometer
Sketchpad, lors de la 17° étude ICMI en 2006 « Technology Revisited » :



« Design detail counts [...] To the degree our work in mathematics technology aspires to
educational influence at significant scale, [...] we have first to admit that design matters — that
specific design matters, specifically — and, second, to develop a much richer discourse for design
analysis. » (Butler, Jackiw, Laborde, Lagrange & Yerushalmy, 2010, p. 432).

Choix de conception et usage didactique de la géométrie dynamique

Un ensemble de travaux interroge les choix de conception relatifs a la géométrie dynamique.
Par exemple, comment définir un point quelconque sur un segment dynamique ? Si le point
est quelconque, sa position initiale au moment de sa création par I’utilisateur ne caractérise
pas sa position au cours du déplacement. Le concepteur peut alors faire différents choix,
guidés par différents principes. En s’appuyant sur des principes issus des travaux sur les
interfaces hommes/machines, la continuité des positions successives de ce point quelconque
est attendue par 1’utilisateur : le point ne doit pas sauter d’une position a 1’autre ni disparaitre
brutalement. Cela conduit le concepteur a positionner le point quelconque en continuité avec
la position initiale, par exemple en conservant le rapport de ses distances aux extrémités du
segment. Ce choix n’est pas fondé sur une nécessité mathématique, et sa conséquence pose
probléme didactiquement. En effet, un point positionné perceptivement au milieu du segment,
y restera au cours du déplacement.

Figure 1. — Réversibilité sans continuité du mouvement avec Cabri. Le déplacement de la bissectrice (en gras),
au milieu des deux cotés saute de haut en bas entre la 3° et la 4° image-écran, alors que le coté n’a parcouru que
quelques degrés de plus.

Un autre principe, prenant en compte 1’'usage didactique de la géométrie dynamique, est celui
de la réversibilité (ou déterminisme) des actions de 'utilisateur. Pour apprendre, 1’¢léve doit
pouvoir faire des choix et tester les conséquences de ses choix de facon robuste et
reproductible. En géométrie dynamique, ce principe se traduit par la possibilité de ramener un
point & sa position initiale ainsi que le reste de la figure qui en dépend et de reproduire les
mémes ¢tats de la figure, a partir des mémes déplacements. Or, cela n’est pas toujours
possible, selon les choix de conception. En effet, Gawlick (2004) a démontré qu’il n’était pas
possible de satisfaire simultanément les deux principes de continuité et de réversibilité,
probléme posé par (Kortenkamp, 1999) et présenté en frangais par (Geneves, 2004).
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Figure 2. — Continuité sans réversibilité avec Cinderella. La bissectrice (en gras) pivote de fagon continue mais
ne termine pas dans sa position initiale lorsque les deux cotés de [’angle ont repris leurs positions.

Par exemple, si I’on considére la bissectrice de 1’angle formé par deux demi-droites : au bout
d’un tour de I'une des demi-droites, lorsque les deux demi-droites ont repris leur position



initiale, la bissectrice n’a parcouru qu’un demi-tour. Faut-il qu’elle saute a sa position initiale,
pour assurer le déterminisme et la réversibilité de ’action comme c’est le choix fait dans
Cabri-géometre ? Dans ce cas, lors de la rotation de la demi-droite d, au moment ou 1’angle
entre d et d’ passe 1’angle plat, la bissectrice de I’angle entre d et d' saute de 180° (Figure 1).
Ou bien faut-il privilégier la continuité, permettant de différencier un objet de son image par
une rotation de 2m au détriment de la réversibilité, comme c’est le cas dans Cinderella ? Dans
ce cas, aprés un tour complet de la demi-droite d, les deux demi-droites ont repris leur
position initiale, mais pas la bissectrice (Figure 2). Privilégier la continuité ou la réversibilité
est un choix qui incombe aux concepteurs et qui reléve d’objectifs didactiques différents.

Ces processus de conception interrogent ¢également les définitions des objets
mathématiques : un point A dynamique est défini par la géométrie dynamique
indépendamment de sa position, un segment dynamique est défini indépendamment de sa
longueur et de la position de ses extrémités. Ce n’est pas le cas en géométrie euclidienne.
Ainsi, les objets mathématiques de la géométrie dynamique ne sont pas les mémes que ceux
de la géométrie euclidienne prise comme référence dans 1’enseignement, ce qui peut amener a
questionner les références elles-mémes. Par exemple, un point A dynamique pourrait étre
défini comme la classe des points qui ont les mémes propriétés que le point A, a I’exception
de sa position. Cependant cette définition ne permet pas de distinguer deux points lorsqu’ils
ont les mémes propriétés. C’est le cas, par exemple, des deux points d’intersection d’une
droite et d’un cercle. Certains logiciels, comme Trace en poche, ne font pas cette distinction,
conduisant a des figures dynamiques inacceptables du point de vue mathématique et
didactique. Par exemple, avec le logiciel Trace en poche, la construction d’un segment et de
son symétrique n’est pas robuste lorsqu’un point extrémité du segment initial est déplacé de
I’autre c6té de 1’axe. 11 est confondu avec son image car le logiciel ne différencie pas les deux
points d’intersection d’un cercle et d’une droite (Figure 3).
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Figure 3. — Confusion entre les points d’intersection d’un cercle et d’'une droite dans Trace en Poche.

Evolution des environnements de géométrie dynamique

Les évolutions des logiciels de géométrie dynamique au cours des dix derni¢res années ont
résulté de leur insertion dans un ensemble de ressources, au sein d’environnements offrant a
I’utilisateur un ensemble de fonctionnalités mathématiques élargies. La géométrie dynamique
apparait comme un module, utilisable avec d’autres modules de mathématiques, dans des
environnements comme XCAS (Université Joseph Fourier') ou la suite TI-Nspire de Texas
Instruments. La géométrie dynamique est également incluse directement au sein d’énoncés
d’activités et de problémes mathématiques, mis en forme dans des e-books (projet européen
M C Square (Kynigos, 2015)), des manuels numériques ou des cahiers d’activité informatisés
(collection « 1 2 3... Cabri, je fais des maths »). La question de la conception des taches

" https://www.xcasenligne.fr/giac_online/demoGiacPhp.php



accompagnant la mise a disposition d’un environnement de géométrie dynamique est devenue
importante (Margolinas, 2013 ; Leung & Baccaglini-Frank, 2016).

Les évolutions technologiques les plus récentes concernent 1’apparition du multi-touch et
des interfaces tactiles (Sinclair et al., 2016) qui associent les gestes et les dessins comme deux
systémes de représentations sémiotiques (de Freitas & Sinclair, 2013). Par exemple, les
dessins a main levée sur une tablette peuvent étre reconnus et transformés en représentations
géométriques, produisant une nouvelle interface (Sketchometry?). A signaler également, la
possibilité de travailler collaborativement a distance sur la méme figure comme avec Tabulae
(Bellemain, 2014).

2. Apprentissage de la géométrie avec la géométrie dynamique

Les travaux concernant l’utilisation de la géométrie dynamique pour I’apprentissage des
mathématiques dépassent largement la seule géométrie, mais la thématique de 1’école d’été
nous amene a sélectionner quelques travaux dans le domaine de la géométrie.

Le déplacement, une fonctionnalité centrale de la géométrie dynamique

Les apprentissages mathématiques avec la géométrie dynamique reposent sur 1’utilisation de
sa caractéristique fondamentale qui est de pouvoir « déplacer » les figures (Kortenkamp,
1999). Cette fonctionnalité et la fagon dont les éléves peuvent 1’utiliser pour apprendre a été
¢tudiée par différentes équipes (Olivero, 2002 ; Laborde, 2003 ; Soury-Lavergne, 2006 ;
Restrepo, 2007), selon des cadres théoriques complémentaires. Arzarello et ses collégues ont
distingué les photo-déplacements et les vidéo-déplacements pour différencier les regards
portés par 1’éléve sur la figure lorsqu’il déplace un point au cours de processus de recherche
de preuve (Arzarello, Olivero, Paola & Robutti, 2002 ; Olivero, 2002). Avec le photo-
déplacement, 1’¢leve prend en compte la position initiale puis la position finale de la
construction, deux états statiques de la figure. Avec le vidéo-déplacement, I’éléve s’intéresse
a la fagon dont la figure se comporte au cours du déplacement, entre 1’état initial et 1’état final.
En utilisant I’approche instrumentale (Rabardel, 1995) et en prenant en compte d’autres
finalités que celle de la preuve, Restrepo (2007) a identifi¢ toute une série d’instruments
déplacement et proposé une classification plus générale. Cette classification a été obtenue en
distinguant d’une part les propriétés du déplacement résultant des caractéristiques de la
construction : déplacement libre (pour les points libres), le déplacement contraint (pour les
points sur objets) et le déplacement indirect (pour les points milieu, points d’intersection et les
points images par une transformation, points qui ne peuvent pas étre attrapés directement,
mais qui bougent par l'intermédiaire d’autres points). D’autre part, Restrepo (ibidem) a
distingué différentes finalités mathématiques poursuivies par I’éléve qui déplace une figure,
autres que la validation de la construction ou la recherche d’une preuve. Avec le déplacement
pour ajuster, le déplacement mou ou guidé (déplacer un point tout en maintenant une
propriété valide sur des points dépendants ou pour obtenir une forme particulicre), les
déplacements exploratoires pour identifier des invariants, constater des variations ou trouver
des trajectoires et enfin les déplacements pour valider ou invalider une construction ou une
conjecture, 1’éléve déplace pour un ensemble de raisons et de finalités mathématiques tres
diverses, auquel il faut ajouter le déplacement sans finalité mathématique. Cette classification
a permis de distinguer et d’ordonner les genéses instrumentales des différents déplacements
chez les éléves de 6°. Par exemple, le déplacement pour valider une construction apparait bien
plus tardivement que le déplacement pour ajuster qui, lui, apparait plus spontanément et plus
tot chez la plupart des éléves. La genéese instrumentale du déplacement pour valider passe par
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la genése intermédiaire du déplacement pour invalider, dans les situations ou il conduit a un
contre-exemple invalidant la construction. Ainsi, I'utilisation du déplacement de la géométrie
dynamique pour valider ou invalider les constructions n’est pas disponible chez les éléves de
début de collége (comme I’a montré Restrepo, ibidem), a fortiori a I’école élémentaire. En
revanche, le déplacement peut étre I’objet d’une genése instrumentale riche et variée, lorsque
les situations adéquates sont proposées aux ¢€léves, conduisant éventuellement jusqu’au
déplacement pour valider.

Le déplacement pour explorer a [’école primaire

La caractéristique du déplacement qui est de conserver les propriétés des figures mais aussi de
donner a voir une transformation continue peut étre exploitée avec les éléves de 1’école
primaire. Nous considérons ici deux exemples.

Le premier concerne le questionnement de la figure triangle et de ses représentations, a
I’école primaire. Il se base sur le fait que les figures géométriques sont souvent présentées et
appréhendées comme des figures prototypiques, dans des positions prototypiques elles aussi.

Sinclair et Moss (2012) conduisent une expérimentation avec une classe d’enfants de
I’école maternelle (agés de 4-5 ans), dans le but d’étudier si la géométrie dynamique peut
soutenir la reconnaissance des figures et un changement dans le discours des éléves. Au
début, le chercheur présent dans la classe demande aux éléves « qu’est-ce qu’un triangle ? »,
puis construit un triangle avec la géométrie dynamique sur la base des indications des éléves
« ¢’est une forme », « comme un toit », « trois cotés attachés » (Sinclair & Moss, 2012, p. 34).
Le triangle est encore une figure statique, considéré comme un médiateur visuel statique.
Ensuite les sommets de ce triangle sont déplacés par le chercheur ; 1’outil Trace est actif sur la
figure pour montrer le mouvement des objets et les triangles successifs obtenus par
déplacement continu (Figure 4, premic¢re image). Le chercheur repose la question initiale,
s’appuyant cette fois-ci sur un médiateur visuel dynamique. Les éléves commencent a ne plus
étre d’accord sur la réponse « triangle » quand la figure devient un triangle avec un angle trés
aigu (Figure 4, deuxieme image). La confrontation entre les éléves permet de faire apparaitre
dans leurs discours des ¢éléments tels que le nombre de sommets du triangle, qui est un
invariant. Le questionnement met aussi en évidence que la position « horizontale » d’un des
trois cotés est une caractéristique discriminant un triangle et un non-triangle pour certains
¢leves (Figure 4, quatrieéme et cinquiéme images). L’analyse révele que le discours des éléves
évolue avec la transformation de la figure. Au début, un triangle est une forme avec trois cotés
dans une position prototypique (correspondant aux représentations de triangle que les enfants
de cet age ont souvent rencontrées, Figure 4, premicre et troisiéme images), puis apres le
travail avec la géométrie dynamique, le mot triangle est utilis¢ pour indiquer différents types
de triangles ayant tous la caractéristique d’avoir trois cOtés.
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a. Un triangle qui b. Déplacement du c. Non-triangle
est “droit” sommet A vers le haut

Figure 4. — Triangles dynamiques et discours associés par les éléves (Sinclair & Moss, 2012).

A la suite de cette recherche, Kaur (2015) propose une nouvelle expérimentation ou la
géométrie dynamique est utilisée pour travailler les propriétés des différents types de triangles
avec des ¢éleves agés de 7-8 ans. Les é¢leves travaillent collectivement avec la géométrie



dynamique disponible sur le TBI de la classe et individuellement en papier/crayon. Trois
types d’activités sont proposés avec la géométrie dynamique : 1) les éléves travaillent sur les
différences et similarités entre trois types de triangles (isocele, équilatéral, scaléne) en
déplagant les sommets de trois triangles identiques a 1’état initial (Figure 5, a gauche) ; ii) les
¢léves doivent remplir un dessin avec des triangles, qui ne sont pas toujours prototypiques
(forme et position) (Figure 5, au centre) ; iii) les relations entre les triangles sont abordées par
la consigne d’adapter un certain triangle dans une maquette triangulaire donnée (Figure 5, a
droite). L’analyse souligne 1’évolution des stratégies de reconnaissance et description des
figures par la formulation de propriétés géométriques et la mise en place d’un discours
général sur les divers triangles.

4 Drag each of these triangles « o Can you make the pink triangle tum into the triangle to its right?
around. What do you notice A A A N\
about the kinds of shapes they NG LN
can each make? : :

// \ Can you make the red triangle turn into the triangle to its left?

E‘%F i ? i

PO e ] B = T P

Figure 5. — Les types de taches pour les éleves (Kaur, 2015).

Dans leurs recherches sur la symétrie orthogonale, Sinclair et Kaur (2011) et Ng et Sinclair
(2015) ont proposé aux ¢léves de 1’école maternelle (agés de 4-5 ans) et de I’école élémentaire
(agés de 6-8 ans) deux « machines a symétrie » congues en géométrie dynamique dans le but
de leur faire explorer cette transformation géométrique. La premicre « machine » est appelée
« discrete » (Figure 6, a gauche) parce qu’elle présente un assemblage de carrés et ses
symétriques, chaque carré pouvant étre déplacé, entrainant le déplacement du carré
symétrique ; la symétrie est évoquée par le recours au miroir. Cela permet aux éléves de
porter I’attention sur les relations entre ces carrés par I’observation de leur comportement au
cours du déplacement. L’axe de symétrie est toujours affiché a I’écran. La deuxiéme machine
est appelée « continue » (Figure 6, au centre et a droite) : deux points sont a I’écran, quand
I’un se déplace, 1’autre bouge de maniére symétrique et tous les deux laissent leurs traces.
L’axe de symétrie n’est pas visible. Lors du travail avec la deuxieme machine, les ¢éléves de
I’école maternelle arrivent a porter leur attention sur les trajectoires des points et développent
un langage dynamique sur les points. Certains enfants arrivent a identifier I’axe de symétrie.

Comme dans le cas du triangle, la nature dynamique du travail, liée a la possibilité de
déplacement, introduit un nouveau discours pour les éléves et les améne a généraliser
certaines propriétés de la symétrie.

Drag the squares on
the right of the
mirror line.

Figure 6. — Les deux « machines a symétrie » proposées aux éléves (Sinclair & Kaur, 2011).

Distinction entre construction robuste et construction molle

Lors des études conduites sur les usages de la géométrie dynamique par les éléves et les
apprentissages qui en résultent, la distinction entre construction robuste et construction



«molle », a été introduite par Healy (2000) et reprise par Laborde (2005) pour reconnaitre
I’existence de différentes démarches de résolution avec la géométrie dynamique. Les
constructions molles permettent de considérer les constructions des €léves, non pas comme
des constructions robustes inachevées, mais comme de véritables moyens d’expérimenter la
nécessité mathématique. Une construction est dite molle (Soury-Lavergne, 2011) en référence
a un objet géométrique ou un théoréme, lorsqu’elle vérifie toutes les hypothéses par
construction, a I’exception d’une qui est ajustée momentanément et localement. Par exemple,
la construction d’un rectangle tel que tous ses coOtés soient de méme longueur grace au
positionnement local et momentané d’un de ses sommets est une construction molle du carré.
Par déplacement de ce sommet, I’éléve peut faire I’expérience du carré comme conséquence
nécessaire de I’ajout, a un rectangle, de la propriété d’égalité des cotés adjacents. L utilisation
du déplacement et des constructions molles dans la résolution de problémes ouverts est
¢tudiée par Baccaglini-Frank et Mariotti (2010) pour caractériser les processus cognitifs sous-
jacents a la formulation de conjectures. Les modalités de déplacement et les figures molles
envisagées dans cette analyse sont combinées avec I’approche de la variation pour discuter la
question de la reconnaissance des invariants dans les figures dynamiques (Leung, Baccaglini-
Frank & Mariotti, 2013).

Les travaux de Coutat (2005) ont également exploité 1’'usage des constructions molles pour
I’apprentissage de la distinction des statuts d’hypothése et de conclusion des énoncés dans les
théorémes. En associant les manipulations aux hypothéses, constructions et ajustements et les
propriétés obtenues aux conclusions, les €léves expérimentent la nécessité de la conclusion
quand les hypothéses sont satisfaites. Par exemple, dans le quadrilatére ABCD (Figure 7), les
milieux m et n des diagonales sont construits, puis les milieux des diagonales sont déplacés
pour coincider. La propriété, ABCD est un parallélogramme, est obtenue sans que le contrdle
des ¢éléves n’ait porté sur cette conclusion. Cette distinction entre hypothése et conclusion, a
laquelle la géométrie dynamique contribue, est une étape nécessaire pour entrer dans une
démarche de preuve.

e 00 {2 Parallelogramme_Coutat.fig
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Figure 7. — Déplacement des points m et n pour avoir un parallélogramme (Coutat, 2005).

Géomeétrie dynamique et preuve

La recherche conduite par Mariotti (2010), fondée dans le cadre théorique de la médiation
sémiotique issu de I’ceuvre de Vygotski (Bartolini Bussi & Mariotti, 2008), développe une
approche ou la géométrie dynamique’ est exploitée comme médiateur de la notion de preuve.
Cette exploitation est basée sur les caractéristiques des constructions robustes qui sont de
préserver les relations géométriques par déplacement et sur la hiérarchie des propriétés
déterminées par la procédure de construction. Ainsi, sont mis en correspondance I’ensemble
des fonctionnalités de la géométrie dynamique avec 1’ensemble des outils de construction
dans la géométrie euclidienne. Cette correspondance permet également de mettre en relation
le controle par déplacement et le contrdle par « preuve et définition » de la géométrie

* Les expérimentations ont été conduites avec Cabri-géometre.



euclidienne de référence. Dans la perspective proposée par la théorie de la médiation
sémiotique, c’est un double lien des fonctionnalités de géométrie dynamique qui est analysé.
Le premier est le lien entre les fonctionnalités de la géométrie dynamique et les propriétés de
la figure dynamique construite. Le second est le lien entre les fonctionnalités de la géométrie
dynamique et les axiomes et théoremes de la géométrie euclidienne utilisés pour valider le
probléme de construction. L’enseignant peut alors soutenir la mise en relation des
significations émergeant de 1’utilisation des fonctionnalités pour résoudre un probléme de
construction et du recours au déplacement lors du contréle de la figure (qui sont souvent du
coté de I’action de I’¢éléve avec la géométrie dynamique) avec la signification théorique d’une
construction géométrique déduite du systeme d’axiomes de la géométrie euclidienne. Pour
cela, I’activité des €léves ne se borne pas a une tache de construction, mais doit présenter trois
phases : la construction d’une figure dynamique, puis la description écrite de la procédure de
construction et enfin la production d’une justification de la validité¢ de la procédure. Il est
notable de retrouver dans cette approche les trois fonctions du savoir et donc les trois types de
situations adidactiques de la théorie des situations didactiques (Brousseau, 1998) : situations
d’action, de formulation et de validation.

En France, avec le projet MAGI (Mieux Apprendre la Géométrie avec I’Informatique,
2003-20006, présenté a 1’école d’été par Assude et Restrepo il y a 10 ans (Restrepo, 2007)) ce
sont également les questions de mise en relation entre les constructions dynamiques et le
raisonnement déductif qui ont été étudiées. L’objectif était de montrer qu’il est possible de
créer des situations didactiques problématisant pour 1’éléve la nécessité de la preuve (Soury-
Lavergne, 2007 ; Goos & Soury-Lavergne, 2010). Ces situations reposent d’abord sur la
possibilité pour les éléves d’identifier et de distinguer les propriétés qui sont toujours ou
seulement parfois vraies a propos d’une construction, reprenant la distinction figure et dessin
(Laborde & Capponi, 1994). Les propriétés toujours vraies sont des bonnes candidates pour
caractériser la figure, les propriétés parfois vraies sont celles de certains dessins. Ces
situations reposent aussi sur un autre constat: dans une figure, certaines propriétés
géométriques ne sont pas celles qui ont été utilisées pour la construire. Il faut donc que les
¢léves puissent distinguer les propriétés utilisées pour construire (propriétés données,
présentes dans 1’énoncé) et celles qui en résultent (propriétés déduites, absentes de 1’énoncé
initial). Cette distinction peut alors é&tre utilisée pour faire naitre chez les éléves une
contradiction apparente : cette figure a des propriétés que je ne lui ai pas données. Ce constat
peut alors susciter la recherche d’une explication, amenant a la preuve. Une telle situation a
propos du théoréme « si deux droites sont perpendiculaires a une méme troisieme alors elles
sont paralléles entre elles » a été testée trois années de suite dans les classes de 6° d’une méme
enseignante. Elle a révélé les difficultés importantes relatives a la reconnaissance des
propriétés géométriques d’une figure et a I'instrumentation du déplacement. Mais elle a aussi
permis de conclure sur la possibilit¢ d’utiliser la géométrie dynamique pour motiver la
démonstration. Dans cette situation, la démonstration n’est pas utilisée comme moyen de
convaincre, car les éléves sont bien convaincus qu’ils ne trouveront aucune position dans
laquelle les deux droites ne sont pas paralléles, mais comme moyen d’expliquer un
phénomene surprenant. La situation permet aux éléves de prendre conscience de la
contradiction apparente : on n’a rien fait pour que ces droites soient paralleles et pourtant elles
le sont ! Une fois la contradiction établie, le raisonnement déductif peut étre introduit comme
explication.

Mithalal (2010) a repris la recherche de situations didactiques problématisant
I’introduction de la démarche de preuve en étudiant les apports possibles de la géométrie
dynamique 3D. Il a mis en évidence que la possibilit¢ de manipuler et construire des
représentations dynamiques 3D est suffisamment facile pour rendre possibles les premicres
constructions et ameéne rapidement 1’utilisateur a prendre conscience des limites du controle



perceptif de son action. A partir du moment ou 1’éléve peut construire quelque chose et se
rendre compte que sa figure n’a pas les propriétés voulues, I’interaction éléve-milieu démarre
et la réussite de la tache passe par un contrdle théorique. Grace a la géométrie dynamique en
3D, on peut donc élaborer des situations (comme par exemple construire le sommet manquant
d’un cube, Figure 8) qui déstabilisent la perception et rendent nécessaire le contrdle théorique
de la figure. Cela favorise 1’entrée dans une démarche de preuve. Sans géométrie dynamique,
la difficulté pour produire et manipuler les premiéres représentations d’objets 3D est telle
qu’elle crée un obstacle a I’entrée dans le probléme géométrique posé. Ce n’est pas le cas
avec la géométrie plane, pour laquelle le contrdle perceptif est trés opérationnel, ce qui pose
d’autres problémes.

Figure 8. — Déconstructions dimensionnelles d’un cube en géométrie 3D (Mithalal, 2010). Le sommet manquant
du cube est reconstruit a partir d’'un tétraédre (en haut a gauche), de triangles rectangles impliquant une
déconstruction 3D/2D (en haut a droite), de droites qui se coupent impliquant une déconstruction 3D/1D (en bas
a gauche) ou d’un point image d’un autre sommet par une symétrie centrale, déconstruction 3D/0D (en bas a
droite).

Mithalal (ibidem) a donc exploité une propriété spécifique de la géométrie dans 1’espace et
mis en ¢évidence des situations permettant la mise en relation des déconstructions
instrumentales impliquées par 1’utilisation de la géométrie dynamique avec les
déconstructions dimensionnelles, caractéristiques du raisonnement en géométrie. Une
déconstruction instrumentale d’une figure correspond aux fonctionnalités de la géométrie
dynamique retenues pour son programme de construction. Plusieurs déconstructions
instrumentales différentes pour un méme objet existent, faisant appel a diverses
fonctionnalités de I’environnement de construction, par exemple le sommet manquant du cube
peut étre construit avec la fonctionnalité Tétra¢dre (Figure 8, en haut a gauche) ou bien avec
la fonctionnalité Droite (Figure 8, en bas a gauche). Les déconstructions dimensionnelles
d’une figure (Duval, 2005) correspondent a la prise en compte d’unités figurales de dimension
inférieure, dont les relations géométriques et I’assemblage permettent d’obtenir la figure (par
exemple voir le cube comme un assemblage de carrés ayant des cotés communs et
appartenant a des plans orthogonaux ou paralleles les uns aux autres). Il apparait ainsi une
proximité importante entre ces travaux sur la preuve menés en France et en Italie au méme
moment, a partir d’approches théoriques différentes.



3. Enseigner la géométrie avec la géométrie dynamique

Ces travaux relatifs aux apports de la géométrie dynamique a 1’apprentissage de la géométrie
sont représentatifs des travaux mondiaux menés sur la question (voir la place de la géométrie
dynamique dans 1’ouvrage coordonné par Hoyles & Lagrange (2010) qui fait le point sur les
usages de la technologie dans le champ de 1I’éducation mathématique ou bien Sinclair et al.
(2016) pour un état des lieux plus récent). Ils ont établi I’intérét du recours a la géométrie
dynamique pour apprendre les mathématiques et la géométrie. Et pourtant, le constat actuel
est que dans les pratiques, les usages ne sont pas a la hauteur du potentiel identifi¢. Les usages
ne sont ni aussi fréquents qu’ils pourraient 1’étre ni ceux identifiés comme les plus pertinents.
Quand ils existent, ils sont en décalage avec les situations identifiées par la recherche. Lors de
sa conférence pléniere a ICTMT 13 en 2017, Sacristan déclarait que la technologie est utilisée
sans innovation, essentiellement pour faire ce qui pourrait étre fait en papier crayon, le
potentiel de la technologie est largement ignoré, par exemple le déplacement en géométrie
dynamique :

“The most common use of technology was just for demonstration. There is little innovation. There

is a lot of doing the same or similar tasks than with paper and pencil. We see that all the time. [...]

The teachers have never conveyed what are the tools about, the idea of dragging. [...] Sometimes

the potential of tool is completely ignored”. (Sacristan, 2017)*
Les explications sont recherchées du c6té de I’enseignement et des processus d’appropriation.
Les phénomeénes d’appropriation, tant du coté des ¢€léves que des enseignants, sont
suffisamment complexes pour que les usages pertinents, significatifs du point de vue des
connaissances mathématiques, identifiés dans les recherches, ne soient pas ceux
majoritairement observés dans les classes.

Pratiques des enseignants

Laborde (2001) a distingué différents usages de la géométrie dynamique dans les taches
proposées aux ¢éléves, qui permettent de caractériser les pratiques des enseignants. La
géométrie dynamique peut étre utilisée pour faciliter I’aspect pratique de la tiche sans
impacter le travail mathématique, par exemple en améliorant la qualité graphique de la figure.
La géométrie dynamique peut aussi faciliter la tAiche mathématique en fournissant plus de cas,
plus rapidement et en permettant de faire des constats qui seraient plus difficilement
accessibles en papier-crayon. Avec ces deux premiers cas, la géométrie dynamique joue un
réle d’amplificateur, augmentant la précision ou le nombre de cas traités, en comparaison a
I’utilisation du papier-crayon (Soury-Lavergne, 2017). Mais elle ne modifie pas
fondamentalement le travail mathématique. La géométrie dynamique peut également modifier
les stratégies de construction possibles en imposant des contraintes sur les outils, donc sur les
propriétés géométriques mobilisables dans la résolution, par exemple construire un
parallélogramme sans utiliser la fonctionnalit¢ Droite parallele. Enfin, la géométrie
dynamique permet de créer de nouvelles tiches qui ne pourraient pas exister sans elle, par
exemple les boites noires, ou la tache est de reproduire une figure dynamique donnée, sans
avoir accés a son énoncé ni a son programme de construction, mais uniquement par
exploration de la figure modéle fournie (Charriere, 1995). Dans ces deux derniers cas, la
géométrie dynamique joue un role de générateur de contraintes, générateur d’affordances
relatives aux outils géométriques de résolution de probléme ou générateur de nouvelles taches
qui n’auraient pas de signification sans dynamisme.

Ainsi, si les genéses instrumentales sont complexes pour les €léves, elles le sont encore
plus pour les enseignants, qui doivent apprendre a utiliser la géométrie dynamique pour

4 The 13™ International Conference on Technology in Mathematics Teaching. Conférence accessible en vidéo sur
https://ictmt13.sciencesconf.org/resource/page/id/16, citation a partir de la 33° minute.



résoudre des problémes de mathématiques et également pour enseigner, notamment en
pilotant les geneses instrumentales de leurs éléves. Des modeles et cadres théoriques sont
apparus pour prendre en compte cet usage de la technologie par les enseignants, notamment
I’orchestration instrumentale (Trouche, 2009) et la double genése instrumentale des
enseignants (Haspekian, 2011). Ces processus longs doivent étre mieux compris et soutenus.

Cela a aussi été un objectif des travaux menés par Assude et al. (Assude & Gelis, 2002 ;
Assude, Grugeon, Laborde & Soury-Lavergne, 2006) puis repris par Athias (2014), avec une
caractérisation des modes d’intégration de la géométrie dynamique dans les pratiques. En
définissant des indicateurs relatifs au degré de nouveauté des tiches proposées aux éleves,
ainsi que leur orientation, plutot sur I’artefact ou sur le contenu mathématique, il est possible
de caractériser I’intégration et l’évolution de cette intégration dans les pratiques des
enseignants. Toutefois ces indicateurs n’ont pas permis d’identifier les conditions les plus
critiques pour expliquer les différents niveaux d’intégration. Le volet expérimental de ces
travaux a été conduit en partie dans le projet MAGI déja cité, en collaboration étroite avec les
enseignants, du primaire et du secondaire, dont les pratiques étaient étudiées. Ce n’est pas le
cas des travaux plus récents qui concernent des pratiques qualifiées d’ordinaires, car déja
existantes avant l’intervention de la recherche. Par exemple, Abboud et Rogalski (2017)
utilisent le cadre de la double approche pour identifier les tensions que gérent les enseignants
lors de I'utilisation de la géométrie dynamique et qui les conduisent a ne pas en exploiter tout
le potentiel.

Parmi les pistes pour soutenir le développement des pratiques, au-deld de 1’amélioration
des logiciels, deux ont particulicrement été¢ étudiées : celle des ressources fournies aux
enseignants et celle de la formation et du développement professionnel.

Les ressources de géométrie dynamique

Un travail a consisté a faire évoluer I’offre de ressources a destination des enseignants et des
¢éleves en ne proposant pas uniquement le logiciel mais en I’accompagnant de taches et de
fichiers pré-¢élaborés qui cadrent I’activité et suggeérent des usages en classe (Sinclair, 2003).
Cependant, I’ensemble de ces ressources, fichiers de géométrie dynamique et diverses
fiches d’accompagnement, est devenu rapidement trés important, rendant a nouveau difficile
pour les enseignants d’identifier les bonnes ressources, c’est-a-dire celles qu’ils peuvent
utiliser car adaptées a leur contexte d’enseignement. L’objectif du projet européen Intergeo
(2007-2010) (Kortenkamp & Laborde, 2011) a été d’outiller la mise a disposition et la
diffusion des ressources de géométrie dynamique en répondant a la question de leur
foisonnement et de leur qualité par 1’élaboration d’une plateforme de partage dotée d’outils
spécifiques. En particulier, des outils de traitement des ressources ne nécessitant pas une
organisation a priori des ressources, mais fonctionnant a posteriori sur une collection
hétérogene en évolution constante ont été congus et expérimentés : interopérabilité (pour
s’affranchir de la contrainte logiciel), recherche par ontologie (pour s’affranchir de la
contrainte d’indexation par mots-clefs et donc de la langue) et évaluation de la qualité (pour
faire émerger les ressources les plus pertinentes, car adaptées a 1’utilisateur). La qualité des
ressources de géométrie dynamique a été¢ définie comme un processus, prenant en compte non
seulement les caractéristiques intrinséque de la ressource considérée mais aussi son
adéquation aux différents contextes d’usage (Trgalova, Jahn & Soury-Lavergne, 2009) et la
possibilité d’améliorer ces caractéristiques grace aux usages et retours des utilisateurs
enseignants, notamment sa qualité didactique (Trgalova, Soury-Lavergne & Jahn, 2011).



Formation et développement professionnel des enseignants

L’autre volet des travaux visant a accompagner le développement des usages est celui de la
formation des enseignants et de leur développement professionnel. La collaboration entre
enseignants et chercheurs pour la formation et le développement professionnel, en particulier
relatif a la géométrie et aux technologies, est promue et étudiée dans de nombreux pays avec
par exemple les projets AProvaME au Brésil (Healy, Jahn & Bolite-Frant, 2009), ICTML au
Royaume-Uni (Fuglestad, Healy, Kynigos & Monaghan, 2010) ou M@t.abel en Italie
(Arzarello et al., 2012). De récents développements théoriques comme la transposition méta-
didactique (Aldon et al., 2013) ont été proposés. Dans le cas de I’accompagnement par la
recherche du programme de formation continu frangais Pairform@nce (Gueudet, Saby &
Soury-Lavergne, 2011 ; Gueudet, Sacristan, Soury-Lavergne & Trouche, 2012), la géométrie
dynamique a été étudiée tout particulierement car elle a permis de mettre en ceuvre la
méthodologie retenue qui impliquait notamment un échange de parcours de formation entre
formateurs. Les principes de formation retenus pour Pairform@nce étaient la collaboration
entre pairs, la conception de ressources et I’hybridation (en classe et hors la classe, en
présence et a distance).

La recherche fonctionne aussi comme source de problémes mathématiques a traiter avec
les enseignants en formation. En formation initiale avec les étudiants italiens futurs
enseignants du premier degré, la géométrie dynamique est un moyen de revenir sur les savoirs
géométriques qu’ils ont déja rencontrés, en leur proposant une nouvelle entrée et des taches
renouvelées. Par exemple, a partir de la tache de construction d’un triangle, reprise sous une
forme issue des résultats de la recherche, les étudiants revoient les concepts mathématiques
puis abordent les questions didactiques, comme la distinction entre hypothése et conclusion.
Ainsi, une construction géométrique qui peut étre proposée aux €léves devient un outil de
formation initiale, voire méme de formation continue (Cohen, Kouropatov, Ovodenko, Hoch
& Hershkovitz, 2017).

Le développement professionnel des enseignants se réalise également en dehors des
formations institutionnelles, comme nous avons pu le mettre en évidence avec le processus
d’analyse de la qualité des ressources du projet Intergeo (Soury-Lavergne, Jahn & Trgalova,
2011). Impliquer les enseignants dans un processus d’évaluation de la qualité des ressources
s’avere étre un levier de développement.

Au final, I’accompagnement des enseignants dans les usages de la géométrie dynamique se
situe au croisement du travail collectif et de la conception de ressources.

DE LA DISTINCTION ENTRE SPATIAL ET GEOMETRIQUE A L’ARTICULATION DU
TANGIBLE ET DU NUMERIQUE

Dans ce panorama sur les problématiques des dix derni¢res années a propos de la géométrie
dynamique, les spécificités des premiers apprentissages de la géométrie, notamment a 1’école
primaire, n’ont pas ét¢ véritablement traitées. Pourtant, la technologie peut contribuer au
développement des connaissances géométriques des €léves, en particulier en les articulant a
leurs connaissances spatiales (voir le cours de C. Houdement dans cet ouvrage).

1. Le spatial et le geométrique avec la technologie

Comment se construisent les premieres connaissances géométriques des éleves ?

Différents points de vue existent sur ce que doit étre I’enseignement de la géométrie a 1’école
primaire et il ne semble pas encore y avoir de consensus a ce sujet. Certains chercheurs,
rattachés aux cadres théoriques de Van Hiele (Van Hiele, 1986) ou de Fishbein (Fishbein,
1993) mettent 1’accent sur la conceptualisation des figures géométriques dés la maternelle, en



distinguant a propos d’un concept géométrique 1’image, on dirait en francais plutot la forme,
et la définition, « concept image » et « concept définition », (Tall & Vinner, 1981). L’objectif
a I’école maternelle serait la construction du « concept image », avec la distinction des
caractéristiques critiques ou non critiques d’une forme géométrique ou encore des exemples
ou non-exemples d’une forme (Levenson, Tirosh & Tsamir, 2011 ; Tsamir, Tirosh, Levenson,
Barkai & Tabach, 2015). D’autres travaux mettent I’accent sur la relation entre I’expérience
quotidienne des ¢éléves avec leur environnement spatial comme fondement pour la
construction des connaissances géométriques. Dans la revue de travaux de Bryant (2009), la
perception joue un role important dans la reconnaissance des formes, des tailles, de
I’orientation et de la position. Les travaux de Clements et Samara (2009) ont essayé de
montrer le role important des activités spatiales (avec les jeux de construction « building
blocks ») comme précurseur a ’apprentissage de la géométrie. Cependant, d’aprés Bryant,
nous ne disposons pas encore de preuve que les compétences spatiales facilitent le
développement de la pensée géométrique, si 1’on considere les difficultés récurrentes des
¢léves en géométrie en comparaison a leurs aptitudes spatiales croissantes. Ainsi, la
compréhension de la relation entre 1’apprentissage de la géométrie et le développement des
compétences spatiales reste un sujet de recherche au niveau international.

Distinction entre connaissances spatiales et connaissances géométriques

Berthelot et Salin (1993 ; 1995), distinguent les deux champs de connaissances que sont celui
des connaissances spatiales et celui des connaissances géométriques. Ils proposent de
considérer les connaissances spatiales comme un véritable champ de connaissances, un champ
conceptuel en référence a Vergnaud (1990), avec ses propres problémes, systémes de
représentation sémiotiques et invariants opératoires. Il ne s’agit ni de connaissances
informelles ni d’embryon de connaissances plus abstraites et formelles. Déja Clairaut (1741)
déclarait s’appuyer sur les problémes spatiaux et les problémes d’arpentage pour produire les
connaissances géométriques, sans confondre les deux champs de connaissances et en
montrant que leur distinction est présente dans le type de probléme posé et la validation des
solutions.

La géométrie est un ensemble d’objets théoriques et de relations entre ces objets,
accessibles a travers divers systemes sémiotiques, dont un systéme graphique et un systéme
langagier. Dans ce champ de connaissances, la validation est théorique, fondée sur la non-
contradiction des énoncés langagiers, reposant sur un raisonnement et un traitement linéaire et
analytique. Lorsque les objets et relations sont exprimés graphiquement, ils engagent une
autre appréhension, plus globale et avec des contrdles perceptifs (Parzysz, 1988). Ainsi, deux
systémes sémiotiques distincts, produisant des représentations complémentaires et
fonctionnant différemment sont utilisables pour la géométrie. Cependant, le graphique n’est
pas seulement un systeme sémiotique pour le travail géométrique. Il est aussi un moyen de
modéliser I’environnement, 1’espace qui nous entoure (Laborde, 2004). Dans ce sens, le
systéme graphique et la géométrie apparaissent comme un moyen de modéliser 1’espace, dont
I’appréhension est régie par les connaissances spatiales.

Les connaissances spatiales concernent une classe de problémes, qui inclut la
caractérisation des formes, de 1’orientation, des positions et des mouvements. La création
d’une carte au sens de cartographie et I’utilisation de cette carte pour se repérer en montagne,
en mer ou en ville, pour atteindre une position ou pour construire un objet (on parle alors de
« plan ») sont les problémes typiques de ce champ de connaissances, pour lequel la validation
est pragmatique et empirique. Certains de ces problémes appartiennent aussi au champ des
connaissances géométriques, mais leur résolution dans 1’'un ou I’autre des deux champs ne
fera pas appel aux mémes systémes de représentation ou aux mémes invariants opératoires.



A partir de ces constats et a la suite de Bryant (2009), la question posée a la recherche est
celle de la relation entre les connaissances spatiales et les connaissances géométriques et dans
quelle mesure ces relations peuvent contribuer a 1’apprentissage de la géométrie.

Le role pivot du graphique dans [’articulation des connaissances spatiales et des
connaissances géométriques a l’école primaire

Berthelot et Salin (1993), se fondant sur une analyse des manuels et des instructions
officielles, ont conclu que les connaissances spatiales ne sont pas suffisamment prises en
compte et enseignées a 1’école primaire. Le temps consacré aux connaissances spatiales ne
serait pas suffisant, en comparaison avec celui consacré¢ a la géométrie. De plus, 1’analyse
précédente des relations entre les deux champs de connaissances indique que ce ne sont pas
uniquement les connaissances spatiales pour elles-mémes qui doivent étre développées, ni les
deux champs de connaissances considérés séparément, mais bien leur mise en relation. Dans
la perspective de I’apprentissage de la géométrie, ces liens entre activités spatiales et activités
géométriques doivent é&tre spécifiquement traitées. Ils permettent de construire les
connaissances géométriques comme un moyen de traiter les problémes spatiaux, en offrant un
modele possible des situations spatiales. Ils permettent également de constituer le champ des
connaissances spatiales comme un domaine de problémes qui donne du sens aux
connaissances géométriques et un moyen de validation des raisonnements, distinct de la
validation géométrique.

Dans leur cours a la XIV® école d’été, Bloch et Pressiat (2009) donnent une premiére piste
pour travailler la relation entre spatial et géométrique. Ils attirent 1’attention sur I’importance
du processus de construction de schémas a 1’école primaire. S’appuyant sur I’approche de
Gonseth (1936) et se plagant dans le cadre de la théorie des situations didactiques (Brousseau,
1998), ils font I’hypothése que certaines difficultés d’éléves en géométrie sont imputables a
un manque, ou a une trop faible organisation, de milieux objectifs pour les situations de
modélisation du méso-espace. Pour la constitution de tels milieux, ils prévoient des
expériences matérielles (par exemple, la rotation d’une porte avec un crayon fixé a une
extrémité permettant de produire le cercle) et attendent des éléves qu’ils dessinent des
schémas (ce qui correspond au passage du méso-espace au micro-espace, via 1’espace
graphique). L analyse des réponses des éléves amene Bloch et Pressiat (ibidem) a s’interroger
sur le rdole spécifique de la schématisation dans la progression de 1’enseignement de la
géométrie a 1’école. Ils considérent ce processus comme une étape nécessaire, en particulier
pour ralentir le cheminement souvent trop rapide vers des savoirs géométriques. IIs ajoutent la
nécessité de situations de schématisation sans objectif géométrique associé¢ afin de construire
un milieu d’expériences spatiales. Ainsi, Bloch et Pressiat (ibidem) indiquent le rle pivot de
la schématisation dans la mise en relation des champs spatial et géométrique. Perrin-Glorian,
Mathé et Leclercq (2013) poursuivent en identifiant trois espaces en interaction pour la
construction des connaissances géométriques : I’espace géométrique, I’espace graphique et
I’espace sensible.

Il nous semble ici nécessaire d’introduire explicitement le sens que nous attribuons aux
expressions « espace », « champ conceptuel », « champ de connaissances ». Avec « champ de
connaissances » ou « champ conceptuel », nous renvoyons a la définition de Vergnaud (1990)
au moyen du triplet problémes, invariants opératoires et systémes de représentation. Balacheff
a repris ce triplet et a distingué les niveaux conception (une entité cohérente pour un sujet
donné dans une situation donnée), connaissance (I’ensemble des conceptions relatives a un
méme objet mathématique pour un sujet ou une communauté de personnes) et concept
(ensemble des connaissances) (Balacheff & Margolinas, 2005). Le mot « espace » renvoie
plutot a la situation et au milieu didactique qui émerge dans I’interaction avec 1’¢léve. Il
contient des objets et du matériel, physique ou abstrait. Il est caractérisé par la taille des objets



considérés, macro, méso ou micro espace et la nature des objets privilégiés dans 1’interaction
avec 1’¢léve, comme par exemple 1’espace graphique. Cette acception parait compatible avec
I’'usage fait par Perrin-Glorian et al. (2013).

La proposition de Perrin-Glorian et ses collégues est de considérer que 1’espace graphique
joue un role pivot dans le passage de I’espace sensible a I’espace géométrique. En effet,
I’espace graphique est a la fois un espace sensible, sur lequel le sujet agit matériellement
(dessin, construction, mesure...) et un espace géométrique, comme systéme de représentation
des objets géométriques. L’espace graphique permet 1’expérimentation et la résolution de
problémes selon des critéres qui peuvent tout aussi bien relever du champ des connaissances
spatiales que du champ des connaissances géométriques. L’espace graphique permet la
modélisation et la résolution d’un probléme spatial, en modélisant les objets 3D du micro, du
méso ou du macro espace par des objets graphiques bidimensionnels du micro-espace. Dés
lors que ce modele est produit, il peut & son tour étre considéré comme une représentation
d’un objet géométrique et en conséquence donner lieu a un traitement plus théorique.
L’espace graphique est alors un moyen de travailler la relation entre connaissances spatiales et
connaissances géométriques (Figure 9).

gondations poy,
/\

CHEB ] “7'Champ géométrique

. C ; Champs
Connaissances ?nna!ss§nces conceptuels
spatiales géométriques
“Mogslede _
Espace Espace
sensible géométrique Espace de

travail et

\ / d’interaction

Figure 9. — Role pivot de I’espace graphique dans la mise en relation des connaissances spatiales et des
connaissances géométriques (Soury-Lavergne & Maschietto, 2015a).
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La mise en relation des champs conceptuels avec les trois espaces de Perrin-Glorian et al.
(2013) est réalisée d’une part au niveau des espaces sensible et graphique en lien avec le
champ des connaissances spatiales et d’autre part au niveau des espaces graphique et
géométrique en lien avec le champ des connaissances géométriques (Figure 9). L’espace
graphique apparait comme une liaison possible entre les espaces et par conséquent les deux
champs de connaissances. Les connaissances spatiales sont efficaces pour résoudre les
problémes posés dans l’espace sensible ou graphique et le passage aux connaissances
géométriques n’est requis que dans un second temps, lorsqu’un travail de modélisation
s’avere nécessaire pour résoudre le probléme. Réciproquement, les connaissances
géométriques sont nécessaires et incontournables lorsque le probléme se pose dans le champ
géométrique, les espaces graphique ou sensible offrant un moyen d’explorer le probléme. A
I’école primaire, la priorité n’est pas aux problémes purement géométriques. En revanche, les
problémes géométriques, traitables dans 1’espace graphique et pouvant donner lieu a une
problématisation dans le champ conceptuel des connaissances spatiales sont ceux a
privilégier, comme 1’indiquaient dé¢ja Berthelot et Salin (1993 ; 1995).



La technologie, un espace graphique augmenté pour connecter espace sensible et espace
géométrique

Notre proposition est que la technologie a un rdle a jouer pour la construction des situations
didactiques permettant la mise en relation par les éleves des connaissances spatiales avec les
connaissances géométriques, du fait de ses relations étroites avec les trois espaces de Perrin-
Glorian et al (2013). Tout d’abord, les travaux présentés en Partie 1 ont montré de facon
détaillée en quoi la géométrie dynamique est un élément de I’espace géométrique, permettant
la constitution de milieux pour I’apprentissage de la géométrie, en particulier parce qu’elle
fournit un espace graphique augmenté qui amene les ¢éléves a travailler au niveau de la figure
et pas seulement du dessin (Laborde & Capponi, 1994). En plus de ces relations déja
identifiées, la technologie est également un élément de 1’espace sensible des objets tangibles.
En effet, les actions dans I’environnement de géométrie dynamique ont des propriétés de
I’espace sensible, les objets a I’interface pouvant étre déplacés, attrapés, supprimés, pliés...
Cette appartenance a I’espace sensible peut étre renforcée par les rétroactions que la
technologie produit dans I’interaction éléve-milieu. Les rétroactions sont un élément essentiel
de la valeur ajoutée de la technologie aux situations d’apprentissage, un outil a disposition des
chercheurs (Laborde & al., 2006). Nous avons distingué trois types de rétroaction (Mackrell,
Maschietto & Soury-Lavergne, 2013) qui contribuent a la valeur ajoutée de la technologie aux
situations didactiques : (i) les rétroactions de manipulation directe sont toutes les réponses
immédiates et continues de la technologie a I’action de 1’utilisateur (affichage/masquage, son,
déplacement...), lui indiquant que son action a été prise en compte par le systeme et lui
permettant d’en suivre les conséquences ; (ii) les rétroactions de stratégie sont les réponses de
la technologie significatives du point de vue de la résolution du probléme en cours, qui ne
donnent pas la réponse ni ne modifient le probléme a résoudre, mais qui permettent a
’utilisateur de faire évoluer sa stratégie (il s’agit principalement d’un changement de valeur
de variable didactique) ; (iii) les rétroactions d’évaluation correspondent a la validation ou
I’invalidation de la réponse de 1’¢éléve par le systéme (réussi ou échoué). Ces rétroactions
existent également dans 1’espace sensible, mais avec la technologie, elles sont augmentées,
d’une fagon qui peut étre choisie par le concepteur de la technologie et le concepteur de la
situation, de facon a étre complémentaires par rapport a celles du graphique papier-crayon et
de I’espace sensible. Ainsi, la technologie fournit un autre ¢lément de mise en relation de
I’espace sensible avec 1’espace graphique, non seulement par les représentations qu’elle
permet de traiter mais aussi par les rétroactions qu’elle permet de produire.

2. Le tangible et le numérique

Le role de I’expérience sensible dans 1’apprentissage des mathématiques, et pas uniquement la
géométrie, a travers la manipulation concrete d’objets et 1’expérience du corps, est attesté par
divers travaux (Lakoff & Nunez, 2000 ; Nemirowski et al., 2004 ; Pinet & Gentaz, 2008 ;
Edwards, Radford & Arzarello, 2009 ; Artigue, Cazes, Haspekian, Khanfour-Armalé¢ &
Lagrange, 2013). Lors de I’école d’été de 2007, Dias (2009) faisait I’hypothése que le travail
mathématique passe par 1I’expérience sensible et que le développement des mathématiques ne
peut se faire sans une dialectique entre objets sensibles et objets théoriques, considérant
comme objets sensibles ce que les sens peuvent percevoir (notamment les objets matériels) et
comme objets théoriques ce qui est inséré dans une théorie mathématique. Cette dialectique
lui permet de proposer une méthode de raisonnement qualifiée d’expérimentale, consistant a
analyser la réalité, a avancer des propositions, a argumenter pour les valider ou pas, puis a
revenir aux objets sensibles pour mettre a 1’épreuve les considérations théoriques. Favoriser la
dimension expérimentale devrait permettre au sujet des allers retours entre objets sensibles et
théoriques, pour dépasser une simple progression qui irait des objets sensibles aux objets



théoriques. Dias soutient la nécessit¢ de constituer un milieu expérimental pour les
mathématiques, qu’il rattache a I’idée de laboratoire de mathématiques. Ce rapport au
sensible, nécessaire pour I’apprentissage des mathématiques, ne peut pas étre remplacé par
I’interaction avec 1’environnement informatique, comme 1’avait supposé initialement Papert
(Papert, 1980b; Turkle & Papert, 1992). Dés 2003, des travaux a 1’école primaire
concernaient 1’articulation de trois environnements instrumentés pour la résolution de
problémes géométriques tels que construire un carré (Rolet, 2003) : celui de la cour de
récréation, celui du papier et celui de 1’écran d’ordinateur (http://magesi.ens-lyon.fr/). Dans
les différents environnements, les propriétés géométriques mobilisées ne sont pas les mémes,
ni les outils matériels (I’équerre de la trousse n’a que peu d’utilité pour construire un angle
droit dans la cour ou a I’écran d’un ordinateur), ni les controles et moyens de vérification (la
validation par déplacement est inopérante dans la cour).

Nous proposons d’étudier plus précisément 1’association du tangible avec le numérique
dans les situations d’apprentissage et d’enseignement des mathématiques, c’est-a-dire de
réintroduire le tangible dans les travaux de recherche en EIAH. Nous retenons maintenant
I’adjectif « tangible »* pour caractériser les objets matériels de 1’espace sensible afin de
préciser qu’il ne s’agit pas seulement des sens tels que la vue et I’ouie, mais également le
toucher (sens haptique). Pour cela, nous avons fait le choix d’étudier un systéme minimal
combinant le tangible et le numérique que nous avons appelé duo d’artefacts. Cela permet de
renouveler les problématiques des EIAH relatives a :

1. La conception des environnements : quelles sont les caractéristiques des objets
tangibles et des environnements numériques permettant leur association dans une
situation didactique ?

2. L’apprentissage des ¢éleves: quelles sont les caractéristiques des geneses
instrumentales (Rabardel, 1995) et des conceptualisations dans les situations
didactiques (Brousseau, 1998) associant tangible et numérique ?

3. L’appropriation par les enseignants: quelles sont les caractéristiques des
orchestrations (Trouche, 2003 ; Drijvers, Doorman, Boon, Reed & Gravemeijer, 2010)
et des genéses documentaires (Gueudet & Trouche, 2008) de ressources associant
tangible et numérique ?

Ce travail débuté en 2011 dans le champ des connaissances en numération et calcul sur les
trois axes présentés (Maschietto & Soury-Lavergne, 2013 ; Soury-Lavergne & Maschietto,
2015b ; Maschietto & Soury-Lavergne, 2017) a aussi été mené en partie dans le domaine de la
géométrie. Nous présentons des exemples de questions et d’expérimentations en géométrie
aprés avoir exposé les caractéristiques de ce que nous appelons duo d’artefacts tangible et
numérique.

Caracteéristiques d’'un duo d’artefacts tangible et numérique

Le duo d’artefacts est une version simplifiée d’un systéme plus complexe d’objets et
d’environnements constituant un milieu didactique pour un concept mathématique donné
(Soury-Lavergne, 2017). 1l s’agit d’étudier la combinaison de différents artefacts dans une
situation et de déterminer en quoi ils provoquent I’apprentissage, en particulier en permettant
des geneses instrumentales. En effet, le développement des schémes caractérise
I’apprentissage et la construction des connaissances qui résultent de [’utilisation d’un
artefact : « Au fond de [’action, la conceptualisation » (Vergnaud, 2011).

* L’adjectif tangible renvoie a deux significations importantes pour notre travail (source TLFI, le Trésor de la
langue frangaise informatisé): (i) perceptible par le toucher, synonyme de palpable et sensible, (ii) dont
I’existence et la réalité est indéniable, synonyme de concret.



L’imbrication et 1’enrichissement mutuel des genéses instrumentales relatives a chaque
artefact du duo sont donc recherchés. La question est alors relative aux moyens de les
contréler au moment de la conception du duo (ou de la conception de 1'un des artefacts
lorsque ’autre est donné). En choisissant un artefact tangible et un artefact numérique, nous
avons une possibilité d’y parvenir, car ils ont des propriétés différentes et complémentaires.

L’artefact tangible est un objet qui a des propriétés physiques telles qu'une masse, une
couleur, un mouvement. Il est soumis a la pesanteur, il est visible, accessible aux sens, en cela
il reléve de I’espace sensible. En opposition avec le tangible, I’artefact numérique n’a pas ces
propriétés dans le sens ou sa réaction a 1’action de ’utilisateur n’est pas soumise et contrainte
de la méme manicre par les lois de la physique. Cependant, les représentations numériques a
I’interface des systémes informatiques ont tout de méme certaines propriétés physiques. En
effet, elles émettent de la lumiére, elles sont incluses dans des objets matériels (tablette,
ordinateur, smartphone) soumis a la pesanteur, enfin on peut les toucher directement, opérant
dessus comme avec des objets. Dans le choix d’un artefact tangible et d’un artefact
numérique, il s’agit de sélectionner, dans un continuum d’objets et de propriétés, deux
artefacts suffisamment distincts pour étre complémentaires dans leur association.

Duo d’artefacts
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Figure 10. — Les genéses instrumentales conjointes avec un duo d’artefacts.

Cependant, choisir deux artefacts complémentaires par rapport a la réalisation d’une tiche ou
la résolution d’un probléme n’ameéne pas forcément I’'utilisateur a les associer et a engendrer
un systeme d’instruments, bien que cette complémentarité soit nécessaire pour 1’utilité du
duo. Les genéses instrumentales peuvent se développer de facon disjointe. Bourmaud (2007)
indique deux autres caractéristiques des systémes d’instruments robustes et adaptables : la
redondance et les antagonismes. La redondance permet le développement de certains schémes
dans le passage d’un artefact a 1’autre. Les antagonismes provoquent des réorganisations et
des modifications. Si ces mécanismes opérent de fagon cohérente avec les apprentissages
mathématiques visés, un tel duo peut donner matiére au développement d’un systéme
d’instruments pour apprendre et faire apprendre (Figure 10). Les complémentarités, qui
justifient 1'usage des deux artefacts et pas d’un seul, les redondances, qui permettent aux
utilisateurs d’associer les deux dans les usages et les antagonismes qui provoquent les



évolutions font que deux artefacts constituent un duo et se développent en un systéme
d’instruments.

La situation didactique au sein de laquelle sont inclus les artefacts, en particulier le type de
probléme posé, est également nécessaire pour que les genéses instrumentales conjointes se
développent.

Les travaux en géométrie qui ont donné lieu au développement de ce modéle ont concerné
principalement la conception des artefacts pour 1’apprentissage de divers concepts
géométriques et 1’expérimentation des situations aupres d’éléves pour identifier les
apprentissages. Les questions d’appropriation par les enseignants n’ont pas été étudiées sur
les cas de duos d’artefacts en géométrie. Nous avons parfois congu I’artefact tangible pour
compléter un environnement numérique existant ou bien congu I’environnement numérique
associé a des artefacts tangibles. La problématique en termes de duo d’artefact en géométrie la
plus aboutie concerne le travail sur la construction du triangle a la reégle et au compas
(Voltolini, 2014 ; 2017). Avec la conception d’un environnement numérique associé¢ a la
construction au compas d’un triangle dont les longueurs des cotés sont données, ce travail a
permis de mettre en évidence les stratégies de construction des €léves ainsi que les geneses
instrumentales relatives aux deux environnements. Ce travail a permis a Voltolini (ibidem)
d’identifier un nouvel instrument « compas » servant a faire pivoter les segments. Elle a
¢galement montré quelles connaissances géométriques étaient construites lors de ces geneéses,
dont une nouvelle conception du triangle comme ligne brisée fermée (voir la présentation
détaillée dans le TD associ€ a ce cours : Emprin et al. dans le volume 2 de cet ouvrage).

Tapis et grenouille, un duo d’artefacts pour I’apprentissage du quadrillage comme outil de
repérage dans le plan

Nous avons utilisé ce principe de mise en relation de ’espace tangible et de la technologie,
pour concevoir une situation d’apprentissage du quadrillage (ou grille & mailles carrées)
comme outil de repérage des positions et des trajectoires dans le plan (Soury-Lavergne &
Maschietto, 2015a). Le quadrillage est un objet graphique du micro-espace qui permet de
structurer le plan et de distinguer les positions. C’est également la représentation d’un objet
géométrique théorique (réseau de droites perpendiculaires), a partir duquel sera construit le
concept de repere, et qui permet de modéliser et résoudre des problémes spatiaux et des
problémes géométriques. Son introduction aupres des éléves n’est généralement pas
problématisée a 1’école primaire. C’est-a-dire que les raisons d’utiliser ou pas un quadrillage
pour résoudre un probléme ne sont pas accessibles aux éleéves, le quadrillage étant toujours
donné lors de la présentation du probléme.

Un artefact tangible de 1’espace sensible, un grand tapis uni, a été choisi pour étre associé a
un environnement numérique existant. Une situation a été congue pour faire exister le
quadrillage comme objet du champ des connaissances spatiales permettant de résoudre le
probléme de repérage spatial et rendre le passage par I’espace graphique nécessaire. En effet,
mémoriser une position sur un tapis ou bien le déplacement d’une grenouille dans un plan
quadrillé implique la réalisation de schémas dans 1’espace graphique. La situation a été
expérimentée en Italie avec deux classes de niveau CE1 et les productions graphiques des
¢léves ont été étudiées pour déterminer le role joué par le quadrillage dans leurs stratégies de
résolution (voir la présentation détaillée dans le TD associé a ce cours).

Pliage papier et pliage numérique pour [’apprentissage des patrons du cube

L’¢étude des patrons du cube passe traditionnellement par la réalisation des patrons en papier.
Le découpage et le pliage des patrons, mobilisant 1’espace sensible (avec les cubes comme
objets, le pliage et dépliage des patrons et I’assemblage de piéces carrées en plastique) ainsi



que ’espace graphique (avec la réalisation de dessins de patrons), produisent des rétroactions
qui permettent aux éléves d’obtenir une validation pragmatique du patron. En choisissant de
caractériser un raisonnement dans I’espace géométrique par les déconstructions
dimensionnelles opérées par 1’¢leve (Duval, 2005), le pliage et dépliage des patrons implique
une déconstruction 3D/2D qui reléve alors de I’espace géométrique. Ainsi, le pliage des
patrons apparait comme permettant d’articuler les champs de connaissances spatiales et
géométriques. Pour augmenter et faciliter les possibilités de pliage et dépliage, nous avons
¢laboré un artefact numérique avec la technologie Cabri-Elem et une situation dans laquelle
¢taient associés des artefacts tangibles (papier ou polydrons, Figure 11 a gauche et au milieu)
et un environnement numérique (Figure 11, a droite) (Calpe, Rabatel, Zucchetta & Soury-

Lavergne, 2014).
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Figure 11. — Artefacts tangibles et artefact numérique pour les patrons du cube (Calpe et al., 2014).

Dans I’environnement numérique (Figure 11, a droite), la tache de 1’éléve est de trouver
différents patrons d’un cube. Pour cela, il peut sélectionner des carrés sur un quadrillage 5x5
(les carrés sélectionnés changent de couleur, rétroaction de manipulation directe) puis replier
la sélection et faire tourner le patron replié pour vérifier, comme dans I’espace sensible, qu’il
n’y a pas de trous et de recouvrements (rétroaction de stratégie). Il peut aussi demander au
systéme s’il a bien trouvé un patron du cube. Si c’est le cas et que le patron n’est pas déja
identifié, le systeme 1’affiche sur la droite du plan (rétroaction d’évaluation), sinon il indique
soit que le patron a déja été trouvé (en faisant tourner le patron en question, rétroaction de
stratégie) ou indique simplement que 1’assemblage de carrés n’est pas un patron (rétroaction
d’évaluation). Les différents messages et animations ont ét€ congus pour constituer des
rétroactions d’évaluation ou de stratégies (par exemple, faire tourner I’image réduite d’un
patron déja obtenu permet de faire reconnaitre le doublon sans pour autant indiquer comment
obtenir un nouveau patron). De plus, en n’indiquant pas que tous les patrons du cube ont été
identifiés, on ameéne les éléves a tester des assemblages inhabituels et a questionner les
raisons qui font que ce sont ou pas des patrons de cube.

Dans ce cahier, la construction des carrés et le choix de faces carrées n’est pas une tache
sous la responsabilité des éléves. Ainsi, la caractéristique des patrons de cubes d’avoir
uniquement des faces carrées ne résulte pas de I’utilisation de I’environnement numérique.
C’est le recours a I’artefact tangible, prévu dans I’autre phase de la situation, qui prend en
charge I’apprentissage de cette propriété. La situation est congue en trois phases (apres une
introduction pour vérifier que les éléves disposent des critéres pour reconnaitre qu'un pliage
est un patron, a savoir forme du cube, pas de recouvrement et pas de face vide) : (i) une phase
de travail avec le matériel tangible pour chercher au moins trois patrons de cube, et plus si
possible, et les représenter sur une fiche ; (ii) une phase de travail avec 1’environnement
numérique pour vérifier les patrons trouvés lors de la phase précédente et en chercher
d’autres ; (iil) une phase collective pour faire apparaitre les propriétés d’un patron de cube (6
faces, des faces carrés) et le role du pliage dans la validation de I’assemblage. La recherche de
nombreux patrons doit amener les ¢éléves a tenter de plier et déplier, physiquement, a
I’interface du logiciel et mentalement, de nombreux patrons.



La situation a été expérimentée auprés de trois classes frangaises (deux CM2 et une 6°) en
2013 et 2014. L’analyse est conduite sur les schémas de 53 ¢leves de CM2 et une observation
de classe (enregistrement des discussions collectives et de deux bindmes, observation des
autres bindmes). Cette analyse a pour objectif de déterminer le champ conceptuel auquel se
rattache le probleme résolu par les €léves, en particulier en identifiant les déconstructions
dimensionnelles qui sont mobilisées.

Une conclusion importante est que les éléves ont d’abord considéré le probléme dans
I’espace sensible, faisant notamment appel aux contraintes particuliéres de cet espace qui ne
sont pas géométriques (un patron en papier ayant exactement les dimensions des faces d’un
cube ne pourrait pas I’envelopper). L’enjeu de la situation a été de voir si les problémes a
résoudre avec le tangible puis le numérique pouvaient amener les éléves a travailler dans
I’espace géométrique et mobiliser des propriétés telles que le coté du carré d’un patron a la
méme mesure que I’aréte du cube. Dans I’environnement papier-crayon, peu d’¢éléves utilisent
la régle pour tracer les alignements des cotés des carrés formant le patron, la plupart d’entre
eux construisent séparément les carrés adjacents, sans perception de ’alignement des bords
des carrés 1D/2D dans le patron a construire. Pres de la moiti¢ des fiches des éleves
présentent des patrons dupliqués (23 sur 53). Seulement 16 fiches sur 53 ne présentent ni
doublons, ni erreur, mais dans ce cas, il y a souvent peu de patrons représentés. Pendant la
phase avec I’artefact numérique, les éléves ont testé de trés nombreux assemblages de carrés
incorrects, avec plus ou moins de 6 faces ou avec un pavage de 4 carrés. Ainsi, la technologie
leur a donné I’occasion d’expérimenter. Pourtant, ils n’ont pas toujours pli¢ le patron,
contournant la rétroaction de stratégie pour demander 1’évaluation par le systéme. La facilité
de sélection et d’obtention d’une évaluation rend peu colteuse une stratégie de type
combinatoire sur le choix de carrés. Or cette stratégie reléve d’un autre champ mathématique
et n’est pas en relation avec 1’espace sensible. Mais dés que la situation s’est complexifiée,
par exemple aprés la découverte de cinq patrons différents, et que le systéme a rejeté
systématiquement les nouvelles propositions, les éléves ont recommencé a plier les patrons,
parfois aprés que le systeéme les ait rejetés, pour comprendre pourquoi ils n’étaient pas
acceptables. Ainsi, le nombre de patrons a trouver est une variable didactique importante, sa
valeur devant étre au moins cing, pour provoquer le changement de stratégie et le recours au
pliage, indicateur d’un travail dans le champ de la géométrie.

Machine mathématique et géométrie dynamique pour |’apprentissage de la symétrie

L’exemple considéré dans cette section concerne I’utilisation d’un artefact tangible et de la
géométrie dynamique pour la symétrie axiale. Les expérimentations conduites au niveau
college (Bettini, Facchetti & Maschietto, 2012 ; Bettini, 2017 ; Maschietto, 2018)
commencent par ’exploration d’un artefact tangible appelé « machine mathématique »
(Bartolini Bussi & Maschietto, 2006) constitué par un losange articulé (Figure 12) dont deux
sommets opposés sont contraints de glisser le long d’une fente dans un plan en bois.
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Figure 12. — Pantographe pour la symétrie axiale.

Les éleves travaillent selon la structure proposée par les travaux s’inscrivant dans la
médiation sémiotique : 1) description de la machine (ses composantes et leurs caractéristiques,



type de figure articulée) ; ii) dessin de figures symétriques en placant des mines de crayon
dans les deux sommets qui ne sont pas dans la fente. Selon la classe, il peut avoir une
troisiéme étape, ou on demande aux éléves d’expliciter pourquoi la machine réalise une
symétrie axiale (grace aux propriétés des diagonales du losange faisant coincider une
diagonale avec la fente du plan). Enfin, la justification du comportement et de ce que la
machine produit représente un moment de la mise en commun du travail fait. D’autres taches
sont ensuite proposées (Maschietto, 2018).

Apres ’exploration de la machine mathématique, la géométrie dynamique est utilisée en
classe dans des moments collectifs sur le TBI. Par exemple, deux fonctionnalités sont
utilisées : le déplacement des points pour lesquels la Trace est activée et la commande
Symétrie axiale.
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Figure 13. — A gauche la situation de départ, a droite les trajectoires des deux mouches.

Dans Bettini (2017), 'utilisation du déplacement et de la Trace repose sur 1’utilisation d’une
métaphore des points présentés comme deux mouches qui se déplacent de facon symétrique
sur le plan et qui ont les pattes colorées (cette idée a été empruntée a une activité congue dans
le projet MAGI), avec le but que la mouche la plus grande puisse rattraper la plus petite
(Figure 13). Cette activité se réalise en continuité avec le travail précédent sur la machine.
Sans la structure du losange articulé et la présence de I’axe, elle peut étre considérée en
antagonisme par rapport a la machine, mais aussi en complémentarité par la possibilité de
changer la position de 1’axe, qui n’est plus nécessairement vertical et de passer d’un demi-
plan a I’autre.

La commande de symétrie est utilisée dans des tiches de prévision de la figure symétrique

d’une figure donnée (Figure 14).

Figure 14. — Preévision de la figure symétrique et validation de la réponse.

Le parcours avec la machine mathématique et la géométrie dynamique offre une approche
dynamique de la symétrie axiale en conjuguant un point de vue global et un point de vue
ponctuel sur les figures et ses transformées. La limitation physique du losange et de la fente,
ainsi que ’orientation de 1’axe de la machine (toujours horizontal ou vertical par rapport a
I’¢leve) est dépassée avec la géométrie dynamique, qui permet de rencontrer des
configurations nouvelles et, en particulier, des configurations ou I’axe de symétrie coupe la
figure (comme dans le cas de la Figure 14). La géométrie dynamique est donc
complémentaire a la machine mathématique, mais aussi antagoniste parce qu’elle remet en
cause la conception selon laquelle la symétrie est une correspondance entre demi-plans.



ACQUIS ET NOUVELLES QUESTIONS A TRAITER

Dans I’ensemble des recherches que nous avons présentées, qui partent des travaux sur la
géométrie dynamique pour interroger les connaissances géométriques puis le role de la
technologie associée aux artefacts tangibles dans les processus d’apprentissage, nous
proposons de retenir quelques idées clefs qui, selon nous, devraient fonder les futurs travaux
dans le domaine, soit comme hypotheses de travail, soit comme générateur de nouvelles
questions.

Diversité des usages possibles du dynamisme en géométrie

Quelques résultats obtenus avec les travaux en géométrie dynamique devraient étre pris en
compte dans nos recherches a venir et pourraient méme étre la source de nouveaux travaux.
Finalement, le dynamisme dans la géométrie et la variété des situations qu’il permet
d’aborder, au-dela de révéler les propriétés invariantes d’une figure lors du déplacement,
n’ont pas encore été complétement cernés. Par exemple, nous avons maintenant les moyens
de distinguer deux fagons de considérer la figure dynamique : une vision statique, qui
considere les états successifs de la figure, ou bien une vision dynamique qui s’intéresse a sa
transformation continue et a celle de ses propriétés au cours du déplacement. Ces deux visions
sont-elles mobilisées par les ¢léves et a quelles conditions ? Qu’en est-il pour les
enseignants ? Avec quelles conséquences sur les connaissances mathématiques construites ?
Une autre distinction a reprendre est celle des constructions robustes et des constructions
molles, I’exploitation de ’'une ou de I’autre, donnant lieu a des instrumentations variées du
déplacement. Elle apparait trés utile pour aborder les apprentissages en géométrie a 1’école
primaire et méme dés la maternelle, comme en témoignent les travaux canadiens. Cette
distinction est également fructueuse pour engager les ¢éléves dans une démarche de preuve.
Les situations dans lesquelles le travail des éléves porte sur la recherche des conditions
(hypotheéses qui ne sont pas toutes satisfaites dans les cas des constructions molles) afin
d’obtenir une conclusion souhaitée et bien identifiée a priori sont productives pour
I’apprentissage de la preuve et de la démonstration.

Complexité de la prise en compte du dynamisme par les éleves et par les enseignants

En connaissant mieux les caractéristiques et le potentiel de la géométrie dynamique, nous
avons aussi peu a peu mieux compris la complexité de son appropriation tant par les éléves
que par les enseignants. Nous avons exposé en quoi les objets de la géométrique dynamique
sont différents des objets géométriques de la géométrie euclidienne. Ces différences parfois
transparentes pour les utilisateurs ont des conséquences dans les pratiques. Une autre
différence est la nécessité de concevoir le point comme intersection de lignes pour obtenir des
constructions robustes. Or la conceptualisation du point est difficile (Kuzniak, 2005) et n’est
pas un objectif de 1’école primaire. Pour I’enseignement, il ne s’agit pas de partir du point
pour construire le champ des connaissances géométriques, comme chez Euclide, mais plutot
d’avoir sa conceptualisation comme objectif. Les premiers travaux utilisant la géométrie
dynamique qui ont pris comme principe de ne pas aller jusqu’a une déconstruction
dimensionnelle 0D ont été conduits de fagon fructueuse sur quelques concepts
mathématiques, donnant des pistes pour 1'usage de ces technologies en primaire.

Construction des connaissances géométriques

A propos de la construction des connaissances géométriques, I’hypothése retenue dans les
travaux étudiés est qu’elles se développent a partir des connaissances spatiales, chaque champ
conceptuel étant a la fois distinct et en relation avec I'autre. Les travaux conduits ont aussi



distingué trois espaces concourant au développement des deux domaines de connaissances :
I’espace sensible, 1’espace graphique et I’espace géométrique. Ils ont mis en évidence le role
pivot joué par 1’espace graphique dans la mise en relation des deux champs. L’enjeu est
maintenant de poursuivre la conception de situations didactiques basées sur la mise en
relations des trois espaces, pour amener les éléves a construire des connaissances spatiales et
des connaissances géométriques (2 1’image du programme que s’est donné le groupe de
recherche sur I’enseignement de la géométrie a I’école élémentaire du Nord-Pas-de-Calais,
voir le cours de J. Mithalal et A.-C. Math¢é dans cet ouvrage). L’enjeu est aussi de comprendre
comment ces trois espaces sont mis en relation non seulement grace aux graphiques et
schématisations, mais aussi grace a la technologie numérique, notamment la géométrie
dynamique. Avec les bonnes situations, la technologie permet de créer des liens entre 1’espace
sensible, I’espace graphique et I’espace géométrique.

Duos d’artefacts tangibles et numériques

Enfin, nous proposons de regarder particulicrement I’articulation entre le tangible et le
numérique dans les situations didactiques pour ’apprentissage de la géométrie. Avec les duos
d’artefacts, nous présentons une mod¢lisation simplifiée pour concevoir et étudier les
systémes d’instruments complexes que développent les ¢€léves et les enseignants dans les
situations incluant nombre d’artefacts variés, comme c’est le cas en géométrie. L’idée
principale des duos d’artefacts est de rechercher dans un artefact tangible et dans un artefact
numérique des éléments de complémentarité, de redondance et d’antagonisme permettant de
concevoir des situations didactiques. Les nouvelles questions posées concernent: (i) la
conception des artefacts et des situations, toute situation existante pouvant étre reconsidérée
du point de vue de la conception d’un des artefacts lorsque 1’autre existe ; (ii) les processus
d’apprentissage, les genéses instrumentales conjointes au sein du duo et les conceptualisations
associées ; (iii) I’appropriation de la technologie et des situations par les enseignants,
I’association de la technologie a d’autres artefacts déja utilisés étant un facteur possible
d’appropriation.

Ce nouveau point de vue semble trés productif puisque plusieurs travaux se développent
actuellement, qui problématisent de fagon explicite le rapport entre tangible et numérique,
comme les travaux en géométrie de Montone, Faggiano et Mariotti (2017).
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