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UNE MESURE DE RADON INVARIANTE
SUR LES F-STRATES UNIPOTENTES

par

Bertrand Lemaire

Résumé. — Soient I’ un corps commutatif localement compact non archimédien et
G un groupe réductif connexe défini sur F. A tout élément unipotent u de G(F),
on a associé en [L| une F-strate 2 p, qui est réunion (éventuellement infinie) de
G(F)-orbites unipotentes. On définit une mesure de Radon positive G(F')-invariante
non nulle «canonique» sur Yp ,,. Sous certaines hypothéses supplémentaires, on
en déduit la convergence de l'intégrale orbitale associée a la G(F')-orbite de u. La
construction, valable en toute caractéristique, généralise celle de Deligne-Ranga Rao
[RR] et s’applique aussi bien aux F-strates nilpotentes dans Lie(G)(F).

Abstract. — Let F' be a non-Archimedean locally compact field and G a connected
reductive group defined over F. To any unipotent element u in G(F'), we have as-
sociated in [L] an F-stratum ), which is a (possibly infinite) union of unipotent
G(F)-orbits. We define a « canonical » non-zero positive G(F')-invariant Radon mea-
sure on Yp,. Under additional assumptions, we deduce the convergence of the
orbital integral associated to the G(F')-orbit of w. The construction, valid in any
characteristic, generalizes the one of Deligne-Ranga Rao [RR] and also applies to
nilpotent strata in Lie(G)(F).
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1. Introduction

1.1. Notations. — Soit F' un corps commutatif d’exposant caractéristique p > 1.
On fixe une cloture algébrique F' de F' et on note F5P, resp. F™4 la cloture séparable,
resp. radicielle, de F dans F. On pose I'r = Gal(F¢?/F). Soit G un groupe réductif
connexe défini sur F. On note g = Lie(G) son algébre de Lie. Comme il est d’usage,
on identifie G & G(F) et g a g(F).

Si F est localement compact non archimédien (non discret), ce que lon suppose
jusqu’a la fin cette introduction, on note | | la valeur absolue normalisée sur F' et on
munit G(F) et g(F) de la topologie définie par F', appelée Topp.

1.2. Le théoréme de Deligne-Ranga Rao (p = 1). — On suppose dans cette
sous-section que F' est une extension finie de Q. La convergence des intégrales
orbitales sur G(F') est un résultat connu, di a Deligne et Ranga Rao [RR]. Grace a
la décomposition de Jordan (rationnelle puisque p = 1), le résultat se déduit facilement
de la convergence des intégrales orbitales unipotentes.

Soit w un élément unipotent de G(F). Le centralisateur G*(F) de u dans G(F)
est unimodulaire et l’espace quotient G*(F)\G(F') est muni d’une mesure de Radon
positive G(F)-invariante non nulle dg (ot § = G*(F)g avec g € G(F)). 1l est prouvé
dans loc. cit. que cette mesure dg, vue comme une mesure sur la G(F)-orbite

Opu={9 "uglg € G(F)} C G(F)
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via I’homéomorphisme G*(F)\G(F) — Opu, § — g ‘tug, est une mesure de Radon

positive sur G(F). En d’autres termes, pour toute fonction f € C°(G(F)), 'intégrale

(1) / F(g ug) dg
Gu(F)\G(F)

est absolument convergente et définit une distribution invariante sur G(F'). La preuve
repose sur un calcul explicite de cette distribution, que nous rappelons ci-dessous.
Puisque p = 1, on dispose de l'application exponentielle exp : g(F) — G(F).
L’élément X € g(F) tel que u = exp(X) s’'insére dans un sle-triplet de Jacobson-
Morosov (X, H,Y) : H et Y appartiennent a g(F), [H,X]| = 2X, [H,Y] = —2Y et
[X,Y] = H. L’élément H définit une fibration
Zeirgli)={Zecg|[H 2] =iZ}

de g définie sur F. Ainsi p = > ;5 9(i) est une sous-F-algebre parabolique de g de
radical nilpotent u = »".., g(i) et m = g(0) est une sous-F-algeébre de Levi de p.
Soient P, U, M les sous-groupes de G (définis sur F') correspondant & p, u et m.
Puisque p = 1, le morphisme (surjectif)

(2) G — Adg(X), g — Ady(X)

est séparable ; en d’autres termes le commutant g* de X dans g coincide avec
'algébre de Lie du centralisateur GX = G" de X dans G. Or GX C P par conséquent
g% C p et le F-morphisme [X,:] : g(—1) — g(1) est un isomorphisme. Cela assure
Pexistence d’une fonction ¢ : g(2;F) — Ry telle que o(X) # 0 et, pour tout
X' € g(2,F) et tout m € M(F), on ait

(3) P(Adm (X)) = |detr (Adp [g(1 ; F)) [re(X).

Soit K un sous-groupe ouvert compact maximal de G(F') tel que G(F') = KP(F).
L’intégrale (1) se récrit (pour un bon choix de mesures de Haar

)
@ F5 o exp(Ady 1 (X)) dep avee fX(g) = [ F(k~ gk dk.
GX(F)\P(F)

K
La séparabilité du morphisme (2) entraine aussi que :
— lapplication M(F) — g(2;F), m — Ad,,(X) est submersive, par conséquent
son image est un ouvert de g(2; F) que 'on note O%X ;
— l'application P(F) — O%X @ g3(F), p — Ad,(X) est surjective, ot 'on a posé
g3(F) = ZiZS g(i; I).
Soit A la distribution sur G(F') définie par

A= [ (X' F¥ (exp(X' + 2))dX' dZ.
OF x xg3(F)

La propriété (3) assure qu’elle est invariante [RR, theorem 1] : on a A(folnty) = A(f)
pour tout g € G(F'). Cela prouve qu’a une constante > 0 prés (qui dépend du choix
de ¢ et des mesures de Haar), l'intégrale (1) coincide avec A(f)™).

(D C’est un calcul analogue que nous faisons ici, valable pour p > 1, en remplacant la G(F)-orbite
OF,u par la F-strate Yp , (voir 2.1 et 2.2).
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1.3. L’état des lieux en caractéristique p > 1. — Pour les «bons»® p > 1,
les orbites géométriques nilpotentes dans g = g(F) sont décrites par le théoréme
de Bala-Carter. Pour p = 1 ou p > 1, on peut utiliser la théorie des slo-triplets.
Pour p seulement «bony, il faut remplacer le H du slo-triplet associé & X par un
co-caractére \ € X(G) qui destabilise X, c’est-a-dire tel que lim;_,o Ady» (X) =0, et
soit en certain sens meilleur que les autres ; cela a été fait d’abord par Pommerening
en utilisant les co-caractéres dits «associés» & X, puis par Premet en utilisant les
co-caractéres dits « optimaux» de la théorie de Kempf-Rousseau. Pour étudier les
orbites nilpotentes rationnelles, il faut ensuite faire descendre ces résultats de F a F.
La théorie de Kempf-Rousseau se comporte trés bien par descente séparable, ce qui
permet en général (si p > 1) de se ramener & F*® ; mais pas a F.

Des résultats plus fins concernant le théoréme de Deligne-Ranga Rao pour p > 1
sont dtis & George McNinch [MN]. Sous des hypothéses standard un peu moins fortes
que «p trés bon »(3) mais assurant néanmoins que toutes les orbites géométriques
nilpotentes sont séparables, McNinch prouve dans loc. cit. que si X est un élément
nilpotent de g(F'), il existe un co-caractére de G qui soit a la fois associé & X et défini
sur F. Il en déduit le théoréme de Deligne-Ranga Rao sur la convergence des intégrales
orbitales nilpotentes, resp. unipotentes (sous des hypothéses supplémentaires, via une
application du type «logarithme» G(F) — g(F)).

Sip > 1, les résultats prouvés ici redonnent ceux de McNinch [MIN] pour les orbites
rationnelles nilpotentes, resp. unipotentes(®. Ils donnent méme plus (cf. 1.6).

1.4. L’analogue du théoréme de [RR] pour les F-strates. — Cette sous-
section et la suivante sont valables pour p > 1, sans aucune hypothése supplémentaire.

Soit u # 1 un (vrai) élément unipotent de G(F), c’est-a-dire contenu dans le
radical unipotent d’un F-sous-groupe parabolique de G. On renvoie & 2.1 et 2.2
pour les définitions des objets introduits ci-aprés. Soient A € A?{’Z un co-caractére
(F,u)-optimal de G, P = pP, (= P)) le F-sous-groupe parabolique de G associé a
u, W =%pu et Y =Yg, (= Intgr)(Zr.u)) respectivement la F-lame et la F-strate
associées & u. Solent aussi k = mpy (= my(N)) et £ = Zpu (= Grp(F)). On
prouve que pour ¢ = 1,...,k — 1, le F-endomorphisme X — Ad,(X) — X de g(F)
induit par restriction et passage aux quotients un isomorphisme

(1) On—i(F)/0r—it1(F) = ga—ik(F) /g —ith+1(F) .

(2)Rappelons que si G est (absolument) quasi-simple, p > 1 est dit bon pour Gsip=1ousip>1
ne divise aucun coefficient de la plus grande racine (exprimée comme combinaison linéaire de racines
simples) du systéme de racines de G. Les mauvais p > 1 pour G sont : aucun si G est de type A; ;
p =2 si G n’est pas de type A; ; p = 3 si G est de type exceptionnel (G2, F4 ou Ey) ; p =551 G
est de type Eg. Si G n’est pas quasi-simple, p est dit bon pour G s’il est bon pour tout sous-groupe
distingué quasi-simple de G.

(3)Rappelons que p > 1 est dit trés bon pour G s'il est bon pour G et si pour tout sous-groupe
distingué quasi-simple de G de type A;, on al # —1 (modp).

(D Pour les orbites unipotentes, on n’a pas besoin ici d’hypothéses supplémentaires car on n’utilise
pas d’application logarithme pour passer de G(F) a g(F').
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Cela assure l’existence d’une fonction

©® :yz %/G)\,;H_l(F) — R+
telle que pour tout T € 2~ et tout p € P(F), on ait
(2) ¢(Int,(T)) = dp()drx(p) " ¢ (T)
avec

5,\7}9([)) = |det(Adp | Q)\,k(F))|F et (Sp = 5,\71 .
On reléve ¢ en une fonction Gy y+1(F)-invariante (par transaltions) sur 2". On a

(3) o(y) #0 pour tout y e X .

Fixons un sous-groupe ouvert compact maximal K de G(F') tel que G(F) = KP(F).
Observons que la F-lame % est (Topy)-ouverte dans 2~ et que Intx (%) = ). Soit
Iy la distribution sur G(F') définie par

(4) Iy (f) = /K  ola) (k™) dkda

ou dx est une mesure de Haar sur Z". Elle annule toute fonction f € C°(G(F))
qui s’annule sur ) et comme dans [RR], la propriété (2) assure qu’elle est invariante
pour la conjugaison dans G(F).

1.5. Une formule du type «intégrale orbitale» pour Iy. — Pour relier la
distribution Iy & une formule qui ressemble & une intégrale orbitale du type 1.2 (1),
il faut travailler un peu plus. Soit H l’espace des fonctions localement constantes ®
sur G(F) x £ qui vérifient, pour tout (g,z) € G(F) x 2 :

— @(gp,p~'zp) = dp(p) "' Iak(p) (g, 2) pour tout p € P(F) ;
— il existe un sous-ensemble compact Qg C G(F) x 2" tel que si ®(g, z) # 0, alors
il existe un p € P(F) tel que (gp,p~tap) € Q.

On note p la fonctionnelle linéaire positive sur H définie par
o= [ flga)dgds
G(F)x %
pour une (i.e. pour toute) fonction f € CX(G(F) x Z) telle que
‘1>(g,w)=/ Fgp,p™ ap)dri(p) ™" dup.
P(F)

L’application continue

GF)x¥ =99, (9,y) = (9.y) = gyg ™"

se quotiente en un homéomorphisme
(1) GF)xPE oy =9
On prouve que la mesure p¥, sur G(F) xF) & définie par

dpsy (9.y) = ¢(y) du(g. y)
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donne via 'homéomorphisme (1) une mesure de Radon positive et G(F')-invariante
(pour la conjugaison) sur G(F). Précisément, les mesures de Haar étant choisies de
maniére cohérente, pour toute fonction f € C°(G(F)), on a

) )= [ L Hews e ante.y).

1.6. Sur la convergence des intégrales orbitales unipotentes. — Supposons
que la G(F)-orbite Op,, soit ouverte dans 9 = Yp,, (e.g si p = 1)) Alors la
P(F)-orbite Of,, = {pup™" |p € P(F)} est ouverte dans % = %, donc aussi dans
2 = 2Fu, et en remplacant % par Of, dans la définition de Iy (cf. 1.4(4)), on
obtient une distribution positive G(F)-invariante non nulle I,, = Io,,, sur G(F) :

Iu(f):/K o o(x)f(kxk™ ') dk dx .

L’existence de I, assure que le centralisateur G*(F) de u dans G(F') est unimodulaire.
Si dg" est une mesure de Haar sur G*(F), il existe une constante ¢ > 0 telle que pour
toute fonction f € C°(G(F)), on ait

/ Flg~ ug) i = eLu(f) 5
G (P)\G(F)

Iintégrale étant absolument convergente. C’est le théoréeme de Deligne-Ranga Rao.
Ce cas particulier contient tous les cas traités dans [MN].

On prouve ici que le théoréme de Deligne-Ranga Rao reste vrai sous les hypothéses
plus faibles suivantes (3.6.4) :
(H1) Le centralisateur G*(F) de y dans G(F') est unimodulaire.
(H2) 1l existe un feuillet S pour u (dans # relativement a l’action de P(F)), cf. 3.6.3.

Posons

S =TIntpry(S) et & =Intx(S) (= Intgr)(S)).

D’apreés 'hypotheése (H2), S est ouvert dans % (par suite & est ouvert dans ) et
S est fermé dans S. De plus Despace S/P(F) (= &/G(F)) des P(F)-orbites dans S
est homéomorphe & S. On prouve que pour toute fonction f € CX(G(F)) et tout
y € &, l'intégrale

_ 1)
1) L= o T v 8

est absolument convergente. De plus, en remplagant % par S dans la définition de
Iy (cf. 1.4(4)), on obtient une distribution positive G(F)-invariante Ig sur G(F),
donnée par (cf. 1.5(2)) :

Is(f) = / Flayg ™ )ely) dulg.y)
G(F)xPU) G

(3)En effet dans ce cas, la F-strate 2) est réunion finie de G(F)-orbites, chacune d’elles étant ouverte
et fermée dans 2).
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On prouve qu’il existe une mesure de Radon positive non nulle g sur 'espace des
orbites S/P(F) telle que pour toute fonction f € C°(G(F)), on ait

@) Is(f) = /g/P(F) o)1, (f) dns (y)

On a les mémes résultats pour les éléments nilpotents de g(F).

Une remarque conjecturale pour finir. Nous ne connaissons pas d’exemple ou les
hypotheses (H1) et (H2) ne soient pas vérifiées. D’un autre coté le développement fin
de la contribution unipotente a la formule des traces [L| devrait fournir localement
des distributions invariantes qui sont des intégrales sur des ouverts (G(F')-invariants)
de F-strates unipotentes et pas des intégrales orbitales sur les orbites rationnelles.
C’est pourquoi pour les mauvais p, il n’est peut-étre pas nécessaire de pousser plus
avant I’étude des intégrale orbitales unipotentes.

1.7. Organisation des résultats. — Dans la section 2, aprés des rappels sur
la théorie des F-strates unipotentes et nilpotentes (2.1-2.4), on démontre que les
morphismes 1.4 (1) sont des isomorphismes — le résultat technique de I’article — par
la méthode des corps proches (2.9) ; on donne aussi une preuve de ce résultat valable
pour F' quelconque si tous les facteurs quasi-simples de G sont de type A;, D; ou de
type exceptionnel E, (2.8).

La distribution Iy fait I'objet de la section 3 ; en particulier I'égalité 1.5 (2) est
obtenue en 3.3. En 3.4, on traite le cas ou l'orbite rationnelle est ouverte dans la
F-strate. Ce cas particulier nous permet en 3.5 de comparer nos résultats avec ceux
déja connus [RR, MN]. En 3.6, sous les hypothéses (H1) et (H2), on prouve la
convergence des intégrales orbitales unipotentes 1.6 (1) ainsi que la formule 1.6 (2).
Enfin 3.7 contient une remarque sur le cas des corps globaux qui sera utile pour la
suite de notre travail sur la formule des traces.

2. Un résultat technique

Dans cette section, F' est un corps commutatif quelconque et la topologie est celle
de Zariski ; a I’exception de 2.9 ol F' est un corps localement compact non archimédien
et la topologie est celle définie par F' (Topy). Le résultat technique en question est
la proposition 2.6.2. Il convient de lire cette section avec [L] sous la main.

2.1. Les co-caractéres (F,u)-optimaux. — On a développé dans [L]| une théorie
des F-lames et des F-strates unipotentes de G(F') basée sur les travaux de Kempf-
Rousseau [K, R] et Hesselink [H1, H2|. Jusqu’en 2.5, on rappelle les principaux
résultats de cette théorie.

On fixe une F-norme G-invariante || || sur X (G) (cf. [L, 2.2]). Pour chaque tore
maximal 7" de G défini sur F', on dispose donc d’une forme bilinéaire symétrique
définie positive (-,-) : X(T) x X(T) — Z qui est invariante par I’action du groupe
de Weyl W& (T) = NG(T)/T et par celle du groupe de Galois I'r. On étend | || &
X(G)g (cf. [L, 2.4]) et (-,-) & X(T)g = X ®z Q par conjugaison et linéariteé.
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Soit 4 = U la sous-variété fermée de G = G(F) formée des éléments unipotents.
Soit pU = FMG le sous-ensemble de U formé des éléments qui sont contenus dans
le radical unipotent d’un F-sous-groupe parabolique de G, et soit Up = G(F) N pih
lensemble des (vrais) éléments unipotents de G(F'). L’inclusion Up C U(F') est en
général stricte.

Pour A € X(G), on note :

— P, l'ensemble des g € G tels que la limite lim,_,q t gt~ existe(® ;

— Uy = Up, lensemble des g € G tels que lim;_,ot gt~ =1

— M, le centralisateur de Im(\) dans G.
Ainsi Py est un sous-groupe parabolique de G de radical unipotent Uy et M) est une
composante de Levi de Py : on a Py = My x Uy. Pour u € G~ {1} et u € X(G) tels
que u € Uy, la fibre schématique au-dessus de 1 du prolongement a G, du morphisme
Gm — G, t > t*ut=> est d’algébre affine F[T]/(T™) pour un entier m > 0 ; on pose
mu(\) = m et pu(A) = T
A tout élément u € $U(F) ~ {1} sont associés comme suit
— un sous-ensemble A, C Xr(G) ;
— un invariant mp, € N* ;
— un F-sous-groupe parabolique pP, de G.

Un co-caractére A € X (G) est dit primitif s'il n’existe aucun co-caractére N € X (G)
tel que A = k) avec k € Zss. Un co-caractére primitif A\ € Xp(G) est dit (F,u)-
optimal si u € Uy et si pour tout 4 € Xr(G) tel que u € Uy, on a p, (1) < pyu(A). On
note A%’Z lensemble des co-caractéres (F,u)-optimaux. L’invariant m,(\) et le F-
sous-groupe parabolique Py de G ne dépendent pas de A € A%{’Z ; on les note mp,, et
rP,, et on pose pU, = Uy. Observons que, bien que ’ensemble A?{’Z et le groupe p P,
soient définis via le choix de la F-norme G-invariante || ||, ils n’en dépendent pas. De
plus, 'ensemble A?{’Z forme une seule orbite sous 'action du sous-groupe parabolique
Pr., = pP,(F) de G(F) ; précisément, A;’{’Z est un espace principal homogéne sous
Paction de Up,, = pUy(F). Un tore F-déployé maximal A de G est dit (F,u)-optimal
s'il est contenu dans g P, ; pour un tel A, on a X(A)N A%’Z = {XN} et My est une
composante de Levi de p P, définie sur F'. Enfin on note

Aru = {7257 1A €AFL} € Xr(Go

Pensemble des co-caractéres virtuels (F, u)-optimaux normalisés.

On peut définir Ap,, directement de la maniére suivante. Pour u € X(G)g, on
choisit un r € N* tel que A = 7 € X(G). Posons P, = Py et pour v’ € U, = Uy,
posons my (1) = Lm,/(N). Ces définitions ne dépendent pas du choix de r et I'on a
%(”“) = %ﬁ)‘) = puw (). On voit donc que Ag,, est 'ensemble des u € Xp(G)g

tels que u € Uy, my (1) > 1 et ||u]| soit minimal pour ces conditions ; si 4 € Ap,, on
a forcément m, (u) = 1.

(©)j.e. tels que le morphisme G, — G, t — t* gt~ se prolonge, de maniére nécessairement unique,
en un morphismde G, — G.
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Il est commode d’étendre ces définitions & u = 1 : on pose AP} = Ap; = {0},
mp1 =mi(0) =4oocet pP =G.

2.2. Les F-lames et les F-strates. — Tout co-caractére A € X (G) définit une
filtration (G ,)ien de G, cf. [L, 2.4]. Si A est défini sur F, ces filtrations le sont aussi.
On a toujours Py = Gy g et Uy = Gy,1. Pour u € Uy, on a

my(A) =inf{i € N |u € Gy;}.

A tout élément u € Up \ {1} sont associées une F-lame %, et une F-strate Y p .,
(de MF) :

gpyu = {’U/ c Up |AF,u’ = Apﬁu} et EyF,u = Intg(p)(gpyu).

En d’autres termes, Q)F,u est I'ensemble des v’ € Up tels que Ap,s = IntgoA g, pour
un g € G(F). Les F-strates sont donc les classes de G(F')-conjugaison de F-lames.
On définit aussi des sous-ensembles 2, et Xp, de Up tels que Zp, C Zr. et
Y r C Xy Pour cela on choisit un A € A;’{’Z et on pose k = m,(A) ; alors

%F,u = G)\ﬁk(F) et xpyu = IntG(F)(%F,u) .
D’aprés L, 3.4.4], on a
e uGrit1(F) = G p1(F )50 = P, -

Pour u =1, on pose Yp; = Zp1 = {1} et Xp1 = 21 = {1}
[l n’y a qu'un nombre fini de F-strates Y p,, avec u € Up et elles sont deux-a-deux
disjointes.

2.3. La théorie sur 1’algébre de Lie. — On a la méme théorie pour g = Lie(G)
muni de Paction adjointe de G. Pour A € X(G), on pose

P = Lie(G,\) , Uy = Lie(U)\) et my = Lie(M,\).

Soit M = N la sous-variété fermée de g = g(F') formée des éléments nilpotents. On
note pM = pMNC le sous-ensemble de N formé des éléments qui sont contenus dans le
radical nilpotent d’une sous-F-algébre parabolique de g, et on pose 9Np = pFMNg(F).
Pour X € M, on définit comme en 2.1 le sous-ensemble A%{’; C Xp(G), l'invariant
mp x € N*U{+o00} et le F-sous-groupe parabolique r Py ; ainsi que le sous-ensemble
AF,X =_1 A%P:;( - XF(G)Q.

mp,x

Pour A € X(G), on définit comme suit une filtration Py-invariante (gy;)icz de g,
définie sur F' si A l'est. Pour ¢ € Z, on pose

ovi =P or() avec  ga(i) = {X € g|Adp (X) = 'X, Vt € G} ;
i>i

I'espace quotient gy ;/gx,i+1 s’identifie naturellement a gx(i). On a toujours px = gx o,
uy = ga1 et my = ga(0). Pour i € Z, gx(¢) est un sous-espace M-invariant de g,
deéfini sur F' si A lest ; et pour ¢ € N, on a gx; = Lie(Gx ).



10 BERTRAND LEMAIRE

Pour X € Mp, on définit comme en 2.2 les sous-ensembles #r x C Zrx et
Y px C Xpx de Np. Pour X € Np {0}, A € ATy et k =mx()), ona [L, 2.7.7]

e x + Oakr1(F) =Prx .

Comme pour les F-strates de U, il n’y a qu’un nombre fini de F-strates de M et
elles sont deux-a-deux disjointes.

2.4. Du groupe a 1’algébre de Lie. — Soit Py un F-sous-groupe parabolique
minimal de G. Notons Uy = Up, son radical unipotent. Observons que

Up = Intg(p)(Uo(F)) et Np = Adg(p) (uo(F)) .
Soit My une composante de Levi de Py définie sur F' et soit Ay le tore F-déployé
maximal dans le centre de My. On sait qu’il existe un F-isomorphisme de variétés
algébriques (cf. [L, 3.4])

Jo ‘ug = Lie(Uo) — Uy

compatible a 'action de A, c’est-a-dire tel que jo(Ad.(X)) = Int,(j(X)) pour tout
a € Ag et tout X € ug. On note R = Ry, C X(Ap) ensemble des racines de Ag dans
G, RT C R le sous-ensemble formé des racines dans Py et A C Rt la base formée des
racines simples.

Un élément u € Up est dit en position standard si pP, D Py. Observons que si u
est en position standard, alors u appartient & Up(F )(7) et tout élément de la F-lame
%, est en position standard ; auquel cas on dit que & = %, (C Up(F')) est une
F-lame standard. Tout élément de Up est G(F')-conjugué a un élément en position
standard et toute F-strate de Uz contient une unique F-lame standard. Les mémes
définitions s’appliquent aux éléments de Ig.

D’aprés [L, 3.4.5], I'application jy induit une bijection entre les F-lames standard
de Up et les F-lames standard de 9p. Cette bijection ne dépend pas de jy : pour
X € Np en position standard, on a Ap j,(x) = Ar x. Onen déduit que pour X € Np
(en position standard ou non), ’ensemble

ggx e {u e Up|3g € G(F) tel que Ap, =IntgoApx}
est une F-strate de Up qui ne dépend que de la F-strate )y x de Np. Cela fournit
une bijection naturelle entre les F-strates de 9y et celles de Up [L, 3.4.8]. C’est
d’ailleurs grace a cette bijection que certains résultats pour les F-strates de ir ont
été prouvés, a partir des résultats analogues pour les F-strates de 9p.

2.5. Généralisation et descente. — Ces théories (sur G et sur g) sont deux cas
particuliers d’une théorie plus générale, valable pour toute G-variété algébrique affine
pointée (V, ey ) définie sur F, avec ey € V(F), cf. [L, 2.4, 2.5] ; le cas d'un G-module
(V,ey = 0) défini sur F' généralisant celui de g.

Un élément v € V(F) est dit (F, G)-instables il existe un co-caractére A € X p(G)
tel que lim;_,o t*-v = ey ; et il est dit (F, G)-semi-stable sinon, c’est-a-dire si pour tout

(7)Cette condition n’est pas suffisante : pour que u € Uo(F') soit en position standard, il faut et il
suffit que le tore Ag soit (F,u)-optimal et que le co-caractére A défini par X (Ao) ﬂA%pZ = {\} vérifie
I'inclusion Py D Fp.
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AE XF(G) tel que la limy_,o t* - v existe, cette limite n’est pas ey,. On note NIC;'(V, ey)
'ensemble des éléments (F,G)-instables de V(F). Pour v € N%(V,ey), on définit
comme plus haut pP,, Ar, (etc.), et les sous-ensembles @, et Y, = G(F)- %, de
NE(V,ey). L'une des propriétés fondamentales de la théorie est la descente séparable
[H1, 5.5] (cf. [L, 2.3.11] pour la version non algébrique), [L, 2.5.18, 2.5.19] :

PROPOSITION 2.5.1. — Soit v € N%(V,ev). Soit E/F une extension séparable
(algébrique ou non) telle que (E3¢P)Autr(E™F) — [(8),

(i) Ap, = XF(G)Q NAg, ; en particulier P, = pP, xp E.

(i) Do =V(F)N Yy et Dp, =V(IF)ND g,

Il convient aussi, quand c’est possible, de comparer la théorie sur F' avec la théorie
géométrique, c’est-a-dire sur F' (si p = 1, cette comparaison est donnée par 2.5.1).
Pour F = F, on supprimera l'indice F' dans les définitions précédentes : P, = FPy,
A, = AF ., etc. Ondira G (= G(F))-instable, resp. G-semi-stable, au lieu de (F, G)-
stable, resp. (F', G)-semi-stable. Pour v € N%(V, ey ), I'intersection X #(G)gNA,, peut
étre vide ; si elle est non vide, alors elle coincide avec Ap, et on a #p, = %, (F).

Cela nous améne a considérer I’hypothése suivante :

HYPOTHESE 2.5.2. — Pour tout v € N&(V,ey), on a Xrp(G)g N A, # 0.
Si I'hypothése 2.5.2 est vérifiée, alors pour tout v € N&(V, ey ), on a [L, 2.6.13]
Y, = NE(V,ev) N Y, (F) 5

cela fournit une bijection entre les strates (géométriques) de N¢(V, ey) qui intersectent
NG (V,ev) et les F-strates de N%(V, ey).

Nous savons que pour V = (G,e¢ = 1) muni de l'action par conjugaison et pour
V = (g,e4 = 0) muni de P’action adjointe, 'hypothése 2.5.2 est vérifiée dans les cas
suivants :

— p=1oup>1est trés bon pour G ;
— F est un corps local (i.e. localement compact, non discret) ;
— F est un corps global.

2.6. Enoncé du résultat technique et premiéres réductions. — On suppose
jusqu’a la fin de la section 2 que 'hypothése 2.5.2 est vérifiée pour V = G muni de
I’action par conjugaison : pour tout u € Up, on a Xp(G)g N A, # 0. D’apreés [L,
elle 'est alors aussi pour V = g muni de 'action adjointe : pour tout X € 9p, on a
XF(G)Q NAx # 0.

Pour u € U, on note G* le centralisateur schématique v dans G et on pose

g =ker{Ad, —1d : g — g}.

On a toujours l'inclusion Lie((G*)™d) C g* ou (G*)™? est le centralisateur schéma-
tique réduit de u dans G (correspondant au quotient de l'algébre affine F'[G*] par

(8) Cette égalité est toujours vérifiée si E/F est algébrique ou de degré de transcendance infini, e.g.
si E est le complété F,, d’un corps global F' en une place v de F'.
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son nil-radical) que P'on identifie au centralisateur de v dans G au sens de Borel [B].
Cette inclusion est une égalité si et seulement si le morphisme

Ty G = Intg(u), g — gug™*

est séparable, auquel cas on dit que u est séparable (cf. [L, 2.1]). Pour u € Up et
AE A?{’Z, puisque A appartient & A;‘;Ep u (2.5.1), on a toujours l'inclusion

GY(FP) C Ppesp ,, = PA(F™P).
Si de plus u est séparable, alors G* = (G*)™4 (cf. [B, ch. II, 6.7]), i.e. G* «est» un
groupe algébrique linéaire, et on a l'inclusion G* C Py (d’aprés [B, ch. AG, 13.3]).
Posons

pru = pa(F) (= Lie(p Pu)(F)) .
Observons que si u est séparable, alors g* = Lie(G*) C py et donc g“(F) C pru.
REMARQUE 2.6.1. — Nous ne savons pas si 'inclusion g*(F') C pp,, est vraie en
général, c’est-a-dire pour les éléments u qui ne sont pas séparables ; de toutes fagons
nous n’aurons besoin que de la version graduée 2.6.2 de cette inclusion. En revanche
nous savons que pour Y € Mg \ {0}, le centralisateur

g" (F) ={X e g(F)|[Y. X] =0}
de Y dans g(F') peut ne pas étre contenu dans pry = Lie(pPy)(F) (cf. 2.6.11).

D’aprés les relations de commutateurs de Chevalley, pour A € Xp(G) et © € G
avec k € N, le morphisme linéaire Ad, —1 : g — g envoie g, ; dans gy x+; pour tout
1 € Z. Par restriction et passage au quotient, il induit donc, pour chaque ¢ € Z, un
morphisme linéaire

e () 2 8x(E) = xkti/Oxkrit1 = ga(k + 1)
qui ne dépend que de I'image = de = dans

Ga(k) o Grk/Gxit1 -

Siz € Gyk(F), ou plus généralement si T € Gx(k; F), alors ny . (7) est défini sur F
et induit un morphisme F-linéaire
e (5 F) 2 ox(03 F) = g pri(F)/@xptiv1 (F) = ga(k + 13 F).

La proposition suivante est le résultat technique principal de ’article.
PROPOSITION 2.6.2. — (On suppose que Uhypothese 2.5.2 est vérifiée pour G.)
Soient u € Up {1}, A € A%{’Z et k = my(A) > 0. Pouri=1,....k—1, on a
linclusion

{X €gr—i(F)[Adu(X) = X € grp—it1(F)} C ga,—iv1(F) ;5
en d’autres termes, le morphisme Ny (—1i ; F) est injectif.

On ne démontrera 2.6.2 que dans les cas particuliers suivants, le cas général pouvant
étre considéré comme conjectural :

— p=1oup>1est trés bon pour G ;
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— les sous-groupes (absolument) quasi-simples de G sont tous de type A;, D; ou
de type exceptionnel E, (de maniére équivalente, les entiers N, g des formules
de commutateurs de chevalley sont tous égaux a +1, cf. 2.6.8) ;

— F est un corps local (i.e. localement compact, non discret) ou un corps global.

Ces cas sont non exclusifs I'un de 'autre. Observons que dans le premier et le troisiéme
cas, ’hypotheése 2.5.2 est automatiquement vérifiée. La démonstration de 2.6.2 occu-
pera la suite de 2.6 ainsi que les sous-sections 2.8 et 2.9.

REMARQUE 2.6.3. — Le cas qui nous servira ici est celui ot F' est un corps local
non archimédien de caractéristique p > 1. Il sera traité en 2.9 par la méthode des
corps proches, qui n’est pas généralisable & d’autres corps. En revanche la méthode
utilisée dans le deuxiéme cas (cf. 2.8) est sans doute généralisable, du moins si les
constantes N, g des formules de commutateurs de Chevalley sont toutes inversibles
dans F' (cf. 2.6.8(iii)) ; et sinon, elle pourrait fournir des contres-exemples.

Observons que Uinjectivité de tous les F-morphismes 7y (—i; F) (i =1,...,k—1)
équivaut a leur surjectivité :
LEMME 2.6.4. — Soient u € Up ~ {1}, A € A%{’Z et k =my(X) > 0. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :
(i) pouri=1,...,k—1, le morphisme nx ,(—1i ; F) est injectif ;
(it) pouri=1,...,k—1, le morphisme nx (—i ; F) est surjectif ;
(i1i) pouri=1,...,k—1, le morphisme nx.(—i ; F') est un isomorphisme.
Si les trois conditions équivalentes ci-dessus sont vérifiées, on a en particulier
dimp(gr(—i ; F)) = dimp(gr(k—i ; F)) pour i=1,....,k—1.

Démonstration. — Pour i € Z, posons d; = dimp(ga(7; F')). Pour ¢ # 0, notons Ry (i)
ensemble des a € R tels que (a,A) =i ; on a donc d; = 3, cx, (i) dimp(ua(F))

ol u, C g est le sous-espace radiciel associé a «. Puisque Ry(—i) = R_,(i) et
dimp (U (F)) = dimp(u_o(F)), on a d_; = d;. Par conséquent

k—1 k—1
Z d_; = Z d_; .
1=1 =1

Cela entraine que si I'une des deux premiéres conditions de ’énoncé est vérifiée, alors
I’autre l'est aussi. O

La proposition suivante est la version nilpotente de 2.6.2 :

PROPOSITION 2.6.5. — (On suppose que Uhypothése 2.5.2 est vérifiée pour g.)
Soient A € X(Ag), k € N* et Y € gx(k; F) tels que ) € A;{’;,. Pouri=1,...,k—1,
on a

g (F) Naa(—i s F) = {0} ;
en d’autres termes, le morphisme [Y,:] :gax(—i ; F) — gx(k —1i ; F) est injectif.

La encore, on ne démontrera pas 2.6.5 en général mais seulement dans les cas
particuliers indiqués plus haut. On a aussi la version nilpotente de 2.6.4 :
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LEMME 2.6.6. — Soient A\ € X(Ag), k € N* et Y € gx(k ; F) tels que \ € A%p;/.
Les conditions suivantes sont équivalentes : 7
(i) pouri=1,....,k—1, on a g* (F)Ngx(—i;F)={0};
(i) pouri=1,....,k—=1, on a [Y,gx(—i ; F)] = gx(k—i; F) ;
(i1i) pour i =1,....k —1, le morphisme [Y,:] :gx(—i;F) — gx(k — 1 ; F) est un
isomorphisme.

Démonstration. — Elle est identique & celle de 2.6.6. O

Pour démontrer 2.6.2, nous verrons qu’il suffit de démontrer 2.6.5, ou ce qui revient
au méme 2.6.6 (ii), dans le cas ot G est F-déployé. Avant cela, prouvons 2.6.5 dans
le cas facile suivant :

LEMME 2.6.7. — Soient A € X(Ag), k € N* et Y € g\(k ; F) tels que \ € Ac;{);,. Si
Y est séparable, c’est-a-dire si le morphisme G — Adg(Y), g — Ady(Y) est séparable
(e.g. sip=1), alors

g  (F)Nga(—i ; F) = {0} pour tout i€ N*.

Démonstration. — Supposons Y séparable. Dans ce cas on a P'égalité g¥ = Lie(GY).
Comme d’autre part (d’aprés 2.5.1) on a Uinclusion GY (F5P) C Ppeep y = Py (F5P),
on en déduit I'inclusion g¥ C py (cf. le début de 2.6). D’out le lemme. O

Soient u € Up \ {1}, A € AP et k = m,()\) > 0. Supposons que I'on a démontré
2.6.2 dans le cas ou le groupe G est F-déployé. Soit F/F une sous-extension finie de
F*? /F déployant G. Puisque u € Up et \ € A%‘ji (2.5.1), pour i = 1,...,k—1, le
morphisme

M= E) 2 ga(=i 5 E) = gxk—i s E) /g h—it1(E) = ga(k — i E)
est injectif ; il induit par restriction le morphisme )y ,(—4 ; F'), qui est lui aussi injectif.

On peut donc supposer que G est F-déployé. On peut aussi supposer u en position
standard et A € X(Ap), c’est-a-dire A%" N X (Ap) = {\}.

Rappelons que le F-isomorphisme jy : ug — Uy compatible & I’action de Ay a été
construit via le choix d’éléments F,, € uy(F)~ {0} pour o € R (cf. [L, 3.4]) ; o1
Uy, = {X € g|Ad(X) =a"X,Va € Ap}.

On peut imposer de plus que ces E,, soient obtenus par extension des scalaires de Z a
F a partir d’'une «base de Chevalley» {Hy | € AYU{E, |a € R} de Lie(Yger)(Z) :

— pour tous o, 8 € A, [Hy, Hgl =0

— pour tout o € A et tout 8 € R, [Hy, Egl = 8(Ho)Es = QEgz;Eﬂ ;

— pour tout « € R, [E,, F_,] est une combinaison linéaire & coefficients dans 7Z

des Hg (B e A);

(9)On a supprimé les «tildes» de loc. cit. car ici G est supposé F-déployé. Observons aussi que seuls
les E, pour o € RT sont utilisés dans la construction de jo.
(10)gj 2« ¢ Ray, on a ug = Lie(Ua) ; si 2a € Ry, on a ug = Lie(U(a)/Uga) ot Uy est le
sous-groupe unipotent de G correspondant & (a) = {«, 2a}.
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— si a, B € R sont deux racines non proportionnelles, et si {ja + 5|5 € [—q,7]}
est la a-chaine de racines définie par (3, alors

0 sir=0
B, Ep] _{ +(q+1)Earp sia+BER

Le point crucial est que les relations sont & coefficients dans Z. On peut considérer
I'enveloppe linéaire de cette base sur n’importe quel corps (e.g. F' ou F,, mais aussi
les corps algébriquement clos C, Q,, ou IF;,) ; les relations ci-dessus la munissent d'une
structure d’algébre de Lie sur le corps en question.

Les relations peuvent étre trés différentes d’un corps a 'autre. En particulier pour
o, f € R tel que a+ B € R, l'entier N, g défini par

déf
[Ea, Eg] = Na,pBass

peut étre nul dans F' (si p > 1 et p divise Ny g).

REMARQUE 2.6.8. —

(i) Lesentiers N, g appartiennent a {0, +1, 2, +3}. Si de plus R n’a aucun facteur
irréductible de type Ga, ils appartiennent a {0, +1, £2}. En effet Go est le seul
systéme de racines (réduit et irréductible) pour lequel il existe deux racines «
et B telles que 'ensemble des racines de la forme i + j58 avec ¢, j € N soit de
cardinal > 2.

(ii) Si «, B, v sont trois racines d’une composante irréductible de R dont toutes
les racines sont de méme longueur (c’est-a-dire de type A;, D; ou de type
exceptionnel E,) telles que a4+ 8 = =, alors N,y g = %1.

(iii) Supposons que G soit (absolument) quasi-simple, i.e. que R soit irréductible.
D’apres (i), si G est de type A;, D; ou de type exceptionnel E,, tous les Ny 3
sont égaux & *+1, donc en particulier inversibles dans F. Les seuls cas ou les
N, g peuvent ne pas étre inversibles dans F' sont les suivants :

— p=2et G est de type By, C;, Fy ou Go ;
— p=3et G est de type Go.
Posons )
Y L it () € an(F).
Pour Z € g et r € Z, notons Z(r) la composante de Z sur gx(r). Si Z € gx _i(F)
pour un ¢ € Z, on a

Ady(Z2) - Z=[Y(k),Z(—i)] (mod gxr—it1(F)).
D’apres [L, 3.4.5, 2.7.7], le co-caractére \ est (F,Y (k))-optimal ; et puisque par
hypothése A est (F,u)-optimal (i.e. A € Xp(G)N A?{’Z), il est (F,Y (k))-optimal. En
remplagant Y par Y (k) et X € gy _;(F) par X (—i), on obtient le :

LEMME 2.6.9. — La proposition 2.6.5 dans le cas ot G est F-déployé implique la
proposition 2.6.2.

REMARQUE 2.6.10. — On s’est ramené par descente séparable au cas ot G est
F-déployé puis on est passé a I’algébre de Lie grace au F-isomorphisme jo : ug — Up.
De la méme maniére (par descente séparable), si les énoncés 2.6.5 et 2.6.6 sont vrais
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sur E pour une sous-extension (finie ou pas) E/F de F*P/F déployant G, alors ils
sont vrais sur F'.

D’aprés 2.6.9 et 2.6.7, si p =1 ou p > 1 est trés bon pour G, la proposition 2.6.2
est démontrée. En effet dans ce cas toutes G-orbites nilpotentes de g sont séparables :
c’est évident si p=1; et si p > 1, c’est un résultat de Richardson-Springer-Steinberg
(cf. Jantzen [J, 2.5, 2.6]). Il nous reste donc a prouver 2.6.5 dans le cas ou p > 1
n’est pas trés bon pour G. On a vu que 'on peut supposer G déployé sur F'. On peut
aussi supposer que G est absolument simple de type adjoint (cf. [L, 3.2.6]).

REMARQUE 2.6.11. — Si p > 1 n’est pas trés bon pour G, la condition i < k est
essentielle pour que la proposition 2.6.2 soit vraie. On suppose que G est F-déployé.
Soient Y =} A Fo et u = jo(Y) € Up(F). Alors u est un élément unipotent
régulier de G au sens ou il est contenu dans un unique sous-groupe de Borel de G,
en l'occurence Py. Soit pn= 33 _n & € X(Ao)g. D’apres Hesselink [H1, 8.6 (b)],
i appartient & Ag,. Soit k& I'unique entier > 0 tel que A = kp appartienne & A%{’;.
Soit X =3 caF_o avec cy € F. AlorsY € ga(k ; F), X € gx —i(F) et

Ady(X) = X =" ca[Ea, E_o] (mod g1 (F)).
acA
Pour a € A, l'élément [E,, E_,] coincide avec H, = Lie(d)(1) € Lie(Ao)(F).
L’inclusion R ¢ X (Ap) donne dualement un morphisme de Z-modules

acA

1 2 X (Ag) = Homg (Z(R), Z), x = (& (X, @)
Si p > 1 divise lordre du conoyau coker(n), les H, (o € A) ne sont pas linéairement
indépendants sur F' (par exemple : si G = PGL,, et p divise n). En ce cas il existe
un X € ga(—k ; F) ~ {0} tel que Ad,(X) — X € gx1(F).

2.7. Constructions préliminaires et rappels. — Le groupe G est supposé F-
déployé. On peut supposer que G =¥ xz F et Ay = @y Xz F o1 ¥ est un Z-schéma
en groupes réductif (connexe) de Chevalley-Demazure et o7 est un tore maximal de
¢. Chaque racine o € R provient par extension des scalaires d’'un morphisme de
Z-schémas en groupes o : % — Gy, /z, i.e appartient & X (%) = Hom(o, Gy, z).
De méme, chaque co-caractére A\ € X (Ag) appartient a X (o) = Homgz (G /z, %)
L’identification X (Ap) = X (%) induit une identification X (Ag)g = X ().

Pour A € X(Ay), i € N* et une Z-algébre A, on note gx(i; A) le A-module libre de
type fini défini par

an(i; A) = @ AE, avec Ry(i) ={a € R|{a,\) =1i}.
OLGRX(’L')

Ces A-modules libres de type fini définissent un espace affine gi(i)z ~z A} avec
n = |Rx(i)| ; et le F-espace affine gy (i) coincide avec gy(i)z Xz F.

Pour A\ € X(Ag) = X (), notons .#) le centralisateur schématique de \ dans ¢.
On a My = M) xz F et pour i € N*, Paction F-linéaire de M) sur g, (i) provient par
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le changement de base Z — F d’une action Z-linéaire de .# sur gy(i)z. Soit T un
tore maximal de My. Notons T* le sous-tore de T défini par

T = (Im(u) | € X(T), (,A) = 0)
et M f‘ le sous-groupe fermé distingué de M) défini par
MAL = <T>‘, (M/\>der> :

Le groupe M j‘ est réductif connexe et il ne dépend pas du choix de T. En particulier
il est défini sur F' (on peut prendre T = Ay). D’aprés [CP, 4.3|, le F-sous-groupe
fermé M /\L de M), provient par le changement de base Z — F' d’un sous-schéma en
groupes fermé (réductif connexe) ;- de Ay : on a M5t = A xz F.

Soient A € X (Ag) et k € N*. On suppose que X est primitif. Pour un élément
Y € ga(k; F), le critére de Kirwan-Ness rationnel (cf. [L, 2.8.1]) dit que A est
(F,Y)-optimal (relativement & l'action adjointe de G(F')) si et seulement si ¥ est
(F, M3-)-semi-stable, cf. 2.5. Pour F = F, on obtient le critére de Kirwan-Ness
habituel (i.e. géométrique).

Puisque I'action F-linéaire de M )\L sur gx(k) provient par le changement de base
Z — F d’une action Z-linéaire du schéma en groupes 5 = .#;- sur 'espace affine
¥V = gxa(k)z (~z A%), on dispose aussi du théoréme de Seshadri [S] : il existe un
sous-schéma ouvert 7% de ¥ tel que pour tout corps commutatif k algébriquement
clos, ¥*5(k) soit 'ensemble des éléments 7 (k)-semi-stables de ¥ (k) = ¥ (Z) ®z k.
D’apres le critére de Kirwan-Ness géométrique, un élément Y de ¥'(k) appartient a
V55 (k) si et seulement si le co-caractére A — qui est défini sur Z et donc a fortiori
sur k — est (k, Y )-optimal (relativement a laction adjointe de J#(k)).

2.8. Le cas ou les N, sont tous égaux & £1 (p > 1). — Le groupe G est
supposé F-déployé, avec p > 1. On suppose toujours que 'hypothése 2.5.2 est vérifiée
pour V = G muni de 'action par conjugaison. On suppose de plus que pour toutes les
racines o, 8 € R telles que o+ 3 € R, I'entier IV, g est égal a =1 ; c’est-a-dire que tout
facteur (absolument) quasi-simple de G est de type A;, D; ou de type exceptionnel
E. (cf. 2.6.8).

Soient A, k et Y comme dans I’énoncé de 2.6.5. On peut supposer que Y est en
position standard et que A € X (Ap) ; autrement dit Py D Py et X (Ap) HA%’; ={\}.
Fixons un entier ¢ € {1,...,k — 1} et un élément X € gx(—i ; F') tel que [X,Y] = 0.
On veut prouver que X = 0. On écrit

X= Y auBs et Y= > bgEs.
QERA(—i) BERA (k)

On note R(X) le sous-ensemble de Ry (—i) formé des racines « telles que a, # 0. On
définit de maniére analogue le sous-ensemble R(Y') de Ry(k). Pour v € R, on note
C(y) = C(X,Y ;v) lensemble des (a, 8) € R(X) x R(Y) tels que a + 8 = . Pour
que C(v) soit non vide, il faut bien stir que 7 appartienne a Ry(k — ¢). On a donc

X, vj= Y > capNag | By avec cap=aabs € F*.
YERA(k=1) \(,B)EC(7)
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Puisque [X,Y] =0, on a

Z €a,pNag =0 pour tout e Ry(k —1).

(o, B)EC(7)
LEMME 2.8.1. — Si tous les ensembles C(vy) sont vides, alors X = 0.
Démonstration. — Supposons que tous les ensembles C(v) soient vides. Alors

(a, B) > 0 pour tout (o, B) € R(X)xR(Y). Si X # 0, on choisit une racine o € R(X),
que lon identifie & un élément n € X (Ap)g. On a alors

{ (B,m) = (B,a) >0 pour tout 8 € R(Y)
(An)=-i<0

Posons u = hy + %77 € X(AO)@ avec \ = %)\ € Apy et a € N*. Alors

~ 1 ~
(Bo) = (B,2) +~(B,m) > (8,%) =1 pour toute racine 5 € R(Y)
a
et
e 2~ 1 -
(s 1) = (NA) + =(Am) + = (n,m) < (A, A) si a est suffisamment grand.
a a
Ainsi pour a@ 3> 1, on a my (1) > 1 et (1, 1) < (X, ), ce qui contredit la minimalité
de ||A|| et donc le fait que A appartient Apy. Donc X = 0. O

Il suffit donc de prouver que tous les ensembles C(7) sont vides. Supposons par
Pabsurde qu’il existe un v € Ry (k—1) tel que 'ensemble C(7) ne soit pas vide. Quitte
a remplacer X par ¢~!X pour une constante ¢ € F'X, on peut supposer que ¢, g = 1
pour au moins un couple (o, ) € C(v). En choisissant une base du sous-Fp-espace
vectoriel de F' engendré par les ¢, g pour (o, 8) € C(7), on obtient une égalité non
triviale dans I, de la forme

(1) Z Ca,8Na,p =0 avec cqp€lF,

(a,3)€C"(v)
pour un sous-ensemble non vide C’(y) C C(v). Puisque par hypothése les N, g sont
tous non nuls dans F,, = Z/pZ, I'ensemble C’(7y) est de cardinal > 2. Pour chaque
couple (a, 3) € C’(y), choisissons un relévement arbitraire c;, 5 de cq,p dans Z. On a

Z CopNa,s =0 (mod pZ).
(e, B)eC!(7)

Comme tous les N, 5 sont égaux a +1, il suffit de modifier I'un des relévements c, 4
pour avoir une égalité non triviale dans Z

(2) Z CogNap =0 avec ¢, 5€Z.
(a,8)€C"(7)

On va modifier Pégalité (2) et en déduire une identité analogue sur C, suivant le
principe qui consiste & ramener la théorie des éléments unipotents, resp. nilpotents,
su un corps algébriquement clos de caractéristique p > 1 a celle sur C (cf. [Lu, CP]).
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Pour cela on va utiliser I'hypothése Xr(G)g N Ay # 0 (qui permet de passer de F &
F) et le théoréme de Seshadri (qui permet de passer de F a C).

Comme en 2.7, posons 5 = ;- et ¥ = ga(k)z, et notons ¥ la sous-variété
ouverte de ¥ telle que pour tout corps commutatif k algébriquement clos, ¥ (k) soit
lensemble des éléments 7 (k)-semi-stable de ¥ (k) (relativement a laction adjointe
de #(k)). Puisque par hypothése Xr(G) N Ay # 0, le co-caractére A est (F,Y)-
optimal et d’aprés le critére de Kirwan-Ness géométrique, 1’élément Y appartient a
#55(F). En particulier % (F) est non vide. Cela assure que %(C) est non vide, donc
(ouvert) dense dans ¥'(C) pour la topologie de Zariski.

Pour une famille z = (23)gex, (r) d’¢léments de C*, notons Y., € gx(k;C) = #(C)
et X, € ga(—1i;C) les éléments définis par

Y, = Z zglbg et X, = Z ZEIC;,BEa-
BERA(K) (,B)€C (7)

Par construction, on a

(X.,Y.] = > dhgNap | E,=0.
(a.B)EC (%)

L’ensemble des Y, pour z € (C*)®A (Bl est un ouvert de Zariski de #(C). Puisque
¥%5(C) est dense dans ¥(C), il contient un tel Y,. D’apreés le critére de Kirwan-Ness
géométrique, le co-caractére A\ est (C,Y;)-optimal (relativement a laction adjointe
de #(C)). Par conséquent X, = 0 (d’aprés 2.6.7) ; contradiction. Donc tous les
ensembles C'(v) sont vides et X = 0 (d’aprés 2.8.1).

Cela achéve la démonstration de 2.6.5 dans le cas ot G est F-déployé et tous les
entiers Nq g sont égaux & £1 (sous ’hypothése 2.5.2). On conclut grace a 2.6.9.

2.9. Le cas ou F est un corps local, resp. global (p > 1). — On suppose
toujours que G est F-déployé, avec p > 1. On suppose de plus que F = F,((w)),
avec ¢ = p". D’aprés [L], 'hypothése 2.5.2 est vérifiée pour V = G muni de Paction
par conjugaison et pour V = g muni de 'action adjointe. Dans cette sous-section, on
munit G(F) et g(F) de la topologie définie par F' (Topp).

Soient A, k et Y comme dans I’énoncé de 2.6.5. Comme en 2.8, On peut supposer
que Y est en position standard et que A € X(AO). Comme en 2.7, posons 77 = ///Al
et ¥ = ga(k)z. Quitte & multiplier Y par un élément de F'*, on peut aussi supposer
que Y € ’V(UF> AN pp”//(oF).

Posons H = Myt (= J xzZ) et V = g(k) (= ¥ xz F). Puisque le co-caractére
X est (F,Y)-optimal, d’aprés le critére de Kirwan-Ness rationnel (cf. 2.7), 'élément
Y est (F, Ms-)-semi-stable, i.e. il appartient a V(F) ~ N¥(V,0).

Posons P = H N P,. C’est un F-sous-groupe de Borel de H, et en notant K le
sous-groupe compact maximal (pour Topp) S (op) de H(F'), on a la décomposition
d’Iwasawa

H(F)=K"PH(F) =P (F)K".
On en déduit que pour un élément Y7 € V(F), les deux conditions suivantes sont
équivalentes (cf. la preuve de [L, 2.8.7]) :
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— Y1 est (F, H)-semi-stable, i.e. Y; € V(F) ~NE(V,0) ;
— pour tout co-caractére virtuel u € X(AO)Q, la K H-orbite
K.y, = {Adp(Y1) |k € K}
ne rencontre pas V, 1 (F).
Puisque Y appartient & V (F) ~ NZ(V,0) et NE(V,0) est Top p-fermé dans V (F),

il existe un plus petit entier m > 1 tel que 'ensemble Y +p’¥ (o) soit contenu dans
V(F) ~NE(V,0). Par conséquent 'ensemble

K- (Y +pp ¥ (op) = K- Y + 9 (or)
est contenu dans V(F) ~ N2 (V,0). On a donc
(K™Y +p2¥ (0p)) NV, 1(F) =0 pour tout p € X(Ag)g.

Pour 1 € X(Ao)g = X (% )q, le F-espace affine Vi1 provient par le changement de
base Z — F d'un sous-Z-schéma fermé ¥}, 1 ~z A; de ¥. Observons que puisque Y’
appartient & ¥ (o), I'ensemble Kg - Y + pR¥ (op) est contenu dans ¥ (o) ; d’autre
part pour tout u € X(Ap), on a l'égalité ¥ (or) NV, 1(F) = ¥,1(0r). Notons op,,
I'anneau tronqué or /P et 7py, @ ¥ (0p) = ¥ (0p,m) la projection naturelle. Elle est
KH_¢quivariante pour Paction de Ky sur ¥ (0 ,,) donnée par la projection naturelle
KH — #(0p.m). On obtient les égalités dans ”//(0F7m)(11) :

H(0pm) TEm(Y)NYu1(0pm) =0 pour tout p € X(AO)@ )

Soit F’'/Q, une extension finie telle que les anneaux tronqués 0p,, et 0p ., soient
isomorphes, c’est-a-dire telle que le corps résiduel o/ /pp soit égal a F, et I'indice de
ramification de F’'/Q, soit > m ; on dit alors que les corps F' et F’ sont m-proches.
Fixons un tel isomorphisme

¢ S0Fm i> OF/ m -

En pratique, on considére la section de Teichmiiller (I'unique section multiplicative)
s :Fq — ops de la projection naturelle opr — op//ppr = Fy. Observons que s(IFy)
est contenu dans 'anneau des entiers oz ~ W(F,) de la sous-extension non ramifiée
maximale Fj/Q, de F’/Q,. La section s est additive modulo p : pour tous z, y € Fy,
on a s(zx+y) = s(z) + s(y) (modpop/). Choisissons une uniformisante @’ de F’
et notons § : Fy[[w]] — ops l'unique application multiplicative prolongeant s et
vérifiant §(w) = w’. Puisque pop: C p’, elle induit par passage aux quotients un
isomorphisme d’anneaux ¢ = ¢g (@, @’) : 0pm — 0.

Par transport de structure, ¢ induit pour tout Z-schéma Z une application bijective

d)z : Z(Opym) — Z(Oplﬁm).
Ainsi ¢y : ¥ (0Fm) = Y (0F,m) est un isomorphisme de op ,,,-modules pour l'action
de op,, sur ¥ (0 ) donnée par ¢, qui vérifie les propriétés :
— ¢y est H(op,m)-équivariante pour Paction de J(0g,,) sur ¥ (0p.,,) donnée
par ¢ ;

(11) Ces égalités permettent de démontrer ’hypothese 2.5.2 dans le cas de g muni de I’action adjointe,
cf. la preuve de [L, 2.8.7].
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— pour tout u € X (% )g, la restriction de ¢y & 7,1 coincide avec ¢y, ;.
Soit Y’ € ¥ (oF) tel que
ﬁplﬁm(Y/) = gf)y/ o} ﬁpym(Y> .
D’aprés ce qui précéde, on a
H(0pm) - Wplym(Y/) N 7/#,1(0F’,m) = pourtout pue X(JZ{())Q .
Posons V! =¥ xz F', H = S xz F', etc. On a prouvé que pour tout co-caractére
virtuel p € X(A})g = X (#)g, la K -orbite K¥' .Y’ ne rencontre pas Vi ((F'), ce
qui assure que I'élément Y est (', H')-semi-stable, i.e. Y/ € V/(F") ~ NE (V’,0).

D’aprés le critére de Kirwan-Ness rationnel, le co-caractére A € X (A}) = X () est
(F',Y’)-optimal (relativement a Paction adjointe de ¢ (F”)). On peut donc appliquer
2.6.7 : pour i € N*, on a Lie(G")Y (F') Ngxa(—i ; F') = {0}. On en déduit (d’apres
2.6.6) quepouri=1,....k—1,ona [Y, gx(—i;F')] =gr(k —i;F").

Fixons un entier ¢ € {1,...,k—1}. Puisque [Y/, gx(—i; F')] = gx(k—i; F’), I'image
de gx(—i;0p/) par 'application [Y", -] est un ops-réseau de gx(k —i; F’) contenu dans
gx(k —i;0p), disons €. Soient :

— ), Pimage de Q' dans gx(k — 1;0pm,) = gx(k—1;0p)/pRgr(k — 1;0p ) par

la projection naturelle
gk —is0p) = gx(k —ij0mm) ;
— ,,, 'image réciproque de €2/, par I'isomorphisme de o0 ,,-modules
Ggy(h—i)y - ONk —i50pm) = ga(k —i;0Fm) ;
— Q la pré-image de ,,, dans gx(k — i;0Fr) par la projection naturelle
ar(k—isop) = gx(k —is0mm).
Par construction, € est un op-réseau de gx(k —i; F') qui vérifie
proa(k —isop) CQCar(k—isor)
et
Y,ox(—is0p) +pFor(k —ijop) = Q.

Soit maintenant e un entier > 2 et soit F”'/F’ 'extension totalement ramifiée de

degré e définie par le polynome d’Eisenstein T° — w’ € F'[T]. Les corps F et F” sont

me-proches et 'on peut choisir un isomorphisme d’anneaux v : 0pme — 0/ me qui
rend commutatif le diagramme

OFm — = 0F/m

L

OF me > 0F/" me

¥

ol les fleches verticales sont définies comme suit :

— celle de gauche est déduite par passage aux quotients de I’endomorphisme de
I’anneau or qui est I'identité sur IF, et envoie w sur @w® ;
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— celle de droite est déduite par passage aux quotients de I'inclusion ops C 0prr.
En effet, il suffit de construire ¢ comme on l’a fait pour ¢ = ¢s n(w,w’) & laide
d’une uniformisante w” de F" vérifiant @w”® = @’ : on prend ¥ = ¢5 me(w, @w”).

Puisque 'extension F”'/F' est séparable, le co-caractére A est (F”,Y”)-optimal ;
et comme sur F’, on a légalité [Y/, gx(—i;F")] = ga(k —i;F"”]. Notons Q' le
opr-réseau de gx(k —i; F") image de gx(—i;op~) par application [Y”,-]. Puisque
gx(—is0pn) = ga(—1;0F) Ro,, 0pr et gr(k—i;0pr) = ga(k —i;0p) ®o,, 0pr, 0N a
I’égalité

Q' =qQ Qo OF .
Soit Q7 limage de Q" dans gx(k — 1;0pmme) = ga(k — L;0p¢)/pR5or(k — 1;0p)
par la projection naturelle gx(k —i;0p7) = ga(k —i;0p7me). On a
Q{r:«be =" ®0F// OF"me = (QI ®0F/ OF”) ®0F// OF"me = Q ®0F/ OF" me -
Comme O0F"me = OF/m ®0F, or~, on obtient ’égalité
Q{r:ze = Q;n oy, OF .

On en déduit que 'image réciproque de €2/ . par I'isomorphisme de 05 pe-modules

Vgrth—iyy = Ok —i30mme) = ga(k —i50p/me)
est
QR OF me -
Par conséquent
[Y,gx(—i;0p)] +prar(k —i;op) = Q.

Comme 1’égalité ci-dessus est vraie pour tout entier e > 1, par passage a la limite on
obtient que

[Y,gx(—i50p)] = Q.
D’ou I’égalité cherchée :
[Kg)\(_laF)] = [Y,gk(—’t';ﬁp)] ®0F F= Q®0F F :gk(k_ZaF)

Compte-tenu de 2.6.6, cela achéve la démonstration de 2.6.5 dans le cas ou G est
F-déployé et ou F' est un corps local non archimédien de caractéristique p > 1. On
conclut grace & 2.6.9.

Supposons maintenant que F' soit un corps global de caractéristique p > 1. Soient
A, k et u comme dans I’énoncé de 2.6.2. Soit v une place de F'. Le complété F,, de
F en v est une extension séparable de F' de degré de transcendance infini. On peut
donc appliquer 2.5.1 : le co-caractére A (supposé (F,u)-optimal) est (F),, u)-optimal.
On vient de démontrer que pour ¢ = 1,...,k — 1, le morphisme

Mau(—=1 5 Fy) 1 oa(—1 5 Fy) = g e—i(Fo)/0xk—iv1(Fy) = ga(k — 15 Fy)

est injectif ; cela implique que le morphisme 7y ., (—¢ ; F') est lui aussi injectif.
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3. Mesure de Radon invariante sur les F-strates unipotentes

Dans toute cette section, F' est un corps commutatif localement compact non
archimédien et la topologie est celle définie par F' (Topy) ; & 'exception de 3.7 ou F
est un corps global.

3.1. Les objets. — Soit u € Ur \ {1}. Posons & = %r, 2" = Zru, YD =D,
X =Xpy et P=pP,. Les ensembles 2" et X sont fermés dans G(F'), la F-lame &%
est ouverte dans Z et la F-strate ) est ouverte dans X La F-lame % est ouverte
dans son F-saturé 2" et 2 est fermé dans G(F) (cf. [L, 2.8]). Soit G(F) x") 2 le
quotient (G(F) x 27)/P(F) pour 'action de P(F) donnée par (g,z)-p = (gp,p~ ap).
Pour un couple (g,2) € G(F) x %, on note [g,z] son image dans G(F) x"F) 2.
D’aprés [L, 2.5.13], 'application (surjective)

7 : G(F) xPE) @ 5 x l9, 2] — gzg™*
induit par restriction une application bijective
GF)xPE) o 9
qui est un homéomorphisme. De plus on a (loc. cit.)
7 YY) = GF) x|

Fixons un \ € A%{’;. Rappelons que 2" = Gy k(F) avec k = mp,, = my(A) > 1.
En particulier 2" est un groupe unipotent (contenu dans Up(F)).

Les groupes G(F) et 2" sont unimodulaires. On les munit d’une mesure de Haar,
respectivement dg et dx. Le groupe P(F) = P\(F) n’est pas unimodulaire (il est
distinct de G(F') car w # 1). On le munit d’une mesure de Haar invariante a droite
d,p et on note dp son caractére module.

Pour p € P(F) et s, t € N* avec s < t, on pose

Ox,s(p) = [ det(Ady [ gas(F))[r
et
Ox(s.) (D) = 05 (P)On1(p) ™" = | det(Ady, | ga,s(F)/gr,¢(F))| -
On a donc
8x1(p) = 8p(p) et Oy u(p) =6p(p)orr(p)".

REMARQUE 8.1.1. — Si %" # Up, iln’y a pas de mesure de Radon G(F)-invariante
a gauche non nulle sur G(F) xPU) 2" mais il existe une fonctionnelle linéaire
G(F)-invariante a gauche non nulle sur 'espace des sections du fibré en droite sur
G(F) xPF) 2 défini par 5;%1, )y~ Nous aurons aussi besoin de considérer le quotient

P(F) xPE) 9 = (P(F) x 2)/P(F) ~ % .

C’est pourquoi nous introduisons le groupe H ci-dessous (en pratique on prendra
H=GouH=P).
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Soit H un sous-groupe fermé de G défini sur F' et contenant P. Le groupe H(F)
est localement compact ; on peut donc le munir d’une mesure de Haar invariante &
droite d,h. Soit ’Hﬁ » Lespace des fonctions localement constantes ® sur H(F) x 2
qui vérifient, pour tout (h,z) € H(F) x X :

= ©((h, z) - p) = 8x, 1,k (p) "' ®(h, @) pour tout p € P(F) ;

— il existe un sous-ensemble compact Qe C H(F) x 2 tel que si ®(h,x) # 0,

alors il existe un p € P(F) tel que (h,z) - p € Q.

Observons que pour ® € ng et (hy,z) € H(F) x 2, on a
®(h,zx') = ®(ha'~',2'z) pour tout 2’ € Z .
Pour § € CX(H(F) x Z') et (h,x) € H(F) x 2, posons

Bo(h,a) = / 0(hp, p~"2p)0r.1(p)~ .
P(F)

Puisque dip = 6p(p)~ ! d;p est une mesure de Haar invariante a gauche sur P(F), la
fonction ®y appartient a /Hg u

LEMME 3.1.2. — (i) L’application linéaire C°(H(F)x Z7) — ’HI{{U, 0 — Dy est
surjective.
(i) Si ®g =0 alors

/ O(h,x)d:hdz =0.
H(F)x%Z

Démonstration. — Posons C = CP(H(F) x ) et H = H,. Soit Q un sous-
ensemble ouvert compact de H(F') x 2 de la forme 27 x Q3. On suppose que €; est
de la forme K7h; pour un sous-groupe ouvert compact K7 de H(F') et un élément
hi € H(F). On note Cq le sous-espace de C formé des fonctions a support dans
Q- P(F) qui sont constantes sur Q-p = Q;p x p~1Qap pour tout p € P(F). On définit
de la méme maniére le sous-espace Hq de H. Observons que si Q-pNQ-p’ # @ pour
des éléments p, p’ € P(F), alors p’ € hy 'K hip et Ox,(1,0) (@) = Ox 1,k (P). Cela
donne un sens a la définition de Hq : on a Hq # {0} et dimc(Hq) = 1. L’application
0 — ®y envoie Cq dans Hq et il suffit de vérifier les assertions du lemme pour ces
deux espaces.

Prouvons (i). Soit ® € Hg. Notons 1g la fonction caractéristique de © et pour
w = (h,x) € Q, posons

() = / La(w - p). 1 (p) " dp > 0.
P(F)

La fonction 8 = k=1 - 1o - ® appartient & Cq et on a &g = &.

Prouvons (ii). Pour § € Cq et p € P(F), notons 67 € G(F) x 2 la fonction définie
par 07 (h,z) = 0(hp,p~'zp). Cest encore un élément de Cq, et tout élément de Cq est
combinaison linéaire (finie) de fonctions (1o)P avec p € P(F). On en déduit que les
fonctionnelles linéaires T sur Cq telles que T'(07) = dx x(p)T(0) pour tout 0 € Cq et
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tout p € P(F), forment un espace vectoriel de dimension 1. Comme les fonctionnelles
linéaires

T(6) = / O(h,x)d;hdx et T (0) = Pp(w) avec w e D
H(F)x 2

sont dans cet espace, elles sont proportionnelles. Cela implique (ii). O

On note uﬁ .. 1a fonctionnelle linéaire positive sur ’espace /Hﬁ ., définie par

utl ®) = [ Oa)dihds
’ H(F)X %

pour une (i.e. pour toute) fonction § € CX(H(F) x Z) telle que & = ®y. On écrit
aussi

mﬁu>:/ ®(h,x)dp ().
H(F)xP(F) 2

Le groupe H(F') opére a gauche sur 'espace H(F)x 2" par translations sur la premiére
variable. L’application linéaire § — ®gy est H (F')-équivariante pour cette action : pour
h € H(F), en notant "¢ la fonction (h/,x) — &(h~'h/,2) pour toute fonction ¢ sur
H(F) x 2, on a "(®g) = ®ry. Soit dy le caractére-module de H(F). Puisque
dih = & (k)1 d,h est une mesure de Haar invariante a gauche sur H(F'), on a le

LEMME 3.1.3. — Pour tout ® € /ng et tout h € H(F), on a

(uit @) = 0 (h)(pi @)
REMARQUE 3.1.4. —

(i) On peut de la méme maniére définir une fonctionnelle linéaire H (F')-invariante
a gauche sur Pespace des sections du fibré en droite sur H(F) xP(F) 27 défini
par 5H6;7%Lk) : il suffit pour cela de remplacer 8y x(p) par 6 (p)dx r(p) dans la
définition de I'application 6 — ®y et d,.h par dih dans celle de la fonctionnelle
linéaire /Lg +- Mais pour H = P, on préfére travailler avec une fonctionnelle
linéaire qui se transforme & gauche suivant dp.

(ii) Pour H = P et ® € ’H?u, la fonction ®(1,-) sur 2 est lisse et & support
compact, et elle vérifie

O(L,pap~") = 8x,1,1) ()@ (p,x) pour tout (p,x) € P(F) x 2.

L’application ® — ®(1,-) est un isomorphisme de /H?u sur un sous-espace de
C*(Z7) qui n’est pas vraiment commode & utiliser et dont la définition passe
de toutes fagons par celle de /H?u.

Tous les objets que 'on vient de définir ne dépendent que de la F-lame % = %,
a laquelle appartient u, du groupe H(F') et du choix des mesures de Haar. Rappelons
que la F-lame % détermine I'ensemble 27, la F-strate ) et ’ensemble X.

NoTaTIiON 3.1.5. — Pour alléger I'écriture, on pose :
— H=HE, et p=pf, ;
— HP =Hp, et u¥ =pp,.
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On a une action & droite de 2" sur P(F) x 2" donnée par (p,z)x2’' = (p,xp~la'p)
pour tout (p,z) € P(F) x £ et tout 2’ € Z . Cette action ne commute pas a 'action
a gauche de P(F') par translations sur la premiére variable. Précisément, pour tous
(p,x), (p'a’) € P(F)x 2, ona

p((p,2") xx) = (p- (¢, 2")) x pxp~".
En revanche elle commute a Paction & droite de P(F') donnée par

(p,z) -p" = (pp', '~ ap)
et par conséquent rend .2 -équivariante I'application C°(P(F)x 2") — HT, 0+ @y :
pour tout ' € 2, on a
(@9)*1' = Bpea’
o, pour toute fonction & sur P(F) x 2, on a posé &% (p, z) = &((p, ) * ).

REMARQUE 38.1.6. — Cette action de 2" sur H¥ n’est autre que celle déduite des
translations & droite via 'isomorphisme ® + ®(1,-) de 3.1.4(ii) : pour ® € H et
x € X2, onad(1,.)=(®(1,-))" avec Y7 (z') = Y(2'x).

On en déduit que la fonctionnelle linéaire u” sur H' est 2 -invariante pour cette
action a droite :

LEMME 3.1.7. — Pour tout ® € H” et tout x € 2, on a
(uh,0) = (u”, @)
Les propriétés d’invariance 3.1.3 et 3.1.7 impliquent le

LEMME 3.1.8. — A multiplication prés par une constante non nulle, u* est 'unique
fonctionnelle linéaire non nulle sur HY qui se transforme & gauche suivant §p (3.1.3)
et soit Z -invariante & droite (3.1.7).

Démonstration. — Fixons un systéme fondamental { K"}, ¢ de voisinages de 1'unité
dans P(F) x 2 formé de sous-groupes ouverts compacts de la forme K¥ = K} x K¥
avec K7 C P(F), K¥ C & et tel que K¥ soit distingué dans K7. Pour v € I, notons
1w la fonction caractéristique de K, posons £ = ®,, € HE et notons HP le
sous-espace de HP engendré par les fonctions P((£¥)**) pour (p,z) € P(F) x 2 .
Puisque P(9**) = (ptl))*p”fl, HEV est aussi le sous-espace de HT engendré par les
fonctions (P(£¥))** pour (p,x) € P(F) x Z . D’autre part les isomorphismes

HE = HE, & = P((®)*) pour (p,z) € P(F)x X

stabilisent H V.

Puisque H” = J,c; HDY et HP D HPY si K ¢ KY', pour définir une fonction-
nelle linéaire n sur H? qui se transforme & gauche suivant P(F) et soit 2 -invariante
a droite, il suffit de définir une famille compatible {n*},c; ot ¥ est une fonctionnelle
linéaire sur HP telle que (n”,P(®**)) = §p(p)(n”,®) pour tout ® € H et tout
(p,z) € P(F) x Z . Une telle fonctionnelle est entiérement déterminée par la valeur
(n”,&"). Cela prouve le lemme. O
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3.2. Le lemme-clé. — Continuons avec les notations de 3.1. Posons
2 =Gk i F) (= Gap(F) /G (F))

et notons ' I'image de % dans 2°. Pour z € 2" d’image Z dans X et i € Z, posons
(cf. 2.6)

a;i(Z) =z (i3 F) et di =dimp(ga(i; F)).
D’apreés 2.6.2 (prouvé en 2.9) et 2.6.4, pour ¢ = 1,...,k — 1, 'application a_;(u)
est un isomorphisme ; et on a dy—; = d—; = d,;. Fixons une F-base (H_;;)i<j<d,
de gx(—i ; F) et une F-base (Hy—;  )1<j<d; de gx(k — i ; F) ; on peut par exemple
prendre Hy_; j = a—;(@)(H_; ;). Pour z € £, notons A_,;(Z) € M(d,, F') la matrice
de a_;(Z) relativement a ces bases et posons

p_i() = |det p(A_;(2))| .

Soit
P(x) = p-1(Z) - p1-k(2) 2 0.
D’aprés loc. cit., on a
©(g) >0 pour tout ye X .
Observons qu’a multiplication prés par une constante > 0, la fonction ¢ ne dépend
pas du choix des bases (H_; ;) et (Hg—; ;) pour i =1,...,k— L.
LEMME 8.2.1. — Pour z € 27, on a p(z~') = p(Z).

Démonstration. — On peut supposer u en position standard et A € X(4g). Le
F-isomorphisme jg : uy — Up induit par restriction et passage aux quotients un F-
isomorphisme jy (k) : ga(k) = Ga(k) = Gar/Grrs1- Pourz € Zeti=1,...,k—1,
en posant X = j\(k)1(z) € gx(k; F), on a

a_i(@)=[X,] rox(—i;F) = ga(k—i; F).
D’oit le lemme, puisque 27! = jy(k)(—X). O
Le lemme suivant est 'analogue du lemma 2 de [RR] :
LEMME 3.2.2. — Pour tout & € 2" et tout m € My(F), on a
(It (2)) = dx (1,5 (M) p(Z) -
Démonstration. — Pour i € {£1,...,+(k—1)}, notons B;(m) € M(d;, F) la matrice
de lautomorphisme Ad,, de g, (i ; F) relativement a la base (H; ;). On a
A_;(Int,, (%)) = Br_i(m)A_;(Z)B_;(m™)
En observant que |detr(B_;(m™1)) }7/2 = | detp(B;(m)) }7/2, on obtient
@(Intm (2)) = |detp(B1(m))|r - - [detp (Be—1(m))|rep(Z) .
Or on a
|detp(B1(m))|p - - [detp (Br—1(m))|r = |detp(Adm | gx,1(F)/gxk(F))|F ,

ce qui achéve la démonstration du lemme. O



28 BERTRAND LEMAIRE

3.3. Le résultat principal. — La F-paire parabolique minimale (P, Ap) de G
étant fixée, on choisit un sous-groupe ouvert compact maximal K de G(F) tel que

G(F) = KPy(F).

Quitte a remplacer u par un conjugué dans G(F'), on peut supposer que u est en
position standard (cf. 2.4) et A € X(Ap). On a donc

Y =Intp (%) (={kyk ' |lye ¥, ke K}) et X=Intg(2).

Rappelons qu’il existe constante ¢ > 0 (qui ne dépend que du choix des mesures
de Haar) telle que pour toute fonction f € C°(G(F)), on ait

/ Fkp) ddyp = / f(9)dg
KxP(F) G(F)

ou dk est la mesure de Haar sur K déduite de dg par restriction. On normalise dg
et d,p de telle maniére que ¢ = 1. Pour une fonction ¢ sur G(F') ou sur P(F), on

note P¢ = ¢ la fonction ¢ o Int,-1. Pour f € C°(G(F)) et g € G(F), on pose
(9 = [ flhgk ) a.
K

LEMME 3.3.1. — Soit A une distribution sur P(F). Si pour tout p € P(F), on a
APP) =dp(p)A(¢) pour toute fonction ¢ € CZ(P(F)),
alors la distribution Dy sur G(F') définie par
Da(f) = AUf®) (= A per)))

est G(F)-invariante (pour la conjugaison).

Démonstration. — Soit Fp V'espace des fonctions localement constantes ¢ sur G(F)
telles que ¢(gp) = dp(p) ~Lé(g) pour tout (g,p) € G(F) x P(F). Pour f € CX(G(F))
et g € G(F), posons

br(g) = /P - f(gp)dip.

La fonction ¢ appartient & Fp. L’application linéaire C°(G(F)) — Fp, f — ¢y est
surjective et G(F')-équivariante pour l'action de G(F') par translations a gauche sur
les deux espaces. Considérons la fonctionnelle linéaire o sur Fp donnée par

(0, ) = /K o(k) k.
Puisque
(o, b) = /G L@,

elle est invariante pour laction de G(F') par translations a gauche sur Fp.

Pour f € CF(G(F)) et g € G(F'), posons Of(g) = A(folnty|pry). La fonction O
appartient & Fp et ’application linéaire f — © est G(F')-équivariante pour l'action
de G(F') par conjugaison sur C°(G(F)) et par translations a gauche sur Fp :

Of(xg) = Ofornt, (9) pour tout =€ G(F).
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Comme
(a,0f) = Da(f),

cela démontre le lemme. O

Soient dz et dv des mesures de Haar sur 2 et ¥ = G k+1(F), choisies de telle
maniére que pour toute fonction ¢ € C°(Z"), on ait I'égalité

/% () da = /%y (v) dz dv

Pour z € 27, on pose ¢(z) = ¢o(T).

PROPOSITION 8.3.2. — Pour toute fonction f € C°(G(F)), Uintégrale

/ o) (y) dy = / @)/ (50) dg dv
aY

Y XV
est absolument convergente et définit une distribution G(F)-invariante (pour la con-
jugaison) sur G(F), que l'on note Iy (f) = IL(f%). Observons que Iy (f) = 0 pour
toute fonction f € CX(G(F)) qui s’annule sur ).

Démonstration. — 11 est clair que 'intégrale Iy (f) est absolument convergente et
définit une distribution sur G(F). Il faut prouver que cette distribution est G(F)-
invariante. Pour ¢ € C2°(P(F)), posons

A) = L o@)(Fv) dg dv.

Y xV

Pour p € P(F) (= P\(F)), calculons A(P@) avec P¢ = ¢ o Int,,—1. Ecrivons p = mu
avec m € My(F) et u € Ur(F). On a

APY) = /7 POt (D)t (1))

= o) (M)Brsss () /@  plinty, (@)o(ie) djdo.

En utilisant 3.2.2 et I'égalité 0y (1 x) (1) (k,k+1) (M)0x k11(p) = dp(p), on obtient

A(P¢) = dp(p)A(9) .
On conclut grace a 3.3.1. O

REMARQUE 3.3.3. — La F-paire parabolique minimale Py = My x Uy étant fixée,
la F-lame standard % est déterminée par la F-strate ). Observons que la distribution
Iy sur G(F') dépend bien str du choix de la mesure de Haar dz sur 2" mais aussi
de celui du sous-groupe compact maximal K de G(F) tel que G(F) = KFPy(F). En
effet, remplacons par exemple K par K’ = pKp~! pour un p € Py(F) et notons Iy
la distribution sur G(F') obtenue en remplacant K par K’ dans la définition de Iy.
Pour f € C®(G(F)) ety € Z, ona f5 (y) = (¢ F)X(p~'yp). On en déduit que

Ly (f) =I5 (%) = sp()IL((*NHE) = 6p(p) Iy (f) .
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Pour ® € H et (g,2) € G(F) x 27, posons
Bic(g.) = [ Bkg,)dk.
K

La restriction de @ & P(F) x 2 appartient & HP.

LEMME 3.3.4. — Pour ® € H, on a
(1, @) = (" D).
Démonstration. — Pour f € C*(G(F) x Z7), on a

/ f(g,z)dgdx =/ fx(p,z)dipde
GXZ P(F)X%

ou fx € CX(P(F) x Z7) est définie comme ®x. D’autre part pour ® = @5 (€ H),
ona ®xg =y, . D’ot le lemme. (]

THEOREME 8.3.5. — Pour toute fonction f € C°(G(F)), on a l’égalité

Iy(f) = / Ty ely) du"(p, y) ;
P(F)xP(

l'intégrale étant absolument convergente.

Démonstration. — Notons HE le sous-espace de HT formé des fonctions & support
dans P(F) x &. Soient

HE 5 CX(H), ® > hg et CX(X) — HY, s &Y
les applications linéaires définies par
ba(y) = y) ' e(Ly) et DY(p,y) = p(y)v(pyp ).
Puisque
bo(pyp™") = @(y) "' ®(p,y) pour tout pe P(F),

elles sont inverses 'une de l'autre ; ce sont donc des isomorphismes*2).
Soit A’ la distribution sur % définie par

A () = (uF, ®¥)  pour toute fonction 1 € C°(#).
Observons que pour p € P(F), puisque ® ¥ = ?(®Y) avec P1) = 1) o Int,-1, on a bien
N (") = dp(p)N (V).

Soit ¢ € C°(#). Posons ® = ®¥ et écrivons & = g avec § € C°(P(F) x ¥)
comme en 3.1 :

D(p,y) = / O(pp’, 0" yp)dxk(P') dep’ -
P(F)

(12)Notons 2 * Pouvert de 2 défini par 2 * = {z € & | p(z) # 0} et HP* (D HT) le sous-espace de
HP formé des fonctions a support dans P(F) x 2 *. On obtient de la méme maniére un isomorphisme

HPH ~ C2(27).
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On a donc

N () = (p,y) du” (p,y) = / 6(p, ) dipdy.
P(F)x PPy P(F)x%

Or on a

/ 0(p,y) dipdy = / </ 9(p,p1yp)d(p1yp)> dvp
P(F)x% p(r) \Jor

_ /P(F) </@ 0(p,p~ yp)d1k(p) ™ dy> dp
= /@/ O(1,y)dy.

Puisque ®(1,y) = ¢(y)¥(y), on a donc

N @) = /@ o)b(y) dy.

On a prouvé que pour toute fonction f € C°(G(F')) et tout sous-ensemble ouvert
compact w de %, on a 'égalité

N (L f¥]y) = / o)< () dy.

w

Puisque 'intégrale f@, o(y) f¥ (y) dy = Iy (f) est absolument convergente, le théoréme
de convergence dominée assure que l'intégrale

X(10) = [ 7 oup ™ )ely) da (9, )
P(F)xPE) %y
Lest aussi et quon a légalité A'(f5|a) = Iy (f). O

COROLLAIRE 3.3.6. — La mesure p%, sur G(F) xPF) @ définie par

dpsy (9,y) = o(y) du(g, v)

donne via ’homéomorphisme © : G(F) xPE) g =, Y) une mesure surY) qui définit
une mesure de Radon positive G(F)-invariante non nulle sur G(F). Précisément,
pour toute fonction f € C(G(F)), on a légalité

Iy(f) = / Flayg ™ e(y) du(g. ) ;
G(F)xPE oy

l'intégrale étant absolument convergente.

REMARQUE 3.3.7. — Le méme résultat vaut bien stir pour les F-strates de Dp.
D’ailleurs pour construire la fonction ¢ nous avons di travailler avec la F-strate de
Np associée & Y (cf. 2.4).
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3.4. Le cas ou la G(F)-orbite est ouverte dans la F-strate. — Continuons
avec les hypothéses de 3.3. Si Q est un sous-ensemble ouvert P(F)-invariant de &/,
en remplagant % par Q dans la définition de Iy, on obtient une distribution positive
G(F)-invariante non nulle sur G(F) : pour f € C°(G(F)), on pose

It () = /Q o)X (y) dy.

L’intégrale est absolument convergente et la distribution I, (o) annule toute fonction
f € CX(G(F)) qui s’annule sur Intx (2). Observons que Intg () N% = Q.

On suppose dans cette sous-section que la G(F)-orbite Op,, est ouverte dans la
F-strate ) =Y, Puisque

(1) OpuN@ = {pyp|lpe P(F)} € 08, et Op,=Intg(0F,),

cela revient a supposer que la P(F')-orbite O;u est ouverte dans la F-lame % = % ,,.
Pour f € C°(G(F)), on pose

L(f) = Top.(f)-

PROPOSITION 3.4.1. — On suppose que la P(F)-orbite (‘J?,u est ouverte dans la
F-lame % = %p,,.

(i) Le centralisateur G*(F) de u dans G(F) est unimodulaire.
(i) Si dg* est une mesure de Haar sur G*(F), il existe une constante ¢ = ¢(dg™) > 0
telle que pour toute fonction f € CP(G(F)), on ait

/ Flg~ ug) 2t = cL(f) ;
G (F)\G(F)

l'intégrale étant absolument convergente.

Démonstration. — L’application f +— Iy (f) définit a fortiori une mesure de Radon
positive G(F')-invariante (pour la conjugaison) non nulle g, = po ., sur Op, : pour
toute fonction ¢ € C*(0p,,), on a

) = [ pluytho) dkdy.

Via 'homéomorphisme
G (F)\G(F) = Opu, g~ g ‘ug,

on a donc une mesure de Radon positive G(F)-invariante (& droite) non nulle sur
G"(F)\G(F). L’existence d’une telle mesure entraine (i). Comme une telle mesure
est unique a une constante (> 0) prés, si dg* est une mesure de Haar sur G*(F), il
existe une constante ¢ > 0 telle que pour toute fonction ¢ € C°(Op,,), on ait

/ blg ug) % = (. v).
G (F)\G(F)
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On en déduit que pour toute fonction f € CX(G(F)) et tout sous-ensemble ouvert
compact w de Of,,, on a 'égalité

/ 1u(g ug) f(g™ ug) 8% = c{ptu, Lo - Flog.,)
Gu(F)\G(F)

Puisque l'intégrale

[, e @y = 1)
o;,u
est absolument convergente, d’aprés le théoréme de convergence dominée, cela prouve

(ii). O

COROLLAIRE 3./.2. — Supposons que toutes les P(F)-orbites Og,y avec y € ¥
soient ouvertes (et donc aussi fermées) dans % . Choisissons un ensemble représen-
tants {u; |1 € I} C % des P(F)-orbites dans % . Pour chaque i € I, normalisons
la mesure de Haar dg“i sur G“(F) par c¢(dg*) = 1. Alors pour toute fonction
feCE(G(F)), ona

Iy(f) =Y _L.(f).

el

REMARQUE 3.4.3. — On a la méme proposition pour Y € g, sous I’hypothése
oit la G(F)-orbite Oy est ouverte dans la F-strate )y

3.5. Comparaison avec les résultats connus. — Pour z € G, on note O, 'orbite
géométrique Intg(z) ; de méme pour X € g, on pose Ox = Adg(X).

Supposons tout d’abord p = 1. Dans ce cas on sait que la F-strate ) =Y p, d'un
éléement u € g est I’ensemble O, (F') des points F-rationnels de l'orbite géométrique
O,. Cet ensemble est réunion finie de G(F')-orbites, 'une d’elle étant la G(F')-orbite
Opu, et chacune de ces G(F)-orbites est ouverte et fermée dans ). La mesure sur )
définie par 3.3.6 donne une mesure de Radon positive G(F')-invariante non nulle sur
Op qui (d’aprés 3.4.1) définit une mesure de Radon sur G(F') ; c’est le théoréme de
Deligne-Ranga Rao [RR].

Supposons maintenant p > 1. Pour les éléments séparables de Up, resp. Np, on
sait d’aprés [L, 3.5.6] que les points F-rationnels de 'orbite géométrique sont contenus
dans la F-strate : pour u € iU séparable, on a 'inclusion O, (F) C D, ; et pour
Y € Np séparable, on a linclusion Oy (F) C Y ry. Side plus p est trés bon pour
G, alors tous les éléments de Up, resp. g, sont séparables (cf. [L, 3.5.4]) et les
inclusions précédentes sont des égalités [L, 3.5.7].

Avant de poursuivre, introduisons une notion intermédiaire entre « p trés bon» et
«p bon» pour G, celle de groupe « F-standard» (McNinch [MIN, 2.2, def. 3]). Le
groupe G est dit F'-standard s’il existe une F-isogénie séparable (donc centrale) entre
G et un groupe réductif connexe H défini sur F' telle que :

(S1) le groupe dérivé Hge, de H soit simplement connexe ;
(S2) p soit bon pour H, i.e. pour Hyer ;
(S3) il existe une forme bilinéaire H-invariante non dégénérée sur h = Lie(H ).
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Observons que la condition (S3) porte sur h et non sur Hhger = Lie(Hger) et quelle
est préservée par les isogénies séparables. Elle assure que h est une somme directe
d’algebres de Lie de la forme suivante (cf. [J, 2.9]) : une algébre de Lie simple qui n’est
pas de type A; ; une algébre de Lie isomorphe a sl,, avec (p,n) = 1 ; une algébre de Lie
isomorphe & gl,, ; une algébre de Lie commutative (formée d’éléments centraux dans
h). En particulier p n’est pas forcément ¢rés bon pour H. Néanmoins, la description
ci-dessus assure que b est muni d’une forme bilinéaire H-invariante symétrique non
dégénérée ; observons que tout comme (S3), cette propriété est invariante par isogénie
séparable.

Si G est F-standard, on sait d’aprés [MN, prop. 6] que toutes les orbites géomé-
triques nilpotentes dans b, resp. g, sont séparables.

La proposition suivante, jointe & 3.4.1, donne le théoréme de Deligne-Ranga Rao
pour les orbites rationnelles.

PROPOSITION 3.5.1. — Supposons que G soit F-standard.

(i) Pour u € Ur, la G(F)-orbite O, est ouverte dans la F-strate Y p,,.
(i) PourY € Np, la G(F)-orbite Oy est ouverte dans la F-strate Yy .

Démonstration. — Commencons par le point (ii). Soient Y € 91p ~ {0} (pour Y =0
il n’y a rien & démontrer), A € A%{’; et k = my(\). Posons Y/ =Y (k) € gx(k ; F).
Puisque A est (F,Y')-optimal (d’aprés [L, 2.8.2]) et Y’ est séparable, on a

g¥ =Lie(GY) Cpr=gro0-
Puisque G est F-standard, on sait que :

— toutes les orbites géométriques nilpotentes de g sont séparables ;
— il existe une forme bilinéaire G-invariante symétrique non dégénérée sur g.

On en déduit comme dans la preuve de [J, lemma 5.7] que
(1) [Y' gx(i — k)] = gr(i) pour tout 4 e N*.

Comme p) = @,~,, 9x(¢ — k), on obtient que [Y”,p)] = gx « puis (par approximations

successives) que [Y,py] = gax. Par conséquent Papplication Py — g, p Ad,(Y)
est submersive. Elle induit une application ouverte Py(F) — gx x(F) qui assure que
la Py (F')-orbite de Y est ouverte dans la F-lame #ry.

Prouvons (i). Soit u € g ~ {1}. On suppose que u est en position standard.
Soient A l'unique élément de X (Ag) qui soit (F,u)-optimal et k = m,(\). Posons
Y = jit(u) € gax(F). Le F-isomorphisme jo : ug — Up(F) induit par restriction et
passage aux quotients un F-isomorphisme de variétés

Ia(k) :ga(k) = Ga(k) = Gak/Grk+1 -
D’aprés [L, 3.4.2], 'isomorphisme jy (k) est My-équivariant et c’est un isomorphisme
de groupes*®). Notons Oyjl la My (F)-orbite de u. Compte-tenu de ce que l'on a

prouvé pour Y, on obtient via jy(k) que l'ensemble OI;[;GMCH(F) est ouvert dans

(13) Observons que si de plus G est F-déployé, alors j (k) munit G (k) d’une structure de M-module
défini sur F (loc. cit.).
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G (F). D’autre part grace & (1) on obtient (par approximations successives) que
la Uy (F)-orbite de u est égale & uGy p+1(F). Cela prouve que la Py (F)-orbite de u
est égale a OIFV{;G,\,;CH(F), donc ouverte dans la F-lame %% ,. On en déduit que la
G(F)-orbite OF,, est ouverte dans la F-strate Y p,,. O

REMARQUE 3.5.2. —

(i) Sip est bon pour G, d’aprés la théorie de Bala-Carter (cf. [J, 4]), il n'y a qu’un
nombre fini d’orbites géométriques nilpotentes dans g. Si de plus on sait que
toutes les orbites géométriques des éléments nilpotents de g(F') sont séparables,
e.g. si p est trés bon, alors d’aprés McNinch [MIN, theorem 40], il n’y a qu’un
nombre fini de G(F)-orbites nilpotentes dans g(F).

(ii) L’hypothése « G est F-standard » est meilleure que «p est trés bon» mais elle
n’est pas optimale. Par exemple G = PGL,,, n’est pas F-standard ; or dans ce
cas les F-strates de Up, resp. Mg, coincident avec les G(F')-orbites et les points
(i) et (ii) de 3.5.1 sont trivialement vrais.

3.6. Désintégration de la mesure sur la F-lame. — On prouve dans cette
sous-section que sous certaines hypothéses moins fortes que celle de 3.4 (voir 3.6.4),
on peut désintégrer la mesure p(y)dy au voisinage de u dans la F-lame % et en
déduire la convergence de l'intégrale orbitale unipotente associée a la G(F)-orbite
Opy. Cela améliore les résultats connus (cf. 3.5).

Soient u € Up {1}, A € A?{’Z et k = m,(\). On suppose comme en 3.3 que u est
en position standard et que A\ € X(Ag). On pose P = P\, % = %, et Y = D) J

Pour y € %, si le centralisateur GY(F) de y dans G(F’) est unimodulaire, le choix
d’une mesure de Haar dg?¥ sur GY(F) définit une «mesure de Haar» dg, = dd—ggy
sur Pespace quotient GY(F)\G(F), c’est-a-dire une fonctionnelle linéaire positive
non nulle et G(F)-invariante a droite sur C°(GY(F)\G(F')). La question est : via

I’homéomorphisme

GUGN\G(F) = Ory, g+ 9" 'y,
cette fonctionnelle linéaire définit-elle une mesure de Radon sur G(F)? Autrement
dit, pour toute fonction f € C°(G(F')), l'intégrale orbitale

(1) L(f) = / F(o"vg) 43,
GY(F)\G(F)

est-elle absolument convergente?

Pour y € %', commencons par rappeler la notion de « mesure de Haar » sur 1’espace
quotient GY(F)\P(F). Meéme si ce n’est pas nécessaire, on suppose toujours que
GY(F') est unimodulaire. Notons F, I’espace des fonctions h € C*°(P(F)) telles que :

— h(gp) = 6p(g)"'h(p) pour tout g € G¥(F) et tout p € P(F) ;

— il existe un sous-ensemble compact Q; de P(F) tel que le support de f soit

contenu dans GY(F)Qy,.

REMARQUE 3.6.1. — Observons que pour y € %, puisque ¢(y) # 0, pour tout
g € GY(F), on a 8y (1,1 (g9) = 1 c’est-a-dire dp(g) = dxx(9)-
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A une constante > 0 prés, il existe une unique fonctionnnelle linéaire positive non
nulle v, sur F, qui soit invariante par translations & droite par P(F'). Concrétement,
on choisit une mesure de Haar dg¥ sur GY(F'). Toute fonction h € &, s’écrit

h(p) = /G . (gp)dp(g)dg”

pour une fonction ¥ € C°(P(F)). Cette fonction n’est pas unique mais l'intégrale
fP(F) U(p) d,p est bien définie (i.e. elle ne dépend pas du choix de ¥) ; on la note

(Vy, h) = /Gy(F)\P(F) h(p) dvy(p) .

La mesure de Haar a droite d,p sur P(F) étant fixée, la mesure de Haar dg¥ sur
GY(F) détermine v, et réciproquement.

La question posée plus haut, a savoir la convergence absolue de I'intégrale (1), est
équivalente a : via ’homéomorphisme

GY(F)\P(F) = 0%, p—p 'yp,

la fonctionnelle linéaire v, définit-elle une mesure de Radon sur P(F)? Autrement
dit, pour toute fonction ¢ € C°(P(F)), 'intégrale orbitale

2) HOR) O~ up)op (p) " dv, ()
Gv(F)\P(F)
est-elle absolument convergente?

REMARQUE 8.6.2. — Rappelons que G(F) = KP(F) = P(F)K et que les mesures
de Haar dg, dk et d.p sont normalisées de telle maniére que pour toute fonction

[ € C(G(F)), on ait légalité fG(F) flg)dg = foP(F) f(kp)dkd,p. Alors pour
f € CX(G(F)), on a l'égalité (au moins formellement)

L(f) =1, (f").
Soit
Y/P(F) (=9/G(F))
lespace des P(F)-orbites dans %/, que on munit de la topologie quotient. Si w est un

ouvert de &', ’ensemble Up€ P(F) p~twp est encore ouvert dans %/. Par conséquent le
morphisme quotient

q ¥ — ¥ P(F)

est une application ouverte. Pour y € %/, on note
Of, ={p""yp|p € P(F)}

la P(F)-orbite de y, que l'on identifie a I’élément q(y) de &/ P(F).

On veut décrire le comportement des P(F)-orbites de % au voisinage de u, en
imposant certaines conditions de « régularité » aux centralisateurs GY(F') des éléments
y € % au voisinage de u. Pour cela il est commode d’introduire la définition suivante.
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DEFINITION 3.6.3. — Pour un sous-groupe fermé Z de P(F'), un sous-ensemble S
de % est appelé Z-feuillet') (dans & relativement & I’action de P(F)) s’il vérifie les
conditions suivantes :

— S est Z-invariant, i.e. Intz(S) =95 ;

- S= Intp(r)(S) est ouvert dans % et S est fermé dans S

— pour tout p € P(F),onap 1SpNS#0=pec.
La troisiéme condition assure que pour tout s € S, le centralisateur G*(F') de s dans
G(F), qui est un sous-groupe de P(F'), est contenu dans Z. Siy € %, un feuillet pour
y (dans & relativement a 1'action de P(F')) est un GY(F)-feuillet S tel que :

AR

— G*(F) = GY(F) pour tout s € S.

Si S est un Z-feuillet pour un sous-groupe fermé Z de P(F'), alors S est localement
fermé dans 2. On le munit de la topologie induite par celle de %/, ce qui en fait un
td-espace au sens de Bernstein-Zelevinski [BZ], i.e. Hausdorff, localement compact et
totalement discontinu. Soit P(F)x* S le quotient (P(F)x S)/Z pour P'action & droite
de Z donnée par (p, s)-z = (pz, 2~ 1sz). On munit P(F) x S de la topologie produit et
P(F)x* S de la topologie quotient. Alors 'application P(F)x S — S, (p,s) + psp~!
se quotiente en un homéomorphisme

a i P(F)x*8§ =S,
Observons que pour y € S , il existe un p € P(F) tel que pyp~! € S et le centralisateur
GY(F) de y dans G(F) vérifie Int,,(GY(F)) = GP¥? "' (F) C Z.

Supposons de plus que pour tout s € S, Uinclusion G*(F) C Z soit une égalité,

c’est-a-dire que S soit un feuillet pour un (i.e. pour tout) s € S. Alors

P(F) x* 8 = (P(F)/Z) x S.
La projection sur le second facteur P(F) x S — S se quotiente en une application
continue (surjective) 3 : P(F) x* S — S et I'application composée foa™! : S — S
se quotiente en une bijection continue

s :S/P(F)— 5.
Pour tout y € S, on a SN Ol{;y = {Boa!(y)}. Puisque s est une section continue
du morphisme quotient q|g : S — §/P(F), l'application q|s : S — S/P(F) est un
homéomorphisme et g(S) = S/P(F) est un td-espace. En particulier pour tout y € S,
la P(F')-orbite O?yy est fermée dans S. Observons aussi que pour tout sous-ensemble

w de g, on a g(w) = q(SNw). On en déduit que le morphisme quotient
qlz : S —4q(5) =5/P(F)
est une application (ouverte et) fermeée.

Considérons maintenant les hypothéses suivantes.

(197 _slice en anglais.
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HYPOTHESES 3.6.4. —

(H1) Le centralisateur G*(F') de u dans G(F') est unimodulaire.
(H2) 1l existe un feuillet S pour u (dans % relativement a Paction de P(F)).

REMARQUE 3.6.5. —

(i) L’hypothese (H2) assure que pour tout y € S = Intp(p)(S), la P(F)-orbite O?yy
est fermée dans l'ouvert S de & ; ou, ce qui revient au méme d’aprés 3.4 (1),
la G(F)-orbite Op, est fermée dans 'ouvert Intx (S) de ). En particulier la
P(F)-orbite OF  est localement fermée dans %/ (1) et la G(F)-orbite Op,, est
localement fermée dans Q).

(i) Sila P(F)-orbite OF , de u est ouverte dans P(F), alors on sait d’aprés 3.4.1 (i)

que le centralisateur G*(F') est unimodulaire ; d’autre part S = {u} est un
feuillet pour wu.

On suppose jusqu’a la fin de 3.6 que les hypothéses 3.6.4 sont vérifiées. D’aprés
3.6.5 (ii), il s’agit bien d’une généralisation de 3.4.

On définit comme suit, pour chaque y € S = Intp(p)(S), une mesure de Haar dg¥
sur GY(F) et donc une fonctionnelle linéaire v, sur F,. On fixe une mesure de Haar
dg® sur G*(F) et pour s € S, on prend dg* = dg*. Pour y = p~lsp avec s € S et
p € P(F), on prend pour dg¥ la mesure déduite de dg® = dg* via ’homéomorphisme
Int,—1 : G*(F) — GY(F). Alors v, se déduit de §p(p)~'v, via I'isomorphisme

Fs = Fy, h—= holnt,.
En d’autres termes, on a
(vy,hoInt,) = 6p(p) *(vs,h) pour tout heTF,.

La fonctionnelle linéaire v, sur F, est bien définie car si y = p'~1s'p’ avec s’ € S et
p' € P(F), alors ' = s et pp'~! € G*(F) ; or (vs,holInt,,—1) = p(p'p~ ') (vs, h) .
Pour ¢ € C°(G(F)), on a donc les égalités (au moins formellement)

1P, (6) =6p(p) I (P¢) = I (¢).

On en déduit que pour tout (y,p) € S x P(F) et toute fonction ¢ € C=°(G(F)), on a
légalité (formelle)

(3) 174,,(0) =1, (¢).

Pour y € S , puisque la P(F)-orbite O?yu est fermée dans S , pour toute fonction

P € C(9), Vintégrale (2)

IV () = Y(p~ yp)dp(p)~t duy(p)
Gv(P)\P(F)

(15) Ce que ’on savait déja d’apres Bernstein-Zelevinski [BZ, Appendix| : Zr ,, = %, (F) et 'action
de P(F) sur %, provient d’une action algébrique (définie sur F') de P = P, sur la variété %,.
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est absolument convergente. L’hypotheése (H2) assure que g(S) = S/P(F) est un
td-espace. On peut donc introduire l'espace C°(S/P(F)) des fonctions localement
constantes et & support compact sur S/P(F).

LEMME 3.6.6. — Pour ¢ € C>°(S), la fonction y — IV () est dans C>=(S/P(F)).

Démonstration. — Soit ¢ € C°(S). D’aprés I'égalité (3), la fonction y — I ()
sur S se factorise par S /P(F) ; et elle est a support le compact ouvert g(Supp(¢))
de S/P(F) (rappellons que I'application continue qlz : S — §/P(F) est ouverte et
fermeée). Tl reste & vérifier que la fonction y — I]'(1)) est lisse sur S/P(F). Pour cela
reprenons I'isomorphisme HE = CX(%), ® — g du début de la preuve de 3.3.5. 1
induit par restriction un isomorphisme du sous-espace HP* ¢ HP formé des fonctions
a support dans P(F) x § sur le sous-espace C2°(S) € C2°(%). Ecrivons ¢ = 1bg avec
d e HP* PouryEg, on a

IF) = ]f o(p"yp) B(L p~ yp)dp(p) " duy (p)
GY(F)\P(F)

= o' / (p~ ' y)dp(p) " dyy(p).
GY(F)\P(F)

La fonction y — fGy(F)\P(F) D (p~Ly)dp(p)~! dvy(p) est localement constante sur S.

Puisque la fonction y — ¢(y)~! est localement constante sur %, elle I'est a fortiori
sur S. Par conséquent la fonction y — If (v) est localement constante sur S, donc

sur S puisqu'elle est P(F)-invariante. O
LEMME 3.6.7. — (i) L’application linéaire
C(8) = CZ(S/PF), ¥+ (y = 1] (1)

est surjective. B
(it) Si I () = 0 pour tout y € S, alors

[@@wwmy:u

S

Démonstration. — 11 suffit d’adapter celle du lemme 3.1.2. Posons C = C°(5) et
F=C(S/P(F)). Soit  un sous-ensemble ouvert compact de S. Posons

Q= Int p(py (1) = U piOp.
pEP(F)

Soit Cq le sous-espace de C formé des fonctions a support dans Q et qui sont constantes
sur les sous-ensembles p~1Qp pour tout p € P(F). Soit Fq(0) le sous-espace de F formé
des fonctions a support dans g(2) = Q/P(F) et qui sont constantes sur g(2). On a
dime (Fg(q)) = 1. Lapplication ¢ — (y — I (1)) envoie Co dans Fq(q) et il suffit de
vérifier les assertions du lemme pour ces deux espaces.
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Prouvons (i). Soit § € Fg(q). Notons x 1'élément de Fy(q) défini par
k(y) = I;(lg) >0 pour tout € €.
Soit ¥ € Cq la fonction définie par ¥ = k! - 1 - €. Elle vérifie
Y(p~'yp) = w(y) " 1a(p 'yp)é(y) pour tout (y.p) € 2 x P(F).

On en déduit que If(z/z) = &(y) pour tout y € Q.

Prouvons (ii). Tout élément de Cq est combinaison linéaire (finie) de fonctions
P(lg) = 1g oInt,—1 avec p € P(F). On en déduit que les fonctionnelles linéaires T'
sur Cq telles que T'(Py) = dp(p)T (¢) pour tout ¢ € Cq et tout p € P(F'), forment un
espace vectoriel de dimension 1. Pour ¢y’ € ﬁ, les fonctionnelles linéaires

T0) = [ iy e Tw) = 15w)
sont dans cet espace ; elles sont donc proportionnelles. Cela implique (ii). O

Soit mg la fonctionnelle linéaire sur C2°(S/P(F)) définie par

(ns,§) = éw(y)w(y) dy

pour toute fonction 1) € C°(#) telle que &(y) = I, (¥). On écrit aussi
s €)= [ € dnsty).
S/P(F)

PROPOSITION 3.6.8. — On suppose que les hypothéses 3.6.4 sontijériﬁées. Soit S
un feuillet pour u (dans % relativement a l'action de P(F)) et soit S = Intp(p)(S).

(i) Pour toute fonction f € C(G(F)) et tout y € S, lintégrale orbitale

L(f) (=L ("))

est absolument convergente.
(i1) Pour toute fonction f € CX(G(F)), on a l’égalité

/ S)IF (%) dns(y) = / o) () dy.
5/P(F) s

les deux intégrales étant absolument convergente.

Démonstration. — Pour toute fonction f € C(G(F)) et tout sous-ensemble ouvert
compact w de S, 'intégrale orbitale If (1,-fK ) est bien définie et elle est absolument
convergente ; et d’aprés la définition de la fonctionnelle linéaire ng, on a

/ oW)IF (L - F¥|5) dns(y) = / o) ¥ () dy.
5/P(F) w

Posons & = Intx (S) = Intg(p)(S) ; c’est un ouvert G(F')-invariant de la F-strate 9.
Puisque l'intégrale

Is(f) = /S o)X () dy
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est absolument convergente (cf. 3.4), d’aprés le théoréme de convergence dominée,
I’'intégrale

/ S IF (%) dns(y)
3/P(F)

Pest aussi et elle coincide avec Ig(f) ; cela prouve (ii). On en déduit que pour toute
fonction f € C°(G(F)) avec f >0, on a I](f*) < 400, ce qui prouve (i). O

REMARQUE 8.6.9. — On a une proposition analogue pour les G(F)-orbites dans
une F-strate de M, sous les mémes hypothéses que 3.6.4.

REMARQUE 3.6.10. —

(i) Le cas ou lorbite O, est ouverte dans Q) (3.4.1) est un cas particulier de 3.6.8 :
il suffit en effet de prendre S = {u} (cf. 3.6.5 (ii)).

(ii) Pour désintégrer la mesure globale ¢(y) dy sur ¢/, il suffit qu’il existe une famille
(Q4)ier (forcément dénombrable) d’ouverts P(F)-invariants Q; de % deux-a-
deux disjoints telle que :

— Louvert ™ = J,.; % de & est dense dans % (pour Topp) ;
— Pour chaque i € I, les centralisateurs GY(F') des éléments y € §2; sont
unimodulaires et conjugués dans P(F) ;
— Pour chaque i € I et pour un (i.e. pour tout) u; € €, il existe un feuillet
S; pour u; tel que §Z = ;.
Alors pour toute fonction f € C°(F(F)), on a

Iy (f) = 3" T o (f) = / o) IF (F%) dns, (4)

icl Q;/P(F)

3.7. Une remarque sur les corps globaux. — Dans cette sous-section, on sup-
pose que F' est un corps global, ¢’est-a-dire un corps de nombres (p = 1) ou un corps
de fonctions (p > 1). Soit A = Ap Panneau des adeles de F. On note | |4 la valeur
absolue sur A définie par

|x|a = H|:L'U|FU pour == ]:[:L'v €A
v v

ot v parcourt les places de F et z, € F,, (le complété de F' en v).
Soit u € Up \ {1}. On pose ¥ = Zp,, et £ = Zp,y. Solent aussi A € A%{’Z et
k =my(N\). Alors 2" = Gy 1(F) et on pose 2" = G (F)/Gxxr1(F). On pose aussi

Xy = G)\,k(A) et % = G,\7k(A)/G,\7k+1(A).

Reprenons les constructions de 2.6 en remplagant le corps de base F' par I’anneau
A. Pour z € Z, et i € Z, le A-endomorphisme Ad, —Id de g(A) induit par restriction
et passage aux quotients un morphisme A-linéaire

Mae(i;A) ga(i;A) = ga(k+i;A)

qui ne dépend que Iimage Z de x dans 2. Pour i = 1,...,k — 1, fixons une F-base
(H-ij)1<j<d; de ga(—i ; F) et une F-base (Hi—; ;)1<j<da, de grx(k—i ; F) ; rappelons
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que d; = dimp(gx(i; F)) et que I'on sait que d_; (= d;) = dix_;. Pour Z € Z,, notons
A_;(Z) € M(d;,A) la matrice de nx z(—i; A) relativement a ces bases et posons

p-i(®) = |deta(A-i (@),
Enfin posons
P(x) = p_1(Z) - p1-k(2) 2 0.
On reléve ¢ en une fonction sur Z3. On a clairement :

LEMME 8.7.1. — L’application ¢ : Zx — Ry ainsi définie ne dépend pas du choix
des F-bases (H_; ;) et (Hx—; ;) pouri=1,...,k—1.

On note %} la A-lame dans U, = (J], Ur,) N G(A) définie par
Yy = (H %) NG(A) avec %, =W, .

ot v parcourt les places de F' (voir aussi & [L, Annexe C]). Pour chaque v, puisque
Pextension F,/F est séparable de degré de transcendance infini, d’aprés 2.5.1, le
co-caractére A est (F,,u)-optimal (pour I’action par conjugaison de G(F,)) et on a
légalite % = %, N G(F). En d’autres termes la F-lame % se plonge diagonalement
dans la A-lame %}. On a

©(y) >0 pour tout y e %

et
o(y) =1 pourtout ye#.

Cette fonction ¢ > 0 sur % jouera un role essentiel dans la décomposition en
produit de distributions locales de la contribution & la formule des traces pour G(A)
associée en [L] a la F-strate %) de Up.
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