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PRIMOS, PARIDAD Y ANALISIS
HARALD HELFGOTT Y ADRIAN UBIS

RESUMEN. Sea A(n) = 1 cuando n tiene un namero par de divisores primos (contados
con multiplicidad) y A(n) = —1 de lo contrario. En general, distinguir entre ntimeros
con un numero par o impar de divisores primos es una de las tareas mas dificiles en
la teoria analitica de nimeros. Un trabajo reciente de Matoméki y Radziwill muestra
que, en promedio, ambos existen con la misma frecuencia ain en intervalos muy cortos.
Este avance ya ha tenido varias aplicaciones importantes en las manos de Matoméki,
Radziwilt, Tao y Terdvainen. Explicaremos en detalle una prueba completa del resultado
original de Matomaéki y Radziwill, asi como de varias aplicaciones.

INDICE
1. Introduccion [
1.1. Primalidad y paridad [
1.2.  Resultados de Matomaiki, Radziwitt y Tao 3
1.3. Notaciéon 4
1.4. Agradecimientos H
2. Breve repaso y resultados preliminares H
2.1.  Funcién zeta. Férmula de Perron. B
2.2. Las cribas y sus limitaciones: el problema de paridad 14
2.3. Estimaciones de valor medio 14
3. Cancelacion de A en intervalos cortos, en promedio 25
3.1.  Un primer tratamiento @
3.2.  El caso general: valores excepcionales B3
3.3. El caso general: valores tipicos 35
4. Coeficientes de Fourier de A en intervalos cortos, en promedio 4d
4.1.  Arcos menores 41]
4.2.  Arcos mayores y conclusion 44
5. La autocorrelacion de A en escala logaritmica 54
5.1. Inicio y esbozo del argumento 5
5.2. Sumas y esperanzas ﬁ
5.3. Entropia e informaciéon mutua @
5.4. Informacién mutua y dependencia l6d
5.5. Sumas de A(n)A(n + p), en promedio sobre p. Conclusion 65
Referencias [zd
1. INTRODUCCION
1.1. Primalidad y paridad. Los ntumeros primos son uno de los objetos de estudio

principales de la teorfa de ntimeros. Los problemas clasicos acerca de los primos son
clasicos en parte por su dificultad: nuestras técnicas nos permiten acercarnos a la meta,
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pero, una vez que se trata de encontrar todos los casos primos y solo ellos, nos vemos a
menudo frustrados.

Consideremos un ejemplo entre muchos. La conjetura fuerte de Goldbach dice que todo
namero par n > 4 puede escribirse como la suma de dos primos. Rényi [Rén47]| mostré que
todo niimero par suficientemente grande puede escribirse como la suma de un primo y un
ntmero que es el producto de a lo més K primos, donde K es una constante. Luego hubo
una sucesion de trabajos que mejoraron la constante. Finalmente, en [Che73|, Jing-Run
Chen logré mostrar que todo par suficientemente grande puede escribirse como la suma
de un primo y un ntimero que es ya sea un primo o el producto de dos primos. Empero,
la conjetura fuerte de Goldbach sigue sin resolver.

La misma situacion ocurre con la conjetura de los primos gemelos, la cual plantea que
hay un ntmero infinito de primos p tales que p + 2 también es primo. Se puede dar
una cota superior al nimero de tales p con p < N mediante métodos de criba (cémo
veremos en los ejercicios en la seccion 2.2)), pero no tenemos una cota inferior. Como en
el caso de Goldbach, hubo una sucesion de trabajos llevando a un resultado similar al de
Chen; también hay otras aproximaciones a las dos conjeturas (Goldbach débil, distancias
acotadas entre primos). Empero, las conjeturas en si siguen abiertas.

En general, distinguir entre un primo y el producto de dos primos es muy dificil. Si se
usa un procedimiento de criba de tipo tradicional, hacer tal distincién es no sélo dificil
sino imposible. En general, las cribas, por si solas, no llegan a distinguir entre nimeros
con un numero par o impar de factores primos; se trata del problema de paridad (§2.2).
Claro esta, hay otros procedimientos, generalmente analiticos, que nos permiten probar
algunos enunciados sobre los niimeros primos.

Un resultado de base de este tipo es el teorema de los nimeros primos. Recordamos
que nos dice que el nimero 7(z) de primos entre 1 y x es aproximadamente z/log x. Para
ser mas precisos, en la version de Hadamard y de la Vallée Poussin (1896), nos dice que

(1.1) (z) = Li(z) + O (:ce—wlogm) :
donde Li(z) = [} 1(%7 ¢ > 0 es una constante y O(f(z)) quiere decir un término cuyo

valor absoluto esta acotado por f(x) por una constante.

La prueba se basa sobre las propiedades de la funcién zeta de Riemann ((s), y, en
particular sobre el hecho que sabemos que no toma el valor 0 cuando s esté dentro de una
cierta region. Por los mismos métodos, o usando (LI]), podemos mostrar que el numero
de enteros n < x con un ntmero par o impar de factores primos es asintéticamente el
mismo:

(1.2) Z A(n) =0 (e’c‘/@x) :

n<x

donde A(n) es la funcidn de Liouville, la cual es la funcion completamente multiplicativa
tal que f(p) = —1 para todo nimero primo. El enunciado (2] también es cierto si A(n)
se reemplaza por la mas familiar funcion de Mobius p1(n), definida como p(n) = A(n) para
n sin divisores cuadrados (aparte de 1), y como u(n) = 0 si d?|n para algtn d > 1.

De hecho lo méas importante es que la cota en (L2) dividida por la cota trivial x va a
cero:

S A(n) = ofa),

n<x

donde o f(z)) denota cualquier funcion g(x) tal que lim, . g(z)/f(z) = 0. (Aqui, f(z) =
x.) En otras palabras, el promedio de A en el intervalo 1 < n < z es o(1), es decir, tiende
a cero.
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En general, es muy interesante saber que A tiene promedio o(1) en un intervalo o con-
junto de ntimeros, pues esto quiere decir precisamente que sabemos que en ese conjunto
el nimero de enteros con un nimero par o impar de factores primos (contados con mul-
tiplicidad) es asintoticamente el mismo. Sabiamos, por ejemplo, que

N+H

=S ) = o)

n=N+1

para H > N®y « dentro de un cierto rango. El primer resultado con a < 1 fue probado por
Hoheisel (1930); el mejor valor de o conocido en nuestros dias es 7/12+¢, € > 0 arbitrario
([Mot76] y [Ram76], basados en parte en [Hux72|). También se tenian resultados “en
promedio”™ por ejemplo, se sabia que

(1.3) /XQX > )

rz<n<z+h
para h > X6 ¢ > (0 arbitrario. La desigualdad (L3) es equivalente al enunciado
siguiente: dado h = h(z) tal que h(z) > x'/6%,

2
dr = o(Xh?)

N<n<N+h(z)

para todo entero N € [z, 2z] fuera de un conjunto de o(x) excepciones. (La equivalencia
es inmediata; el lado izquierdo de (L3]) es una varianza.)

La conjetura de Chowla nos dice que, para hy, ho, ..., hj enteros distintos,
, 1
(1.4) ]\}gr})oﬁ ;VA(n+h1)'--)\(n+hk) =0.

Cuando k > 1, la conjetura esté abierta y se considera muy dificil. En general, se cree
que, para todo polinomio P € Z[z]| no constante,

lim % > u(P(x)) =0.

N—oo
n<N

(Las conjeturas de Hardy-Littlewood y de Schinzel son enunciados relacionados para los
niameros primos.) Nuevamente, no hay caso probado con deg P > 1, si bien se tienen
resultados para polinomios en dos variables.

Una puerta fue abierta recientemente por Kaisa Matoméki y Maksym Radziwitt [MR16].
Ha conducido ya a numerosos resultados.

1.2. Resultados de Matoméki, Radziwill y Tao. El siguiente resultado fue un
gran avance, puesto que, como hemos visto, la conclusion se sabia s6lo bajo la condicion
h(z) > z'/6*¢ mucho mas fuerte que h(x) — oo.

Teorema 1.1. Sea h = h(z) tal que h(x) — oo cuando x — oo. Entonces, cuando
X — o0,

(1.5) Y. Am)|=o(h(X))

N<n<N-+h(X)

para todo entero N € [X,2X] fuera de un conjunto de o(X) excepciones.
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En verdad, con algo de trabajo adicional, Matomaki y Radziwilt demuestran un anélogo
del Teorema [Tl para todo f : Z — R multiplicativo que satisfaga |f(n)| < 1 para todo n
[IMRI16l Thm. 1]:

oo X g X )=o)

N<n<N+h(X) X<n<2X

para todo N € [X,2X] fuera de o(X) excepciones. (Hay generalizaciones también para f
con valores complejos [MRT15, Thm. A.1].)

(Por cierto, es plausible que (LI) sea cierto para todo N € [X,2X], con tal que, diga-
mos, h(z) > C(logx)? Empero, es facil construir contraejemplos a tal enunciado con f
multiplicativa, f # \.)

Asi como el Teorema [[.1] es un resultado sobre la cancelacién en intervalos cortos en
promedio, se puede probar la conjetura de Chowla en promedio.

Teorema 1.2. ([MRT15, Thm. 1.1|) Sea k > 1 arbitrario. Sea h = h(x) tal que h(z) — oo
cuando x — 0o. Entonces, cuando N — oo,

> AmA+ k) Mo+ hy) = o(N)

n<N

para enteros (hy, ..., hy), 1 < h; < h(N), cualesquiera, fuera de un conjunto de o (h(N)¥)
ETCepciones.

La prueba se basa en la del Teorema [L.I] via el método del circulo.
Los Teoremas [Ty admiten variantes cuantitativas. Aun para h(X) pequeno, los
métodos de Matomaki, Radziwilt y Tao pueden dar una cota de la forma

O((loglog h(X))/logh(X)).

Los términos de error de esta forma son tipicos de pruebas en las cuales el caso de los
primos se ve como una excepcion. Las pruebas que veremos no son una excepcion; de
hecho, ponen a los enteros que no tienen una factorizacion tipica en el término de error.

(En verdad, nosotros probaremos cotas del tipo O(1/(log h(x))*), @ > 0. Nuestro énfasis
serd en dar una exposicion clara y concisa, y no en conseguir necesariamente las mejores
cotas que los métodos permiten.)

Los métodos y resultados de Matoméki y Radziwilt han tenido varias otras aplicaciones
IMRT16], [Taol6al, [Taol6b], [MRT19], [MRT17]. Discutiremos una de ellas: la prueba de
una version logaritmica de la conjetura de Chowla con k = 2.

Teorema 1.3. (|Taol6b, Thm. 1.1]) Sean ay, as, by, by enteros tales que (a) aj,as > 1y
(b) (a1,b1), (ag,by) no son mailtiplos el uno del otro. Sea w = w(x) tal que w(x) — oo
cuando x — oo. Entonces, cuando x — 00,

Z )\(aln + bl))\(a2n + bg)

n

= o(logw(z)).

z/w(z)<n<lz

También este teorema se generaliza a una clase de funciones multiplicativas, incluyendo
algunas para las cuales la conjetura de Chowla “estandar” (IL4]) no seria cierta.

1.3. Notacién. Cuando escribimos f(n) < g(n), g(n) > f(n) o f(n) = O(g(n)),
queremos decir la misma cosa, esto es, que hay N > 0y C > 0 tales que |f(n)| < C-g(n)
para todo n > N. Escribimos <,, >>,, O, si N y C dependen de a (digamos). Como de
costumbre, f(n) = o(g(n)) significa que |f(n)|/g(n) tiende a 0 cuando n — oo.
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Dado un subconjunto A C X, 14 : X — C es la funcién caracteristica de A:

1 sizeA,
1A(l‘):{

0 sino.

Denotamos por |A| el nimero de elementos de un conjunto finito A.

Escribiremos (a,b) por el maximo comun divisor de dos enteros a,b # 0, siempre y
cuando no haya posibilidad de confusion con el par ordenado (a,b).

La distancia d(/31, f2) entre dos elementos (1, B2 € R/Z se define como mingez, |a+ 31 —
Pa|. Por ejemplo, la distancia entre 0,01 y 0,99 es 0,02. Podemos también definir, para
B € R, la distancia d(3,Z) como la distancia entre [ y el entero mas cercano. Esté claro
que d(f3,7Z) depende solo de f modZ, y que d(S1, f2) = d(B,7Z) para cualquier /3 tal que
b = 1 — P2 modZ.

1.4. Agradecimientos. El viaje y estadia de los autores fueron financiados en parte
por la fundacion Humboldt. Se deben las gracias a Boris Bukh y Nikos Frantzikinakis por
sus valiosos comentarios.

2. BREVE REPASO Y RESULTADOS PRELIMINARES

2.1. Funcién zeta. Féormula de Perron. Sea f : N — C. Muchas veces estamos
interesados en sumas finitas de f:
> _fn).

n<x

En general, podemos tratar de obtener resultados sobre una funciéon f estudiando una
funcion generatriz de f, como, por ejemplo, > 7 f(n)z". Si f esté asociada a un problema
multiplicativo, tiene sentido estudiar la siguiente funciéon generatriz, llamada funcion zeta
de f:

Zi(s)=> flnn™  seC.

La idea de usar los factores n=® es que son multiplicativos: (ab)™® = a~°b~°. La idea es

que, si obtenemos suficiente informacion sobre Z(s), podremos deducir informacién sobre
F(n).

Si f es multiplicativa, entonces, como lo not6 ya Euler, podemos factorizar Z;(s) como
un producto sobre los primos:

(2.1) Zy(s) =+ fp + @ +...)  Rs>1

p

Por ejemplo, en el caso f = 1 tenemos que su funciéon zeta es

(2.2) Zis) = () = S on =[]

1—1/ps’
de donde, por ejemplo, obtenemos que hay infinitos primos, puesto que lim, 41+ > n~*
diverge, y lim,_,;+ 1/(1 — 1/p®) puede divergir solo si es un producto infinito. Escogiendo
s de manera més precisa, podemos obtener cotas ttiles sobre los primos (ejercicio [).
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Veamos como usar la funcion zeta de manera elemental para acotar la suma de una
funcion aritmética, > _ 7(n?*)n~!, con 7 la funcién divisor. Para s > 1,

n<x
7(n T(n?) fxyst T(n?) 3 1
zg—ﬁ‘ﬁé;—;‘Qﬁ ‘—xlé;TF“xIEIO*j>+O<pJ)
S— 3 S— S S_l
<z 1H<1+};)§x 1H(1+p) Zn 5—71)

p p

donde hemos usado el hecho que Y, n™°— f1 t=*°dt < 1. Tomando s = 1—1—@, obtenemos

(2.3) Z T<ZQ) < (logz)?.

n<x

Este es el orden de magnitud correcto: en verdad, > _ 7(n?)n~! es asintética a una
constante por (log x)3.

Si queremos asintdticas para sumas necesitamos algo més preciso para relacionar las
sumas con la funcién zeta. La herramienta que lo permite es la integral de Perron, que es
capaz de expresar que un nimero y sea mayor o menor que 1 en términos analiticos, y en

particular en términos de los «armoénicos» y°, s complejo: para o > 0,

n<:1:

, 1 sil<y<1,
(2.4) 1 e y_sﬁ =<1/2 siy :?
270 Sy ino s ' ’
0 sty > 1.
Esta formula puede probarse usando el teorema de los residuos, o el teorema de inversion
de Fourier para la funcion 1o )(z)e " en « = logy, ya que y " = e~ logz T.a integral
debe comprenderse como el limite limp_, ;:ZZTT Yy °ds/s.
Asi, usando Perron, obtenemos, para = > 0,

otieo Lds 1f(x) sizeZ,
(25) Z J(n " 2mi /o Zils)a s * {(2) siz & Z.

n<x —i00
Si bien todos los arménicos 2 contribuyen a la integral, tipicamente los importantes van a
ser los que tienen frecuencia t pequena. Para demostrarlo, la idea es que es mejor trabajar

con una funcion continua, antes que con la funcion en el lado derecho de (2:4]). Podemos,
por ejemplo, trabajar con la siguiente funciéon, continua en (0, 00):

(2.6) VYs(x) = Lo,1-5) ! ; i

Por lo mismo que es igual a 1(g1)(z) cuando 0 <z < 1 —4§ o > 1, esta claro que, si
|f(x)| <1 para todo x, entonces

(2.7) S f(n) = O(5) +Zf %( )

n<x

1
_ 0<d<=.
7} 2

Usando el teorema de inversion de Fourier (o la integral de Perron), no es dificil demostrar
(ejercicio [) que

(2.8) %@:ifMWW@wm

—1300

donde
(2.9) (Mrps)(s) =

11— (1—6)+
s(s+1) ) '
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Utilizamos la notacion M1 aqui pues se trata de una transformada de Mellin (1o cual no
es sino una transformada de Fourier con un cambio complejo de variable). En general,

- [ vt
0

y, bajo ciertas condiciones de integrabilidad sobre ¢ y M1,

1 o+100
Y(r) = — / Mi(s)x™°ds  (teorema de inversion de Mellin),

270 )y iso

lo cual se deduce del teorema de inversién de Fourier.
Lema 2.1. Si |f(n)| <1 para todo n, entonces

1+10gx +i0~
> f(n) = O(dzlogx) + QL /1 2 (Maps)(s) Zs(s)ds.

(X 1 i§—2
+logzilé

n<x

Demostracion. Por (2.7) y (2.8]), para o > 0,
04100

S f(n) = 0(62) + % 2 (Mss) () Z(s)ds.

n<$ g—100

Vemos que (2.9) implica que | M (¢5)(s)| < 2/0|s(s+1)| cuando Rs > 0. Como |f(n)| <1
para todo n, |Z¢(o +it)| < ((0) <1/(0 — 1)+ O(1) para ¢ > 1. Por lo tanto,

i o] (21 ]
2.10 (M Z(s)d dt :
) [ ez < 2 [ g < e
Tomamos 0 = 1+ 1/logx y T = 672, y el lado derecho de ([ZI0) se vuelve O(dz log ).
La cota para la integral de 0 —i00 a 0 — 7T es evidentemente la misma. U

Luego efectivamente solo las frecuencias pequenas van a ser importantes para controlar
el promedio. Veamos cémo usar este hecho para ver que hay cancelaciéon en la suma

> An)

n<x

Para ello, miramos a su funcion zeta correspondiente a A(n):

—s —s —2s 1 l—p~°
=> Amn = =]J-p +p2__..):HHp_sznil_;’_%,
n p p

luego

(2.11) Z(s) = <29

Para acotar el promedio de f queremos extender Z;(s) a s con parte real < 1 con el
propdsito de usar la integral en (2.5) para la ¢ méas pequena que podamos, ya que |z°| = z°.

Para Rs > 1,
- / u fdu =
1 S —

y es muy sencillo ver que la tltima sumatoria converge en Rs > 0. Por lo tanto, podemos
hablar de ((s) como 1/(s — 1) mas una funcion analitica en la region Rs > 0. Asi, hemos
extendido el numerador y el denominador en (ZI1]) a fs > 0; empero, también debemos
controlar cuando el denominador se desvanece. Como el denominador es ((s), controlar
cuando es cero en toda la region s > 0 equivaldria a la hipotesis de Riemann. Vamos a
citar el mejor resultado conocido en dicha direccion, debido a Vinogradov y Korobov:

(212)  ((s) =

F—u%)du
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Teorema 2.2. ([IK04, Thm. 8.29|) Hay una constante ¢ > 0 tal que ((s) # 0 para
s =0 +it con o > 1—c(logt)"*3(loglogt)~'/3, |t| > 3, y en dicha zona también se
cumplen las cotas

1
—— < (logt)*?(loglog t)*/3,
iy < ozt loglog1)

% < (logt)*3(loglogt)Y/3.

Con dicho resultado podemos acotar el promedio de A:

Teorema 2.3.
Z An) < xexp(—(log z)3/>+oW),

n<x

Demostracion. Aplicamos el Lema 2] para f = ), y definimos T' = §~2. Por el teorema
de Cauchy, podemos desplazar la linea de integracion a los segmentos rectos L_, Ly, L,
donde Ly vade 0 —iT'aoc+ T, L_vade 1+ 1/logx —iT ac —iTy L, de o +iT
al+1/logz +iT; aqui o0 = 1 — c(logT)~%3(loglog T)~'/3, y utilizamos el Teorema
para asegurarnos que ((2s)/((s) es analitica en la region entre la vieja y la nueva linea
de integracion. Asi,

1 . ¢(2s)
;)\ O(0xlogz) + - /L_+L1+L+ x* Mps(s) ) ds
_ Lo ¢(2s)
= O(dzlogz) + O(x6%) + 5 /O_iT x° Mis(s) ) ds,

donde usamos la cota del Teorema 2.2 asi como la cota Ms(s) = O(1/6]s(s + 1)|), v
el hecho que ((2s) esta acotada por ((20); podemos asumir 20 > 3/2 (digamos), asi que
((20) = O(1). Como |2°| = |27| = wexp (—c(log z)(log T')~?/*(log log T') ~*/3), obtenemos,
usando las mismas cotas,

Z A(n) = O(dxlogz) + O <5 e~ cloa®)(ogT) /% (loglog T) =1/ 1 a:)

n<lx

< e—C(logx)a(logloga:)ﬂx 10gZL‘

o B_ o By—2/3 —1/3
+ 6C’(loga[:) (loglog z)P —c(log x)(2C (log x)* (log log z)”) (log 2C+alog log x4+ log log log x) xlogx

para 0 = ¢~ C(logz)* (loglog z)” y T = 6 2. Esta claro que lo 6ptimo es escoger o y /3 tales
que o =1—-2a/3y f=-26/3—1/3,ie,a=3/5y = —1/5. Asimismo, escogemos C
suficientemente pequefio para que C' < ¢(2C)~%? - (2a)~'/3, digamos. Asi obtenemos

Z )\(TL) < e—C(logx)3/5(loglogx)fl/sxlogx < 6—(0/2)(10g$)3/5(10g10gx)*1/5x

n<x
para C' mas grande que una constante. 0
Corolario 2.4. Sean z > 1, t < exp182*° ™ ¢ > 0. Entonces
A(n
3 A < expl(~(log )2 ),
r<n<2z n

Demostracion. Por el Teorema y sumacion por partes (ejercicio ), obtenemos en
verdad que

A) )
> S < (L |t exp(—(log )70 loga.

r<n<2z
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Es de suponer que la gran mayoria de lectores ya han visto por lo menos una prueba
del teorema de los ntimeros primos basada sobre la integraciéon compleja y las propiedades
de ((s). De todas maneras, demos los primeros pasos de una prueba siguiendo las lineas
generales que acabamos de sentar.

Por ([22), la funcion Z(s) = logﬁ es de la forma Z;, + O(1) para s > 1, donde
Zy, = Zp p~° es la serie que corresponde a la funcion indicatriz 1p del conjunto de todos
los primos. Un problema con usar esta funcion Z(s) es que 1/¢(1) = 0, lo cual significa que
no podemos definir Z(s) como meromorfa alrededor de s = 1. Una manera de solucionar
el problema seria integrar por partes en la integral que va de ¢ — 100 a ¢ 4 i00; luego
apareceria, en vez de Z(s), su derivada

¢'(s)
(2.13) Z'(s) = — = Z,
¢(s)
donde A(n) = log p para n = p®, p algin primo, y A(n) = 0 para otros n. Debido a (Z12),
Z(s) es meromorfa en s > 0 con un polo en s = 1 de resto 1.
En vez de seguir el procedimiento descrito en el parrafo anterior, es mas facil usar
directamente Z, para demostrar el teorema de los niimeros primos en la siguiente forma.

Teorema 2.5. Para x > 0,

Z logp = x 4+ O(z exp(—(log x)3/5+0(1)))

p<z

Demostracion. Ejercicio [7 U

Corolario 2.6. Para x > 0,

(2.14) m(z) = Li(z) + O(x exp(—(log 2)¥/>+M)Y),
(2.15) Z o8p _ log z + k1 + O(exp(—(log z)¥/5toW)),
p<z
(2.16) Z 1/p = loglog x + Ky + O(exp(—(log z)¥/>+°W)),
p<x

donde k1 Yy Ko son constantes.

Por cierto, las formulas menos precisas ) (logp)/p = logz +O(1) y > ., 1/p =
loglogx + Ky + O(1/logx) ya eran conocidas antes del teorema de los niumeros primos
(Chebyshev-Mertens, anos 1848-1874; ver [IK04, §2.2]).

Esbozo de prueba del corolario. Por sumacion por partes. En el caso de (2.1, para evitar
problemas debidos al hecho que exp(—(log z')%/°+°(1)) puede ser bastante mas grande que
exp(—(log 2)¥/°+°(M)) para 2’/ mucho mas pequefio que z, conviene estimar las sumas

1) )OI (FOR-C P s

n>x

I/n =
logz + v+ O(1/z), donde v es una constante (constante de Euler). Esta tltima formula
se establece facilmente: las areas que quedan entre la hipérbola y = 1/x y las lineas
horizontales y = 1/n para n < x < n + 1 pueden ponerse en pila, y entonces esta claro
que su suma para n > 1 es una constante, y su suma para n > z es O(1/x). Notese por
tltimo que la primera suma en (ZI7), tomada sobre todos los n > 1, converge a una

la primera de ellas por sumaciéon por partes, y la segunda por la féormula Engx
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constante, gracias a la estimacién de esa misma suma por sumaciéon por partes para x
general. Estas observaciones son suficientes para construir una prueba (ejercicio).
Procedemos de la misma manera para establecer 2.16: estimamos las sumas

() T
n nlogn )’ nlogn’

n>x n<z

la primera de ellas por sumaciéon por partes, y la segunda por una comparacién con
f5 1/nlogn. O

De manera anéloga, podemos calcular la probabilidad de que un ntimero no tenga
factores primos en un rango dado.

1
Lema 2.7. Sea 1 < Q% < Q < xlesleea)?® | Entonces

Z l=ax+2x-0 (exp (— min ((Ozlog Q)3/5+0(1)7 Tli)gscé))) .
0g

n<z,p|n=pg(Q,Q]
Para @) cercano a z, el problema comenzaria a cambiar de cariz (funcion de Dickman,
funcion de Buchstab; ver, por ejemplo, [MV07, §7.1-7.2]).

Demostracion. Observemos que la suma del enunciado es ), . g(n), donde g es la funcién
totalmente multiplicativa con Zy(s) = [, ¢ga o)(1 —p°) ' = () [Igacpco(l —p~°). La
funcion Zy(s) tiene un polo en s = 1 con residuo [[yac,<o(1 —p~'). Gracias a ([I6),
Vemos que

H(l - pfl) = exXp <_ prl +c+ 0 (21)> — ¢~ loglogz+¢'+O(exp(—(log 2)*/+2(1)))

p<z p<lz
C
= o (1 Olexp(—(log 2)"V),
donde ¢, ¢ y C son constantes. En consecuencia,
(2.18) [[ =) =0 (1+O0(xp(~(alog@)¥* M),
Q<p<@

Por otra parte,
|Zy(o +it)] < [Clo+ i) [[(1+p7).

p<Q
Paral—1/log@ <o <1,

H(l +p7%) < exp (Z p—0> < exp <Q1—o— Zp_1>

p<Q p<Q p<Q
< exp(e(loglog Q + k + 0(1))) < (log Q)?,
por el corolario 2.6l Usando (2.12), vemos que, para s = o + it con 0 > 1 — 1/log @,

¢(s) = 8i1+0</1Q(Lu‘SJ _u—s)du+/Qoo(Lu—SJ _u—s)du)
=$+O</1Qi—u+|s|/;ou”1du) :$+O(logQ+|t|/Q”).

Asi, para [t| < @, concluimos que |((s)] = 1/(s — 1) + O(log @Q)). En particular, |Z (o +
it)] < (1og Q)" para 1 < |t] < Q.
Procedamos como en la demostracion del Teorema [2.3] s6lo que con

o =1 —min (c(log T)"*3(loglog T)~3,1/log Q) .
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Obtenemos que

Z g(n 14 O(exp(—(alog Q)¥/5+°M))) 4 5,

n<x

donde
S = O(6zlog ) + O(x6*(log Q)*)

+0 (571x€f(log:v) min(c(log T)~2/3(loglog T)~1/3,1/log Q) lOg .T) )
Si log @ < c(logT)?3(loglogT)/3, procedemos exactamente como lo hicimos anterior-

mente, y obtenemos S = 20 (exp(—(logz)¥°+°W)). Si log Q > c(log T)?/3(loglog T)/?,
tomamos § = z~1/2108Q T = §72 = g1/108Q v agi

lgaz

leogQ

para Q < xl/(logloga})?’. ]

1
<< l‘ T 3logQ

S = O (dzlogz) + O(5z(log x)*) <

2.1.1. Ejercicios.

1. Una herramienta 1til para nosotros va a ser sustituir sumas por integrales. Vamos
a demostrar la Regla del r’ectangulo

a) Demuestre que f(n f"ﬂ f(n an f(t)dt + O(f:Jrl |f(t)] dt).

b) Usando el apartado anterior, pruebe que, para enteros a < b cualesquiera,

(2.19) / f(t)dt+ O (/ If (0 dt) (regla del rectangulo)

a<n<b

Por cierto, existen también expresiones similares con términos de error que
involucran f”, f"”, etc. (formula de Euler-Maclaurin).

c) Observe que si f es monotona, entonces la formula del apartado anterior da
algo similar al criterio integral para series:

b

> = [ fat+0(150) - fa))

a<n<b @

d) Use las formulas anteriores para demostrar las siguientes aproximaciones:

St = —+0() Zsen(:;_;):cﬁ/uom),

n<x n<x

con ¢ > 0 la constante ¢ = fo 526\1}‘ du.

2. a) Muestre que, para cualquier entero N y aq,...,ay € C, by,..., by € C arbitra-
rios,

> aby= > (An)—A(n—-1))-b,

1<n<N 1<n<N

N)-by — Z A(n) - (b1 — bn),

1<n<N-1

(2.20)

donde A(z) = >, -, an (Se trata simplemente de recomponer los términos
de una suma.) A esta técnica se la denomina sumacion por partes. Es utilizada
cuando sabemos como estimar las sumas de tipo A(x), y queremos estimar una

suma ),y anbp.
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b) Poner la igualdad de la forma siguiente hace méas claro el paralelismo con
la integracion por partes (la técnica basica aprendida en un primer curso de
célculo integral). Reescriba ([220) como sigue: para N, Ag, Ay,..., Ay € Cy
by, ...,by € C arbitrarios,

(2.21) > (An = Api)by = Ayby — Agby — > Ay (bugr — by).

1<n<N 1<n<N-1

Alternativamente, muestre que (Z.21]) es un caso especial de la integracion por
partes, formulada para integrales de Lebesgue.

3. a) Sea 7(n) la funciéon que cuenta el nimero de divisores de n, es decir 7(n) =
> din 1. Demuestre, cambiando el orden de sumacion, que

S-S 5] - S 010 - it

n<lz d<z

donde |z es la parte entera de z. (Evidentemente, |z| =z + O(1).)

b) (Comentario) En otras palabras, la esperanza del nimero de divisores de un

entero aleatorio n < x es logz+O(1). Empero, la mayor parte de enteros tienen
un nimero de divisores bastante menor. Como veremos después (ejercicio [),
la esperanza del nimero de divisores primos de un n < z aleatorio es (1 +
o(1)) loglog z; Verifique que un nimero con (1+ o(1))loglog x divisores primos
y sin divisores cuadrados aparte de 1 tiene (logz)(!Te()1°82 divisores.
Lo que sucede es que, si bien los nimeros con > C'loglogx divisores primos
(C' > 1) resultan estar en la minoria, tienen un nimero tan grande de divisores
(;cudntos?) que hacen que el promedio (o esperanza) sea bastante superior a la
mediana (el valor tal que mitad de los casos son superiores y mitad son inferiores
a él).

c¢) Use sumacion por partes e integracion por partes para demostrar las siguientes

aproximaciones:
_ 7(n) _ (logz)?
Zm- = log:p+0( %), Z = g + O(log x).
n<lx n<lx
4. En este problema vamos a demostrar la asintotica qu 5 = (1 +o0(1))loglogz a

partir del producto de Euler (Z22]). Antes de ello, observa que de dicha asintotica es
posible deducir que 3, w(n) = z(1 +o(1))loglogz, con w(n) =3 1.
a) Use el criterio integral para series para demostrar que ((s) = >~ n™® =
—= +O(1) para s > 1.
b) Tomando logaritmos en la identidad de Euler (Z.2), usando el apartado anterior
y la aproximacion de Taylor log ﬁ = x+ O(z?) para |z| < 1/2, demuestre que

para s > 1.

1
Zp‘s— (14 0(1))log —

En este contexto particular, o(1) quiere decir “una cantidad una cantidad que
tiende a 0 cuando s — 17.

c) Tome s = 1+ loig’ix Usando > . p™° < > ., n "y el criterio integral,
demuestre que » _ p~* < 1.

d) A partir de los dos apartados anteriores, demuestre que

Zp_l > prl—l—"ﬁf?o? _ prlfl—oﬁf;% +O0(1) = (14 o(1)) loglog .

p<z p<z
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1

e) Para p < z, demuestre que p~ ' TEleerwzr = p~ (1 + o(1)). A partir de ahi,
pruebe las desigualdades

qu < (1+0(1)) Zp—l_m = (1+o0(1))loglog .
p

p<z

5. a) Paray >0, la ecuacion de Perron (24) nos dice que 1(o1)(y) = 5= fciz;o —ods,

asumiendo que definimos 1¢1y(1) = 1/2. Usando dicha férmula, y teniendo en

cuenta que 1oy (y) = 101)(y/b), demuestre que 1(op)(y) = 5 fcc:izo by,

b) Usando la formula del apartado anterior, demuestre la expresion (2.8]).

¢) Demuestre que si 15 es la funcion definida en (2.0 entonces se cumple que
Jo~ ws(u)u~! du es igual a la funcion Mes(s) definida en (Z9). Asi, el Teorema
de inversion de Mellin también demuestra la formula (28])).

d) Recuerde que |M1s(s)| < 2/d|s(s+ 1)|. Pruebe que |Ms(s)| < 2/s para § <
1/2(s + 1). Concluya que |M1s(s)| < 4/s para todo § > 0.

6. Decimos que un entero n es libre de factores cuadrados si no es divisible por ningun
cuadrado d? con d un entero mayor que 1. Vamos a demostrar que la proporcion
de nameros sin divisores cuadrados es 1/((2) = 0,6079... Para ser precisos: sea
Q(x) el nimero de enteros n < x libres de factores cuadrados; mostraremos que
lim, 00 Q) /2 = ﬁ

Como veremos en el ejercicio 2] de la seccidon siguiente, es posible dar una prue-
ba elemental de este mismo enunciado (con un mejor término de error). Ahora
mostraremos como probarlo usando la funcion ((s), simplemente para practicar las
técnicas que hemos expuesto en esta seccion.

a) Demuestre que Z,2(s) = f((;g). Aplique el Lema [2]] para expresar Q(z) en
términos de una integral sobre el segmento V| descrito por s = 1+ @ +1t, con

—07¢<t <6 donde § € (0,1) y ¢ > 0 son parametros que luego elegiremos.
b) Usando la formula (212)), demuestre que

1 = -0 7 1+|t| 1-0o
8_1<<nz::1n mm( ’T) < (1+[t])

para s = o +it, 0 > 1/2. (Es posible probar cotas més fuertes, comenzando
por la cota de convezidad ((s) <4 (1 + |t])1797/%7¢; no las necesitaremos.)

¢) Deduzca del apartado anterior y del producto de Euler (2.2) para {(2s) que si
estamos en la zona 0y < 0 < 3 para algin oy > 1/2 y a distancia > 1 de s = 1,
entonces Z,2(s) <, (1+ [t[)177.

d) Usando el Teorema de los residuos y el apartado a), demuestre que

x 1
Q(r) = — 4+ O(dxlogz) + — / 2’ Mu)s(s)Z,2(s)ds.
§(2) 2mi H, UVUH_ :
con V' el segmento o = g (09 > 1/2), =0 <t <6 “y Hy, H_ los segmentos
horizontales que unen los extremos de V' con los de V.
e) Use las cotas que tenemos para Z,2 y M1s para demostrar que

Qz) = ﬁ + O(dzlogx) + O ($5(1+0)c71) +0 (:E"c?"’l) )
f) Eliga 6 > 0, 0 > 1/2 y ¢ adecuadamente para demostrar que Q(x) = o) +
O.(2%/3+¢) para € > 0 arbitrario.
El método elemental que veremos en la siguiente seccion da un mejor exponente:

1/2, en vez de 2/3. Es posible obtener algunas mejoras ulteriores combinando el
método elemental y el método analitico.

C(s) =




14 HARALD HELFGOTT Y ADRIAN UBIS

7. Siga los pasos de la prueba del Teorema2.3] usando la formula (Z.13)) y el Teorema de
Vinogradov-Korobov (Teo. 22)), para demostrar el teorema de los niimeros primos
en la siguiente forma:

Z A(n) = x + O(z exp(—(log 2)*/>FoW)).

n<x

Deduzca el Teorema

Definicion 2.8. Mencionamos la transformada de Fourier, asi que debemos precisar las

constantes en nuestra definicion. La transformada de Fourier f : R — C de una funciéon
f R — C se define por

fit) = [ f@e(-atyis

donde e(a) = €™, Requerimos siempre que f esté en L', es decir, [|f(z)]dz < oo (“f
es integrable”).

2.2. Las cribas y sus limitaciones: el problema de paridad. Hagamos una breve
pausa, no para ver méas resultados que necesitamos, sino para comprender mejor por qué
los problemas con los que lidiaremos son dificiles, y no pueden ser resueltos s6lo mediante
cribas.

Digamos que tenemos un conjunto finito A y un conjunto finito de propiedades P. Para
cada subconjunto de P, se nos da una féormula aproximada — con algin término de error —
para el nimero de elementos de A que satisfacen todas las propiedades en el subconjunto.
Se nos pide dar una cota, superior o inferior, para el niimero de elementos de A que no
satisfacen ninguna de las propiedades.

La estrategia evidente seria aplicar el principio de inclusién-exclusion (ejercicio [Il). Em-
pero, el nimero de términos en una inclusion-exclusion completa es exponencial en el
nimero de propiedades, por lo cual el error total podria ser enorme. Nos podemos pre-
guntar si existe alguna manera de usar un ntimero mucho més pequeno de términos para
obtener cotas superiores o inferiores, o ain expresiones asintoticas. Una criba da una res-
puesta afirmativa a esta pregunta en contextos comunes en la teoria de numeros. (En
particular, A serd un conjunto de enteros, y las propiedades a considerar estaran dadas
con una biyecciéon natural con los primos en un conjunto finito.)

Una amplia clase de cribas (cribas pequenas) se pueden poner en el formalismo siguiente.
Para permitir multiplicidades, en vez de trabajar con un conjunto A, trabajaremos con
reales no negativos a, para 1 < n < z. Las propiedades que consideraremos seran la
divisibilidad por un conjunto & de primos p < z, donde z es un parametro. Para cada
d < D (donde D > z) libre de factores cuadrados y con factores primos solo en &, se nos
da que

(2.22) > an=g(d)X +ra,

1<n<Lz
din
donde ¢ : Z* — R es una funcién multiplicativa, r4 es el término de error y X depende
solo de z. Aqui 0 < g(p) < 1 para p € &. Los términos de error ry son tal que -, |74l
sea pequeiio comparado con X (digamos, O(X/(log X)%4)).

Hay diversas cribas para diversos problemas. Una criba muy simple nos permite calcular
>on <w¥d>1,d2n On- Asimismo, es posible usar una criba para dar cotas superiores e inferiores
PATa D o tione < 3 factores primos @n» 11g2IMOS, 0 para dar una cota superior para ) .
i, Podemos, empero, dar una cota inferior no trivial para Zp <, 0p, O una estimacion no
trivial de Y __A(n)a,, puramente a través de una criba?

Qp.

n<x
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La respuesta es no, como lo muestra el siguiente argumento de Selberg. Por una parte, la
secuencia a,, = 1/2 satisface (2.22) con g(d) = 1/d, |r4| < 1. Por otra parte, consideremos
la secuencia a/, = (A(n) + 1)/2. Vemos que, para d < D = z'~¢,

1 A(d) x x/d
== 14+ —/= An)=—=+0(———
Sa=y X1 Y am = g0 ()
n<z n<z/d n<z/d
dln
gracias a (L2)). Por lo tanto, (2.22) se cumple para d < D, nuevamente con g(d) = 1/d

Y >uyep|ral = O(x/(logx)*). En otras palabras, una criba con el dato ([2.22)) para d <
D = z'~¢ no puede distinguir entre a,, y a,. Ahora bien, Y _ a, =0y Y _ An)a), =
> a, ~ x/2, sumas que difieren drasticamente de » a, = > 1/2 ~ z/2logx y
anm A(”)an = anx )\(Tl) = O('T)

Por lo tanto, una criba, atin con datos validos para todo d < x'~¢, no puede, por si
sdla, darnos una cota inferior para ) a,, o una estimacién no trivial para ), A(n)a,. A
este hecho se le llama “problema de la paridad”; fue formulado en la forma que acabamos
de ver por Selberg.

La razéon del nombre se vuelve mas clara si consideramos tambén la secuencia a =
(1 —X(n))/2. Exactamente por el mismo argumento que acabamos de ver, esta secuencia
satisface (Z:22) con los mismos valores de g(d) para d < z'7¢ que las secuencias {a,}
y {al}. Por lo tanto, una criba, por si sola, no puede distinguir entre a/, y a!. Ahora
bien, a/, = 1 cuando n tiene un ntmero par de factores primos, y a/, = 0 de lo contrario,
mientras que a = 1 cuando n tiene un nimero impar de factores primos, y a/ = 0 de lo
contrario.

No utilizaremos métodos de cribas en el trabajo presente. Empero, se trata de herra-
mientas tutiles y completamente usuales en la teoria de ntimeros, por lo cual un cierto
conocimiento de ellas es de suma importancia.

1—e

2.2.1. Ejercicios.

1. a) Sea A un conjunto finito. Entonces el nimero de elementos de A que no son ni
rojos ni grandes es igual a

|A| — [{a € A:aesrojo}| —[{a € A:aesgrande}| + [{a € A : a es rojo y grande}|.

Este es un caso especial del principio de inclusion-exclusion.

b) He aqui un enunciado general del principio de inclusion-exclusion. Sea A un
conjunto finito y & un conjunto finito de propiedades que los elementos de A
pueden o no tener. Para P C &, denotemos por Ap el conjunto de elementos de
A que satisfacen todas las propiedades en P, y por A\ » el conjunto de elementos
de A que no satisfacen ninguna de las propiedades en &2. Muestre que

|2

=> (1" > |4l

i=0 PC 2| P|=i

(2.23) | A\

2. Veamos como atun el principio de inclusién-exclusion, sin mas elaboracion, puede
dar una solucion a un problema de criba bastante particular. Recordemos que Q(z)
denota el niimero de enteros n < z libres de factores cuadrados.

a) Usando (2:23]), muestre que, para P el conjunto de primos p < +/z,
P
Q)= (1)) Y [{n<az:p’n Vpe P}

=0 PCP:|P|=t

= Y wdln <z} = Y pud)|fn <z},

dlT],epp d<+/z
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Sugerencia: utilice dos veces el hecho que d?|n implica d < /.
b) Tomando en cuenta que, para todo ¢ € Z*,

{n <o dn}| = 5 +O(),

muestre que

Q@) =2 3 1D o),
o
Concluya que
Q) =23 ML om = T4 o)

2 ()

3. Demuestre las dos siguientes desigualdades, las cuales podriamos llamar versiones
“incompletas” de (2.23): para j < |Z| par,

J

<)Y 4l

=0 PC:|P|=i

(2.24) |A\»

mientras que, para j < || impar, la desigualdad va en la otra direccion:

J

>3S0 Y A

=0 PC:|P|=i

(2.25) |A\»

El primer resultado no trivial de cribas (criba pura de Brun) se baso en estas de-
sigualdades. En la teoria de probabilidades, se llaman desigualdades de Bonferroni,
aunque el trabajo de Bonferroni [Bon36| es posterior a aquel de Brun [Brulb].

Para ver porque estas desigualdades pueden ser ttiles para las cribas, acote el
niamero de términos del las sumas en el lado derecho de (Z24) o (Z25), y compa-
relo, para j pequeiio, con el nimero 2/l de términos de la suma para j = ||
Tipicamente, cada cantidad |Ap| se estima de manera aproximada, con un error,
y por lo tanto el término de error total crece con el nimero de términos. Asi, las
desigualdades ([2.24]) y (2.25]), tomadas juntas, pueden terminar dando un resultado
mas preciso que la igualdad (2.23]).

4. Discutamos algunos resultados generales, concretos y no triviales de cribas, utili-

zando la notacién que acabamos de explicar.

Suponemos siempre que hay una constante x > 0 (llamada la dimensidn de la
criba) tal que

2.26) V(w) SK(logz)n

log w

para todo 1 < w < z y alguna constante K, donde V(y) =[] cp,<,(1 —9(p)), g
cumpliendo (2.22). Entonces tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.9 (Lema fundamental de las cribas). Sean dados {a,}n<s, <, 2, D, g, X,
T4, k con las propiedades mencionadas. Entonces, para s = (log D)/ log z,

(2.27) > =1+ 0u(E°Ve )XV (2) + R,
n<x
pln=>p¢ ¥

donde
|RI<R(D)= > |rd.

d<D
pld=pe P



(2.28)

d.

(2.29)
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Demostracion. Por la criba (no tan pura) de Brun (o varias otras). Ver, por ejemplo,
[FTI0, Cor. 6.10] o [HR74, §2.8]. O

Para el ejercicio siguiente, es suficiente saber que

S an < KOUXV(2) + R(D),
n<x
pln=p¢ ¥

lo cual se deduce inmediatamente del Lema A tal resultado se le puede llamar
criba de cota superior. Se puede obtener (con definiciones del término de resto R(D)
ligeramente distintas) de muchos procedimientos de criba distintos, e.g., la criba de
Selberg ([IK04} §6.4] o cualquier otra fuente), la cual da (228)) sin la dependencia
en K, bajo condiciones muy generales.

a)
b)

Sea k > 2. Veamos como utilizar una criba de cota superior para acotar el
ntmero de primos p tal que p + k también es primo.
Como practica, utilizando (2.28) con a,, = 1 para n < x, muestre que

(2) <

x —.
m log x
Use la formula de Mertens

I <1_1) _ctoll)

0y P log y

la cual se deduce del Corolario 2.0l pero es histéricamente anterior al teorema
de los nameros primos. (Solo requiere el método de Chebyshev en su prueba;
ver [IK04, §2.2]. Por cierto, la constante c es igual a e, donde 7 es la constante
de Euler.)

Sean k, X € Z*, x = X(X + k). Para n < x, sea a, la sucesion indicatriz de
los nameros n = m(m + k) para algin 1 < m < X. Muestre que la condicion
[222) se cumple para todo d > 1 libre de factores cuadrados con

1 2
s =211
p p

pld pld

plk ptk

y |ral < 7(d). Verifique también que (2.28) se cumple con xk = 2, K = K(k) =
[Lx(1—=1/p)/(1 =2/p) y & ={p < z: p primo}, para z arbitrario. Aqui

V(y) =] - 9.
p<y
Usando el Lema (o ([228)), deduzca que, para Y > X > 0y k € Z*
arbitrarios, el nimero de enteros Y < m <Y + X tales que m(m + k) no tiene
factores primos de tamano < VX es

X

K(k)°Wx VX log(X K(k)°W_ =
; an < K(R)THXV(2) + VX log(X) < K(B)™0 55
pln=p>VE

(Claro estd, >, p7(d) = > 4cpdal = 2<plD/l] < DlogD.) Concluya
que el nimero de primos Y < p <Y + X tal que p + k también es primo es

X
(log X)?
para alguna constante C'. Notese que K (k) < [],,(1+1/p).

< K(k)¢
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Por cierto, se cree que la asintotica correcta es K (k)X/(log X)?. (Se trata de
un caso especial de las conjeturas de Hardy y Littlewood.) No sabemos, empero,
siquiera si el ntimero de primos p con p + 2 primo es infinito o no (problema de
los primos gemelos). Lo mismo vale parapy p+ k, k > 2.

2.3. Estimaciones de valor medio.

Lema 2.10. ([MonT71, Thm. 6.1]); see also [IKO4, Thm. 9.1]) Sean ay,as,...,ay € C.
Entonces, para todo T > 0,

(2.30) /OT

Esta es una cota que no deja de recordar a la gran criba (de la cual no precisaremos).
Como en ciertas pruebas de la gran criba, es mas sencillo probar una cota con un factor
de log de mas. Expliquemos la prueba asi, comenzando con una demostracion de esa cota
mas débil.

2

dt =(T+O(N)) > |an|*.

n<N

§ annzt

n<N

Demostracion. Hagamos un intento directo e ingenuo. Expandiendo el cuadrado, vemos
que

T
(2.31) / > ann“
0 |n<n

Ahora bien, para todo r > 0,

T 1 1
(2.32) / ritdt = = =0 (—) .
0 tlogr log r

Puesto que logr > (r — 1)/(r + 1) para » > 1 (como podemos verificar comparando
derivadas), log(ni/ns) > (ng —ng)/(ny +ng) > (ng —ng)/2N para 1 <ny <ny < N,y
asi log(ny/ns) > |ny — no| /2N para 1 < ny,ny < N. Por lo tanto, la expresion en el lado

derecho de (231)) es

T .
Z amam/ (ny/ng)"dt.

ni,n2<N

_ _ N
T Z Uy Uy + O Z |an1an2‘m

n1,no<N ni,nae<N
ni=nsg nl;’énQ
an, |? + la,, |? 1
=T |a,*+O [N > [ 2‘ 1 = (T+O(NlogN)) Y |a,/|*
n<N n1,ma<N 71— o n<N
ni#ng

Hemos obtenido casi lo que querlamos Veamos ahora porqué hay un factor de log N
espurio. La integral en (2.32]) no es sino 1[0 71(—(logr)/2m), donde 1; es la funcién caracte-
ristica del intervalo /. Estamos en verdad en una situaciéon muy similar a la de la seccion
§2.1 cuando examinamos la formula de Perron (2.4]).

Como (232)) nos muestra, la transformada de Fourier de una funcion 1;(¢) decae como
1/]t| cuando t — £o0, mientras que, como es bien conocido y facil de probar, la transfor-
mada de Fourier de una funcién continua f decae por lo menos tan rapidamente como 1/t
(esto es, es O(1/t?) cuando t — +o0). El factor de log N viene de una suma . _\ 1/n;
nos lo ahorraremos si tenemos una suma de tipo Y, .\ 1/n?, que converge.

Por lo tanto, lo que hacemos es elegir una funcién f continua tal que f(t) > 1io7(t)
para todo ¢, y, al mismo tiempo, [ f(¢)dt no es mucho mayor que [ 1y (t)dt =T,y la
derivada f’, aparte de estar definida en casi todas partes, no tiene grandes fluctuaciones
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(pues esto afectarfa la constante en la cota f(t) = 0(1/t?)). Algo estandar es la funcion
“trapecio” f(t) igual a 0 cuando t < —N ot > T + N, igual a 1 para 0 <t < T, y lineal
afin en [-N,0] y [T, T+ N] (igual a 14+¢/N en el primer intervalo, y a1 —(t—7")/N en el
segundo). (Es en verdad el mismo tipo de eleccion que en ([26]). Otras funciones continuas
también servirian; ésta es simplemente conveniente.)

Como f(t) > Ljo1(1),

(2.33) /OT Zannitzdtg/

n<N
Ahora bien, para f la funciéon “trapecio”, f = [ f(t)dt =T + 2N, y (ejercicio 2)

fa)=0 <N1332) |

Por lo tanto, el valor absoluto del lado derecho de (233)) es

E:a'n it

n<N

~( 1
e Y (o)

n1,n2<N

2 |an1|2 + |an2|2 N 2
E a,|?(T +2N) + O g =(T+O(N g an,
nSN‘ | ( ) ni,ne<N 2 |TL1 o n2|2 n<N| ‘
ni#ng

n

Si en la parte izquierda de la igualdad (2.30]) integrasemos en un subconjunto .7 de
[0,7] en vez de en el total .7 = [0, 7], entonces parece razonable que se siguiera cum-
pliendo la desigualdad (<) sustituyendo en la parte derecha T' por algo menor. Esto es
lo que demostraremos en la Proposicion El problema es que para conseguirlo no
sirve la técnica de la prueba del Lema 210 ya que ésta dependia de la cancelacién que
se obtiene al integrar (n;/ny)" en [0,T], y no esta claro que se pueda obtener al integrar
sobre subconjuntos .7 generales de [0, T]. Sin embargo, veremos que es posible sustituir
dicha cancelacion por la de las sumas Y n' para t fijo, que es lo que establecemos a
continuacion.

Lema 2.11. Sea f : RT — R definido por f(z) =1 para 0 <z < 1, f(z) = 2 — z para
1<x<2,y f(xr) =0 de lo contrario. Entonces, para x > 1 yt € R arbitrario,

(2.34) Zf (n/z)n" <« ———— ++/|t]log(1 + |t]).

Como de costumbre, la elecciéon de f no tiene nada de particular; cualquier f doblemente
diferenciable con f” en L' nos daria una cota de la misma forma que (2:34).

(1+ £1)?

Demonstracion, o mds bien dicho un comentario; la demonstracion estd en los ejercicios.
En los ejercicios BHT, para ser precisos. Se trata de una aplicaciéon de la féormula de su-
macion de Poisson, seguidas de cotas generales para integrales del tipo fab n(z)e(0(x))dx,
n continua y 6 en C'. (Se trata de cotas superiores, no de asintéticas, para los dos casos
principales — fase no estacionaria y fase estacionaria con 6” # 0.) Algunos notaran que
las mismas cotas aparecen en el método de van der Corput. De hecho, los ejercicios estan
cercanos al tratamiento clésico de tal método ([Mon94, §3.3] o [IK04, §8.3]), con las me-
joras que son de esperarse dado que usamos un peso liso f. Si no se usa tal f, se obtiene
un resultado ligeramente peor:

(2.35) Zn’t <Tmt V]t log(1 + |t]).
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Esbozo de otra demonstracion. Por el teorema de inversion de Mellin,

o+ic0

Z f(n/z)n™ = QLm * M f(s)((s — it)ds

T—100

para o > 1. Desplazamos la integral hacia la izquierda, pasando por polos en s =1y en
s = 0. Las contribuciones de los polos dan los términos del lado derecho de (2:34)).

(Aqui estamos utilizando el hecho que la funcion zeta tiene continuacion analitica a
todo el plano complejo, asi como la cota estandar |((it)| < v/tlogt, y cotas similares para
|C(c+it)|, Ro < 0. Para obtener tales cotas, es necesario utilizar la ecuacion funcional de
((s) (la cual también da la continuacion analitica). Como la prueba usual de la ecuacion
funcional se basa sobre la formulacion de Poisson, esta demostracion y la anterior no son
tan distintas como parecen a primera vista.) U

Proposicion 2.12 (Haldasz—Montgomery). Sean T' > 2 y 7 C [-T,T| medible. Sean
ai, as, ...,ay € C. Entonces

(2.36) /y Z ann”

n<N
El lector avisado notarda que la prueba tiene gran similitud con una de las pruebas
de la gran criba (distinta de las pequenas cribas que consideramos en §2.2)). La diferencia
consistira en que aplicamos el Lema 2. 1Tlen vez de cotas sobre sumas exponenciales. Parte
del procedimiento (utilizacién de un f continuo) es como en la prueba del Lema que
acabamos de ver.

2

dt < (N +|F|VTlogT) Z |an)?.

n<N

Demostracion. Por el principio de dualidad (ejercicio [8d]), basta mostrar que, para a €

L*(T),
/y a(t)n™

Claro esté, para cualquier f : [0,00) — [0,00) con f(z) > 1 para 0 <z <1,

3 /y a(t)n“2§; (%) ' /y a(t)n

n<N
Expandiendo, vemos que

(2.37) Zf(%) /ya(t)nitQZ/y/?ma(tQ)Zf(%> P20 dt .

Usando la desigualdad |ajas| < (Jai|* + |az]?)/2 v el Lema 2I1], concluimos que el lado
derecho de (2.37) es a lo mas

/9 |a(t1)|2/9;f (%) n' 2=t gt dty
< /y |a(t2)|2/7 (< N + ﬁlogT) dt dty

1+ [t; — ta])?

2<< (N+|=7\\/TlogT)/9|a(t)|2dt.

2

n<N

2

< (N+|<7|\/TlogT)/ la(ts)|dts,
T

que era lo que queriamos demostrar. O
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2.3.1. Ejercicios.

1. En este problema vamos a ver que es sencillo demostrar el Lema [2.11] en cierto
rango para t. Demostrarlo para todo t serd méas complicado, como veremos en los
siguientes ejercicios.

a) Demuestre que podemos extender la regla del rectangulo ([2.19) a funciones
complejas f : R — C usando la desigualdad |a| + |b] < v/24/]al? + [b]2.
b) Aplicando el apartado anterior, pruebe la desigualdad ([2.35]) en el rango |t| <
v/ log .
¢) Demuestre el Lema 21T en el rango || < (z/logz)'/3.
2. Sean T, D > 0. Sea

0 sit<—Dot>T+D,
1+t/D si—D<t<0,
(2.39) O S
1 sio<t<T,
1-58 siT<t<T+D.

a) Muestre, por integracién por partes, que, para t # 0,

wa ([, [ rwee)
QMDt ( / el=at) - /T o (—xt)dx).

b) Concluya que, para t # 0,

)l < (1”;.

c) En general, sea f : R — C tal que (a) f(x), f'(z) — 0 cuando z — oo,
(b) f” es continua e integrable (i.e., |f’|; = [*°_|f"(z)|dz es finita). Usando
integracion por partes dos veces, muestre que, para t # 0,

/"
1 ()I_( e

Nota. La condicion que f” sea continua puede ser reemplazada por condiciones
bastante méas débiles; basta con usar versiones mas generales de la integracion
por partes (mediante integrales de Riemann-Stieltjes, o distribuciones, medidas,
etc.). Basta con que f sea continua, f’ sea definida fuera de un conjunto finito
de puntos, [’ sea de variacion total finita y f(z), f'(x) — 0 cuando z — +o0.
Un enunciado de esta generalidad cubre la funcion f en
3. Sea f : R — C continua e integrable, asi como diferenciable fuera de un conjunto
finito de puntos. Asumamos también que f’ es integrable (en todo intervalo donde

esta definida) y que >, \]?(n)| < 00. Entonces
(2.39) Z f(n) = Z f(n) (formula de sumacion de Poisson)

neZ ne’l

Veamos como probar esta férmula.

a) Muestre que la funcién F': R — C dada por F(t) = > _, f(t + n) estd bien
definida (es decir, la suma converge). Verifique también que F' es de periodo 1
¥ que fol |F(t)|dt < oc.

b) El teorema de inversion de Fourier (para funciones de periodo 1) nos dice que

= Z ane(nt),

nezZ
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donde a,, = fo —nt)dt, bajo la condicién que ) |a,| < co. Muestre que

c¢) Concluya que

> 1) = F©0) = - T
nezZ nez
4. Fase no estacionaria. Sean 6,7 : [a,b] — R tales que n y 6 son continuas. Asumamos
que '(x) # 0 para todo z € [a,b]. (Esta es la suposicién crucial, llamada “fase no
estacionaria”, pues 6(z) es la “fase”.) Asumamos también que g(x) = n(z)/0'(x) es
mondtona en [a, b].

Muestre, por intregraciéon por partes, que
[ oyt = o (st@e@)ls + [ et ).

271

Concluya que

méx(lg(a)], l9(0)])

(2.40) W

/ bn<x>e<9<x>>dx' <

En particular, para 8 monétona con #'(x) # 0 para todo z € [a, b],

b /7
/a O] < ST @)

Deduzca de (240) la siguiente variante: sea 6 : [a,b] — R diferenciable, con ¢

continua y #'(x) # 0 para todo x € [a,b], y m,m2 : [a,b] — R tales que n(x) y
n2(x) /0 (x) son mondtonas. Entonces, para n = n; - na,

; o (Il )
| etz < 2 <|e'<a>|’ |e'<b>|)

con ¢ = max(|ni(a)l,|ni(b)|,|n(a) — n1(b)|). Es facil obtenir otras variantes: por
ejemplo, si, en vez de 7n; mondtona en [a,b], tenemos 7, monoétona en [a,zq] y
en [zo,b] para algin zo € [a,b], y m(a) = m(b) = 0, entonces (242]) vale con
¢ = |m(zo)].

5. Sea 6 : [a,b] — R doblemente diferenciable. Asumamos que §”(z) > p > 0 para
todo = € [a, b].

Para § > 0 arbitrario, podemos tener |¢'(x)| < 0 s6lo dentro de un intervalo I de

longitud < 2§/p. (;Por qué?) Por lo tanto,

/e(@(w))d:p < 26/p.

I

(2.41)

(2.42)

(Esta es la contribucion de la region de fase estacionaria, es decir, de una vecindad
del punto en el cual #'(z) = 0, si tal punto existe.) Aplique (2.41]) para mostrar que

/ e(f(x))dx < 2/76.
1\[a,b]

Escoja 0 de manera 6ptima para asi concluir que

b 2
(2.43) / e(0(z))dr < ——
a VTP

Aqui también podemos introducir un peso 7. Por ejemplo, sea 1 : [a, b] — [0, 00)
continua tal que 1 es mondtona en [a, zo] y en [xg, b] para algin xy € [a, b], y ademés
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n(a) = n(b) = 0. Deduzca de (Z43)) que
b 2 méxxe[a b] |TI(9U)|
2.44 / n(x)e(d(x))dr < ’ )
(2.44) ) (z)e(0(x)) 7

6. Sean 0 : [a,b] — R diferenciable tal que 6" es monétona y 6'(x) # 0 para todo
x € [a,b]. Sea n : [a,b] — [0,00) continua, asi como diferenciable fuera de a lo mas
un conjunto finito de puntos; asumamos también que 71’ es decreciente y acotada,
y que n(a) =n(b) = 0.

Como el signo de '(x) es constante, y como podemos hacer un cambio de variables
x +— b+ a — x sin cambiar lo que suponemos sobre 7, podemos asumir sin pérdida
de generalidad que @' es creciente y positiva en [a, b]. Sea oo = ¢'(a).

Muestre que, por integracion por partes,

(2.45) / n(z)e(6(z))ds = —é / (”2;”? + () (@ (2) — a)) e(0(z))da.
Aplique (2.42)) y obtenga que
[ (B )0 - ) ) elp(anan] < TG IOy B L

27 - 212y T

Por lo tanto
b ¢
O(z))dz| <
[, 0| < S
donde ¢ = (1/(a) — n'(b))/27* + (MdXse(ay In(2)]) /7.
7. Sea n : R — R dada por n(z) = 2z — 1 para 1/2 < z < 1, n(z) = 2 — = para
1 <x<2yn(xr)=0cuando x < 1/2 o > 2. Quisiéramos estimar

> n(n/X)z"

para t # 0 arbitrario y X > 1/2. (Para 0 < X < 1/2, la suma es trivialmente igual
a0.)
Por la formula de sumacion de Poisson (2.39),

St/ Z/ 1w/ X)a'te(—nz)ds

nel

(2.46)

asumiendo que la suma en el lado derecho converge absolutamente.
a) Estimemos primero la contribucion de n = 0. Por integracion por partes,

o) ) oo ./ X it+1
/o n(:c/X)a:”d:L’:—/o 77(3;? ):c dx.

it+1

Utilice integracion por partes una vez mas para concluir que
o , X
n(z/X)r'dr < ——.
/0 (It + 1)

b) Sea n € Z tal que ya sea |n| > 2t/7X o n es de signo contrario a t. Use (2.40)
para mostrar que

(2.47) /Ooon(x/X)x“e(—nx)dx < %

c¢) Concluya que, para X > 2|t|/,

it X
(2.48) Zn n/X)n" € —— ESE + 1.
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d)

(2.49)

e)
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Sea ahora X < 2|t|/7. Muestre que (2.44)) nos da que

i X
;n(n/X)x e(—nz) < N

para n arbitrario, y en particular para |n| > 2¢/7.X. Concluya, usando también

m)’ que
Zn(n/X)nit < V.

Sea x > 1. Sea f, la funcion t — f(t/x), donde f es como en el enunciado
del Lema 2111 Exprese f, como una suma de funciones del tipo n(n/X) para
diversos valores de X, y deduzca de (2.48)) y (2.49) que

Zf (n/r)n" € ——c (|t| +\/710g|t|+1)+logx

para t > 1. En otras palabras, el Lemam es cierto.

8. Dualidad.

a)

Sean V, W espacios de Hilbert[] Definimos la norma |A| de un operador (es
decir, una funcion lineal) A : V — W por

A
4] = sup AUz
veV |'U‘2
v#£0

Se dice que A es acotado si su norma es finita. Todo A acotado tiene un (tnico)
operador dual A* : W — V', definido como la funcién lineal tal que

(A" v, w) = (v, Aw).

Sean X, Y son dos espacios de Lebesgue de medida finita. Sea V = L*(X) y
W = L*(Y). Definamos A : V — W por

~ [ K@

donde K : X x Y — C es una funcién de imagen acotada. (Se comprende que
v € V es una funcion v : X — C, y Av € W es una funcion w : ¥ — C.)
Muestre que la funcion A* : W — V' definida por

/ K(z,y)w(y)dy
es el operador dual de A.
Sean V', W espacios de Hilbert. Sea A : V' — W un operador acotado. La de-
sigualdad de Cauchy—SchwarzE nos dice que (wy, we) < |wy|o|ws|s para wy, we €
W, con igualdad si w; = Awy para algin A € C. Deduzca que, para v € V
arbitrario, |Av]y = sup,,cp.z0{w, Av)/|wls. Usando este hecho, muestre que

| Av|o (w, Av) (A*w, v) | A*w|s
sup =sup sup .———— = Sup sup ———— = .
veV |U‘2 vEV weWw \v|2\w|2 wEW veV |v\2\w|2 weW |7~U‘2
v#0 v#0 w#0 w#0 v#0 w#0
IRecordamos que un espacio de Hilbert es un espacio lineal V sobre R o C con un producto escalar
(-,+) tal que V es completo con respecto a la distancia d(z,y) := |z — y|2 := /{x — y,z — y). El tnico
ejemplo que necesitaremos es el siguiente sea X un espacio de Lebesgue de medida finita; definamos
el producto escalar (vq, va) f ¥ vy (x x)dx para v1,vy : X — C medibles; entonces el espacio lineal

L?(X) de funciones v : X — C con |v|2 < oo es un espacio de Hilbert.

2Ya sabemos que el nombre histéricamente correcto es Cauchy o Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz, pero
todo el mundo sabe lo que Cauchy-Schwarz quiere decir.
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Concluya que
(2.50) |A| = | A" (principio de dualidad).

d) Sean X e Y dos espacios de Lebesgue de medida finita. Sea K : X x Y — C
una funcién acotada y C' > 0 una constante tal que, para todo v € L*(X),

/K:cy x)dx dy<C/\v )|*dx.

Concluya que, para todo w € LQ(Y)

/ny y)dy

3. CANCELACION DE A\ EN INTERVALOS CORTOS, EN PROMEDIO

d:p<0/|w )|?dy.

3.1. Un primer tratamiento. Queremos demostrar el Teorema [[LIl La demostracion
pasaré por la funcion Z,(s) = ((2s)/((s), asociada con A. En este contexto, es mas facil
usar sumas donde los intervalos estén expresados en términos de n/z.

Teorema 3.1. Sea h = h(X) tal que h(X) — oo cuando X — oo. Entonces, cuando
X — o0,

E(1—§)N<n§N)‘(n) = op(1)
para todo entero N € [X,2X] fuera de un conjunto de o(X) excepciones.

Aqui hemos usado la notacion E,caf(n) = ﬁ Y neaf(n). En verdad podemos leer

Ex<n<ax, IEN<n§(1+§)N= ete., como (1/X) Yy coxs (1/(X/R)) EN<n§(1+§)N7 etc., ya
que {X <n <2X}| =X+ O(1), y estamos trabajando asintéticamente.

Es sencillo ver que el Teorema [Tl es una consecuencia del Teorema [B1] (ejercicio [I),
asi que vamos a concentrarnos en demostrar este tltimo. Es una consecuencia directa de
la siguiente cota de varianza.

Teorema 3.2. Sea h = h(X) tal que h(X) — oo cuando X — oo. Entonces, cuando
X — o0,

Ex<a<ox |E(17 %)x<n§m)\(n) 2 = on(1).

Nuestra tarea en esta seccidon sera probar este teorema, con, por cierto, una cota pre-
cisa en vez de o5(1) (Teorema [B.I7). Para empezar, veamos la relacion entre las sumas

E(lf%)x<n§mf<n) y Zf<8)

Proposicion 3.3. Sea f : N — C una funcion con soporte en (X,2X] tal que |f(z)| <1
para todo x. Entonces si x € (X, 2X]

1 [
E(1 byrencal () = 5— / 7 M ()2, (s) ds + O(0)

271 X
lflm

th
s 7 ols]?

Demostracion. La suma inicial puede escribirse como 3" f(n )h/X (1-L 1(%). Lo que

para cierta funcion sy, @ (0,+00) = R con Mipsp(s) < min(1,

5) para fs > 0.

vamos a hacer es, como en el Lema [2.1] aproximar la fun(non 7 Xl( L 1) por una funcién
h/X en [1—(1 —5) ,1— 4] y entre

0y h/#X en el resto del soporte. Podemos tomar una funcién “trapecio” similar a (2.6)).

Ysn que (a) tenga soporte en [1 — £ 1], (b) valga

Entonces

14400
snly) = 1/1 Mdbsp(s)y~ds

2T )1 _ioo
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con M1, cumpliendo las condiciones del enunciado. Por lo tanto,

1 14+i00
Byt yeancal (0) = 5= / 2 Ms(5) Z4(5) ds + O(5).

2% J1_iso

Como f es acotada y tiene soporte en [X,2X], tenemos que |Z;(1 + it)| < 1. Por el
decaimiento de M1y, s podemos cortar la integral a altura 62X /h perdiendo solo O(4). O

Ahora vamos a aplicar esta expresion para evaluar el promedio de sumas cortas de f.

Proposicion 3.4. Sea f : N — C una funcion con soporte en (X,2X] tal que |f(z)] <1
para todo x. Entonces

1+i 2y

Excrcax(Bygpecnce @F < [ 1Z)(6)Pds + 00

—i
Demostracion. Queremos usar la Proposicion [3.3] expandir el cuadrado e intentar aprove-
char la sumacion en x. Para que esto funcione mejor, de nuevo es conveniente introducir
una funcién suave que reemplaze a 1jx2x]. En este caso

X
B ExcenrlBuprcned 0P < [1(5) B gprcnca

para cierta funcion n con 0 < n(t) < 1, soporte en [1/2,3], C? y tal que 1" es integrable.
Ahora, usando la Proposicion B3y expandiendo el cuadrado tenemos que la parte derecha

de (B es

Qi

27‘(‘ / . / s M’gbgh (81)M1/}5h(SQ)Zf(Sl)Zf<82)[(t1,tg)dSldSQ,
Lyl Uy
donde t; = Rs;, y con
d ‘ 4
It 1) = / n (%)@ = i / n(e?)eti=2v gy
Por integracion por partes, I(ty,ty) < (1 + |t; — t2|) 2. (En general, para f doblemente
diferenciable tal que fy f” son integrables, tenemos f(t) < (1+|t|)~2, por integraciéon por

partes.) Asi, usando la cota Mis;, < 1y [Z;(s1)Z(s2)] < |Z;(s1)]*+|Z(s2)|* obtenemos
el resultado. O

Una estimacion de valor medio (Lema [2.10) permite mostrar que tenemos una de-
sigualdad en la otra direccion. Esta desigualdad nos dice que no hemos perdido nada con
respecto a la cota trivial.

Proposicion 3.5. Si f tiene soporte en (Y,2Y], entonces

1+

| 1200 lds] < By ccar )P

1-iY

Demostracion. Por el Lema 2.100 U
La ganancia sobre esta cota trivial va a venir de factorizar Z;(s) = Zy,(s)Zy,(s).

Proposicion 3.6. Si fi es una funcion con soporte en (Q,2Q] y fo es una funcion con

X 2X , X X
soporte en <5, 6] , entonces, para todo intervalo T C [1 — ig, 1+ 26],

J 12120 (5) Plds] < M By oo | o)

con My = méxser | Z4, (s)| < max |fi].

Demostracion. Sacamos el maximo fuera de la integral y aplicamos la proposicién O
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Para usar el resultado anterior, queremos factorizar Zs(s). La idea es usar la facto-
rizacion de un nimero n en n = pm con p su primo més pequeno en cierto intervalo
Py < p < Q. Para poder hacer esto primero necesitamos ver que la mayorfa de ntimeros
n tienen algin primo en dicho intervalo, lo cual esta asegurado por el Lema 2.7] si toma-
mos Py = ) grande con a pequeno. Ahora, si consideramos los ntimeros con primos en
un intervalo (Pp, Qo], Py = QF, vy si sacamos el primo més pequenio en dicho intervalo
tenemos la factorizacion

(32) Yoo fncr= > fwpt Y, flmm

X<n<2X Po<p<Qo

m
Ip€(Po,Qol,pln X <mp<2X

p'lm=p'¢[Po,p)

para f totalmente multiplicativa (con p’ primo). El problema es que esta no es una fac-
torizacion en dos funciones zeta, ya que en el sumatorio de dentro aparece la variable p
en dos condiciones.

Eliminar la dependencia en p de la condicion X/p < m < 2X/p es algo completamente
de rutina. Eliminar la dependencia en p de la condicion p’ & (P, p) también es factible.
Lo haremos de manera ligeramente distinta a [MRI6] (o al articulo expositorio [SoulT7],
el cual también da su propia version).

Primero, un poco de notacion. Para 1,7, : RT — C, denotaremos por 1, x5 10 la
convolucién multiplicativa en R* (“convolucion de Mellin”):

o dt
o)) = [ mle/om®F-

t

Para vy, vy : ZT — C, denotaremos simplemente por vy * vy la convoluciéon multiplicativa
en Z* (“convoluciéon de Dirichlet”):

(v1 % v2)(n) = Y vi(n/dyva(d) =Y vi(d)va(n/d).
din dln

Lema 3.7. Sean X > 1,0 < o, 3,5 < 1, Qp < exp((log X)'?) y Py = QY. Definamos
ux : ZT — R por

(33 0= st [ (s ) (n) 49
. ux(n) = ——— v v i
X log(1+6) Jp, LQ,0 * V2,Q(1+6),X/Q 0

donde

1 sin es primo <n<(14+0)Q,
(3.4) v1.05(n) = primo y Q (1+0)Q

0 de otra manera,

1 ssme (Y,2Y 'Im = p' & [Py, 1),
(3.5) oy (m) = (Y, 2Y] y p'lm = p' ¢ [Po,7)

0 de otra manera.

Entonces existe un conjunto Err C (X,2(1+4 §)X] con
|Err|

— <a + 6 + exp(—(log Pp)minG/5:8)+o(l))

tal que ux(n) = 1(x2x)(n) paran ¢ Err. Mds ain, 0 < ux(n) <1 para todo n € Z.

Demostracion. Por el Lema 2.7 existen a lo méas

log X X
aX+X-0 (méx (exp(—(log P0)3/5+0(1)), exp (_3l(z)gg Qo))) + Fo

< (o + O(exp(—(log Py)mn@/5:8)+o(l))) x
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elementos de (X, 2X] tales que no hay ningin primo p € (Fy, Qo] tal que p|n. Incluimos
todos estos elementos en el conjunto Err.
Es facil ver que la diferencia

L,i4s) *0 1(x2x]
= (1 4 ]
na(e) ( (x.2x] gl +0) ) @
se desvanece cuando z < X, (1+0)X <z <2X oz > 2(1+ 40)X. Incluimos en Err,
entonces, todos los elementos de (X, (1 +0)X] y (2X,2(1 + 9)X].
Por definicién y un cambio de variables t = m(@), tenemos

aQ
Q

Qo dQ
= [ lenwall G

para Py < p < Qo y m arbitrario. Asi, para todo n que no hayamos ya incluido en Err,

(Laa4s *ar Lixox)) (pm) = / L(1,1146] (%) Lix2x](mQ)
0

Qlx

dQ
(3.6) Lixox)(n) = Tog( 1+5 / 27;1(@,(1+6)Q}(P)Uz,p,x/Q(”/P)a,

donde v,y es como en (B.I). (Esta claro que la suma }° puede tener a lo mas un
término no nulo, ya que vy, x/q(n/p) se anulard a menos que p sea el factor primo > F
méas pequeno de n.)

Como el conjunto S5 de enteros X < n < 2(1+ )X con por lo menos un factor primo
en el rango ((1 — )Py, (1 + 9)Py| tiene a lo mas

14+20)X log(1 4+ 6) P,
S 1 +20)X +roM)) =q +25)X@M FO((1+0)Py)

p log(1 — ) Fy
PE((1-6)Po,(1+9) Po)

<

P
log Py 1o

elementos, podemos permitirnos cambiar el rango de la integral en (3.6) de [(1 —0) Py, Qo]
a [Py, Qol, anadiendo O(0X/ log Py + Py) elementos a Err.

Finalmente, debemos examinar lo que sucede cuando cambiamos v, x/g en (3.6) (con
la integral de Py a Q) por vs o(144),x/¢- Los tinicos enteros afectados estan en el conjunto
S3 de enteros X < n < 2(1 + §)X divisibles por algtin producto pp’ de dos primos p, p’
con Pp <p<Qoyp<p < (l+0d)p,y tales que ningin primo Py < p” < p divide n.
Ahora bien,

|S5] < Z Z {X <n <2(1+06)X :py, pyn}

Po<p<Qo p1<p} <(1+6)p1

< ) > <%+O( ))

Py<p<Qo p<p’<(1+3)p

<x 30 2 (1og™EL O ofexp(— (1o 0)) ) +0(@)

) 1 ,
<<X Z 10 _'_X Z W""Qo

Py<p<Qo plogp Py<p<Qo

(—(log Pp)3/"Fo)),
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donde acotamos las dos sumas en la pentltima linea por el teorema de los nimeros primos
y sumacion por partes. Incluimos S3 en Err. Tenemos ahora

1(X,2X} (TL) = Ux(n)
para todo n ¢ Err, donde

1 Qo dQ
— 1 —.
UX(n) log(1+5) /(15)1)0 E (Q,(1+5)Q}(p)v2,Q(1+5),x/Q(”/P) 0

pln

Por tltimo, como vy g(1+6),x/¢(n/p) puede ser no nulo sélo cuando p es el divisor primo
> Py mas pequeino de n, y 1(g,(1445)q](p) 7 0 sélo cuando @ esta entre p/(1+6) y p, vemos
que, para cualquier n, 0 < ux(n) < 1. O

Corolario 3.8. Sea f : N — C una funcion completamente multiplicativa tal que |f(n)| <
1 para todo n € N. Entonces, para 0 < a, 3,0 < 1, Qo < exp((log X)) y Py = QY,

1 Qo dQ
Zf'l(x,2x] = Lepr + 4( ) / Zfl,Q,észQ(lJr(S),X/Qa

Py

donde

0 de otra manera,

fros(n) = {f(n) sin esprimoy Q <n < (1+9)Q,

_Jfm) sime (Y.2Y] yplm=p & [P, Q),
foqy(m) =
0 de otra manera,

yerr: N — C es una funcion con soporte en (X,2(1+ 6)X] tal que

1 ,
(3.7) < Z lerr(n)|> < a + § + exp(—(log Py)mn@/58)+e(l)y,
X<n<2(146)X
Demostracion. Se sigue inmediatamente del Lema [B.7] O

Ahora que tenemos esencialmente una factorizacion de Z AL la idea es mostrar que

el maximo del factor

Z>\1,Q,5<1 + it) = Z )‘(p)piliit - - Z piliit-

Q<p<LQ+Q Q<p<R+Q

es pequeiio. En realidad esto no es siempre cierto, ya que para t pequeiia el signo de Rp~*
va a ser positivo, por lo cual no va a haber cancelacién. Afortunadamente, para t pequena,

ya sabemos que Zyy .y, (1+1it) es pequeno por el Corolario 24l Cuando t no es pequena,
1—it

X,2X]?

la cancelacion en la suma Y, _o,50P " nos permite acotarla de la manera siguiente.

Proposicién 3.9. Para exp((logx)?) <t < exp((logz)®/201=2) ¢ >0, 0< 6 <1,
Y. p < exp(—(logz)ttW).
r<p<(1+46)x
Es, por cierto, necesario poner no sélo una cota inferior sobre ¢ como condicién, sino

también alguna cota superior, tal y como lo hemos hecho aqui. A

3Para ver (de manera informal) la necesidad de una cota superior para obtener un resultado no trivial,
i —1—it A1 g :
notamos que tendremos cancelacion en la suma ), <p<(1+8)2 P s6lo si el nimero complejo

p~ " = exp(itlogp)
cambia de argumento lo suficiente. No es plausible que esto pase para todo ¢t grande, por el siguiente
argumento heuristico. Deberfamos tener que {tlogp/27} < 1/8 con probabilidad 1/8, para t tomado al
azar en un intervalo grande. Si tales eventos probabilisticos (uno por primo) son aproximadamente inde-
pendientes — lo cual es generalmente visto como plausible — entonces, con probabilidad = (1/ 8)‘5Q/ log Q.
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Prueba de la Proposicion[3.9. Por sumacion por partes es suficiente demostrar la desigual-

dad

ZA < xexp(—(1/2+ o(1))(log x)*).

n<z
Como la funcion zeta correspondiente es —('(s)/((s), esta desigualdad puede demostrarse
como en la prueba del Teorema [2Z0] pero evitando el polo mediante la eleccion T' = |t|/2
(digamos), § = 1/+/T. Usando las cotas en el Teorema 2] asi como la cota |M1;(s)| <
1/s, obtenemos

loec T 2/3+40(1)
Z A(n)n™" < z(log \/)T + zexp (—(logz)(log T)~ 2/3Fo( 1)) (log T)?/3+o®)
n<x
x x B x
S o) og ) /2 T gllogayte® — gliogayrre®

4

Proposicién 3.10. Sean Qy < exp((log X)'7?), Py =Q5, 0 < a, B < 1. Sean h > §72Q
y 0 <d<1. Entonces
2

7 min o
EX<:BS2X|E(1*%):B<VL§1)\(TL)|2 Lo+ P2 + 8 + exp(—(log Py)mn@/5:A)re(l)y
donde
3.8 = max Z 14 4t)].
( ) n= t€[exp(v/Tog X),X/hé?] | )\1,Q< >|
Py<Q<Qo

Demostracion. Aplicamos la Proposicion 3.4 con f = Aljx2x]. Luego aplicamos el Co-
rolario 2.4 para concluir que Zyy (1 +it) < exp(—(log X)3/5) para t < exp(y/log X)
(digamos). Asi, podemos quitar esa parte de la integral, y en el resto usamos el Corolario
para factorizar Zyi, ,,,- Aplicando la Proposicion para controlar Z,,,, llegamos a

1+i-2y 1 [@ dQ
Ex<ocox|Eu_ppoanch @) < [ o R s
<z= (1—-5)z<n< 1+ exp(VBER) 5 Jp, 1,0 “A2,0,x/Q Q

+ a + 0 + exp(—(log Py)mnG/58) o)y
Por Cauchy-Schwarz y la Proposicion [B.6]

s 1 [Qo
/1+iexp(\/@) 5/ Znelrhaxe g 0
= 52 < ) / /+. *“‘2\/17) ’Z)\l,QZ)\Q’ny/Q 2als%
(3.9) -
= g_ (log ) / / Zsoxr 2ds%

d

Qo dQ
> 52 (log Py " IEX<n<2X|)‘2QX/Q‘ 5

donde 71 es como en ([B.8). (En la ultima linea, estamos usando la suposicion hé* > Q.)
Usando la cota trivial E§<n§2% [A2,0,x/0]> < 1, obtenemos que la expresion en la dltima

tendremos que {tlogp/27} < 1/8 para todo Q < p < (1 + 6)Q. Por tanto, deberia haber algtn ¢ < 8%
(digamos) para el cual este es el caso, lo cual implicarfa que Rp~% > 1/\/5 para todo x < p < (1+4d)z, y
por lo tanto no habria suficiente cancelacion: Ry, _ <145, p~17% serfa > (1/v/2)[{x < p < (14 6)x}|.
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linea de (39)) es

g

Usando este resultado y la Proposicion B.I0 con Qy = 6%h y § = (log h)~*/2, podemos
completar nuestro objetivo en cierto rango.

Teorema 3.11. Para exp((log X)?/37¢) < h < exp((log X)'~), 0 < € < 1/6, tenemos

2 (logX)§+§ 1
(310) EX<$S2X‘E(1*%)m<n<x)‘<n)‘ Le log h < (lOgX)€/2

Demostracion. Aplicaremos la Proposicion para acotar la cantidad 7 definida en (3.8).
Escogemos a = 1 — 1/(1 + 3¢/4), 6 > h7Y3, Qo = 6%*h, Py = exp((log X)?/3+¢/2) y
a = (log Py)/log Qo = (log X)?/3+¢/2 /log Qy. De esta manera,

(log Py) 2= = (log X)(5+5)30-) — Jog X,

Asi, t < X implica t < exp((log Py)®/20=4)) Como ¢ < 1/6, vemos que a < 1/9 < 1/2,
y por lo tanto t > exp(y/log X) implica t > exp((log Qo)®). Concluimos que si podemos
aplicar la Proposicion B9 la cual nos da que

n < exp(—(log Py)* W) = exp(—(log X)&/3+e/2atoll)y,

Resulta sensato escoger & = exp(—(log X)?%3). (La condicién § > h~'/3 se cumple para
X mas grande que una constante, ya que h > exp((log X)¥3t) y a < 1/9.)
Ahora aplicamos la Proposicion 3.10] con § = €, y obtenemos que

(log X)3+5  exp(—(log X)@/3+e/2to(1))
log h exp(—(log X)24/3)(log X )~2/3

(log X)3+2

 logh

Excp<ox|E_n )x<n<m)\(n)|2

+ exp(—(log X)**/%) + exp (—(log X )*/*T°W) <,
U

Es facil deducir el resultado para h > exp((log X)'¢) del Teorema B.I1] (ejercicio [3)).

3.1.1. Ejercicios.

1. Queremos demostrar que el Teorema [B.1] implica el Teorema [L.1]
a) Sea |f| < 1. Demuestre que para h,Y > 1,0 < d < 1 cualesquiera se cumple

/ﬂ1+5

b) Aplique el apartado anterior para demostrar que

[,

r<n<z+h
c¢) Tomando el § adecuado, concluya que el Teorema [3.1] implica el Teorema [L.1]

Y +h+6Y

O(8)6Y h + / Z f(n)|da.

Y
th Jzx<n<z

> fln

r<n<z+h

(1-v4n

2’
d:p<<5Xh+% max / Z f(n)|dz.

X<X'<3X [

(L——ﬁx<n<m
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2. Para cierto B > 1y todo h > X'%(log X)#, vamos a ver una demostracion del
resultado

EX<$§2X|E(1—%)$<7LSZ‘A(”) - ]'|2 = 0(1)7

usando diferentes resultados conocidos sobre la funcion ((s). Se trata de un resul-
tado clasico, conocido ya mucho antes de Matoméki y Radziwitl.

Notese que este resultado implica que hay primos en casi todos los intervalos de
longitud h. Usando técnicas similares (pero un poco méas complicadas) es posible
demostrar lo mismo para A\(n) en vez de A(n)—1. Por otra parte: jpor qué es que la
demostracion que hemos hecho en esta seccion para A(n) no vale para A(n)—17 (Hay,
por otra parte, resultados sobre A que pueden ser probados de manera indirecta
usando los trabajos de Matomiki y Radziwitt sobre A(n): ver [MRT19, Thm. 1.3].)

a) Como en la prueba de la Proposicion B3, demuestre que, si x € (X, 2X],

1 1+logX+Zh52 _ _ /S
E—i)ocn<e M) = 2—/ 2* Mps p(s) C(s) ds + O(dlog X)
T St e —i2y ¢(s)
log X hé2
para cierta funcion analitica M1, (s) < min(1, )T/ ‘h )‘{/ |h) para ¥s > —1, con

Muisp(1) =14 O(9).
b) Enlazona —1 < s < 2, los tnicos ceros de la funcion ((s) estanen 0 < Rs < 1,
y si N(T) es el ntmero de ceros con |Ss| < T, entonces N(T') ~ LlogT y
N(T+1)— N(T) < logT. Ademés, si |s — 1| > 1y s estd a distancia e del
cero de ((s) més cercano, entonces % < %

el apartado anterior y el teorema de los residuos demuestre que, para algun
jw| < 1,

E(lf%)m<n§x‘/\ =1- pr Mw(;h( ) <5<10gX) )

. Usando esa informacion,

donde p son los ceros de ((s) que satisfacen |Sp| < 55 + w.
c¢) Usando la formula del apartado anterior y procediendo como en la demostracion
de la Proposicion B4 demuestre que

Excocox Eq2y,cne,An) — 1) < log X D X2 4 O(6(log X)?).
p
d) Se sabe que el nimero N(o,T) de ceros de ((s) con o < Rp <1y [Sp| < T
satisface N (0, T) < T'5 1=9) (log T)4, para cierto A > 1 (teorema de densidad).
Use ese hecho para acotar X~20=%) por cierta funcion S(o)

creciente si ho? > X1/6,

e) Usando los dos apartados anteriores y la region libre de ceros del Teorema
2.2 demuestre el resultado que se menciona al principio del problema. Observe
también que si se cumpliera la hipotesis de Riemann, podriamos demostrarlo
para h > (log X)S.

3. Usando el Teorema 3.1}, vamos a mostrar que, para exp((log X)'™¢) < h < X/2,
0<e<1/6,

o<Rp<o+ 1og1x

Exepeox|E An)] < ————
X< §2X| (1-Lyz<n<a ( )| (logX)Te

a) Sea j € N. Si definimos h; por 1 — % = (1 — &)1/i_dividiendo la suma interior
en j trozos, demuestre que para |f| < 1 se cumple

E E n?<j? mix E E ,
X<$§2X| (1——)$<n<1; ( )| — j X/E[th,X] X’<$§2X/| (1—%)x<n§$
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b) Usando el apartado anterior y el Teorema B.I1], demuestre la desigualdad del
enunciado del problema.

3.2. El caso general: valores excepcionales. Cuando h es méas pequenio que un
cierto nivel — digamos, exp((log X)?3) — nos encontramos con un obstaculo. No podemos
hacer que () sea més pequenio que exp((log x)%3%¢), pues estariamos fuera del rango en el
cual podemos aplicar la Proposicién 3.9 Por otra parte, tampoco pareceria que podemos
tomar h mas pequeno que Q): el rango de integraciéon en

X/h
/0 |Z)\2,Q,X/Q(1 + it)|2dt

es demasiado grande como para que podamos aplicar la Proposicion (es decir, la
estimacion de valor medio que viene del Lema 2.10]).

Existe la alternativa siguiente. Nuestra ganancia viene del factor |Z), ,|* < MﬁQ en
(33). Podemos estudiar por separado los valores de t para los cuales |Zy, | es excep-
cionalmente grande — digamos |7, ,| > Q~1/°. Si demostramos que tal cosa sucede sélo
para muy pocos valores de s = 1 + if, podremos usar el teorema del valor medio de
Halasz-Montgomery (Proposicion [Z12) en vez del Lema para acotar

M / | Zxg 000 (1 + it) [Pt

0<t<X/h
‘ZAI,Q ‘>Q71/9
Mostremos, entonces, que el conjunto de valores de ¢ para los cuales |Zy, ,(1+it)| > Q=Y
es suficientemente pequeno.

Lema 3.12. Sea |f| < 1 con soporte en los primos de (Q,2Q)] y (logT)° < Q < T'3. En
ese caso, el conjunto de t en [0,T] tales que |Z;(1+it)| > Q~Y/° tiene medida O(T*?).

El exponente 4/9 no es 6ptimo, pero nos seré suficiente.

Demostracion. El teorema del valor medio (Lema 2.10) aplicado a | Z;(1+it)|* no controla
bien los valores grandes de |Z;(1 + it)|. Para conseguir tal control, es mejor usarlo sobre
potencias superiores de Z;. Lo aplicaremos a Z(1+it)* con £ € Z" tal que Q"' < T < Q~.
Asi, como

Z;(1+it)" = Z apn

n

donde a,, tiene soporte en (QF, (2Q)"] y |a,| < ¢!, por el Lema .10 tenemos

T T 2
7.1+ it) 2 = / 12 20 ||
[z =[5 an < 2o

Qf<n<(2Q)* n
<MmQ ). < mt <t
Q<p<2Q

Asf, si A es el conjunto del enunciado, tenemos que (Q~1/?)%|A| < ¢¢. Como Q > (logT)?,
sabemos que ¢ < QY?, y por lo tanto

1A| < <Q£)3/9 < Q3/9T3/9 < T,
O

En el siguiente resultado mostramos que podemos controlar la integral sobre los valores

excepcionales de Z M xax]-
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Teorema 3.13. Sea h > 1 y Qo = exp((log X)?), donde 2/3 < 8 < 1. Entonces, para
0<p<l-—g5 a=1/(logQo)” y1/(logX) <3 <1/(logQ)”,

1
Dty o (5)2ds <, ————
/[11+z | Iix, X]( )| B.p (long)P

N5 20,406

con Tt aqas €l conjunto de todos los valores de s = 1 +it, 0 < t < X/h, tales que
|Zf, 0.5(8)| < Q77 para todo Q € [A%, A]NZ, donde f1qs(n) = f(n) - 1g,ateq(n) sin
es primo y 0 en otro caso.

Demostracion. Comenzamos como en la demostracion de la Proposicion B.I0; es decir,
aplicamos el Corolario 2] para concluir que Zxy (1 + it) < exp(—(log X )*/>+o))
para t < exp(v/log X) (digamos). Asi, podemos quitar esa parte de la integral, y en el
resto usamos el Corolario B.8 para factorizar Zy; , ,,,- Aplicando (3.7) y la Proposicién
para controlar Z,,,., obtenemos

/[1 14+iX/H\Z | 231 x 3 () s

X,Q0,1/9,(1og Q) ™, (log Qo) —"

2
1 1 Qo dQ
< Op ((10g QO)P> / /Qg Zfl,Q,&(S)ZfQ,Q(l_H;)’X/Q(S)a d

con B = [1 +iexp(y/logX),1 4+ iX/h] \ T30y 1/9,6s- Como p < 1, el término de error
exp (—(log Py)*/**°W) en @) es absorbido por O, (1/(log Qo)”). Por Cauchy-Schwarz,

de manera similar a (IB:QD,

(3.11)
Qo dQ
/ / Zfl,Q,6(S)ZfQ,Q(l-HS),X/Q(S)a
B

Q5
donde el maximo de @) se toma en el intervalo [QF, Qo]. (Después de aplicar Cauchy-
Schwarz, invertimos el orden de las integrales, y luego reemplazamos la integral ahora
exterior por un maximo.)
Ahora sacamos el maximo de Zy, , en B, aplicando la Proposicion B.9 con a = 1 —

1/((3/2)B(1—p)) (Notese que 3(1—p)-(3/2)-(1—a) = 1, por lo cual exp((log Q)3/21-2)) >
X). Obtenemos que

/B|Z>\1,Q,5Z>\2,(1+6)Q,X/Q|2d5<<eXp(_Q(logX>a)/B|Z>\2,Q(1+5),X/Q‘2d3'

Finalmente, tenemos que B = Ug By con Q' € [Qf, Qo] N Z y Bg contenido en el
conjunto de t € [0, X] tales que |Z) , (1 +it)| > Q9. Por el Lema tenemos
que |Bg/| < X*9 lo cual implica que |B| < QoX*? = X*9°() Luego, por Halasz-
Montgomery (Proposicion 2.12]), concluimos que

X
/ | Zs 008,50 205 < (5 + X494/ X log X) S (Q/X)1 <1,
B

n<X/Q

2
2
ds<(logQ max/ )Zle(; )ZfQQ(l-HS)X/Q() ds,

lo que demuestra el teorema.

3.2.1. Ejercicios.

1. Sea |f| <1, X >1ye>0.
a) Use el Teorema del valor medio para demostrar que la medida del conjunto de
t € [0, X] para los que | Y-y oy f(p)p"] > X' es O(X™).
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b) Use el Teorema del valor medio, junto con una elevacion a una potencia (como
en la prueba del Lema[B.12]) para demostrar que, para todo k > 1, la medida del
conjunto de t € [0, X*] para los que | Y oy F()p™"] > X7 es Op(X?).

3.3. El caso general: valores tipicos. Es imposible controlar una integral

/ ‘ZAl[XQX] (3)‘2d3
I\

Qo6
factorizandola con un factor del tamatio @)y, ya que )y es mucho mayor que h. (Recuérdese
que Qo0 €5 €l conjunto de los valores “tipicos” dentro del intervalo [0, X/h].) La idea
crucial ahora es usar que es posible sustituir dicha integral por otra del tipo

/ ‘ZM[X,QX] (S> |2d87
I

1405V €8
con ¢p sustancialmente mas pequeno que @)y, si pagamos aumentado el tamano que per-
mitimos para el factor zeta correspondiente. Dicho resultado esta basado en el siguiente
lema, que de nuevo usa el teorema del valor medio.

1
Lema 3.14. Sea 0 < e < vy < %, (log Q)Y < q < Q°/* < X os10sX)3 | Sean, fas fo: 9x/0 -
Z — C funciones con |f,(n)|,|fo(n), |gx/qo(n)| < 1 para todo n. Asumamos que gx/q, fo
y f, tienen soporte en [X/Q,2X/Q)], en [Q,2Q)] y en los primos de [q, 2q], respectivamente.
Entonces

| 1200 P s <@

se[1,1+iX]
1210 ()| <Q ™
|21y ()| 2g 7+

Demostracion. Podemos acotar la integral por

|Z,

9x/Q

14X
<L Q™ / |ZgX/Q(s)|2 ds < Q™% (s)|2 ds.

1

7z ¢
£,(8)
q*“{+€
s€[1,1+iX]
125, ()| >~ 7+

Tomando ¢ natural tal que ¢ < Q < ¢!, como (7 5)*Q> < QY %2Q~? = Q %,
vemos que la integral del enunciado es

14+iX
-2 ¢ 2
< Q ) . |qu($)Z9X/Q(S)| ds.
Ahora se trata de acotar la integral por el teorema del valor medio (Lema 2.10). Tenemos
e ¢ 2 ¢ a;,
n
R ORI S D D
X/q<n<2t+1X
con
a= Y 1< Y 1=0wn)
pip2...pem=n rm=n
q<p;<2q plr=q<p<2q
X/Q<m<2X/Q

con w(n) la funcién totalmente multiplicativa con w(p®) = 1si p & [¢,2¢] y w(p*) = k+1

sip € [g,2q]. Como Zyz2(s) = ((5) [[,<p<aq %{;zi—m, luego con residuo en s = 1 de

la forma [, <o, (1+O(1/p)) < 1, podemos proceder como en la demostracion del Lema

2.7 para demostrar que Y _ w?(n) < x para x > X/q. Por lo tanto

n<x

1+:X
/ | Z5,(8) Zgy 10 (8)|? ds < 727 (1) < g* .
1
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Como ¢ < Q*/* y 1* <« (logQ)* < (¢°/*)?* < Q°/?, hemos acabado. O

Ahora veamos que efectivamente podemos sustituir la integral de Z; sobre 7q; c.a.
(“valores tipicos con respecto a Qy”) por la integral de Z; sobre .7} 4, c.a.5 (“valores tipicos
con respecto a qo”), donde gy es mucho més pequeno que Q.

Proposicion 3.15. Sea f totalmente multzplzcatwa con |f(n)] < 1 para todo n. Sea
Tt Amas definido como en el Teorema [3 13 Sea Qy < ex (( og X)), e € (0,1). En-
tonces, para v € (1/loglog@p,1/2), 0 < e < 1,0< p <1, p <k < 1—p, asi co-
mo a < 1/(log@o)’, o = 1/(loggo)' ™, 1/(log Qo) < ¢ < 1/(logQo)?, 0 < ¢ < 1y

log go = (log Qo)"*, tenemos que
1
Z 2d — .
25+ Op (G )

/ wum%s/
T1,Q0,1,0,6 7,

foa07 e !

con fx = f-lixax) ¥y =~ —1/loglog Q.
Cualquier funcion del tipo (log Q)" podria usarse en vez de loglog Q.

Demostracion. Podemos suponer que o« = 1/(log@Qp)”, ya que a < o9 = 1/(logQo)”

implica ezf,Qo,»y,a,é - ’ZC,Qomaoﬁ'
Para comenzar,

[ izaeras [z [ jzaepas
71.Qo s

’7f,Q(),’Y/704/,5/ yf7Q0,'Y,a75\9f,q0,w’,a’,é’

Apliquemos el Corolario B.8 para factorizar Zy, , usando ([B.7) y la Proposiciéon para
controlar Z,,. Obtenemos, procediendo como en (39) o (B.11),

[ zere<o (o)

"gf,Q(),'Y,aﬁ\yf,qO,'y’,o/,é/

(log Qé_“)z ) 2
+ 52 Qel[nag}de / ’Zfl,Q,é(S)ZfQ,Q(H-&),X/Q(S) dS.

7£,Q0.7:2.5\Tf 0.1 0! 5

Ahora bien, para todo s € .8, tenemos, por definicion, que |Zy, ,;(s)] < Q77
para todo @ € [Qf, Qo] N Z, luego |Zy, g < % + Q7" <« Q77 para todo @ € [QF, Qol;

més aln, si s ¢ T4 .a6, entonces |Zy,  (s)| > ¢ para algin q € [q, qo] N Z. Asi,
vemos que
2

ds

/ ‘Zfl,Q,é(S>Zf2,Q(1+6),X/Q (5)

yﬂQOfY,aﬁ\yf,qO,w’,a’,é’

2
< 2qo qergi};()] / |Zf1,Q,6 (S)ZfQ,Q(1+6),X/Q(S)| dsv
s€[l,1+iX]

IZfl’Qytg |<<Q7’Y
/
-

IZfl,q,é/ 24

donde recordamos que 77,y y.a5 C [1,1+4iX/h] C [1,1+iX]. Aplicando el Lema B3.14]
tenemos la cota

do / |Zf1’Q(S)Zf2,Q,X/Q (5)|2d3 < qOQ—e < QO(QS) < Q—3a5/4

s€[1,1+4iX]

_ A
IZfl,q,é/‘Zq !
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para v = v — ¢ y cualquier ¢ € (0,7) tal que (log@Qo)*s < ¢ v ¢o < Q. Para
e = 1/loglog Qo, estas desigualdades se cumplen (debido a k + p < 1), si asumimos
que Qg es mas grande que una constante ¢ que depende sblo de p y k. Bajo las mismas
condiciones, @, Bo/t 1 /(log Qo)” (por un amplio margen). O

Teorema 3.16. Sean 0 < € < 1/3, Qo = exp((log X)) y 1 < h < exp((log X)?/37°).
Entonces, para o = § = 1/(log Qp)?, 1/6 < p < 1/3,

/.

X Qo g8

1 1
7. *ds < md '
|Z31x2x ()]s < max(aogcgo)p’(logh)“)

Demostracion. Supongamos primero que h > exp(y/log Qg). Aplicamos la Proposicion
B.I8una vez con p, vy =1/9, 8 = 1/logh, o’ =1/(logh)' =y k = (loglog h)/(loglog Qy),
de tal manera que gy = h. Es facil ver que 1/2 < k < (2/3 —¢€)/(1 —¢€) < 2/3, asi que
p < Kk <1—p. Obtenemos

/.

XQo. 5,6

1
2 2
[ Zagcan(s)lds < O ((1og Qo)”) * /9;,;1,1180,,5, [ Prtgra ()5,

puesto que podemos suponer que v — 1/loglog Qy > 1/18.
Ahora utilizamos el Corolario B.§ para factorizar Zy ,,, con h en vez de Qo, a =

(log h)~=9. Por Cauchy-Schwarz, la Proposicién y la definicion de .7} ), 1 ./ 5, con-

Supongamos ahora que h < exp(v/log@Q)p). Procederemos exactamente como antes,
excepto que iteraremos el uso de la Proposicion B.I5 Definimos Q;11 = exp(y/log Q;)
parai=0,1,..., hasta que llegamos a un 7 tal que (logh)* < log Q; < (log h)*. Entonces
definimos m =i+ 1, Q,, = h.

Comenzamos aplicando la Proposicion con p,y=1/9,0 =6 =1/logQy, o/ =
a; = 1/(log@Q1)' ¢, k = (loglog Q1)/(loglog Qy) = 1/2 y los valores iniciales de « y ¢.
Obtenemos

/,

\Qo.%.0,6

cluimos que

/.

Xoh, e al 8

=

1 _
Zu (9P < O, (o ) + o) ()7

(log

1
|Z)\1[X,2X]<S)|2d5 < O (m) + /-% |Z)\1[X,2X]<8)‘2d87

, Q171,001,071

donde 7, = v—1/loglog Qo. Luego aplicamos la Proposicion B I8l parai =1,2,...,m—1,
conp=1/2—e,7v=7;,0 =0, a=qa; 8 =01 =1/logQis1,a = ;41 = 1/(log Q1) ¢

y £ = (loglog Qi+1)/loglog @; = 1/2. Asi,
1
[ 1z <0 (g ¢ B
fy 7 T

donde v;;1 = v; — 1/loglog Q;. Esta claro que 1/(log Q;)"/? < 1/(log Q;41). Verificamos
que

1 QY504 Qi+ 1:Yi+1,24+1:044+1

> T S rhros 9 et < 18
“~loglog Q; ~ loglog Qrm, 2k loglogh ~ 18’

k>0

ya que podemos asumir que h es més grande que una constante. Por lo tanto, ~,, > 1/18.
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Terminamos usando el Corolario B.8| exactamente como antes (h en vez de @y, o =
(log h)~1=9)). Por Cauchy-Schwarz y la Proposicion B.6, concluimos que

2 1 4 N
/ A Lo a (5)ds < O, (W) + (log b)* (exp ((log b))

Ahora ya podemos concluir nuestro resultado principal.

,Qmyym,oom,8m

Teorema 3.17. Sea 1 < h < X. Entonces, para € > 0 arbitrariamente pequeno,

1 1
3.12 Ex-pox|E An)|* <. mé —, :
(3.12) x<osax B prane A" < maX((logX) 7 (logh)1‘€>

Demostracion. Podemos asumir que h < exp((log X)?/37¢) (como en el Ejercicio ). Apli-
cando la Proposicion [3.4] tenemos la cota

1+i%
ExcrearlBy gz M < [ | Zugan(9)Pds +00)

Tomemos § = h~/* (digamos). El resultado (con un multiplo constante de € en vez de e,
lo cual es claramente inofensivo) se sigue del Teorema B.I3] y el Teorema .16, aplicados

con hé? en vez de h, a = = 1/(log Qp)*, Qo = exp((log X))y p=1— ﬁ O

Es posible obtener una cota con (loglogh)/logh en vez de 1/(logh)'~¢ [MR16]. Hemos
optado por nuestra cota por simplicidad.

El Teorema [BI7 implica inmediatamente el Teorema B.Il por un breve y conocido
argumento (Chebyshev / cota de varianza) que ahora mostraremos. Escribamos la cota en
(312) de la manera < ¢,/ max(log h, (log X )'/3)1=¢. Entonces, para todo C, la proporcién
de valores de X < x < 2X tales que

N
>

es a lo méas 1/C?.
Si, alternativamente, siguiéramos [MRI16|, podriamos mostrar que, para h en cierto
rango, una cota mas fuerte vale: la proporciéon de x tales que

(3.13) IE(1-hx)0<nzaA(n)| > C/(logh)' =

es pequena. La diferencia principal consiste en que [MRI16] separa desde un principio el
conjunto § de enteros X < n < 2X con factores primos del tamano deseado, y prueba
una cota de varianza para ellos; luego reintroduce los enteros que quedaron fuera de S al
tltimo momento. De esta manera consigue mostrar que pocos x satisfacen (B13)), atn si
la forma de la cota de varianza es en esencia la misma.

3.3.1. Ejercicios.

1. Sea2 <h=0(X), heN, h — 0.
a) Sea f(n) = cos(&%).
1) Demuestre que, si bien oscila en intervalos largos (es decir, oy f(n) =

0(X)), no oscila en intervalos cortos:

Y f)>h

z<n<z+2h
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para todo z € [X,2X]. Usando la Proposicion B.4] deduzca que

cX/h

/‘ Z f n-1- zt2dt>>1

X<n<2X

para alguna constante ¢ > 1.
2) Muestre que

> f(n) <100

X<n<lu

para todo u. (Consejo: la funciéon f es periddica, con periodo 100.) Deduzca,
por sumacioén por partes, que

> fnTTt < th/X

X<n<2X
para todo t.
3) Deduzca que, para h tal que (logh)° < X/h,
cX/h
Z f —1 zt 2 dt > 1
(log h)100 X<n<2X

para alguna constante ¢ > 1.
b) Sea S el conjunto de numeros que son producto de dos primos, uno en [P,2P] y
otroen [X/P,2X/P]. Sea g(n) la funcion multiplicativa tal que g(p) = cos( 1207{)’;1)
Asumiendo que h = XY10 y P = v/h, demuestre que

cX/h

1
—1 Zt 2 dt c .
PO < Tog X0

(log h)100 nes

para cualquier constante ¢ > 1. Sugerencia: use el Teorema del valor medio
(Lema [Z10) y la Proposicion (o mas bien su prueba, pues consideramos
valores de t por debajo de lo que la Proposicion cubre).
2.8ea 4 < h < (%)1/5. Sea S el conjunto de ntimeros que son producto de tres
primos, uno en [h,2h], otro en [h? 2h% y otro en [X/h? 2X/h?. Sea f(n) una
funcion multiplicativa tal que Z(t) = 3, cp2ope F(@)g™ " < (R?)71/? para todo
t € [(logh) X/h].
a) Muestre que

Zf(n)nflfit: Z f(p —1—it Z f flfit Z f(r),rflfit

nes p€Elh,2h] q€[h2,2h2] r€[X/h3,2X/h3]

con p, q, T primos.
b) Use la cota para Z(t) y el Teorema del valor medio (Lema 2I0) para probar
que
X/h

. 1 1 1
—1—1t|2 _
‘Zﬂ”)” P dt < (h2/9)2 ' (h-1/18)8 — p2/9°

nes

(log h)100
| peinon) F)p 17| >h71/18
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c¢) Use el Teorema del valor medio nuevamente para concluir que

X/h
1 1
| E f(n)n 1 t|2dt<<m.

(log h)100 nes

4. COEFICIENTES DE FOURIER DE A EN INTERVALOS CORTOS, EN PROMEDIO

Nuestra tarea en esta seccion es acotar promedios de coeficientes de Fourier de A1, z4):

X
J
Al final de la seccién, veremos como tales cotas implica que el promedio de expresiones
como A(n)A(n + ¢) tiende a 0 para una proporcién que tiende a 1 de todos los ¢ en un
pequerio intervalo (“Chowla en promedio”). Las lineas generales del argumento siguen las
que se seguian para el mismo problema cuando c¢ varia en un intervalo grande, asi como
para problemas anélogos. (El articulo [MRT15] menciona las fuentes [DD&2], [Kat6],
IMV77| v [BSZ13].)

El tratamiento serd distinto dependiendo de si a € R esta en un arco mayor o en un
arco menor. (En verdad la definicion depende sélo de a@ mod Z.) Tomemos @ = v/h. Por
el teorema de aproximacion de Dirichlet (Ejercicio [l), existen a,q € Z*, 1 < ¢ < @,
(a,q) = 1, tales que | — a/q| < 1/qQ. Si tales a, ¢ existen con ¢ < R para cierto
R pequenio (serda una potencia de logh), decimos que « estd en un arco mayor; de lo
contrario, existen tales a, ¢ con ¢ > R, y decimos que « estd en un arco menor.

Z A(n)e(an)| dx.

z<n<z+h

4.0.1.  FEjercicios.

1. (Teorema de aproximacion de Dirichlet)

a) Sean dados a € Ry M € Z*. Muestre que existen 0 < my < mg < M tales que
am; y amsy estan a distancia < 1/(M + 1) en R/Z el uno del otro. Deduzca
que |[(mg —my)a —al <1/(M + 1) para algtn a € Z+.

b) Sean dados @ € R y un real @ > 1. Concluya que existen a,q € Z*,1 < ¢ < Q,
(a,q) =1, tales que

(Aplique la primera parte del ejercicio con M = |Q].)

2. En este problema vamos a discutir, a vuelo de pajaro, una variante relativamente
sencilla del problema ternario de Goldbach, para ilustrar el uso de sumas exponen-
ciales ) A(n)e(an) similares a las que estudiaremos en esta seccién (si bien en
verdad mas antiguas).

Para N € Z*, consideraremos la suma

Sv=">_ Ma)AB)Ao).
a,b,c>1
a+b+c=N

Si cambiaramos A por la funciéon indicatriz de los primos estarfamos calculando el
nimero de maneras de escribir N como suma de tres primos. Nosotros queremos
demostrar que Sy = o(NN?), lo que nos dirfa que entre las tripletas de nimeros que
suman N hay la misma probabilidad de tener un ntimero par que uno impar de
primos.

a) Demuestre la identidad fol e(ja)da = 1,0 para j € Z, con e(z) = *™*. (Es la

identidad sobre la cual se basa el analisis de Fourier sobre R/Z.)
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b) Usando el apartado anterior, demuestre que

Sy = [ (4r(@))e(=Na) da.
con Ax(a) = > ., cn An)e(na).

¢) Es posible demostrar que méx,ejo1) |[Ar(a)| = o(N). (Esta es, claro est4, la
parte dificil, la cual omitimos.) Usando esta cota, demuestre que

Sy < O(N)/0 |Ax(a)|*da = o( N)N = o(N?).

d) Sea Tv = >, y51.00=n M@)A(D) la suma correspondiente a Goldbach con dos
primos. Observe que si intentamos demostrar que Ty = o(N) con las técnicas de
los apartados anteriores, no funciona. jPor qué? Esto es parecido a lo que ocurre
en la integral de la Proposicion [3.4] y por eso alli fue necesario factorizarla.

4.1. Arcos menores.

Proposicion 4.1. Sean X > 1,1 < h< X, 1 < R <logh. Sea a € R tal que existen
a,q € ZT, R< q<+/h, (a,q) = 1, tales que oo — g\ < %/— Entonces

(4.1) — /

Demostracion. Probar (4J]) es equivalente a probar que, para todo 6 : R — C medible,
con soporte en [X,2X], y tal que |[f(x)| < 1 para todo x,

(4.2) / Z A(n)e(an)dr < hX

z<n<z+h

(log R)?

d%«w

A(n)e(an)

x<n<m+h

(log R)?
R4

Sean B = 1/2, § = R™Y4, Qo = exp(RY*) y Py = exp((log R)?). Por el Lema 3.7, el
lado izquierdo de ([A2]) es igual a

(4.3) 0((1(;§1i)3).hx+ / ) Y Amux(n)e(an)ds,

rz<n<z+h

donde ux es como en (B3] (el error proviene de que cada valor de n satisface x < n < x+h
s6lo para x dentro de un intervalo de largo < h). Entonces, por la definicion (B3] de uy,
es suficiente demostrar que

1 @o dQ  (log R)®
44 S X,Q,6) = -hX
) G177 Jy, (600G < X
donde
1,00 = [ 8a) 3 M (vrs % va0ussse) (elands
r<n<z+h

= - ZU2,Q(1+5),X/Q<m)>\<m) Z e(amp) /Re(x)l(x,ﬁh} (mp)dz,

Q<p<(1+9)Q

Y U1.Q.6, U2,y estan definidos como en ([B.4) y (B.5). Por Cauchy-Schwarz,
2

X
@5 IXQI <L Y | Y camp) [ 80)eamn(mp)ds) |
X/Q<m<2X/Q |Q<p<(1+6)Q R

ya que vy g (1+4),x/q tiene soporte en [X/Q,2X/Q] v [v2.0,1+6),x/0(m)| < 1 para todo m.
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Ahora expandimos el cuadrado, y cambiamos el orden de la sumaf]

X
1(X,Q,0)? < 0 Z / / 21)0(72) Z e(a(pr — p2)m)dx dz,.
Q<p1,p2<(146)Q X/Q<m<2X/Q

xz <m§ acp+h
K2

La suma sobre m es una suma sobre un intervalo I contenido en (x1/p1, z1/p1 + h/p1] C
(x1/p1,z1/p1 + h/Q). Puede ser acotada trivialmente por < |I|+ 1 < h/Q + 1; también
vemos que se anula a menos que (z1/p1, (x1 + h)/p1] N (22/p2, (x9 + h)/pa] # 0, lo cual
implica

P2 P2
(46) —X1 — h < To < —I1 + (1 + 5)h

b1 b1
También sabemos que, para cualquier 5 € R no entero y cualquier intervalo I escrito en
la forma [mg, m4|, mg, my € Z,

_e(B(my + 1)) — e(Bmy)
2 eUm) ==

(suma geométrica)
mel

y, por lo tanto,

(4.7)

2 1 2/7
2 <Bm)| ST 1]~ snad = d(5.2)

donde d(f,Z) es la distancia entre (8 y el entero mas cercano. Por lo tanto,

X ot =) < (GG 75)

X/Q<m<2X/Q

z; z;+h
Ti e T
pg <ms Pi

y asi, por la condicion (4.6]),

, X 1
(XQoF < GXh 3 mm(@ dalon p2>,Z>)'

Q<p1,p2<(1+6)Q

Ahora bien, para todo entero [, el nimero de parejas Q < pi,ps < @ + 0Q tales que
p1 — p2 =1 es O(4Q). Vemos entonces que

h 1
1(Q, X,0)* < 6X*h ZZ: min (Q dlol. Z))

1| <6Q

Ahora bien, por un lema de Vinogradov (ejercicio [II),

1(Q, X, < 6X h(ég2 ) (Q+qlogq)

Como R<q<+vh,6d =Ryl <« P <Q<Q=exp(RY*) < h'/4 tenemos que
qlogg < % y

oh h 52X 2p2
1(Q, X,0)* < 6X°%h ( +—)<< .
(Q )? .0 7

Por lo tanto
dQ Xh Xh

1 Qo
m/ﬂ) I(X,Q,é)a < (log Q) T3 = Fi7a

A partir de este momento, algunos lectores reconoceran ciertos paralelos con la version de Linnik de
la prueba del trabajo de Vinogradov sobre los tres primos.
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lo que demuestra (4.7]). O

4.1.1.  Ejercicios.
1. (Lema de Vinogradov)
a) Para a,q € Z" coprimos y n = ng,ng+1,...,n9+ q— 1, ng arbitrario, muestre
que las fracciones n/q mod Z no son sino

en algin orden.

b) Sean o € R, a,q € ZT, 1 < ¢ < Q, (a,q) = 1, tales que |a —a/q| < 1/¢Q.
Muestre que, para n = ng,ng + 1,...,n9 + ¢ — 1, ng arbitrario, las distancias
d(na,Z) son a lo mas

0,0, % 1 3_/2 (¢—2)/2
¢ ¢ ¢ q
en algin orden.

c) Sean @« € R, a,q € ZT, 1 < ¢ < @, (a,q) = 1, tales que |a — a/q| < 1/4¢Q.
Deduzca que, para ng y X arbitrarios,
no+q—1 1

T;O min (X, m) <2X 4+ 2q(log(qg —2)+1) < X + qlogg.

Concluya que, para N arbitrario,

5 (3 ) < (3 1) v

n|<N

2. En este problema vamos a reproducir el esquema descrito en el ejercicio 2] de §4.0.1
para estimar la suma

Sy= Y logplogg
p+q+b=N
que cuenta el nimero de maneras (ponderadas) de escribir N como suma de dos
primos y un numero natural cualquiera. Esta es una version muy sencilla del pro-
blema ternario de Goldbach, y podriamos estimarla sin introducir exponenciales
e(na), pero por una cuestion didéctica veamos que es posible hacerlo con ellas.
a) Procediendo como en el ejercicio 2 de §4.0.1] muestre que

1/2
Sy = /_ , Fle)G(ay’e(~Na) da

con Fa) = Y, e(ba) ¥ G(a) = Yo,y logp e(po).

b) En este caso los arcos menores van a ser la zona donde F' es pequena. Tomemos

como arcos menores m = [—1/2,1/2]\ (=55, 75), con 0 < § < 1/2. Demuestre
usando (4L.7) que si & € m entonces
|F(a)| < ON.

c¢) Use el apartado anterior, el razonamiento expuesto en el ejercicio 2d de §4.0.1]
y el TNP en la forma del Teorema para demostrar que

/ F(a)G(a)’e(—Na)da < §N?log N.

En los ejercicios de la siguiente seccién veremos que la integral sobre los arcos

mayores It = (— ]\}6, N6) da la contribucion principal para Sy (para cierto ¢).
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4.2. Arcos mayores y conclusion. Examinemos ahora el caso de a = a/q con ¢ un
entero pequeno. La idea es entonces que e(an) es una funcion ¢-periddica. Asi, lo que nos
gustaria es sustituir A(n)e(an) por A(n)f(n) con f(n) alguna funciéon multiplicativa, para
intentar usar las técnicas de la seccion anterior. Esto es posible, usando analisis de Fourier
para funciones F' : G — C, con G = (Z/qZ)* el grupo (abeliano) de residuos modulo ¢
coprimos con ¢, con la operacion de multiplicacion. Dicho anélisis permite expresar F' como
suma de varios cardcteres modulo q. Un caracter moédulo ¢ no es sino un homomorfismo
Xs : G — C*. Podemos extender tal homomorfismo a una funcién multiplicativa y ¢-
periddica y : Z — C, simplemente poniendo y(n) = 0 para n no coprimo con q.

Nosotros s6lo vamos a usar que |y«(g)| = 1 y que los caracteres x, modulo ¢ forman
una base ortonormal G del espacio de funciones de G = (Z/qZ)* a C. En verdad, G es
también es un grupo. Todos estos hechos son ciertos en general para grupos abelianos
finitos G. Pueden, por cierto, ser probados facilmente (ejercicio [).

Si a esta cerca de un racional con denominador pequeno, vamos a ver como pasar de
sumas cortas de A(n)e(an) a sumas cortas de A(n)x(n) para algin carécter x de modulo
pequeno.

Proposicion 4.2. Sea 1 < R* <h < X, |a— %] < qﬁ con g < R. Entonces

S
12X
%),
donde el mdzimo se toma sobre los cardcteres x de mddulo menor o igual que R y sobre

X' € [X/R,X], W € [Vh/R* Vh/R].

1
dr < — + R max dz

3X/
R x.h' X' h' X' /X,

Y. A)x(n)

z<n<x+h'

Z A(n)e(an)

z<n<z+h

Demostracion. Comenzamos con la desigualdad

1 2X h 1 3X
?KA- S mnmgoea+mxé

z<n<z+h
para 1 < hy < h, |f| <1, que simplemente proviene de dividir la suma interior en sumas

de longitud h;. La usamos con f(n) = A(n)e(an) y hy = v/h/R. Ahora bien,

X e (e (- ) )

y como |(a —a/q)(n —z)| < %hl < R™! tenemos que

> o ()

z<n<z+hi

dx

> fn)

z<n<z+hy

Z A(n)e(an)

z<n<z+hy

) Am)e(an)| = +O(R YHhy.

z<n<xz+hi

Asi

dr < R7' + dx.

Z A(n)e(an)

z<n<z+h

1 2X 1 3X
E?L: MX[;

Como n +— e(an/q) es g-perivdica, podemos escribir (ejercicio [2)

e(gn)zzldn > ax(n/d),

dlq x€(Z/((¢/d)Z))*

3 AWﬁ(%O

z<n<z+hy
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donde |a,| < 1. Podriamos tener una mejor cota para a, (sumas de Gauss), pero no nos
importa. Obtenemos que

chol .z e ()

dr < — Z Z / )\(m)x(m) dx

dlg x€(Z/((q/d)Z s cmez i

L ST Am)x(m)|da’

< q max / \(m y(m de'.
dlq X/d X/d / w
(Z/((g/d)2))* o/ <m<a/+ "]

n

Con la proposiciéon anterior vemos que soélo nos queda controlar el promedio de sumas
cortas de A(n)x(n). Para ello, vamos a ver que funcionarian las técnicas de la secciéon
anterior, igual que para A\(n). Lo tnico que necesitariamos usar en la prueba es cancelacion

para las sumas
D Amx(m) Y x(pp™,

n<z p<@Q

y el control de dicha sumas depende de las funciones Zy, (s) = Z,2(2s)/Z,(s) y Z;(s)/Z(s)
con Z,(s) = L(s, x), donde s — L(s, x) son las asi llamadas funmones L de Dirichlet:

X) =Y x(n)n~

Por lo tanto, necesitaremos control sobre los ceros y el tamano de dichas funciones zeta.
Para el caso de A usamos [IK04, Thm. 8.29] (que es nuestro Teorema [2.2) y en el lema
anterior a dicho teorema puede verse que dicho control proviene de cotas superiores para
|L(s, x)| en dicha zona. Como

e T )

m=0

[o@] —8 . . . .
¥ > o(m+a)”* es muy similar a C(s), esencialmente podemos conseguir para |L(s, x)|
las mismas cotas que para |((s)|, y asi tenemos un equivalente al Teorema para este
caso.

Teorema 4.3. Hay una constante ¢ > 0 tal que L(s,x) # 0 para s = o + it con o >

c ; P 5
1 oz 1 (oa 2/ 3 (logTog 173 [t| > 3, y en dicha zona también se cumplen las cotas

1
< log q + (log t)??(loglog t)'/3,
L(s, x) (log )™ )
L'(s,x) 2 1
< log g + (logt)??(loglog t)'/3.
L(s,x) (log )™ )

Ademds, en |t| < 3 se cumple que L(s,x) # 0 en o > 1 —
L' (s,
i < Vallogg)?, 28 <\ /g(log ).

Las cotas para |t| < 3 son clasicas y provienen de otras técnicas [MVOT7, Capitulo
11]. Estos resultados son todos efectivos; no esconden constantes no especificables — en
particular, no lidiamos con los ceros de Siegel.

Para demostrar el Teorema [2.3] usamos las cotas del Teorema con t escogido de
manera tal que (logt)??(loglogt)'/? sea igual a (logz)?®(loglogx)'/®, por lo que, si

c
m Yy en esa zona
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Va(log q)* < (log z)?/*(log log 2)'/®, tendremos las mismas cotas en el Teorema L3} y lue-
go seran ciertos los resultados analogos al Teorema [2.3]y al Corolario 2.4] para A(n)x(n).
En particular

3/5—e¢

Corolario 4.4. Sean = > 1, t < ellog®)
(log x)*/5=¢. Entonces

, € >0, y x un cardcter de modulo q <

A(n)x(n o
Z % < exp(—(log )%/,
r<n<2z

Ademés, en la zona logt > (log Q) con a > 0, si ¢ < (log Q)? tenemos que las cotas del
Teorema [4.3] serian las mismas que sin log ¢, y luego el resultado analogo a la Proposicion
también sera cierto.

Proposicion 4.5. Sea x un cardcter de mddulo g < (log Q)?. Para exp((logQ)?) <ty <
exp((log Q)21 4 >0,0< 6§ <1,

> X" < exp(—(log @) TM).
Q<p<(1+6)Q
Como en la demostracion del Teorema B.I7 se usa el equivalente al Corolario 4.4 con
x ~ X y el equivalente a la Proposicion con log @ = (log X)'~¢, tenemos que
Teorema 4.6. Sea 1 <h < X, ¢ > 0. Para ¢ < (log X)¥/>~,
1

— T -

logh)t=c = (log X)/3-¢

Corolario 4.7. Sea 1 <h < X, € > 0. Para ¢ < (log X)*/5~¢,

Ex<z<ax |E(1*%)m<n§x)\(n)x<n) < (

1
log X)1/9—e :

EX<x§2X |E$<n§x+h)‘(n)X(n)| <Le (10g h)l/g—g + (
Demostracion. Notemos que es suficiente demostrar la desigualdad
1

log h)l/?)fe + (10g X)l/gfe'

(48) EX<x§2X |Em—h<n§x>‘(n)X(n)| <Le (

Ahora, para 0 < 0 < 1 tenemos que

Ex<r<ox |Eeenan<eA()X (1) < Ejiica4oyi<2 By cocytsy [Eonen<a A(n) X (1)]
Y=(118)I X

y como para cualquier z € (Y,Y + Y] se cumple que
Em—h<n§x>‘(n)X(n) = 0(5) + Eaﬁ—h%<n§x)\(n)X(n)
deducimos que

EX<x§2X |Ex—h<n§a:)‘(n)X(n)| < 5 + Yen[l)?g{x} EY<J:§Y+6Y|Em—h% <n§m)‘(n)X(n)|

Ahora aplicamos Cauchy-Schwarz:

EY<9U§Y+6Y|Ex—h%<n§$)\(n)X(n)| < \/EY<J:§Y+6Y|Ex—h%<n§m>\(n)X(n)|27

y luego, por el Teorema [1.6] (acotando brutalmente la integral de una cantidad no negativa
sobre (Y, Y + §Y] por la integral de la misma cantidad sobre (Y, 2Y]) vemos que

1 1
2 -1
Ex<r<ox [Eenan<eA(n)x(n)| <6 + Yen[l)%ix} \/5 <(10g h)i—e + (logy)l/?,—e)'
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Finalmente, tomando

’ 4 1 1
0 = min <1’ fnax <(log h)1/3=€’ (logX)l/g_e))

demostramos (4.g]).
U

Usando los resultados anteriores, obtenemos lo siguiente.

Proposiciéon 4.8. Sea 1 < R° < h < X, |a — %| < ﬁ con ¢ < R < (log X)¥/>.
Entonces, para € > 0,
1 R R
X / A(n)e(an)| dr <. = + i+ T
x<n<m+h R OOg}D3 Oog)()9
Demostracion. Por la Proposicion y el Corolario L7 O

Finalmente, usando el Teorema de aproximacién de Dirichlet y tomando R igual a
min((log h)/3, (log X)*/?)*/> en la Proposiciones Bl y B8, concluimos que

Teorema 4.9. Sean X > 1, 1 < h < X. Entonces, para todo a € R y € > 0,

/ 1 1
hX

1 + 1 .
(logh)5™c  (log X))~

Los exponentes 1/15, 1/45 no son de ninguna manera 6ptimos; el lector interesado
puede divertirse mejorandolos.

Vamos a ver como el teorema anterior implica la conjetura de Chowla en promedio
(Teorema [[2)). Para ello, veamos la relacién entre las sumas cortas de f(n) y sumas
largas de f(n)f(n+h). Supongamos que f(n) tiene soporte finito. Entonces, expandiendo
el cuadrado y cambiando el orden de sumacién obtenemos

SIS fmPP= > fm)fn)(h— |n—m|)

xr  z<n<z+h [n—m|<h

dr <,

A(n)e(an)

m<n<x+h

Por tanto, escribiendo m = n + j, tenemos que
DD P =Y (=1 fn+5)f(n)
z  x<n<lz+h l7|<h n

Ahi vemos directamente que las sumas cortas de f(n) controlan un promedio de sumas

largas de f(n)f(n + j). El problema es que podria ser que hubiera cancelacion en la
suma en j en vez de en la suma en n. Para evitarlo, usamos la misma identidad con

f(n) = fo(n)e(na), que da

DI folwena)P =) [(h— |j|)Zfo(n+j)m] e(ja).

x  a<n<z+h ljl<h

Ahora, teniendo en cuenta la identidad de Parseval
(4.9 A S aseti)ltde = 3o,

la cual simplemente proviene de que fo e ma) da = 1,,—9, tenemos que

> I(h =13 = [ 121 T hetnar

l7l<h z  x<n<z+h

2

Zfo n+ ) fo(n)
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M:mozliXZ| Z fo(n)e(na)|?

T r<n<z+h
entonces sacandolo fuera de la integral tenemos

> =117 <MZ/ > fon)e(na)l? da,

l7l<h z<n<z+h

Asi, si

Zfo n+ ) fo(n)

y usando de nuevo (£.9) sobre la parte derecha concluimos que

> =13l <MZ Y. foln

ljl<h z x<n<z+h

Zfo (n+4)fo(n)

Finalmente, aplicando esta desigualdad con fo(n) = A(n)1(x2x](n) y usando el Teorema
1.9, obtenemos

Corolario 4.10. Para 1 < h < X y para todo € > 0

S A+ )P <

j<h/2 X<nn+j<2X

1
1 + T
log h)15~¢ log X )45~
g g

A partir de ahi es muy sencillo eliminar la condicion X < n 4 j < 2X, y asi obtener
el Teorema en el caso de dos factores (k = 2). El caso de mas factores se sigue del
siguiente lema (ejercicio [3])

Lema 4.11. Sea 1 < H < X. Para funciones f,q: Z* — C cualesquiera con |g(n)] <1,
|f(n)| <1 para todo n y soporte en [1, X], se cumple la desigualdad

HXQZ|an+h \/HXQZ|an+h n)|>.

h<H n |h|<H n

Refleziones finales. Como hemos visto, una vez que se tiene una cierta cota sobre sumas
exponenciales en promedio (Teorema [1.9]) podemos obtener el resultado de tipo “Chowla
en promedio” que desedbamos (Teorema [[.2]) con bastante facilidad.

Es bueno reflexionar sobre que tipo de cotas sobre sumas exponenciales necesitamos
para obtener otros resultados sobre las autocorrelaciones de \. ;Qué pasa si deseamos
saber el promedio de A(n)A(n 4+ h)A(n + 2h) para la mayor parte de valores de h en un
intervalo pequeno, digamos?

Muchas tales preguntas se reducen a acotar seminormas de Gowers |A|yx. Ya seria
un muy buen comienzo, por ejemplo, poder acotar la sequnda norma de Gowers |\|ye2,
definida por

(4.10) INFe = HiX Z Z An)A(n + hy)A(n + ha)A(n + hy + ho)

1<hi,ho<H 1<n<X

para todo H = H(X) — oco. En efecto, si pudiéramos mostrar que |A|y2 = o(1), tendria-
mos que
—Z > " Am)A(n+ h)A(n + 2h) = o(1)
h<H n<X
despues de algunas aplicaciones de Cauchy-Schwarz. Mas atn, si pudiéramos mostrar que
la tercera norma de Gowers |A|ys es o(1), podriamos deducir, de manera similar, que
2

szz > Am)A(n+ h)A(n+ 2h)| = o(1).

h<H [n<X
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Acotar (I0) por o(1) resulta ser equivalente a probar la conjetura de uniformidad de

Fourier
Z A(n)e(an

z<n<z+h

1 X
— sup )| dx = o(1)
hX /0 a€R/Z
para h = h(N) — oo. Esta conjetura, planteada por primera vez en [MRT15], parece
mas dificil que el Teorema L9, en el cual el orden de la integral y del supremo sup,eg/z
(implicito en el Teorema [£.9)) es el inverso.

4.2.1.  FEjercicios.

1. Sea G un grupo abeliano finito.
a) Pruebe que, para todo caracter xy de G y todo g € G, |x(g)| = 1. (Sugerencia:
muestre que x(g)/¢ = 1.)
b) Sea x un caracter no trivial de G, es decir, un caracter tal que existe un g € G
para el cual x(g) # 1. Muestre que

9) Y () = (gh) => u(h)

heG heG heG

Concluya que ), . (h) =
c¢) Sean , X' dos caracteres distintos de G. Muestre que ¥ = X - ' es un caracter

no trivial. Entonces, por ([Lf), > - X(9)x'(9) = 0.

d) Muestre que hay |G| caracteres distintos x : G — C. Concluya que los caracteres
de G forman una base ortonormal del espacio de funciones de G a C con el
producto escalar

(i fo) = |G|Zf1

geG

2. a) Muestre que, para toda funcion g-periodica f : Z — C con soporte en los enteros

coprimos con g,
=) Flox(n)
x€Gy

donde G, = (Z/qZ)*, (A}’q es el grupo de caracteres de G (ejercicio [Il) y
~ 1 -
FO) =0 >, x(m)f(m).

me(Z/qL)*

Para este proposito, utilice el hecho que G, es una base ortonormal (ejercicio

[[d). Esta claro que, si |f(m)| < 1 para todo m, | f(x)| < 1.
b) Para toda funcion ¢-periddica f : Z — C,

n) =Y [0 lpg=d =Y _ Lanfa(n/d),
d|q dlq

donde f; : Z — C es la funcion tal que fq(m) = f(md) si (m,q/d) = 1y
fa(m) = 0 de otra manera. Concluya que para ciertos |a,| <1

:Z Z aylgnx(n/d).

d‘q Xeéq/d

3. Demuestre el Lema [.I1l Para hacerlo: expanda el cuadrado, meta adentro la suma
en h, aplique Cauchy-Schwarz, expanda los cuadrados y reagrupelos de forma que
queden cuadrados de sumas en n. Aplique dicho lema para demostrar el Teorema
a partir del Corolario EI0l
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4. En este problema vamos a concluir la estimacion de Sy = Zp Larv=n 108 plog g que
comenzamos en el ejercicio Pl de L1101 . Alli vimos que para cualquier 0 < § < 1/2

Sy = O(6N?log N) + /m F(a)G2(a)e(—Na) da

con M = (—-L, =) los arcos mayores, F'(a) = E{,V:l e(ba), G(a) = 3 oy log pe(pa).

" Né' N§
a) Use la regla del rectangulo (2.19) para obtener la estimacion
e(Na) —1 1
4.11 Fla)=————+0(6
(111) (@)= A0 4opy
para o € .

b) Escriba G(a) = >, (15 primo log n)e(na). Use sumacién por partes (ejercicio
de §2.1.T)), el teorema 20y la estimacion (ELII) para obtener que

_e(Na)—1 6N
Gle) = omia Oa ((log N)A>

para o € M y A > 0 arbitrario.
c¢) Por los apartados anteriores y el cambio de variable a = t/N, demuestre que

N?
B 2 2 2 o1 AA
Sy = (C+O(6%))N”+ O(0N"log N) + Oy (52(logN)A)

con C' definida como la constante [ (WL gt Tomando § = (log N)2,

—00 (2mit)3
A =5, obtenemos que

Sy = (C + o(1))N2.

d) Para demostrar que C' = 1/2 sin dolor, verifique que el mismo razonamiento
muestra que Ty = >, .\ Lsatisface Ty = (C+o(1))N?, y luego muestre que
Tn = (1/2 4 0(1))N? de otra manera. Alternativamente, muestre que C' = 1/2
como prefiera.

5. LA AUTOCORRELACION DE A EN ESCALA LOGARITMICA

5.1. Inicio y esbozo del argumento. Quisiéramos ahora probar el Teorema[L.3] Para
simplificar la notacién, nos concentraremos en el caso a; = as = by = 1, by = 0; es decir,
probaremos que, para w = w(z) tal que w — oo cuando x — oo,

(5.1) Z w = o(log w).

El tratamiento del caso general (a;, b; arbitrarios) es practicamente idéntico.
De hecho, probaremos (5.]) en la siguiente forma cuantitativa.

Teorema 5.1. Sean w > e, v > e . Entonces

Z A(n)A(n + 1) < log w

n min(log; w, log, x)Y/>’

z/w<n<z

Cuando escribimos log,,, queremos decir el logaritmo iterado k veces: log, © = loglog x,
log, x = logloglog x, log, x = logloglog log x.

El primer paso hacia el Teorema [5.1] consiste en usar la multiplicatividad de A para
escribir la suma como una suma de sumas con una condiciéon de divisibilidad.
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Lema 5.2. Sea 1 <w < z. Sean 1 < Ky < K; < x/w. Entonces

An)A(n+1) 1 n+p)
(5.2) Y. =7 X Z +0(log K1) |,
L<n<a Ko<p<Ki Z<n<zx
pln
donde £ =34 ok, pt
La idea principal de la prueba es que el intervalo z/w < n < z con el peso 1/n es casi

invariante bajo desplazamientos multiplicativos p-, p pequeno.

Demostracion. Esta claro que

Z Z AmA(n +1) Z Z pn+p)

K0<p<K1 —<n<a: Ko<p<K; Z <n<x

Ahora bien, para p < Kj,

5 A<pn>§£n+p>: 5 A<pn>§§n+P>+o éiz D

%<n§x W<n<% P S% %<n§a}
-3 A()A(n +p)  Ologp)
Z<n<z n p
pln

Aplicando el Corolario y dividiendo por > Ko<p<K: p~ !, obtenemos el resultado. O

Tras este resultado, para demostrar (B.]), sera suficiente mostrar que para algin par
(Ko, K1) con log K1 = o(logw EK0<I)§K1 1—1)) se cumple

(5.3) 3 Z ”*p) ((logw)- 3 1).

Ko<p<Ki I <n<z Ko<p<Ki p
pln

La idea principal es la siguiente. Los métodos de Matoméki y Radziwill (en particular,
los que acabamos de ver en §4)) nos bastaran para probar que

(5.4) Y o- Z "“9) <(logw)- 3 %)

K0<p<K1 L<n<z Ko<p<Ki

Ahora bien, si vemos al hecho de ser divisible por p como un evento aleatorio de proba-
bilidad 1/p, tiene sentido que los lados izquierdos de (B.3]) y (5.4) sean aproximadamente
iguales.

En verdad, que n sea divisible por p es un evento aleatorio, si tomamos n al azar entre
x/wy x. El problema reside en que se trata de un evento no independiente de A(n)A(n+p).

Ahora bien, resulta ser que — para hablar de manera aproximada — si la dependencia
entre los eventos pin (Ko <p < Ki)y (A(n),\(n+1),...) (z/w < n < z) es fuerte para
muchos valores de (Kj, K1), entonces existe un valor de (Kj, K1) en la cual no lo es tanto.
Existe una medida de dependencia — la informacion mutua, definida en términos de la
entropia — la cual, si bien es un tanto burda, goza de una propiedad de aditividad. Esto
conlleva que se pueda tratar a la entropia como un recurso agotable; podemos pensar en
ella como una sopa con una cantidad finita de lentejas, de tal manera que, si la gente se
va sirviendo, eventualmente a alguien le tendra que tocar pocas lentejas (es decir, poca
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informacién mutua) A En el momento que nos toca pocas lentejas, la dependencia es débil,
y sabremos proceder.

5.1.1. Ejercicios.

1. Queremos ver que el resultado (B.I]) no es tan fuerte como la conjetura de Chowla.
Sea (@, )nen una sucesion con |a,| < 1.
a) Demuestre que }, _, a, = o(x) implica >, ., = = o(logw) cuando = —
00, con & > w = w(x) — 00. Sugerencia: use sumacion por partes.
b) Observe, usando la regla del rectangulo ([2.19)), que la sucesion a,, = n' satisface
> zjwen<a @n/n = O(1) = o(logw) cuando x — oo para cualquier z > w =
w(x) — oo, pero que »  _ a, # o(x). Muestre que lo mismo ocurre para
a, = Rn' = cos(logn). -
¢) Demuestre que si tuviéramos cancelacion para w = 2, es decir ) Ja<n<z o=
o(1), entonces si podriamos deducir que ) = o(x). Sugerencia: use su-
macion por partes.
2. El Teorema [5.1] vale en el rango 2 < w < 28, Usando ese resultado, deduzca que

el teorema también es cierto en el rango z/® < w < .

n<a:

5.2. Sumas y esperanzas. En esta seccion vamos a formalizar la relacion entre las
sumas en (0.3)) y los conceptos de probabilidad e independencia que hemos comentado.
Para ello, es conveniente primero partir la suma en n en segmentos cortos (de longitud
H). Esto es lo que hacemos en el siguiente resultado.

Lema 5.3. Sea H un nimero natural tal que K; < H < x/w. Entonces para cualquier
p < K, tenemos

Z:iLE@i@ [{22 §:An+ﬁMn+ywﬂmﬂ+O<%?+£).

n p

%<n§a} —<n<a: ]<H P
pln

La idea es simplemente utilizar el hecho de que el peso 1/n y el intervalo (x/w, x| son
aproximadamente invariantes bajo pequenos desplazamientos aditivos.

Demostracion. Para cualquier 7 < H, por cambio de variable

A(n)A(n + An+ HA\n+j +
$ (MA(n+p) _ 3 (n+j)AMn+j+p)

Z<n<z n w—j<n<z—j n+ J
pln pln+j
Como
1 1 z/w+ H 1
S o Y = X e ¥t (e )
%fj<n§% n J r—j<n<z n J %<n§%+] $<n<x+j T/w p
pln+j pln+j pln pln
y
1 1 ] 1
S o) < S <Y
w<n<w " n+J n>x/w n<n T ']) n>zx/w (77, + j)
p|ln+j pln+j pln+j

En la version oral de estas charlas, se mencioné a un ollén de locro, pero se hizo aparente que parte
de la audiencia no sabia qué era el locro.
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vemos que
M)A (n +p An+ A+ 74+ p) Lo 1
oy 3 AR Sy R0 (L)1)
%<n§x J<H-— P <n<a: p
pln

Dividamos todo por H. Para concluir, notemos que

H n

%<n§m %<n§x

H p ~— H p

P A(n)A(n + p) P 1 p logw+1 logw 1
> Ao p 5 e :

pln pln

g

Tomemos Ko = eH/2, K1 = eH, con 0 < € < 1 pequeno. Nuestro objetivo — el cual nos
permitird demostrar (5.3)), gracias al Lema [£.3] - sera acotar de forma no trivial la suma

1 1 . .
(5.5) S=F 2 n 2 2 AntDAm+i TP
Z<nlz  Ko<p<K1ij<H-p

Para ver la conexion con las probabilidades, observemos que si N es la variable aleatoria
que toma valores en el conjunto de enteros en el intervalo (z/w, z] con probabilidad

1
(5.6) P(N =n) = # si né€ (zv/w, ],
donde L=3%" /., L entonces podemos escribir

“F ( Z Z AN + AN+ +p)1Nj<p>> ’

Ko<p<Ki j<H-p

es decir, S es la esperanza de una variable aleatoria que es una suma doble de variables
aleatorias. Para examinar la dependencia entre la condicion de divisibilidad y los términos
con A, definimos la variables aleatorias

(5.7) Xy =AN+1),AMN+2),... AN +H)), Yy=(Nmodp)k,<p<s,,
con Xy tomando valores en {—1,1}% e Y en Q = HK0<p§K1 z%' Asi podemos escribir

L
(5.5) 5= L B(F ()
con F: {—1,1} x Q — R la funcién
(5.9) F(Z,9) = Z Z TiTjiply,=—jp)-

Ko<p<K;j<H-p

Obtenemos el siguiente resultado. El interés en estimar la expresion en el lado izquierdo
de (BI0) viene, claro esté, del hecho que aparece en el lado derecho de (B.2]).

Lema5.4. Seal <w < x. Sean Ky =eH/2 yK; =eH, con H < x/w yméx( 1

1
logw’ ﬁ) S

e < 1. Entonces

(5.10) 3 Z ”“7) fIE(F(XH,YH))JrO(elng),

log H
Ko<p<K; % v <n<z

pln

donde L. =37, 1,cnc,n 'y Fes como en (B3).
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Demostracion. Por el Lema m y las estimaciones del Corolario 2.6]

S n+p s 3 (1 logw)

Ko<p<K; £ <n<a: Ko<p<K;
pln
(5.11) K, 1 logw K,
=S+ [ loglog K| — loglog — + O @) :
Fllostoet —loeloe m O\ ) ) TO\TH ek,
elogw + 1
=5+0|—+—
" ( log K3 ) 7
donde S es como en (5.5). Gracias a ¢ > méax(1/logw, 1/v/H), vemos que elogw + 1 <
2¢elogw y log K1 < (log H)/2. Usamos la expresion (B.8) para S. O

El plan es mostrar que, para algin H, las variables Xy e Yy son méas o menos in-
dependientes, y usar este hecho para obtener E(F(Xy,Yy)) = o(H/log H), lo cual es
exactamente lo necesario para poder concluir, por el Lema [5.2] que (5.1) se cumple. Pa-
ra ello aprovecharemos que la funciéon F' puede escribirse como una suma de variables
aleatorias:

(5.12) FE@g) = ), F@y)
%<p§5H

con § = (Yp)p ¥ Fp(Z, ) : Z/pZ — R definida por F(T,1) =3,y ) i=4(p) TjTj+p- Como

H 2
(5.13) 1Bl < 2 < 2

P €’
por el teorema de los niimeros primos vemos que

H

5.14 Fllee € ——
(5.14) 1Pl < o7

por lo que s6lo necesitamos mejorar un poco esa cota para obtener nuestro objetivo para
E(F(Xu,Yn)).

Ahora bien, tenemos el siguiente resultado.

Lema 5.5. Sean C;n > 1 y Q = Qy X ... x Q, con §,, conjuntos finitos, y G,, una
funcion real sobre ), para 1 < m < n, con |Gnll < C. Definamos G : Q — R por

G(t) = G(t1, ta, .. . tp) = G1(t1) + Ga(ta) + ... + Gu(tn),
y sea G su promedio sobre Q). Entonces, para cualquier 0 < p < 1, se cumple que

G(#) =G| < p-Cn
2
. /
para todo t € Q) excepto para un conjunto de tamano a lo mds 2|Q|1_ﬁ>?§, con R = |Q|Y/".

Demostracion. Si consideramos una variable aleatoria T'= (T4, ...,T},), T,, con distribu-
cion uniforme en €2, e independientes, el enunciado del lema equivale a decir que

B(IG(T) — E(G(T))| > u- Cn) < 2¢7'7".

Pero esto se deduce directamente de la desigualdad de Hoeffding, que nos dice que si
X1, Xo, ..., X, son variables aleatorias independientes tomando valores en el intervalo
[—C, C] entonces para S = X7 + ...+ X,, se cumple que

(5.15) (IS —E(S)| > 5) < 2¢~ 57,

Un breve comentario: si bien (5.15) es de forma claramente similar al teorema central del
limite, se trata de un resultado de grandes desviaciones, pues es valido para s arbitrario,
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mientras que el teorema central del limite se ocupa del caso en el cual s esta acotado por
un multiplo constante de la desviacion estandar, es decir, el caso s < Cy/n. O

Asi, teniendo en cuenta (5.12) y (5.13)), podemos aplicar el Lema [5.5 con F/(Z,-) para
obtener (usando el teorema de los nimeros primos) que, para H mas grande que una

constante y € > 2/\/?,

—_— 4H
q F(Z y)— F(Z, )] <

para todo ¥ € ) excepto en un conjunto Ez C €) que satisface

2

(5.17) |E;| < 2|0 zos7

Esta cota, junto con (5.13]), nos ayudara a estimar E(F(Xg, Yy)), ya que solo tendremos
que preocuparnos en mostrar que, la mayor parte del tiempo, Yy tiende a evitar un
conjunto relativamente pequeno de valores E,,, dado por Xy. Claro estd, como Yy esta
casi equidistribuida, tal aseveraciéon se deduciria de inmediato si Xy y Yy fueran variables
independientes. Como veremos, bastara probar una forma muy débil de independencia,
para algin H.

5.2.1.  FEjercicios. Los siguientes ejercicios dan un ejemplo muy basico de como deducir
un enunciado sobre los enteros de un enunciado probabilistico general sobre sumas de
variables aleatorias.

1. Pruebe la desigualdad de Chebyshev para una variable aleatoria X:
9 1
P(X —ul 2 20%) < 5

para todo A € R, con p = E[X] la esperanza de X y 0% = E[(X — p)?] su varianza.
2. En este ejercicio queremos demostrar que en [1, z] casi todo entero (es decir, todos,
salvo o(z) de ellos) tiene (1 + o(1)) loglog x divisores primos distintos.
Podemos asumir que x es entero. Sea N una variable aleatoria en el espacio
Q = {n < z} tal que P(N = n) = 1/z para todo n € Q. Para todo primo
p< D= z'/4, considere la variable aleatoria Xp = In=o(p)-

a) Demuestre que X, es una variable de Bernoulli con media y, = % +O0( )y

por lo tanto con varianza o) = (1 — p,) = %(1 - %) + O(z™).

b) Pruebe que para p # ¢ las variables X, y X, tienen covarianza casi nula: para
Y, = X, — u, tenemos E[Y,Y,] < =~ 1.

¢) Muestre que la variable w = > 5, X, tiene media p = > 5, vy que su

varianza o = E[(},_,Y})?] satisface 0® = > 02 + O(z7"/?). (En otras
palabras, las variables X, se comportan como si fueran independientes.)

d) Usando el teorema de los ntimeros primos (o, para ser precisos, (2.16)), concluya
que 02 =+ O(1) = loglogz + O(1).

e) Use la desigualdad de Chebyshev para demostrar el enunciado del ejercicio,
observando que un entero en [1,z| tiene a lo sumo 3 divisores primos mayores

que D.

5.3. Entropia e informaciéon mutua. Ahora comenzamos la labor de mostrar que,
para algin H, las variables aleatorias Xy e Yy no son muy dependientes. Esto lo medi-
remos mediante el concepto de «informaciéon mutua», que pasamos a definir.
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5.8.1.  Definiciones. Sea X una variable aleatoria con un nimero finito de valores posi-
bles x. La entropia H(X) de X es

H(X) - = pr logpxa

donde p, es la probabilidad P(X = x) de que X tome el valor . La entropia condicional
de X con respecto a una variable aleatoria Y (que suponemos tener también un ntmero
finito de valores, o por lo menos ser discreta) es

(5.18) H(X|Y) = STH(X|Y = p)B(Y = y),

donde, para E un evento probabilistico (como Y = y), H(X|F) se define por H(X|F) =
— > . Poplogp, g, donde p, p = P(X = z|E).

Las siguientes propiedades béasicas son faciles de probar (ver los ejercicios). Escribimos
H(X,Y) para denotar la entropia H((X,Y')) de la variable aleatoria (X,Y’), donde X e
Y son variables aleatorias.

1. La entropia H(X) y la entropia condicional H(X|Y") son no negativas.

2. H(X,Y) =HX|Y)+H(Y) =H(Y|X) + H(X),

3. H(X|Y) < H(X),

4. H(X,Y) <H(X)+ H(Y) (subaditividad de la entropia).

5. Si X toma < N valores distintos, H(X) < log N.
También podemos acotar con facilidad la diferencia entre las entropias de dos variables
aleatorias X, Y que toman los mismos valores con probabilidades distintas (ejercicio [2).

Definimos la informacion mutua I(X,Y):

(5.19) I(X,Y) =H(X)+HY) - H(X,Y).
Por la subaditividad de la entropia, I(X,Y) > 0. Esta claro por 2l que
(5.20) H(X|Y) =H(X) - I(X,Y), H(Y|X) =H(Y) -I(X,Y).

5.3.2.  El argumento por agotamiento de informacion mutua. Consideramos ahora las
variables aleatorias Xy, Yy definidas en (5.7)) en términos de la variable aleatoria N cuya
distribucion fue dada en (B.6). La meta es mostrar que existe un H € [H_, H,| (donde
H_, H, seran especificados mas tarde) tal que I( Xy, Yy) es pequena en comparacion con

H.
Podemos definir para H;, H arbitrarios,

(5.21) Xyt = AN +J)) y<j<Hi+Ha-

Podemos asumir sin pérdida de generalidad que w < z'/®. También asumiremos que
Hy, H, < /8. Entonces, por el ejercicio Bd,

H(XH1,H1+H2) = H(XHQ) +0 (1/1,5/8) :
Por la subaditividad de la entropia, deducimos que
(5.22)  H(Xwem) <H(Xg,) + H(Xay moym) < H(Xa,) + H(Xa,) +O0(1/25F).

Vemos por el ejercicio Bdl (suponiendo que § =< ([, cp<s, p)~! satisface 671 < z'/8)
que el mismo razonamiento vale para la entropia condicional:

H(X 1y, i1y 412 | (N + Hy mod p) gyep<rc,) = H(X g, [(N mod p) goep<rc,) + O(1/V).

Por el teorema de los nimeros primos (en la forma [RS62, Thm. 9]),

(5.23) H p < eXp<i; 108D < (102K1

Ko<p<Ki
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Supondremos entonces que K; < (logx)/9.
Ahora bien, N + H; mod p codifica la misma informaciéon que N mod p. Por lo tanto,

(X 51, 11,411, | (N mod p) kyep<rcy) = H( Xy iy 4-m,| (N + Hy mod p) gyep<i,)

Recordamos la definicion (5.7)) de Yy. De nuevo por subaditividad, como en (5.22), con-
cluimos que

H( X, 1, |Yr) < H( X, |Ya) + H( X, |Ya) + O(1/V7).
Iterando con H; = H,2H,3H,... y Hy, = H, vemos que
H(Xyu|Yn) < KH(Xu|Yu) + O(k/V/7)
para kH < z'/8, y en consecuencia, otra vez por subaditividad,
H(Xyy) < H(Xpg|Ya) + H(Yy) < kH(Xg|Yy) +H(Yy) + O(k/Vz),

asi que, por (5.20),
H(XkH) S H(XH) o ]I(XHayH) + H(YH) —I—O( 1 ) )

kH H H kH
Por la propiedad [ de la entropia y (5.23),

H(Yy) < log < H p) < 1,02¢H.

Ko<p<Ki
Concluimos que,

< — ,02—-+0 | —|.
KH - H T T WV
He aqui el sujeto de nuestra metéafora: la tasa de entropia H(Xpgy/)/H' (con H' =
H,kH,...) es “las lentejas”, y la tasa [(Xy,Yy)/H es la cucharada que nos servimos.

Para cuantificar que tan poca lenteja nos terminaremos sirviendo en algiin momento,
basta con un sencillo lema.

(5.24)

Lema 5.6. Sea hy > 15 arbitrario y, para j > 1, hjyq = [4loghjlogs h;| - hj. Entonces

J
——— >100
jzl lOg hj 10g3 hj
para algin J cumpliendo log J < (logy hy)?.
Demostracion. Ejercicio @l O

Corolario 5.7. Sean Xy, Yg y N como en (54) y (57), con Ky = eH/2, K; = €H,
O<e<lyw< 28, Sea H_ > 3. Entonces hay un Hy > H_, dependiendo solo de H_
y cumpliendo logs H, < 2logy H_ + O(1), tal que

H
0.25 I( Xy, Yy) < —————
(5.25) (Xa, Yir) < log H log, H
para algin entero H € [H_, H.], con tal que x > exp(H?Y).
Es facil ver que la condicion x > exp(H?) se deduce de logs Hy < 2logs H- + O(1)

para x méas grande que una constante y H_ < exp(exp(y/log; z/C)), donde C' > 0 es otra
constante.
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Demostracion. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que H_ es un entero mas
grande que una constante apropiada. Sea h;y = H_; definamos hs, hs3,... como en el Lema
b6, y sea k; = [4log hjlogs h;]. Utilizando la suposicién que h; > H_ es més grande que
una constante, asi como la desigualdad k; < k;h; < z'/8, la cual debemos asumir de todas
maneras, simplificamos (5.24]), obteniendo

H(Xp,.,)  H(Xy,) B I(Xh,, Ya,) 1
hj+1 - hj h]’ 2 lOg hj 10g3 hj .
Deducimos entonces de las propiedades () y (&) de la entropia que

Z <H(th7th) . 1 ) S H(XHf) S 10g2
<) hj 2 lOg hj 10g3 hj H_

(5.26)

Por el Lema [5.6] vemos que hay algin J dependiendo sbélo de H_ = hy, tal que

I(Xn,, Ya,) B 1 < 1
h; 2log hjlogs h; — 2loghjlogs
para algin 1 < j < J. (;Por qué?) Concluimos que
I(Xh,, Ya,) < 1
h; ~ logh;logy hj

Definimos H; = h; y obtenemos el resultado. La condicion H; < (logz)/9 implica
H, < x'/8,y asi también la suposicion kihj = hjy < x/® para todo j < J — 1. U

5.3.5.  Ejercicios.

1. Sean X e Y variables aleatorias que toman un nimero finito de valores. Pruebe las
propiedades ([II)—(5]) de la entropia. Sugerencias para cada propiedad:
(1) Use simplemente las definiciones de entropia y entropia condicional.
(2) De nuevo por las definiciones.
(3) Por la concavidad de x — —xzlogx (primera desigualdad) y por el hecho que
log = es creciente (segunda desigualdad; también se deduce inmediatamente de
las propiedades () y (2)).

(4) Use las propiedades [2)) y (3).
(5) Por la concavidad de x + log .

2. Sean X e Y variables aleatorias con valores en un conjunto S de N elementos.
Denotemos por vy, vy sus funciones de distribucion. La distancia de variacion
total |vx — vy|ry se define como méaxg g |vx(S") — vy (S')|. (Es facil ver que es
igual a vy — vyli.)

a) Muestre que p =Y . min(vx(z),vy(z)) esigual a 1 — vy — vy|py. Sip =1,
entonces X e Y tienen la misma distribucion, y estamos en el caso trivial. Si
p =0, X e Y tienen soportes disjuntos, y la cota que probaremos al final es
muy sencilla (muéstrelo llegado el momento). Asumamos de ahora en adelante
que 0 <p < 1.

b) Sea Z una variable aleatoria con funciéon de distribucion

L
vz(x) = Bmm(yx(x), vy (2)).

Sean X' e Y’ variables aleatorias independientes con distribuciones

vx (z)—vy (z) : vy (z)—vx(z) :
> 2] rxir) x) > vx(x
Vo) { - si vy (x) > vy (x), vy (2) { 1= si vy (7) > vx(2),

0 de otra manera, 0 de otra manera.

Sea B una variable que toma el valor 0 con probabilidad p y el valor 1 con
probabilidad 1 — p. Construyamos la variable aleatoria C' de la siguiente forma:
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si B =0, C toma el valor (Z,7);si B =1, C toma el valor (X', Y’). Muestre
que la primera coordenada C; = m(C) de C' es una variable con distribucion
vx, mientras que la segunda coordenada Cy = m(C') tiene distribucion vy .
Muestre también que P(C; # Cs) = |vx — vy |ry. Se dice que la variable C' es
un acoplamiento optimo de X e Y.

c¢) Por las propiedades (3) de la entropia,

H(C4|B) < H(Cy) < H(C4|B) + H(B).
Sabemos que
H(C1|B) = pH(C1|B = 0) + (1 — p)H(C1[B = 1) = pH(Z) + (1 — p)H(X").
De la misma manera,
H(C|B) = pH(Z) + (1 — p)H(Y").
Por lo tanto,
[H(X) - H(Y)[ = IH(CH) — H(Cy)|
H(B) + |[H(C1|B) — H(C:|B)|
H(B) + (1 — p) [H(X") — H(Y")|
H(B) + (1 — p) min(H(X"), H(Y")).
d) Concluya, por la propiedad (B) de la entropia, que
H(X) — H(Y)| < |vx — vy|ry - log N + H(B).

En verdad, podemos dar una cota ligeramente menor: la variable X’ tiene so-
porte en un subconjunto estricto de S (jpor qué?) y lo mismo es cierto de Y’;
concluya que

(5.27) H(X) — H(Y)| < |vx — vy|rv - log(N — 1) + H(B).
Aqui, por supuesto,
H(B) = —|1/X — VY|TV lOg |I/X — VY|TV — (1 — |I/X — VY|TV) log(l — |I/X — VY|TV)-

3. Sea I = (g, x1] un intervalo en R™. Sea N una variable aleatoria que toma el valor
entero n € I con probabilidad (1/n)/L, donde L = >~ _,1/m. Para h € Z*, sea
N + h la variable que toma el valor N + h con probabilidad (1/n)/L. Denote vy la
distribucion de probabilidad de una variable X.

a) Muestre que |vnip — vn|ry < h/zoL.
b) Sea f una funcién sobre Z*. Deduzca que

(5.28) vivan) = Vi |y < B/2oL.
¢) Sean Xy y Xu, 1, +1, como en (5.7) y (521). Concluya, usando (5.27)) y (5.28)),

que, para L = Em/w@q I/n>1y 1< H <x0/2, 29 =2/w,

Hl 2H, Hl
X1 ~ HOC)| < 2 dog (22— 1)+ (21
H, o\ _H
§—H210g4+h( 1) <—1(H210g4+21ogx0)
roL Zo Zo

donde h(e) = —eloge — (1 —¢€)log(l —€) < —2¢eloge para 0 < ¢ < 1/2. En
particular, para 1 < H;, Hy < xf, a > 0,

1-2a°

1
|H<XH1,H1+H2> - H<XH2)‘ <a .
0
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d) Sea S C (zg,71]y 6§ =P(N € S) = (3,5 1/n)/L. Muestre que la distancia de
variacion total entre las distribuciones de probabilidad condicional de N + h y
N con la condicion N € S es < h/dxyL. Concluya que, para 1 < H; < §z(/2,

H
H(X 11, 11, 101,| N + Hy € S) — H(Xp,|N € 5)| < 5 (Hylog4 + 2log xo)
0
con zg = x/w y x; = x. En particular, si 1 < Hy, Hy, 6! < 2§, 0 < o < 1,

1
H( Xy o415, |N + Hy € S) — H(Xp,|N € 5)] <a peery
0

4. Sea h; como en el Lema 5.0
a) Muestre que log h; < 2(j + log hy)log(j + log hy) para todo j > 1.
b) Pruebe que, para j > log h,
1 o 18
log hjlogs h; — jlogjlogsj

c¢) Demuestre que

> L s

10gh1<j<(1ogh1)010g2 hq j log] loggj

para C suficientemente grande, independiente de hy. (Utilice, por ejemplo, un
test de integrales.) Concluya que el Lema [5.0] es cierto.

5.4. Informacién mutua y dependencia. En la secciéon anterior hemos visto que la
informacion mutua entre Xy e Yy es pequena para algtin H. En esta secciéon vamos a ver
como usar ese hecho para deducir que Xy e Yy son més o menos independientes. Todo
va a sustentarse sobre nuestra cota para la informaciéon mutua.

El esquema seria el siguiente. La variable Yy para H pequeno es esencialmente uniforme.
Por lo tanto, su entropia esta muy cerca del méximo posible, y, como la informaciéon mutua
con Xy es pequena, deducimos que la entropia H(Yy|Xy) también va a estar muy cerca
del méaximo posible. Esto va a implicar que, con probabilidad casi 1, X5 toma un valor &
para el cual la entropia de la variable Yy condicionada a Xy = & esta cerca del méaximo
posible. A su vez, eso deberia implicar que la distribucion de la variable Yy condicionada
a Xy = ¥ esta cerca de ser uniforme, por lo que habriamos demostrado esencialmente la
independencia de Xy e Y.

En realidad, este esquema sélo demostrara la independencia “a efectos de esperanza”,
es decir,

E(F(Xu,Yn)) ~E(F(Xu, Yg))

donde Y7; es una variable con la misma distribucion que Yy pero independiente de Xy.
Empero, esta igualdad aproximada entre esperanzas es justo lo que necesitamos para
acotar nuestras sumas.

Como ya hemos indicado (final de §5.2)), la equidistribucion de Yy condicionada a
Xy = ¥ que requerimos es bastante débil: s6lo necesitamos mostrar que Yy tiende a
evitar un pequeno conjunto, de tamano acotado por la desigualdad (5.I7). Debido a la
forma de (5I7)), el hecho que nuestra cota para la informacion (B.25]) es mejor que la cota
trivial por un factor de algo mas que log H sera crucial.

El primer paso es muy simple: ver que Yy es esencialmente uniforme. Sabemos por (5.7))
que Yy toma valores en el conjunto

(5.29) o= 1] zmwz

eH/2<p<eH
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Por el teorema chino de los restos, {2 es isomorfo a Z/MZ, donde M = [Q =[] 450 p<cn P-
Por lo tanto, si || < x/w entonces

. eHd 1 1
P(YH:y)zlP(NEyp mod p VPE(T’EH]):E xz -
n=yp(p)Vpe (L eH]
1
_ l Z l _ ilogw+0(x/wm|) _ L—i—O 1
L = n Q] logw—l—O(m/Lw) Q] x/w)’
n=y.(1Q))
donde L = ), Jw<n<n 1/n e y. es cualquier entero congruente a y, para cada p €
(eH/2,eH]. Por otra parte, por el teorema de los nimeros primos,
(5.30) Q] =% (140 ((logeH)™™)) < e

Luego, tomando eH < log(x/w) vemos que

(5.31) P =) =g (140 (1) )

es decir, la distribucién de Yy es casi uniforme.
Deducimos mediante la cota general (5.27) que

(5.32) H(Yy) = (1 +0 (ﬁ)) log |€)].

(El maximo posible seria log |2].)

Apliquemos ahora el Corolario B.7, con H_ de forma que H,; < élog x. Obtenemos
que la informacion mutua con Xy es pequenia para cierto H € [H_, H,], y, por (5.20),
concluimos que

H
log H logs H
para dicho H. Asi, usando (5.32)) y la cota (530]), vemos que

H(Yy|Xy) > H(Yy) —

. H(Yy| Xg) > (1 — ————+—— | log |Q2
(5.33) aln) 2 (1= oo ) 119

para H_ mas grande que una constante que depende solo de €. En otras palabras, para
algin H € [H_, H,], la entropia condicional H(Yy|Xg) esta cerca del maximo posible.
Digamos que un elemento ¥ € {—1, 1} es bueno si
4
log |2
(elogs H)3/*log H) og [,
y en otro caso decimos que Z es malo. Por la definicion (5.18) de H(Yy|Xy) en términos
de H(Yy | Xy = ©), y por la desigualdad (5.33]), vemos que

4 4
- Niglol < - log |02 - P(X = 7
( 610g3H10gH) g1l < D ( (ElogsH)3/4logH) 8| PiX =2)

T malo

+ Y log|Q] - P(X =)

Z bueno

(5.34) H(Yy| Xy = 7) > (1 -

ya que H(Yy | Xy = Z) es como maximo log [€2|. De esta desigualdad deducimos la cota

1

5.35 P(X lo) < ——n—.
(5.35) (Xy malo) < (elogy H)1/4
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Luego, es muy probable que Xy sea igual a un valor bueno de 7, i.e., un valor de ¥ tal que
la entropia de la variable Yy condicionada a Xy = & estara cerca del méximo posible.

Para continuar, querriamos ver que la tnica distribuciéon que esté cerca de alcanzar el
méximo de entropia es la uniforme. Esto seria cierto si su entropia esta extremadamente
cerca de dicho maximo, pero cuando hay un poco mas de diferencia dicha unicidad no es
cierta (ejercicio [Il). Aun asi, se puede decir que la variable no concentra mucho su masa,
en el siguiente sentido.

Lema 5.8. Sea Y una variable aleatoria tomando valores es un conjunto §2 finito tal que
H(Y) > (1 —6)log|Q|, con —t=: < 8§ < 1. Si un subconjunto E C Q tiene tamano

log [
(5.36) |E| < |~
para algin M > 0, entonces
2
PY e F)<—.
(Yeb) <—
Demostracion. Por la concavidad de la funcion x — —x log z, el ejercicio 2l nos da
|E] | E]
5.37 H(Y) <P(E)I P(E)1
(537 (¥) < B(E)log 5y + B log o

donde P(A) = P(Y € A). Escribiendo p = P(E) y usando H(Y) > (1 — ¢) log 2|, vemos
que

(1 —10)log|Qf < plog|E| + (1 —p)log[Q — plogp — (1 — p) log(1 — p).
Ahora, usando de nuevo la concavidad con los dos ultimos sumandos, asi como la cota
(536]) sobre el tamano de F, llegamos a

(1 6)log || < p(1 — M8)log |2 + (1 — p)log | + log?2,
lo cual da
d(pM —1)log 2] < log?2.

Luego, si se cumpliera p > 2/M, tendriamos § < log2/log|}|, en contradiccion a una de
las hipotesis del lema. O

El lema anterior indica que, para un & bueno, la variable Yy condicionada a Xy = &
tiene una distribuciéon que no concentra mucho su masa. Esta es una forma muy débil
de cuasiuniformidad, pero va a ser suficiente para estimar la esperanza de F(Xp, Yy),

debido a (.16) y (&.17).

Teorema 5.9. Existe un ¢ > 0 tal que lo siguiente se cumple. Sean x > e, 1 < w < x'/8

y0 <e <1 Sea F como en (2.9). Para todo 3 < H_ < exp(exp(cy/logsx)), hay un
H > H_, dependiendo sdlo de H_ y cumpliendo logs H < 2logs H_ + O(1), tal que, para

Xy, Yu, N y Q definidos como en (2.4), (27) v (2.29) con Ky =€eH/2 y K1 = €H,

H/log H
(elog, )1/

para Y} una variable aleatoria con distribucion uniforme en ) e independiente de Xp.

E(F(Xa, Ya)) = E(F(Xu, V) + O (

Demostracion. Podemos asumir que = y elogs H_ son méas grandes que una constante,
ya que si no el resultado es trivial. Aplicamos el Corolario B.7] para obtener un H, con
logs Hy < 2logs H- + O(1) y cierto H € [H_, H{] tal que (5.23]) se cumple, i.e., tal que
la informaciéon mutua entre Xy e Yy es pequena. Por la definicién de esperanza,

E(F(Xy,Yg) = Y F@§HPXy=7Yy=1)
ze{-1,1}H
geQ
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= Z ZF P(Yy = 4| Xu = 2).

ge{-1,1}H ge

Ahora dividimos el rango de & entre buenos y malos, acorde a la definicion previa a (5.34)).
Acotamos la suma sobre los ¥ malos facilmente:

> P B)Y F(Z,§)P(Yy = §|lXy = &) < || F||lP(Xy malo) <
Z malo ye

or (5.14) y (5.35). Ahora, para cada & bueno, dividimos el rango de ¢ en Ez y E, con Ez
el conjunto de excepciones en (5.I7) con u? = (elogs H)~'/2. Teniendo en cuenta (5.34),
aplicamos el Lema [5.§ para obtener

H/log H
(clog, H)'3

1
PY e Ez| Xg=7 e
(Y € Bx| Xy = 7) < (elogy H)V/4
de donde
. L £ ]|oo H/log H
P(Xy = F P =y Xy )
HZ (X :L’)Z (% 5) P(Yn = 9] =7 < (elogy H)1/4 < (elogy H)A4
Z bueno yeE; 3 3

Asi, s6lo nos quedan los ¥ no excepcionales y los & buenos. En este caso usamos la
estimacion (B.16]), y teniendo en cuenta las cotas ya obtenidas vemos que

E(F(Xy,Yy)) =0 ((H/ﬂ) + Y P(Xp=1) ) F(@ )P(Yy=jlXy =)

1/4
€ 10g3 H) Z bueno Y€ Ez

Ahora usamos de nuevo las cotas para P(Y € Ez Xy = %), P(Xy malo) y ||F||~ para
suplir los (Z,7) que faltan y asi obtener

BP0 Vi) = O (S50 ) 4 S POt =) 3 F@ TPV = i1 = ),

ze{—-1,1}H ge

Pero

Ahora, por (5.12]), tenemos que la esperanza del Teorema se puede escribir como
E(F(Xu,Y5) = >, EFEXg, (Yi))
eH/2<p<eH

donde Y3 = ((Y#)p)er/2<p<err- Como (Y7), es independiente de Xy y uniforme en Z/pZ
tenemos

* * ]'
E(F(Xu, (Vi) = D E(F(Xu, )P(YVi)p = 1) = = Y E(Fp(Xn,t)
teZ/pZ p LEZ/pZ
1 "
=Y Y RERXa=D= 3 PXa=) Y a3 Lo
teZ/prE{ 1,144 pfe{q,l}H J<H-p LEZ/pZ

Luego
E(F(Xu,Yy)) = E(G(Xn))
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con

G(¥) = Z Z TiTjp

eH/2<p§eH J<H-p

y por la definicién de Xy
1 .
E(G(Xy) = ) — > Z An+ )An+ 7 +p).
w<n<w eH/2<p<eH j<H-p

Ahora, procediendo como en la prueba del lema [5.3] podemos reescribir esta suma como

% Z 1 H Z —)\<n))\<n+p)+O(H+plogw)

p n
eH/2<p<eH z/w<n<z

por lo que finalmente, por el teorema 5.9 (con H_ = exp(exp(min(log; z,log, w)/?)),
digamos) y el lema [5.4] obtenemos el resultado siguiente, el cual es lo que queriamos.

Corolario 5.10. Sea w < /%, w mds grande que una constante. Sea (logsw)™* < e < 1.
Entonces existe H con logs H > min(log4x log; w) y logs H < (3/4) log3 w tal que

Yooy AmEn e oy A

eH/2<p<eH xz/w<n<z eH/2<p<eH z/w<n<x
(5.38) pn
1 log w
(T m) st

La cota superior sobre logs H (la cual, por cierto, es de lejos mas fuerte de lo que
necesitamos) nos sera util cuando tengamos que aplicar el Lema y el Corolario B.195]

5.4.1.  Ejercicios.

1. Sea Q un conjunto finito y £ C Q con |E| = |Q|'7° < |Q]/2. Sea Y la variable
aleatoria en §2 que satisface P(Y € E) =P(Y € E°) = 1/2 y tal que Y es uniforme
en F y también en E°. Observe que Y esta muy lejos de ser uniforme en €2 pero
que sin embargo su entropia es grande:

H(Y) = (1 —6)log |2 + O(1).
2. Una funciéon concava f cumple f((1 —t)a +tb) > (1 —t)f(a) + tf(b).
a) Demuestre la desigualdad

(539 T o) o) g (b n o)

n n

para cualquier funciéon concava y n € N.

b) Sea f : I — R una funcion doblemente diferenciable en un intervalo I C R.
Asuma que f”(t) < 0 para todo t € I. Muestre que f es concava.

¢) Muestre que la funcién = — xlog(1/x) es concava en (0,00), y por lo tanto
n [0,00) (definiendo que el valor de zlog(1/z) para z = 0 es 0). Usando la
desigualdad (5.39), pruebe que

— — < S —
g P(Y = y)log ( o) P(Y € A)log ( )

para cualquier variable aleatoria Y sobre €2 y subconjunto A C €.
d) Demuestre la desigualdad (5.37]).
3. Sea Y una variable aleatoria en € tal que H(Y) = log || — o(1/]€2]).



PRIMOS, PARIDAD Y ANALISIS 65

a) Sea y € Y. Muestre usando (0.37) con F = {y} que
-1
l=p

1
log [©2] — o (@> < —plogp+ (1 —p)log

con p=P(Y =y), y que, por lo tanto,
1-— 1
(5.40) plogl + Tt 0 (@) < —plogp — (1 - p)log(1 - p).
b) Utilizando que la parte derecha de (5.40) esta acotada por log 2, pruebe que
p = o(1), y ademés, usando también que p = o(1), pruebe que
tlogt+1—o0(1) <t(l1+o(1))

con t = p|Q|.
c) Demuestre que para t # 1 tenemos tlogt + 1 — ¢t > 0. Concluya que

1
p= @(1 +o(1)),

es decir, Y se comporta asintoéticamente como una variable uniforme.
4. Sea w(n) el ntmero de divisores primos distintos de n. Demuestre que

S = %Zw(n))\(n +1) =o(loglogz) = o (% Zw(n))

n<lx n<x

usando el Teorema y el ejercicio 2 de 5.2.1l Para ponerlo de otra manera,

con w la variable w = Y _ 11 Inzo@p) ¥ A+ = A(NV + 1), donde P(N =n) = 1/x
para todo n € Q = [1, z].
5. Sean w, A, las variables aleatorias del problema anterior.
a) A; toma valores en el conjunto {—1,1}. Use el Teorema 2.3 para demostrar que
su entropia esta cerca de la maxima posible, en el sentido que

H(A:) = (1+0(1)) log2.

b) Demuestre usando el teorema de los nimeros primos que w toma valores enteros
. 1 P .

en un intervalo Q = [0, z), con z ~ =222 Observe que la méxima entropia que

[ loglog x

w podria tener es log || ~ loglog x.

¢) Use (B37) con E = {w < 2loglogx} y el ejercicio 2 de B.2.1] para demostrar
H(w) = o(log |€?|) = o(loglog )

y que por lo tanto su entropia esta lejos de la maxima posible.

5.5. Sumas de A\(n)A(n+p), en promedio sobre p. Conclusién. Por lo visto en la
seccion anterior, para obtener (5.]) s6lo nos queda controlar sumas del tipo

> AmAn+p).
p<h X<n<2X
Estas son més complicadas que las del Corolario 410l
Do A+ P
j<h X<n<2X

en el sentido de ahora s6lo sumamos sobre primos, pero més sencillas ya que no tenemos
el cuadrado. Vamos a ver que de nuevo es posible comprenderlas en términos de los
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coeficiente de Fourier de A(n) en intervalos cortos. La manera de hacerlo va a ser usar el
método del circulo, el cual, en breve, consiste en usar la identidad

1
(5.41) lp—o = / e(ka) da kel
0

para reescribir una ecuacion aditiva (como m = n + p) de forma analitica, usando los
armonicos e(ka).

Lema 5.11. Si |w;| <1 tenemos que

R2ooR
22wyl K ey logh/

p<h j<h

da

wpe(bar)
b<h

para cualquier € € (0,1), con M. ={a € [0,1]: | > _; e(pa)| > elogh}.

Demostracion. Usando la identidad (5.41]) para k = m — j — p tenemos

DD Wwip= ) Zzwmw]/ m —j —p)a)da,

p<h j<h m<2h p<h j<h

y sacando fuera la integral y factorizando obtenemos

YO wwi, = /th YW () Pa(e) daov,

p<h j<h

con Wy(a) = 3, ,wpe(ba) y Pa(a) = e(pa). Ahora dividimos la integral entre los
«arcos mayores» M. y los «arcos menoresy m, = [0,1) \ M,. Para la parte de los arcos
mayores tenemos

|Zwbe ba)| dav.

Me b<h

Wgh( )Wh( )Ph(—oz)doz<< h” /Em |Wh(0z)|da—

o, log h lgh

Para la parte de los arcos menores tenemos que

eh

Woan () Wi(a)) Py () da

me

1

o RGBS
0

Usando la desigualdad |ab| < |a]? + |b|? vemos que

/01 |Wan ()| [Wh(a)| doe < /01 |Woapn () |? do + /01 W (a)|? da

y por Parseval (ecuacion (£.9)

1
/ Wi(a)Pda =S uyl? < h
0

j<h

<
— 1

y lo mismo para Way,, luego obtenemos la cota O(eh?/logh) para la parte de los arcos
menores.

0

Ahora vamos a ver que la parte que queda (arcos menores) es muy pequena, por lo que
la integral sobre esa parte también va a ser pequena.

Lema 5.12. Sea 0 < e <1, h > 1. Con las definiciones del lema anterior tenemos que
11

m
M <
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Demostracion. La idea, igual que en la demostracion del Lema B.12] es controlar algtin
promedio de Pp,(a) = ), e(pa) para concluir que M, es un conjunto pequefio. La media
cuadratica no sera suficiente (ver problema [I]), pero si la potencia cuarta. Tenemos que

/|Ph |4da—/ |P2(«x |2da—/ 1> (Y Deljo)l* do,

7I<h g—p=j
p,q<h

donde p,q se mueven sobre los primos (hemos agrupado las frecuencias e(qa)e(pa) =
e((¢ — p)a)). Ahora aplicamos Parseval (ecuacion [4.9) para obtener

/ Pu@)ftda=3"| ST 11

jI<h q—p=j
p,q<h

Para j = 0 tenemos que la suma interior es O(h/logh) por el teorema de los numeros
primos. Para el resto de js podemos usar la cota de criba (2.29) y asi obtener

Z|Zl|2<<lg2h logh4ZH<1+ )

l7|<h g—p=j J=1 plj
p,q<h

para alguna constante C' > 1 fija. Como 2?21 [T(1 +1/p)¢ < h (ejercicio 2)), obtenemos

1
/ |Py()|* da <
0

de donde se deduce la cota para ||

3

(log 1)

g

Juntando los dos ultimos lemas podemos concluir que los promedios de A(n + p)A(n)
estan controlados por los coeficientes de Fourier de A(n) en intervalos cortos.

Proposicion 5.13. Sea 0 <e <1y 1< h<eX. Entonces

S Amepam < oX L L
(n+P)A log h 6410gh0<a<1

p<h X<n<2X

dzx.

> Am

z<m<x—+h

Demostracion. Comenzamos por la observacion de que si desplazamos el intervalo de
sumacion en n un poco la suma total casi no varia:

Y An+pAn) =0+ Y. An+pAn)

X<n<2X X+j<n<2X+j

=0()+ > An+j+pAln+j).
X<n<2X
Ahora usamos esa ecuaciéon para todo j < h obteniendo

Z Al(n + p)A Z Z An+j+p)A(n+ 7).

X<n<2X ]<h X<n<2X

Asi, sumando en p e intercambiando el orden de sumacién, por TNP tenemos

(5.42) Z Z )\(n+p))\(n):O<logh) Z ZZ)\nJerrp A(n+ 7).

p<h X<n<2X X<n<2X p<h j<h

Ahora usamos el Lema [5.11] con w; = )\(n + j) y llegamos a

543) 3 Y An+pAm) < logh/ SIS A+ be(ba)| da

p<h X<n<2X e X<n<2X b<h
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Teniendo en cuenta que

Z A(n + b)e(ba)

b<h

:Z)‘

n<m<n+h

y el Lema [5.12] obtenemos el resultado buscado. U

Usando las cotas para los coeficientes de Fourier de A(n) en intervalos cortos de la
seccion 4, vemos ahora que hay cancelacion en las sumas de A(n + p)A(n).

Corolario 5.14. Sea logh < (log X)'/3. Entonces

SO AmAGAp) € —— hX
b (log )7 oM  logh’

p<h X<n<2X

Demostracion. Por la Proposicion 513y el Teorema [£.9] tenemos que

ehX hX 1
A(n)A -
D 2L AmAn+p) < logh | clogh  (logh)s—o0

p<h X<n<2X

para cualquier 0 < € < 1 y cualquier 1 < h < €X con logh < (logX)1/3. Tomando
e = (log h)~7 obtenemos el resultado. O

El resultado que necesitamos se deduce facilmente del Corolario [5.141
Corolario 5.15. Sean 1 < w < \/_ y 1 <h<w tal que logh < (log £)'/3. Entonces

1 1
Z Z n i p) < 1 : et .
(log h)ﬁ*"(l) log h

h/2<p<h z/w<n<z

Demostracion. Ejercicio @l U
Llegamos a la prueba del resultado principal.

Prueba del teorema[5.1. Podemos suponer que w < x'/® (pues podemos reducir a este
caso subdividiendo el rango z/w < n < z) y también que w es mas grande que una
constante (pues, de lo contrario, la cota que debemos probar es trivial). Apliquemos el
Corolario .10 con € = (logy H )_1/ 5y el Corolario con h = eH para obtener que

A(n + 1 logw
>y A
eH/2<p<eH z/w<n<z 3
pln

Luego aplicamos el Lema con Ky =eH/2, Ky = eH para concluir que

A(n)A(n+1 1 lo
3 ()7(1 ) gw

log w
log e H - .
< loge (logs H)Y/> log H

(logy H)'/>

+logeH <

x

5.5.1.  Ejercicios.
1. Demuestre que
[ 13 etolftda = 2ot
p<h

Deduzca que |9, < 22 con M, definido como en el Lema 11l Observe que esta
cota es peor que la obtenida en el Lema 512 para 1/y/logh < € < 1.
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2. Vamos a demostrar que

ZH(1+ ) <ch.

J<h plj

Para ello, pruebe las siguientes desigualdades e identidades, con w(d) = Zp:p‘ gL

L

J<h plj J<h plj
20 =L (20)@
-y Zl—hZT<<0h-
d<h j<h d=1

dlj

3. También es factible demostrar el Lemab.I2 estudiando la suma P(a) = >~ _, e(pa)
para todo a y viendo cuando es grande. Es posible ver que el conjunto 91, de los
valores para los cuales P(«a) es grande consiste en los a cercanos a racionales con
denominador pequeno. En una direccién (mostrar que los o que no estan cerca a
tales racionales no estan en 9. ), esto no es nada facil; se trata de la parte principal
de la estrategia de Vinogradov para el problema ternario de Goldbach. Veamos como
demostrar la otra direcciéon, por lo menos para algunos racionales de denominador
pequeno.

a) Demuestre que si a = §/h, |§] < 1, entonces |P(a)| = 1Ogh(l + o,(1) + O(6)).
Observe que esto demuestra que 9| > h, lo cual coincide con la cota superior
que se obtiene en el Lema para € > 1.

b) Demuestre que, de todos los cardcteres y modulo 5, el tnico cuya funcion L(s, )
tiene un polo en s = 1 es el carécter trivial o que vale 1 para todo ntimero no
divisible por 5. (Sugerencia: para los otros caracteres xy mod 5, utilice sumacion
por partes para estimar ) . x(n)n~7, 0 = 1+¢, recordando que ) _ x(n) <5
para todo u (jpor qué?).)

c¢) Usando el apartado anterior y el Teorema (4.3 muestre que

1 h
1= 1 1 1
2. 1= Iiggad o) =70+ o) 3
p<h,p=b(5) p<h
para b=1,2,3,4.
d) Pruebe usando los apartados anteriores que si a = % + % con |§| < 1, entonces

1 h

Pla)=—-
(@) 4logh

4. Deseamos mostrar que el Corolario .15 se deduce del Corolario 514l El procedi-
miento es sencillo y muy general.

a) Sea f:Z* — C arbitrario. Sea F'(t) = >_ _, f(p). Muestre que

f " F(t) 1 2
> /h —ydt+ T F(h) = 3 F(h/2).

2 h
—<p<h /2

n<u

(1+0(5) + on(1)).

b) Sea g : Z* — C tal que |g(n)] < 1 para todo n. Sea G(t) = >, , o 9(n).
Muestre que, para 1 < xy < z7q, -

gin) _ [T G(R)
> T:/xo b+ 0(1).

ro<n<x
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¢) Usando (@) y el Corolario 514, pruebe que

Z Z A(n)A(n + p) < 1 hlogw h

(5.44) n (log h)7—15—0(1) log h + log h

p<h z/w<n<z

para 1 < w < z y logh > (log %)1/3. Esta claro que el término h/logh puede
omitirse para h < w.

d) Use (5.44) y el apartado (4al) para deducir el Corolario (Podemos, por
cierto, suponer que h es mas grande que una constante, pues de lo contrario lo
que queremos probar es trivial.)
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