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Résumé :
Dans cet article, nous introduisons une méthode d’ap-

prentissage d’une capacité sous-jacente à une intégrale
de Sugeno en fonction des données d’entraînement basée
sur les systèmes d’équations relationnelles floues. Aux
données d’entraînement, nous associons deux systèmes
d’équations : un système de type max−min et un sys-
tème de type min−max. En résolvant ces deux systèmes
(dans le cas où ils sont compatibles) à l’aide des résultats
de Sanchez, nous montrons que nous pouvons obtenir di-
rectement les capacités extrémales représentant les don-
nées. En réduisant le système d’équations de type max-
min (resp. min−max) aux sous-ensembles de critères de
cardinalité inférieure ou égale à q (resp. de cardinalité su-
périeure où égale à n−q où n est le nombre critères), nous
donnons une condition suffisante pour déduire, à partir
de sa plus grande solution potentielle (resp. sa plus pe-
tite solution potentielle), une capacité q-maxitive (resp. q-
minitive). Enfin, si ces deux systèmes réduits sont incom-
patibles, nous montrons comment obtenir la plus grande
capacité q-maxitive approchée et la plus petite capacité
q-minitive approchée, en utilisant des résultats récents
pour traiter l’incompatibilité des systèmes d’équations re-
lationnelles floues.

Mots-clés :
Intégrales de Sugeno, Systèmes d’équations relation-

nelles floues ; Apprentissage

Abstract:
In this article, we introduce a method for learning a

capacity underlying a Sugeno integral according to trai-
ning data based on systems of fuzzy relational equa-
tions. To the training data, we associate two systems of
equations : a max−min system and a min−max sys-
tem. By solving these two systems (in the case that they
are consistent) using Sanchez’s results, we show that
we can directly obtain the extremal capacities represen-
ting the training data. By reducing the max−min (resp.
min−max) system of equations to subsets of criteria of
cardinality less than or equal to q (resp. of cardinality
greater than or equal to n − q), where n is the number
of criteria, we give a sufficient condition for deducing,
from its potential greatest solution (resp. its potential lo-
west solution), a q-maxitive (resp. q-minitive) capacity.
Finally, if these two reduced systems of equations are in-
consistent, we show how to obtain the greatest approxi-
mate q-maxitive capacity and the lowest approximate q-
minitive capacity, using recent results to handle the in-
consistency of systems of fuzzy relational equations.

Keywords:
Sugeno integrals, Systems of fuzzy relational equa-

tions ; Learning

1 Introduction

En théorie de la décision, l’intégrale de Sugeno
[14] est couramment utilisée comme une fonc-
tion d’agrégation qualitative [8] à valeurs dans
une échelle finie L. La définition de cette inté-
grale repose sur une fonction d’ensemble appe-
lée capacité, qui modélise qualitativement l’im-
portance (ou l’interaction) de sous-ensembles
de critères, et est utilisée dans de nombreux do-
maines [9] tels que la modélisation de l’incerti-
tude, l’agrégation multicritère ou en théorie des
jeux.

Au cours des dernières années, de nombreuses
approches, e.g. [1, 4, 6], ont été proposées pour
apprendre (en des sens proches) la capacité
d’une intégrale de Sugeno en fonction de N
données d’entraînement, chaque donnée étant
représentée par une paire (objet, évaluation glo-
bale ciblée).

Dans cet article, nous proposons une approche
d’apprentissage d’une capacité sous-jacente à
une intégrale de Sugeno en fonction de données
en se basant sur des systèmes d’équations rela-
tionnelles floues. Notre but est le suivant : l’in-
tégrale de Sugeno définie par une capacité ap-
prise doit nous permettre d’obtenir pour chaque
objet figurant dans les données d’entraînement,
son évaluation globale ciblée, ou une valeur ap-
prochée dans un sens précis. Notre approche
repose sur le fait que la définition de l’inté-
grale de Sugeno d’un objet définie par une ca-
pacité, est donnée par un produit max−min
entre une matrice ligne contenant le minimum
des évaluations partielles de l’objet étudié re-
lativement aux sous-ensembles de critères et
un vecteur colonne dont les composantes sont



les mesures des sous-ensembles de critères dé-
finies par la capacité. L’intégrale de Sugeno
s’obtient aussi par un produit min−max dé-
fini similairement. Ces deux expressions de
l’intégrale de Sugeno nous permettent d’intro-
duire deux systèmes d’équations relationnelles
floues, un de type max−min et un second
de type min−max pour notre problème d’ap-
prentissage. La matrice de chaque système est
construite à partir des objets des données d’en-
traînement, le second membre de chaque sys-
tème est constitué par les évaluations globales
ciblées. Sous certaines conditions naturelles, la
résolution de chacun des deux systèmes, basée
sur les travaux de Sanchez [13], produit un vec-
teur dont les composantes définissent les me-
sures des sous-ensembles des critères d’une ca-
pacité.

Les capacités q-maxitives/minitives ont été in-
troduites [5, 11, 15] pour réduire la complexité
du calcul de l’évaluation globale d’un objet
par l’intégrale de Sugeno. Nous montrons que
l’apprentissage de capacités q-maxitives (resp.
q-minitives), peut être étudié par la réduction
du système de type max−min (resp. de type
min−max) aux sous-ensembles de critères de
cardinalité inférieure ou égale à q (resp. de car-
dinalité supérieure où égale à n − q où n est le
nombre critères). Pour établir une condition né-
cessaire et suffisante (Théorème 2, resp. 3) pour
qu’une capacité q-maxitive (resp. q-minitive)
représente les données d’entrainement, nous
commençons par donner une construction d’une
telle capacité (Proposition 1) (resp. (Proposition
2)). Dans le cas où le système réduit de type
max−min (resp. de type min−max) est in-
compatible, sous une hypothèse naturelle por-
tant sur les données, nous nous appuyons sur les
résultats de [2, 3] pour calculer explicitement
dans Théorème 4 (resp. Théorème 5), la plus
grande (resp. la plus petite) capacité q-maxitive
(resp. q-minitive) approchée en un sens précis
(Corollaire 2) (resp. (Corollaire 3)).

L’article est structuré comme suit. La Section
2 est consacrée à quelques rappels sur les in-
tégrales de Sugeno et les systèmes d’équa-

tions relationnelles floues de type max−min et
min−max. Dans la Section 3, nous introdui-
sons deux systèmes d’équations relationnelles
floues qui permettent d’apprendre des capacités
d’intégrales de Sugeno en fonction de données
et nous donnons une construction de capacité q-
maxitive (resp. q-minitive). Nous illustrons nos
résultats sur un exemple. Dans la Section 4,
nous énonçons nos principaux résultats sur l’ap-
prentissage de capacités q-maxitives/minitives.

2 Rappels

Dans ce qui suit, nous rappelons la définition de
l’intégrale de Sugeno et les résultats classiques
portant sur la résolution des systèmes d’équa-
tions relationnelles floues de type max−min et
min−max.

2.1 Intégrales de Sugeno

Le cadre de l’intégrale de Sugeno (voir [7] pour
plus de détails) comprend :
- C = {1, 2, . . . , n} : un ensemble de n critères,
- L = {ξ1 = 0, ξ2, . . . , ξl = 1} : une échelle

d’évaluation (un ensemble fini totalement or-
donné ξ1 = 0 < ξ2 < · · · < ξl = 1), ou
L = [0, 1].

- µ : 2C → L une capacité i.e., une fonction
d’ensembles telle que µ(∅) = 0,µ(C) = 1
et A ⊆ B =⇒ µ(A) ≤ µ(B). La capacité
conjuguée µc est définie par µc(A) = ι(µ(A))
avec ι : L → L : ξi 7→ ξl−i+1, ou ι : [0, 1] →
[0, 1] : t 7→ 1− t.

- x = [xi] ∈ Ln×1 : un objet où chaque xi est
une évaluation partielle de l’objet x en fonc-
tion du critère i.

L’intégrale de Sugeno est donnée par deux for-
mules équivalentes [10, 7] (d’autres formules
équivalentes existent) :

Sµ(x) = max
A∈2C

min(min
i∈A

xi, µ(A)) (1)

= min
A∈2C

max(max
i∈A

xi, µ(A)). (2)

où A désigne le complémentaire du sous-
ensemble A de C. Les deux notions suivantes
ont été introduites dans [5, 11, 15] :



Definition 1 Soient µ : 2C → L une capacité et
q ∈ {1, 2, . . . , n} où n =| C |.

1. µ est dite q-maxitive ssi pour tout sous-
ensemble X ⊆ C vérifiant | X |> q, nous
avons µ(X) = maxY⊂X,|Y |≤q µ(Y ).

2. µ est dite q-minitive ssi pour tout sous-
ensemble X ⊆ C vérifiant | X |< (n − q),
nous avons µ(X) = minY⊃X,|Y |≥(n−q) µ(Y ).

On vérifie facilement qu’une capacité µ est q-
maxitive ssi sa conjuguée µc est q-minitive.
Toute capacité µ : 2C → L est (trivialement)
n-maxitive et n-minitive. De plus, les deux for-
mules (1) et (2) deviennent :

Lemme 1 Soient µ : 2C → L une capacité, q ∈
{1, 2, . . . , n} où n =| C | et x = [xi] ∈ Ln×1.

1. Si µ est q-maxitive, alors :

Sµ(x) = max
A∈2C\{∅},|A|≤q

min(min
i∈A

xi, µ(A)).

2. Si µ est q-minitive, alors nous avons :

Sµ(x) = min
A∈2C\{C},|A|≥n−q

max(max
i∈A

xi, µ(A)).

Les capacités q-maxitives et q-minitives per-
mettent donc de calculer l’évaluation globale
d’un objet x en considérant moins de sous-
ensembles de critères que dans le cas général.

2.2 Résoudre les systèmes d’équations rela-
tionnelles floues de type max−min

Un système d’équations relationnelles floues de
type max−min basé sur une matrice A =
[aij] ∈ Ln×m de taille (n,m) et un vecteur
b = [bi] ∈ Ln×1 de n composantes, est de la
forme suivante :

(S) : A□max
min x = b, (3)

où x = [xj]1≤j≤m ∈ Lm×1 est un vecteur in-
connu de m composantes et l’opérateur □max

min

est le produit matriciel qui utilise la t-norme
min pour le produit et max pour l’addition.

À partir du vecteur

e = At□min
→G

b, (4)

où At est la transposée de A et le produit ma-
triciel □min

→G
utilise l’implication de Gödel →G

définie par :

x →G y =

{
1 x ≤ y

y sinon.
(5)

pour le produit et min pour l’addition, Sanchez
[13] a montré l’équivalence suivante :

Le système (S) est compatible ⇐⇒ A□max
min e = b.

Si le système (S) est compatible, le vecteur e
est sa plus grande solution [13].

2.3 Résoudre les systèmes d’équations rela-
tionnelles floues de type min−max

Un système d’équations relationnelles floues de
type min−max se définit similairement. À par-
tir d’une matrice Γ = [γij] ∈ Ln×m de taille
(n,m) et un vecteur β = [βi] ∈ Ln×1 de n
composantes, on définit un système d’équations
relationnelles floues de type min−max par :

(Σ) : Γ□min
maxx = β, (6)

où x = [xj]1≤j≤m ∈ Lm×1 est un vecteur in-
connu de m composantes et l’opérateur □min

max

est le produit matriciel qui utilise la fonction
max pour le produit et min pour l’addition.

À partir du vecteur

f = Γt□max
ϵ β, (7)

où Γt est la transposée de Γ et le produit ma-
triciel □max

ϵ utilise le produit epsilon (noté ϵ)
défini par :

xϵy =

{
y x < y

0 x ≥ y.
(8)

pour le produit et la fonction max pour l’addi-
tion, nous avons l’équivalence suivante :

Le système (Σ) est compatible ⇐⇒ Γ□min
maxf = β.

Si le système (Σ) est compatible, le vecteur f
est sa plus petite solution [13].



3 Apprentissage de capacités pour
les intégrales de Sugeno en fonc-
tion de données avec des systèmes
d’équations relationnelles floues

Dans cette section, nous introduisons notre mé-
thode d’apprentissage de capacités pour les in-
tégrales de Sugeno en fonction de données
d’entraînement basée sur les systèmes d’équa-
tions relationnelles floues. Nous considérons
un ensemble de N données d’apprentissage
{(x(1), α(1)), (x(2), α(2)), . . . , (x(N), α(N))}.
Pour k = 1, 2, . . . , N , chaque paire (x(k), α(k))

est composée d’un objet x(k) =
[
x
(k)
i

]
∈ Ln×1

qui contient l’évaluation partielle x
(k)
i de l’ob-

jet x(k) selon le critère i et l’évaluation globale
ciblée de l’objet qui est désignée par α(k) ∈ L.

3.1 Construction de deux systèmes d’équa-
tions à partir de données

À partir des données (x(k), α(k))1≤k≤N , on
construit deux matrices et un vecteur :

- M = [mk,A]1≤k≤N,A∈2C\{∅} où mk,A =

min
i∈A

x
(k)
i ,

- Γ = [γk,A]1≤k≤N,A∈2C\{C} où γk,A =

max
i∈A

x
(k)
i ,

- α = [α(k)] ∈ LN×1 : un vecteur contenant les
évaluations globales ciblées des objets.

Nous formons le système d’équations de type
max−min suivant à partir de M et α :

(S) : M□max
minX = α (9)

où X =
[
ξA
]
A∈2C\{∅} est un vecteur inconnu et

e = M t□min
→G

α est la plus grande solution poten-
tielle du système (S), voir (4). Nous formons le
système d’équations de type min−max suivant
à partir de Γ et α :

(Σ) : Γ□min
maxX = α (10)

où X =
[
ξA
]
A∈2C\{C} est un vecteur inconnu et

f = Γt□max
ϵ α est la plus petite solution poten-

tielle du système (Σ), voir (7).

3.2 Résultats préliminaires

Les solutions extrémales potentielles des deux
systèmes (S) et (Σ) vues comme des fonctions
d’ensembles e : 2C\{∅} → L et f : 2C\{C} →
L sont croissantes :
Lemme 2

1. ∅ ⊂ A ⊆ B =⇒ e(A) ≤ e(B).
2. A ⊆ B ⊂ C =⇒ f(A) ≤ f(B).

Ces deux implications se déduisent des proprié-
tés de l’implication de Gödel →G, voir (5) et de
celles du produit ϵ, voir (8) : ∀x, x′ ∈ L tels que
x ≤ x′, on a ∀y ∈ L, x′ →G y ≤ x →G y et
x′ϵy ≤ xϵy.
Pour tout ∅ ⊂ A ⊆ C et B ⊂ C, posons :
JA={k ∈ {1, 2, . . . , N} | min

i∈A
x
(k)
i > α(k)} et

KB = {k ∈ {1, 2, . . . , N} | max
i∈B

x
(k)
i < α(k)}.

Avec ces notations, nous avons :

Lemme 3
1. e(A) = min

k∈JA
α(k), min∅ = 1.

2. f(B) = max
k∈KB

α(k), max∅ = 0.

En particulier, on a :
e(C)=1⇐⇒∀k ∈ {1, 2, . . . , N},min

i∈C
x
(k)
i ≤ α(k) et

f(∅) = 0 ⇐⇒ ∀k ∈ {1, 2, . . . , N}, α(k)≤ max
i∈C

x
(k)
i .

3.3 Apprentissage de capacités

Nous construisons deux fonctions d’ensembles
à partir des solutions extrémales potentielles e
et f des systèmes (S) et (Σ) définies à par-
tir des données d’entraînement, voir (9) et (10),
comme suit :

µe(A) =

{
e(A) si A ̸= ∅

0 si A = ∅ , (11)

µf (A) =

{
f(A) si A ⊂ C

1 si A = C . (12)

Pour garantir que µe, µf sont des capacités com-
patibles avec les données d’apprentissage, nous
voulons que les systèmes (S) et (Σ) aient des
solutions et nous voulons que µe(C) = e(C) =
1 et µf (∅) = f(∅) = 0. Nous avons établi le
résultat suivant :



Théorème 1 Les trois conditions suivantes
sont équivalentes :

1. Il existe une capacité µ : 2C → L qui repré-
sente les données i.e., une capacité telle que
∀k ∈ {1, 2, . . . , N}, on a Sµ(x

(k)) = α(k),
2. Le système (S) : M□max

minX = α est compa-
tible et e(C) = 1,

3. Le système (Σ) : Γ□min
maxX = α est compa-

tible et f(∅) = 0.

Preuve abrégée : pour toute capacité µ : 2C →
L , posons : v : 2C\{∅} → L : A 7→ v(A) =
µ(A) et w : 2C\{C} → L : A 7→ w(A) =
µ(A). Alors il résulte de (1) et (2) qu’on a :

∀k∈{1, 2, . . . , N}, Sµ(x
(k))= α(k)⇐⇒M□max

min v = α

⇐⇒ Γ□min
maxw = α.

Corollaire 1 Si les conditions équivalentes du
Théorème 1 sont vérifiées, on a :
• µe est une capacité qui représente les don-
nées d’entraînement et c’est la plus grande.
• µf est une capacité qui représente les don-
nées d’entraînement et c’est la plus petite.
• Pour toute capacité µ : 2C → L représen-
tant les données d’entraînement, nous avons :
µf ≤ µ ≤ µe.

Les méthodes présentées dans cet article pour
obtenir les capacités extrémales µe et µf qui
représentent les données d’entraînement, ba-
sées sur les résultats de Sanchez [13], sont plus
simples que celles données dans [12].

3.4 Constructions de capacités q-maxitives
et q-minitives

Pour une donnée (x(k), α(k)), une condition né-
cessaire pour qu’il soit possible de relier l’ob-
jet x(k) à son évaluation globale ciblée α(k)

par une intégrale de Sugeno, est mini∈C x
(k)
i ≤

α(k) ≤ maxi∈C x
(k)
i . Pour notre problème d’ap-

prentissage, si pour tout k ∈ {1, 2, . . . , N},
chaque donnée d’entraînement (x(k), α(k)) res-
pecte cette contrainte, alors nous pouvons don-
ner des conditions suffisantes pour l’existence
de capacités q-maxitives et q-minitives (où 1 ≤
q ≤ n), que l’on déduit des solutions extrémales
des systèmes (S) et (Σ).

Proposition 1 Soit q ∈ {1, 2, . . . n}. Suppo-
sons qu’il existe A ⊆ C tel que | A |= q et
e(A) = 1. Posons :

µ∨ : 2C → L

: X 7→ µ∨(X)

=


0 si X = ∅
e(X) si 0 <| X |≤ q

max
∅⊂Y⊂X,|Y |≤q

e(Y ) si | X |> q
.

Alors µ∨ est une capacité q-maxitive sur C.

Proposition 2 Soit q ∈ {1, 2, . . . n}. Suppo-
sons qu’il existe A′ ⊆ C tel que | A′ |= n− q et
f(A′) = 0. Posons :

µ∧ : 2C → L

: X 7→ µ∧(X)

=


1 si X = C
f(X) si n− q ≤| X |< n

min
Y⊃X,n−q≤|Y |<n

f(Y ) si | X |< n− q
.

Alors µ∧ est une capacité q-minitive sur C.

3.5 Exemple

Soit n = 3 critères i.e., C = {1, 2, 3}. L’échelle
est L = {0.05 · l | 1 ≤ l ≤ 20}. On considère
les N = 3 données d’entraînement suivantes :

- x(1) = (0.15, 0.2, 0.3), α(1) = 0.2,
- x(2) = (0.5, 0.25, 0.3), α(2) = 0.3,
- x(3) = (0.4, 0.7, 0.35), α(3) = 0.4.

On construit le système (S) : M□max
minX = α où

M =

{1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
0.15 0.2 0.3 0.15 0.15 0.2 0.15
0.5 0.25 0.3 0.25 0.3 0.25 0.25
0.4 0.7 0.35 0.4 0.35 0.35 0.35

et α =
[
0.2 0.3 0.4

]t. Le système (S) est
compatible et sa plus grande solution (4) est :

e =
{1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
0.3 0.4 0.2 1 1 1 1

t

et on a donc e(C) = 1. La fonction
d’ensembles notée µe, voir (11), est une
capacité 2-maxitive qui représente les don-
nées. C’est la plus grande, et elle n’est pas
une mesure de possibilité, car nous avons



µe({1, 2}) = 1 > max(µe({1}), µe({2}). On
peut construire similairement le système (Σ)
et obtenir la capacité µf qui représente les
données et qui est la plus petite.

4 Apprentissage de capacités q-
maxitives/minitives en pratique

Dans la pratique, on se restreint à apprendre les
mesures des ensembles de critères de cardinalité
inférieure ou égale à q (avec 1 ≤ q < n), d’une
capacité en considérant le système suivant :

(Sq) : Mq□
max
minX = α,

où Mq =
[
mk,A

]
1≤k≤N,A∈2C\{∅},|A|≤q

et on note
eq la plus grande solution potentielle de (Sq),
voir (4). Pour q = n, il est clair que le système
(Sn) coïncide avec le système (S), voir (9).

Propriété 1 On dit que le système (Sq) vérifie
la propriété de q-maxitivité si ∃A ⊆ C tel que
0 <| A |= q et eq(A) = 1.

Pour tout sous-ensemble non vide A ⊆ C
tel que |A |≤ q, on a eq(A) = e(A). La
condition eq(A) = 1 signifie que ∀k ∈
{1, 2, . . . , N} , min

i∈A
x
(k)
i ≤ α(k) voir Lemme 3.

On a le résultat suivant :
Théorème 2 Les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

1. Il existe une capacité q-maxitive µ : 2C → L
qui représente les données d’entraînement :
∀k ∈ {1, 2, . . . , N}, on a Sµ(x

(k)) = α(k),
2. Le système (Sq) : Mq□max

minX = α est compa-
tible et vérifie Propriété 1.

Preuve abrégée : Soit µ : 2C → L une capacité
q-maxitive. Pour tout A ∈ 2C\{∅} vérifiant |
A |≤ q, posons v(A) = µ(A). Alors il résulte
de la formule (1) qu’on a :
∀k∈{1, 2, . . . , N},Sµ(x

(k)) = α(k)⇐⇒ Mq□
max
min v = α.

Pour q ∈ {1, 2, . . . , n}, l’étude de l’ap-
prentissage en pratique de capacité q-minitive
est analogue. On construit le système ré-
duit (Σq) : Γq□max

minX = α avec Γq =
[γk,A]1≤k≤N,A∈2C\{C},|A|≥n−q et on note fq sa
plus petite solution potentielle, voir (7).

Propriété 2 On dit que le système (Σq) vérifie
la propriété de q-minitivité si ∃A ⊂ C tel que
| A |= n− q et fq(A) = 0.

Pour tout sous-ensemble A ⊂ C tel que | A |≥
n−q, on a fq(A) = f(A). La condition fq(A) =
0 signifie que ∀k ∈ {1, 2, . . . , N}, α(k) ≤
maxi∈A x

(k)
i (Lemme 3).

Théorème 3 Les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

1. Il existe une capacité q-minitive µ : 2C →
L qui représente les données d’entraînement :
∀k ∈ {1, 2, . . . , N}, on a Sµ(x

(k)) = α(k),
2. Le système (Σq) : Γq□max

minX = α est compa-
tible et vérifie Propriété 2.

Preuve abrégée : Soit µ : 2C → L une capa-
cité q-minitive. Pour tout A ∈ 2C\{C} vérifiant
| A |≥ n − q, posons w(A) = µ(A). Alors il
résulte de la formule (2) qu’on a :
∀k∈{1, 2, . . . , N}, Sµ(x

(k)) = α(k)⇐⇒Γq□
min
maxw = α.

4.1 Apprentissage de capacités approchées

Si l’on utilise les systèmes d’équations rela-
tionnelles floues (Sq) et (Σq) avec des don-
nées réelles, qui peuvent être sujettes au bruit
ou contenir des valeurs aberrantes, les systèmes
(Sq) et (Σq) peuvent être incompatibles. Dans
ce cas, si L = [0, 1], nous pouvons nous ap-
puyer sur les travaux de [2, 3] sur l’incompa-
tibilité des systèmes d’équations relationnelles
floues de type max−min et min−max pour
obtenir des capacités qui représentent approxi-
mativement les données d’entraînement. Pour
un système d’équations relationnelles floues in-
compatible de type max-min A□max

min x = b,
l’auteur de [2, 3] donne une formule analytique
explicite pour calculer la distance de Tcheby-
chev notée ∆ = ∆(A, b) = minc∈C ∥b − c∥∞
(exprimée avec la norme L∞) entre le second
membre b et l’ensemble

C = {c ∈ [0, 1]n×1 | le système A□max
min x = c est compatible }

formé des seconds membres des systèmes com-
patibles définis avec la même matrice : la ma-
trice A du système incompatible considéré. Le



même résultat est donné dans [3] pour les sys-
tèmes de type min−max, où la distance de
Tchebychev est notée ∇. La formule de ∆q =
∆(Mq, α) pour le système (Sq) est la suivante
(nous utilisons la notation : x+ = max(x, 0)) :

∆q = max
1≤i≤N

δi avec δi = min
A∈2C\{∅},|A|≤q

δi,A (13)

où δi,A = max(α(i) −mi,A)
+, max

1≤l≤N
σG(α

(i),ml,A, α
(l)))

et σG(α
(i),ml,A, α

(l)) = min(
(α(i) − α(l))+

2
, (ml,A − α(l))+).

La valeur de ∆q donne une estimation de la qua-
lité des données d’entraînement utilisées pour
construire le système (Sq) i.e., les données sont
de bonne qualité si ∆q ≈ 0 et non dans le
cas contraire. Notons que pour q ≤ q′, on a
∆q′ ≤ ∆q.
Les outils donnés dans [3] permettent ensuite
d’obtenir des solutions approchées du système
(Sq) via ∆q dont on peut déduire des capaci-
tés q-maxitives. Nous nous appuyons sur la plus
grande solution approchée du système (Sq), qui
est le vecteur ηq = M t

q□
min
→G

α(∆q) où α(∆q) =[
min(α(i) +∆q, 1)

]
1≤i≤N

, voir [3], pour don-
ner des conditions suffisantes pour l’existence
de la plus grande capacité q-maxitive approchée
et nous montrons comment la construire :

Proposition 3 Si ∃A ⊆ C tel que | A |= q et
ηq(A) = 1, posons :

µ∗ : 2C → L

: X 7→ µ∗(X)

=


0 si X = ∅
ηq(X) si 0 <| X |≤ q

max
∅⊂Y⊂X,|Y |≤q

ηq(Y ) si | X |> q
.

Alors µ∗ est une capacité q-maxitive qui vérifie
max1≤k≤N | Sµ∗(x(k))− α(k) |= ∆q.

La preuve de cette proposition repose sur le
fait que le vecteur [Sµ∗(x(k))]1≤k≤N (respec-
tivement ηq), est la plus grande approxima-
tion de Tchebychev (respectivement la plus
grande solution approchée) du système (Sq) :
Mq□max

minX = α, voir [3].
En utilisant cette proposition et les résultats de
[3], nous déduisons les deux résultats suivants :

Théorème 4 Si ∃A ⊆ C tel que | A |= q et
ηq(A) = 1 alors :

min
µ capacité q-maxitive

max
1≤k≤N

| Sµ(x
(k))− α(k) |= ∆q.

L’erreur d’apprentissage minimale des capaci-
tés q-maxitives est égale à ∆q.

L’idée de la preuve repose sur Proposition 3
et le fait que pour toute capacité q-maxitive
µ, le système Mq□max

minX = c, où c =
[Sµ(x

(k))]1≤k≤N , est un système compatible.
Remarquons que l’algorithme de [4] donne
une valeur approchée de min

µ capacité
max1≤k≤N |

Sµ(x
(k))− α(k) | alors que la formule (13) nous

permet d’obtenir la valeur exacte i.e., ∆n. En
conséquence de ce théorème, nous avons le ré-
sultat important suivant :

Corollaire 2 Si ∃A ⊆ C tel que | A |= q et
ηq(A) = 1, alors la capacité µ∗ (Proposition
3), est la plus grande capacité q-maxitive µ qui
vérifie max1≤k≤N | Sµ(x

(k))− α(k) |= ∆q.

Pour apprendre des capacités q-minitives appro-
chées, on utilise le système (Σq) : Γq□min

maxX =
α dont la distance de Tchebychev est :

∇q = max
1≤i≤N

∇i avec ∇i = min
A∈2C\{C},|A|≥n−q

∇i,A

où ∇i,A = max((γi,A − α(i))+, max
1≤l≤N

σϵ(α
(i), γl,A, α

(l)))

et σϵ(α
(i), γl,A, α

(l)) = min(
(α(l) − α(i))+

2
, (α(l) − γl,A)

+).
Nous nous appuyons sur la plus petite
solution approchée du système (Σq), qui
est le vecteur νq = Γt

q□
max
ϵ α(∇q) où

α(∇q) =
[
max(α(i) −∇q, 0)

]
1≤i≤N

, voir [3].
Comme dans le cas des capacités q-maxitives,
nous avons :

Proposition 4 Si ∃A ⊆ C tel que | A |= n− q
et νq(A) = 0, posons :

µ∗ : 2
C → L

: X 7→ µ∗(X)

=


1 si X = C
νq(X) si n− q ≤| X |< n

min
Y⊃X,n−q≤|Y |<n

νq(Y ) si | X |< n− q
.

Alors µ∗ est une capacité q-minitive qui vérifie
max1≤k≤N | Sµ∗(x

(k))− α(k) |= ∇q.



La preuve de cette proposition repose sur le
fait que le vecteur [Sµ∗(x

(k))]1≤k≤N (respecti-
vement νq), est la plus petite approximation de
Tchebychev (respectivement la plus petite solu-
tion approchée) du système (Σq) : Γq□max

minX =
α, voir [3]. En utilisant cette proposition et [3],
nous déduisons les deux résultats suivants :

Théorème 5 Si ∃A ⊆ C tel que | A |= n− q et
νq(A) = 0 alors :

min
µ capacité q-minitive

max
1≤k≤N

| Sµ(x
(k))− α(k) |= ∇q.

L’erreur d’apprentissage minimale des capaci-
tés q-minitives est égale à ∇q.
L’idée de la preuve repose sur Proposition 4
et le fait que pour toute capacité q-minitive
µ, le système Γq□max

minX = c, où c =
[Sµ(x

(k))]1≤k≤N , est un système compatible.

Corollaire 3 Si ∃A ⊆ C tel que | A |= n − q
et νq(A) = 0, alors la capacité µ∗ (Proposition
4), est la plus petite capacité q-minitive µ qui
vérifie max1≤k≤N | Sµ(x

(k))− α(k) |= ∇q.

5 Conclusion
Dans cet article, nous avons introduit une mé-
thode d’apprentissage des capacités pour les
intégrales de Sugeno en fonction des données
d’entraînement basée sur les systèmes d’équa-
tions relationnelles floues. Nous avons montré
en particulier que cette approche permet d’ap-
prendre des capacités approchées q-maxitives et
q-minitives en un sens précis.

En perspective, nous travaillons actuellement
sur les liens entre les systèmes (S) et (Σ) lors-
qu’ils sont incompatibles, afin de relier leurs en-
sembles de solutions approximatives respectifs
via les outils de [3]. Enfin, nous voulons tester
notre méthode sur des données réelles.
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