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Dans cette note, nous nous intéressons à résoudre le problème d’optimisation convexe avec des
contraintes d’inégalité.

min {f(x) | x ∈ S} , (1)

où S = {x ∈ Rn | gi(x) ≤ 0, i = 1, ...,m}, est l’ensemble convexe réalisable du problème (1) et où
la fonction f : Rn → R est convexe, gi : Rn → R, i = 1, ...,m, soient des fonctions convexes, nous
supposons que f, gi sont continuellement différentiables.

Les algorithmes Lagrangiens augmentés, également appelés algorithmes de multiplicateurs de La-
grange, sont importants pour résoudre ce type de problème. Ce type d’algorithme a été initialement
étudié dans les travaux de [4], [8] et [9]. Actuellement, il existe une grande variété d’algorithmes basés
sur différents types de fonctions Lagrangiennes augmentées, pour voir cette variété de fonctions, voir
[2].

Dans cette note, nous allons considérer l’algorithme Lagrangien augmenté hyperbolique (HALA)
ou également appelé algorithme du multiplicateur hyperbolique (HMA), pour résoudre le problème
ci-dessus. Cet algorithme a été proposé initialement dans [10], [11] et [12]. Il est ensuite étudié plus
rigoureusement dans le cas convexe, voir [6]. Dans des travaux récents, la théorie de la convergence
du HALA a été étendue à des espaces mathématiques plus généraux, voir [2]; et aussi dans un autre
article, la convergence a été assurée en considérant des conditions de qualification plus faibles, voir
[1]. Cela nous motive à continuer à etudier ce nouvel algorithme.

Dans ce travail, nous nous intéressons principalement à résoudre ce problème, pour cela, nous
considérons des problèmes convexes connus dans la littérature (voir [3] et [5]). L’objectif principal de
notre travail était de montrer que nous résolvons les mêmes problèmes convexes étudiés dans [1], et
que nous obtenons de meilleurs résultats de calcul par rapport à eux. Afin d’obtenir ces bons résultats,
nous avons réalisé des tests numériques préalables, afin de trouver des paramètres initiaux appropriés.

1 Préliminaires

Tout au long de notre travail, nous considérerons les hypothèses suivantes :

C1. L’ensemble optimal X∗ est non vide, fermé, borné et, par conséquent, compact.

C2. La qualification des contraintes de Slater est satisfaite, c’est-à-dire qu’il existe x̂ ∈ S qui satisfait
gi(x̂) < 0, pour i = 1, . . . ,m.

En raison de l’hypothèse C2, il existe λ∗ ∈ Rm tel que les conditions de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT) soient vérifiées, c.-à-d.,
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∇xL(x
∗, λ∗) = ∇f(x∗) +

m∑
i=1

λ∗
i∇gi(x

∗) = 0, (2)

λ∗
i gi(x

∗) = 0, i = 1, ...,m, (3)

gi(x
∗) ≤ 0, i = 1, ...,m, (4)

λ∗
i ≥ 0, i = 1, ...,m. (5)

Nous définissons la fonction de pénalité hyperbolique (HPF) pour ce problème comme suit (voir
[10]).

P (y, λ, τ) = λy +

√
(λy)2 +

1

τ2
, (6)

où P : R × R+ × R++ → R. La HPF est équivalente à un lissage de la penalité étudié par Zangwill
([13]).

1.1 Fonction Lagrangien Augmenté Hyperbolique

Nous définissons la Fonction Lagrangien Augmenté Hyperbolique (HALF) du problème (P) par LH :
Rn × Rm

++ × R++ → R,

LH(x, λ, τ) = f(x) +

m∑
i=1

(
λigi(x) +

√
(λigi(x))

2 +
1

τ2

)
, (7)

où τ > 0 est le paramètre de penalité. Maintenant nous allons présenté l’algorithme HALA pour
résoudre le problème d’optimisation non linéaire (P). Cet algorithme est basé sur [6] et [7].

1.2 Algorithme

Étape 1. Soit k := 0 (initialisation). Prenez les valeurs initiales
λ0 = (λ0

1, ..., λ
0
m) ∈ Rm

++, α > 0 et τ ∈ R++.

Étape 2. Résoudre le problème de minimisation sans contraintes:

xk+1 = argminx∈Rn

{
f(x) +

m∑
i=1

(
λk
i gi(x) +

√(
λk
i gi(x)

)2
+

1

(τk)2

)}
.

Étape 3. Mise à jour des multiplicateurs de Lagrange:

λk+1
i = λk

i

1 +
λk
i gi(x

k+1)√
(λk

i gi(x
k+1))2 + 1

(τk)2

 , i = 1, ...,m. (8)

Étape 4. (Mise à jour du paramètre τ). Si la séquence primale est réalisable, alors τk+1 = τk. Sinon,
τk+1 = ατk.

Étape 5. Si la paire (xk+1, λk+1) satisfait un critère d’arrêt. FIN

Étape 6. k := k + 1. Revenir à l’Étape 2.
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Tout au long de ce travail, nous supposons que limk→∞ τk = τ̃ > 0. À l’Étape 1, les valeurs
initiales sont fournies. HALA génère la séquence primale à l’Étape 2 et les estimations des multipli-
cateurs à l’Étape 3. À l’Étape 4, le paramètre τ est mis à jour si la condition est violée, sinon il
reste constant.

Considérons les hypothèses suivantes :

C3. Pour tout τ , λ > 0, et pour tout l < ∞, l’ensemble de niveau M = {x ∈ R : LH(x, λ, τ) ≤ l} est
borné.

C4. Toute la séquence {xk} converge vers x̃, où x̃ est supposé être un point réalisable, c’est-à-dire
gi(x̃) ≤ 0, i = 1, . . . ,m.

L’hypothèse C3 est importante pour garantir qu’il existe une solution à l’Étape 2. L’hypothèse
C4 garantit que la séquence primale converge vers un point réalisable. Dans le résultat suivant, il a
été affirmé que la séquence générée par l’algorithme converge vers un point KKT.

Theorem 1.1 Testtest Le problème convexe (P) satisfait C1, C2, C3 et C4. Soient les séquences
{xk} et {λk} générées par HALA. Alors, tout point limite d’une sous-séquence {xk} et {λk} est une
paire solution optimale-multiplicateur de Lagrange pour le problème (P).

Proof: Voir Theorem 3.3.1 du [6]. □

2 Expériences numériques

Dans cette section, nous présentons les résultats numériques de l’algorithme HALA pour des problèmes
convexes. Les expériences ont été réalisées sur un ordinateur équipé d’un processeur Intel Core
i5-1035G1, 8 Go de mémoire RAM et un système d’exploitation Debian GNU/Linux 12 via WSL
2. Le code a été écrit en langage C++ et compilé en utilisant GCC (version 12.2.0) avec l’option
d’optimisation -O3 activée. Les critères d’arrêt considérés étaient la faisabilité g(x) ≤ 0 et la con-
vergence absolue des solutions |xk+1 − xk| < 10−5. La résolution des problèmes non contraints a été
réalisée en utilisant l’algorithme Quasi-Newton L-BFGS-B. Pour tous les cas considérés, la valeur de α
= 2. Les tests ont été effectués sur les 16 problèmes convexes de la collection [5] avec des constraintes
d’inégalités.

2.1 Expériences pour la détermination des paramètres initiaux

Dans cette série d’expériences, nous avons analysé la vitesse de convergence de la fonction objectif en
fonction du nombre d’itérations de l’algorithme. Nous avons considéré λinitial, τinitial ∈ {10−3, 10−2,
10−1, 1, 5, 10, 25, 50, 75, 100, 250, 500, 750, 1000, 5000}.
De cette façon, 225 combinaisons de paramètres ont été considérés. Les résultats numériques sont
présentés dans le Table 1.

Dans [1] les algorithmes ALGENCAN (Algorithme 3) et HALA (Algorithme 2) ont été comparés,
voir Table 2, où nous trouverons aussi les bonnes performances de notre nouvelle implémention de
HALA (Algorithme 1). Les détails de cette nouvelle implémentation (Algorithme 1) sont dans la Table
1. En outre, l’Algorithme 1 utilise l’algorithme L-BFGS-B pour la résolution des sous-problèmes
générés, tandis que les Algorithmes 2 et 3 utilisent le SPG.

Les FIGURES 1 et 2 illustrent la moyenne des itérations externes des combinaisons de paramètres
initiaux qui n’ont produit aucune erreur sur aucun des problèmes. D’autres critères pour la visual-
isation d’une combinaison dans l’image étaient une limite de 20 itérations externes et |fHALA(x) −
fréel(x)| ≤ 10−3.
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Figure 1: Moyenne des itérations par combinaison de paramètres initiaux sur les 16 problèmes (partie
1).

2.2 Expérience avec les paramètres λinitial = 5000 et τinitial = 500

La combinaison de paramètres λinitial = 5000 et τinitial = 500 a donné la plus petite moyenne de
iterations externes sur les 16 problèmes convexes testés.

La comparaison du nombre d’itérations externes des algorithmes sur chaque problème est présentée
dans le Table 2. La moyenne des itérations externes de l’Algorithme 1 sur les 16 problèmes a été de
2.6875, tandis que les Algorithmes 2 et 3 présentaient des moyennes de 19.125 et 5.125, respectivement.

Par conséquent, ces valeurs de paramètres initiaux pour l’Algorithme 1 garantissent moins
d’itérations externes que les Algorithmes 2 et 3. Cela indique une amélioration significative de
l’implémentation du HALA par rapport aux travaux précédents et à d’autres algorithmes lagrangiens.
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