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Pourquoi cette brochure ?

L'IREM de Reims offre la possibilité aux collegues enseignants, formateurs ou chercheurs
de partager, avec la communauté, leur réflexion, leurs travaux ou les résultats de leurs
recherches. Pour cela, des groupes de travail peuvent étre créés au sein de I'lREM.

Dans le cas présent, il s’agit du travail d’un collegue se placant dans la tradition de
publication de I'IREM de Reims qui propose, depuis les années 80, des réflexions
mathématiques comme a I'occasion des ouvrages « miscellanées » du groupe histoire des
mathématiques (disponibles en ligne sur le site de 'IREM de Reims). En partant de textes
et d’auteurs anciens, il s’agit de requestionner, avec les mathématiques actuelles, les
travaux historiques. De la méme fagon, Arnaud Gazagnes, dans la brochure sur les
abaques, dévoile les mathématiques derriere cet outil.

Ainsi dans cette brochure, Claude Rajain formateur a I'Ecole Normale, puis a I'lUFM et
I’ESPE, membre de I'Equipe de Recherche ERMEL, maintenant a la retraite, revient sur les
travaux d’Henri Lebesgue en relation avec la notion d’aire. C’est en relisant les travaux de
Lebesgue qu’il a remarqué que certaines démonstrations passaient trés vite sur certains
aspects qui méritaient donc d’étre questionnés.

C’est autour du concept d’ensemble quarrable, c’est-a-dire d’ensembles qui peuvent
littéralement étre transformés de maniére a obtenir une surface équivalente a celle d'un
carré, que s’articule cette brochure.

Méme si les ensembles quarrables n’apparaissent plus dans les programmes
d’enseignement du supérieur, nous espérons que ces réflexions, ancrées dans |'approche
historique de Lebesgue, pourront vous intéresser.

Je tiens a remercier les deux collegues mathématiciens qui ont accepté la relecture en
double aveugle de cette publication.

Bonne lecture

Fabien EMPRIN
Directeur de I'IREM de Reims
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Premiere partie : les domaines quarrables et la notion d’aire.

I-Préliminaires
I-1 : Inventaires didactiques :

L’aire releve des notions, plus générales, de grandeur et de mesure. Dans ’enseignement,
celles-ci ont, jusqu’en 1970, fait partie intégrante des programmes de 1’enseignement
primaire et secondaire'’. En effet, elles sont importantes pour des raisons sociales et
¢conomiques, les corps de métiers des travaux publics et batiments demandant a tous leurs
employés des compétences s€rieuses sur le mesurage des longueurs, des aires et des
volumes.

En revanche : « Les programmes de 1970 vont complétement évacuer le probleme des
grandeurs : on fixera l'unité et on n'aura plus affaire qu'a des nombres. »? Pourquoi ?... Il
suffit de lire la circulaire du 2 janvier 1970 : « L'ambition d'un tel enseignement n'est donc
plus essentiellement de préparer les €léves a la vie active et professionnelle en leur faisant
acquerir les techniques de résolution de problemes catalogués et suggérés par "la vie
courante", mais bien de leur assurer une approche correcte et une compréhension réelle des
notions mathématiques liées a ces techniques ».

Dans les années qui ont suivi (1980 a 2000), alors que s’opére un retour lent de ces notions
dans I’enseignement, les enseignants ont pu constater des difficultés importantes et
résistantes chez les éléves. Depuis, des recherches en didactique® ont montré qu’il était
fondamental de remettre en place, a école primaire et colléege, un enseignement des
grandeurs basé sur des situations robustes.

Tout particulierement pour 1’¢cole primaire, on consultera les ouvrages écrits par ERMEL
au Cycle 3, dans lesquels une partie importante concerne I’apprentissage des longueurs et
des aires.

Ces recherches ont montré qu’il est important de faire la distinction entre surface, aire et
mesure, ce qui n’a pas toujours été le cas®. Concernant ces trois points, on a :

- La surface : Il y a une différence entre la surface physique (champ, terrain, etc...) et
surface géométrique qui est une partie (bornée) du plan affine (donc abstraite).

1 Pour approfondir ce sujet, il est nécessaire de se référer a I'article (qui date mais essentiel) de Marie-Jeanne PERRIN-GLORIAN,
IREM de Paris-7, « L'aire et la mesure ». L’article est en ligne.

2 Voir I'article ci-dessus, a la page 17.

3 Cité dans I'article ci-dessus, page 17 (les programmes du 2 janvier 1970).

4 Voir la bibliographie de Iarticle ci-dessus. Pour le collége on consultera Y. CHEVALLARD : « Les grandeurs en mathématiques
au college ». Larticle est en ligne.

5 « Apprentissages géométriques et résolution de problémes », ERMEL Géométrie Cycle 3, aux Eds Hatier.

6 Voir « L'aire et la mesure » ci-dessus, page 31.
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- L’aire : ¢’est un invariant des surfaces, « deux surfaces ont la méme aire si on peut les
superposer ». On percoit immediatement 1’ambiguité, car manifestement on ne peut
pas superposer deux champs. Méme dans le plan affine abstrait, cette relation pose
question. Pour décider on peut utiliser, quand c’est pertinent, le « découpage » : si on
peut découper S en polygones et les recomposer (par des isométries) pour les
superposer a S°, on dira que S et S’ ont la méme aire”).

- Lamesure : ¢’est une application entre I’ensemble des surfaces (réelles ou théoriques)
vers I’ensemble des réels. On montre que : mes(S) =mes(S’), alors S et S” ont la méme
aire, ou la méme étendue. Donc, en résumé, il s’agit de remplacer la surface par un
nombre pour simplifier leur comparaison. Mais, tout le probleme est de déterminer,
sans ambiguité, la procédure pour définir ce nombre.

C’est Henri LEBESGUE qui, le premier, propose une construction au moyen de quadrillages
du plan de plus en plus fins. Dans la suite, on essaiera, au moyen d’outils mathématiques
simples, de décrire rigoureusement les diverses démonstrations relatives a cette procédure,
pour ensuite €tablir les propriétés qui en relévent.

On prolongera dans la 2°™ partie, par quelques démonstrations relevant du lien entre 1’aire
et la «grande » théorie, par ailleurs tres complexe, qui s’appelle «la mesure de
LEBESGUE ».

I-2 : Préambule théorique :

Apreés ces considérations didactiques, certes succinctes, donnons quelques indications sur
le développement théorique a venir.
Pour un ensemble de domaines qui reste a déterminer, a partir d’un pavé de forme carrée,
noté C, il s’agit de déterminer une application de cet ensemble vers R*, S — Airec(S), ou
Mesc(S), qui devra respecter un certain nombre de propriétés.
On démontrera que cette application est indépendante de tous les pavés isométriques a
C.
Donc, pour simplifier, on retiendra I’écriture « Aire(S) ».
Si S est un rectangle que I'on peut recouvrir avec 45 carrés et S’ un second par 50 carrés,
on dira que « S a une aire plus petite que S’ » et on écrira que Aire(S) < Aire(S’)®. Hélas,
toutes les surfaces n’ont pas I'avantage d’avoir une forme aussi simple.
On va donc recouvrir le plan de pavés de plus en plus fins. Pour ces pavés, on peut prendre
effectivement, au départ, les carrés de co6té 1 (dont C), formés par les droites paralleles
aux axes et passant par les points de 72, puis :
- Soit, on découpera ces carrés en 2, 4, 8, etc... On utilisera a cet effet, les couples (x,
y), formés par les nombres de la forme k/2", k € Z, n € N.
- Soit en 10, 100, 1000, etc. donc les points de D?: (x,y), avec x ety = k/10/, i=0,1,... et
k € Z.

7 Consulter « Grandeurs et mesures », Henri PRESSIAT, anciennement IUFM de Tours. Le texte est en ligne.
8 En toute rigueur, on devrait écrire (par exemple) : C-mes(aire(S)) = 45 et lire : « Avec l'unité C, 45 est la mesure de toutes les
surfaces qui ont la méme aire que S ». La lourdeur des symboles et de I'écriture n’échappera a personne !...



Nous ferons le choix du partage en 2, 4, 8..., sachant que I'on aurait exactement les mémes
résultats en utilisant les subdivisions décimales (celles justement que I’on utilise a I'Ecole).
Alors, pour une surface donnée, selon un dénombrement particulier de ces différents
pavés, on précisera ainsi, I'idée « d’étendue » du domaine, chaque « petit» pavé
dénombré ayant une aire de plus en plus petite.

En utilisant cette procédure, on verra que parmi les domaines, méme s’ils sont bornés,
certains ne se laissent pas approcher naturellement ... En revanche, pour les « bons »
domaines, que I'on nommera « domaines quarrables », au moyen de démonstrations plus
ou moins difficiles, nous retrouverons toutes les propriétés (invariance par isométrie,
etc...) et des formules de calculs d’aires bien connues des éléves de I'Ecole Primaire ou
College, voire du Lycée.

Remarques :

1) Le texte s’inspirera des auteurs et des livres suivants :

- Henri LEBESGUE, le livre « Sur la mesure des grandeurs », 1975, Eds Blanchard.
Certaines des démonstrations s’inspirent des textes développés par ce grand
mathématicien, en fait, en les reconstruisant au moyen de la symbolique moderne®.

- Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay ; Université Paris-
Sud, en ligne’9. A signaler que les dessins ci-dessous, pour ne pas les reconstruire,
proviennent de ce fichier.

- Jean GENET, pour la 2°™¢ partie, « Mesure et Intégration », 1976, Eds Vuibert. Les
notions de « clans », « tribus », mesures et propriétés sont tirées de cet ouvrage.
Certes c’est un vieux livre, mais c’est le seul sur la mesure encore dans ma
bibliotheque !...

2) Précision : pour simplifier, on utilisera seulement R? dans les démonstrations,
sachant que : I'espace euclidien standard de dimension 2 est R?, R? étant, lui-méme,
I’espace vectoriel sous-jacent!). On choisit 0(0,0), i=(1,0), j=(0,1), alors {0, (i,j)} sera
considéré comme le repére orthonormé de R2.

3) Note importante : il s’agit de démontrer toutes les propriétés de la « quarrabilité »
des domaines de R?, ceci en utilisant le moins d’outils théoriques possibles. Donc, les
démonstrations peuvent paraitre longues et parfois utiliser une symbolique
redondante, mais c’est ce choix qui nous I'impose.

lI- Quadrillage et pavés dans le plan.

Préalablement, nous allons définir, rigoureusement, les familles de parties qui vont
recouvrir le plan et surtout certains de ses sous-ensembles. Ces parties seront toutes des
« pavés » de forme carrée (car ce recouvrement fait penser au pavage régulier d’un sol).

% Voir le chapitre « Aires » du livre de H. LEBESGUE « La mesure des grandeurs », de la page 35 a la page 63. Le texte a été
numeérisé et il est en ligne.

10 voir 3 radresse suivante :https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~joel.merker/Enseignement/Multiples-

integrales/doubles-integrales.pdf.
11 Voir pour des précisions : « Géométrie », M. BERGER, Eds Fernand Nathan : tome 1 (page 58, 2.1.9 Définition et page 59,
2.2.1) et tome 2 (page 72, 9.1.2 Remarques)...
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II-1 Définitions

Au rang 0, on définit un ensemble de pavés : Qo ={[m,m + 1[x [p,p + 1[/ (m, p) € 2%}
Pour le pavé C pris au départ, appelé « pavé unité »,ona: C€ Qp, C=[0,1[x [0, 1[.

Pour recouvrir le pavé rectangulaire D = [0, 3[ x [0,5], il faut 15 = 3 x 5 pavés de Qg indicés
par les couples d’entiers de I'ensemble suivant : [0,2] x [0,4] < N2, dans lequel il y a bien
15 couples d’indices : (0,0), (1,0), (2,0), (0,1), (1,1), (2,1), (0,2), (1,2), (2,2), (0,3), (1,3), (2,3),
(0,4), (1,4), (2,4), qui correspondent aux 15 pavés
([0,1[x[0,1[; [1,2[x[0,1[; [2,3[x[0,1[; [0, 1] x [1,2], ... etc).

Au rang 1, on définit I'ensemble des pavés : Q; = {[m m+1[ [ p+1[ /(m p) € ZZ}

Le pavé C est recouvert par 4 carrés de la famille Q; (voir dessin ci-dessous).

Pour recouvrir le méme pavé D = [0, 3[ x [0,5], il faut 60 pavés de Q; indicés par les couples
d’entiers de I'ensemble suivant : [0,5] x [0,9] © N?, dans lequel il y a bien 60 couples
d’indices.

Au passage du rang 0 au rang 1, on a « découpé » chaque pavé du rang 0 en 4.

Au rang 2, on définit cet ensemble de pavés: Q, = { Z%,mz—:l[ X [2—p2,p2—21[ | (m,p) € ZZ}

Pour recouvrir le méme pavé D = [0,3[ x [0,5[, il faut 240 pavés de Q, indicés par les
couples d’entiers de I'ensemble suivant: [0,11] x [0,19] < N2, dans lequel il y a 240

Fig 1 : Ces dessins proviennent du fichier de F. de Marcay.
Le dessin de gauche, trait noir, est un carré de Qo (rang 0), c’est en fait le carré unité C.

o IR R U | SR I ¥ IR S P W24 S S R o WY SR 1 YO [P U I IS ST ) | [

couples d’indices.

Maintenant, passons au cas général :
Au rang k (k = 0, donné), on définit enfin 'ensemble des pavés :

Q=[5 5] x [ 50l | omp) e 2?)
Enfln, pour recouvrir le méme carré D = [0,3[ x [0,5[, il faut 3.5.22K pavés de Qx indicés
par les couples d’entiers de I’ensemble suivant : [0, 3.2K — 1] x[[0, 5.2 — 1] c N?,
dans lequel il y a : 3.5. 22K couples d’indices.



m m+1 P pti
2k’ 2k’ 2k

guelconque de la famille Qx. S’il n’y a aucune amblgmte et pour simplifier, on pourra noter
Cx un de ces pavés.
mp m m+1

Ona:Int(C.P)= C ot

R2, on utilisera |nd|st|nctement |nt(D) ou D, selon les cas, pour désigner I'intérieur de D.

Notation : Pour k >0, on notera C, = [ (m,p) € Z%, un pavé

[ ] =, —| » sachant que pour un sous-ensemble D de
2k’ 2

On peut vérifier que pour chaque famille Qy, k = 0:
- Elle est composée de pavés disjoints 2 a 2.
- Ces pavés recouvrent le plan R? en entier : Yk € N R2= Upnez Upez Cp -
Ce recouvrement est une conséquence directe de Ia propriété suivante :

VYu € RVk € N 3n = n(u,k) € Z (unique) tel que: &< u <= x (n = E(2".u), E(.) partie
entiere).

lI-2 : Parties quarrables du plan.

Définition 1-1 : On appellera domaine ou surface, toute partie D bornée du plan R?, a savoir
incluse dans un disque de rayon suffisamment grand ou un rectangle élémentaire
suffisamment grand (ce qui est équivalent). On préférera le terme « surface » quand le
domaine est connexe.
On définit les ensembles suivants :
Dlnt

= {c"P| (m,p) € Z% et "’ < Int(D)} et D=

m,p 2 P
{Ck €Q,|(m,p) € Z2 et C."" n D = 0}

Proposition 1-1 : Si D est un domaine, ces deux ensembles sont finis.

Si D#@alors: vk € N D = @.

Si Int(D) # @ (intérieur non vide) alors : 3k, € N tel que Yk > k, D" # @.

Preuve :

Il y a un nombre fini de carrés Cll?’p dans tout rectangle, donc également dans celui qui
contient D.

Donc: D#@=D#@=vkeNIC, P€Qrta.C/PnD#0, puisque les C_ P
recouvrent R2,

Si Int(D) # @ = 3R, rectangle ouvert, t.q. R C Int(D), donc: 3k, € N 3(mg, po) € Z2 tels
que : Clr::)"’p" c R c Int(D), donc : Yk >k, D{™ # @.

Exemples :
- SiD = {M(x y)€R2| Ix|+]y]| < }alors DI = DM™=@ mais: Yk >2D™#@. En
effet: Co° = [0,1[ x [0,1[ ¢ Int(D) (ainsi que [—1,0[ x [— 1 0f,etc..),CY° =
[0,%[ X [O,%[ ¢ Int(D) (ainsi que les 3 autres carrés), mais : C [0 [ [0 [
Int(D).



- Pour D =[M,N] pour M et N € R?, alors : Int(D) = @ donc:Vvk € NDI"™ = 9.
- SiD = {(xy)|x=0,y>=0} qui est un domaine non borné, alors : Card(DI") =
Card(Df*') = +o0. On exclut, évidemment, de tels domaines.
- Enrevanche:siD= [0,r[x[0,s[,avecrets€ N,r=>1ets>1,
Card(D™) = (r.2% — 1) x (s.2% — 1).
CardDPY) = (r.2¥ -1 x(s.2¥ =D+ (.2 + 1D+ (s.2k+1)x2 — 4= (r.2F+
1)x( s.2% + 1).
Voir pour une démonstration : Annexe n°1.

Définition 1-2 et proposition : Pour un domaine D
et k €N fixé, la Proposition 1-1 permet de définir
quatre valeurs : N
- D’abord: nj = Card(D{") et: nj = N
Card(DE™), \

- Puis: ax = znz—kk et by= 2nz+k
Clairement, ces quatre valeurs ont du sens. \ palh /
On pose, pour D domaine du plan: \ ==
Dl: = UCkED%(nt Ck et Dl-: = UCkEDﬁ)(t Ck
Voir Figure 2, ci-contre : Fig 2 : Ce dessin provient du fichier de
Ces deux domaines sont des réunions de pavés, " ! ~
évidemment 2 a 2 disjoints, de la famille Qi. Dy (s’il est non-vide) et ng sont des polygones
dont les frontieres sont composées de segments paralléles aux axes.

Proposition 1-2 : selon les définitions ci-dessus, on a :
1) Vk € N Dy € D c D (voir exemple ci-dessus, Fig 2).
2) VKkeNO < ag < by.
3) {ayg}ken est une suite croissante et {b }xen st une suite décroissante,
asavoir: YKk € NO < ay < ag;q1 < bgyq < by < by.

4) Les deux suites sont donc convergentes et si on pose : 1Iit =

= limay et 1§ =

limb
k- kv

Ona:0< It <&t
Preuve :
1) D’aprés la définition de Dy et D;f, on déduit la double inclusion.
2) Ona:VkENC eDI™ = C,cD =(CND # 9 = C, € D& = DN
Dext

Donc: Vk € Nnj = Card(D{") < Card(D{*) = n} = ;—kk < ;—ltk = 0<ay<
3) Quand on passe du rang k au rang k +1, chaque pavé est « coupé » en 4,ilyena
donc 4 fois plus de pavés Cy,; que Cy dans le polygone Dy.. Mais au rang k+1 on
augmente le nombre de pavés qui sont inclus dans Int(D) (on bouche un peu les



vides), donc on ajoute « un peu » de pavés au polygone Dy pour obtenir Dy .
Pour DEX% et DEX* c’est Iinverse...
En conséquence, on a les inégalités : 4. ny < nl:+1 et nf,, <4.n.
2.k+2 1 1 1
En divisant par 2 ,ona:VKEN —r ng < 51— oz Dkt €6 S5ias ng, < K
ny,
Donc, avec : DI, D&Y ona:Vk € NO < ay < ag;; < byyq < by
4) C'est un simple résultat sur les suites décroissantes et croissantes, dites
adjacentes, bornées, donc convergentes. L'inégalité sur les limites étant une

L— T~
C

/ Fig 3 : Le carré (ci-dessus), c.a.d l'unité C, fait
/ \ partie de la famille de pavés Qo.
\ / Donc, le dessin ci-contre montre :

- des carrés de la famille Q; et un cercle

N / / .
- les deux polygones : D"t ¢ D c DXt
\ / On a:n> = Card(D7) = 48 et nT = Card(DT) =

conséquence également bien connue.

Commentaire : Ces deux valeurs positives ou nulles 1I"et 18Xt existent pour tous les
domaines D du plan (bornés par hypothése). Mais deux cas se présentent : les domaines

pour lesquels 1INt = 18Xt et ceux pour lesquels 0 < 1t < ]&X¢,

Définition 1-3 : on dit qu’'un domaine D ou surface du plan affine est quarrable si :
llnt lext

On notera : @ (R?) I'ensemble des domaines ou surfaces quarrables du plan.

Proposition 1-3 : Un domaine D est quarrable si et seulementsi :

nk ny
22k )

lim (by —ay) = lim
Jim (b — ay) = lim (
La quantité : nj —n, correspond au nombre de carrés de rang k qui intersectent la
fermeture du domaine D sans étre inclus dans 'intérieur du domaine.

A savoir : nj. — ny = Card{Cy € Qy|Cx N D # @ et C, ¢ Int(D)}.

Preuve :

; . +_ -
Ona:VKENO <a, <M <& <h, =0 <IS— It < b, — g =Lk

22k




lint

SiD est quarrable = I i nk)

= lim ay =18 = lim b, = lim (b —a) = lim (=55

nk nk
22k

Enfin, puisque : D1r1t c D = nj —ng = Card(DeXt) —~ Card(Dlnt Card(D§** —
Dlnt)’

Inversement : lim (b —ay) = lim (Z77%) = 0 = limay = lim b, = Jint — jext,

n; —ni = Card{Cy € Qx| Cx N D # @ et C, ¢ Int(D)}.
On utilise ici : A et B ensembles finis, si A € B = Card(B — A) = Card(B) — Card(A)2).

Commentaires :
- Peut-on caractériser explicitement les éléments de @ (R?)?...
- % (R?) étant 'ensemble des parties bornées du plan R2. Voir Annexe n°2, pour un
exemple de domaine D borné et non-quarrable: D = ]0,1[ x]0,1[ n (R? — Q?),
donc: B(R?) & % (R?).

lll- Les propriétés fondamentales
I1I-1 : la soustraction et la réunion ensemblistes.

Proposition 1-4 :
1) SiD et P sont quarrables et P € D, alors : D — P est quarrable.
Et : 1INt — Jint — jext _jext — jint - — 18Xt Donc : Aire(D — P) = Aire(D) — Aire(P) >
0.
En particulier : P € D, alors : Aire(P) < Aire(D).
2) SiD et P sont des domaines quarrables, alors D U P et D N P sont quarrables,

’ int ext 1nt ll’lt 1nt ext ext ext

Donc:: A|re(D U P) Alre(D) + A|re(P) Alre(D n P).

Commentaires :

1) Attention, ce n’est pas parce que P © D et D quarrable que P est quarrable. Contre-
exemple: D = [0,2]x[0,2] et P = [0,1] x[0,1] n (R? — Q?); P c D, or P n’est pas
quarrable et D I'est !.

2) De plus, D et P quarrables et P c D, il est nécessaire de remarquer que la
démonstration de la 1°" assertion, a priori, ne va pas de soi.

En effet, on aimerait bien que : Yk > 0 Card((D — P)§*") = Card(D§*") - Card(PS*Y), en
divisant par 2%* et en passant a la limite, on aurait immédiatement la moitié du résultat
attendu.

HéIas onn’a pas en général cette égalité entre les cardinaux. Voici un contre-exemple : P

=|—= —] — = —] etD= [—— —] [—— —] alors : P c D, ils sont tous deux quarrables,
mais : pour k = O Card((D — P)§**) >1 et Card(D§*") = Card(P§*"), donc pas I'égalité !...

12 fyidemment, il est nécessaire de préciser que dans cette égalité, les deux signes « - » ne sont pas de méme nature.



Il est donc nécessaire de chercher une autre procédure.
Preuve :
Pourlel):
On pose: (D—p)int
{Cx € QxlCkNn D—P # 0},
Puis:riy = Card((D — P)iI") etr} = Card((D — P)&Y et nf = Card(DEXY),
Et:n, = Card(D‘nt) etmy = Card( inty et mit = Card(PSXY),
Enfin:ay = —% et ¢y = Sok i ~etfy =S et eg = erk et by = ;—Ik et dy = ;—1;
On utilisera des relations suivantes : A NB cANB,A° = (A)S,

- ECFetGNE#P=GNF=+0,

- AN(BNC) #dP=ANB+0et ANC=+0,

- etB c A= Card(A—B)=Card(A)— Card(B) (A et B finis).

{Ck € leck C Int(D — P)} et (D P)ext

Puisque: P cD = PcP cD c Ddonc: (€ ™= C,cP = ,NnD =0 =
Cyx € DX,
Donc:PcD = P\" c Df** = nf — mj = Card(D&Y) — Card(P/™) = Card(DEX* —
lrlt
),
Or :D-P=DNPC(P® = CgrzP pour simplifier),
Donc:D — P=D NP cD nP° =D n (P)S,
Alors:C € D —P)X =N —P)#0=C nd n(P)) =0,
Donc:Cy ND# @ et C, N(P)°# 0= Cx ND # @ et Cy ¢ Int(P),
Conclusion : C € (D — P)&* = C, € D&t et C & PI™ = (, € DEX* — pint,
Donc: (D — P)&t c D&t — pi" = rf < n} — my,
Onadonc:rgy <ry S n; — my, la 1% inégalité étant toujours vérifiée.
Maintenant :
Si on minore cette double inégalité ainsi: ny — mf <r, <ry < nf — my,
Pour k > 0, si on divise cette triple inégalité par 22K,
Onaura:ak— CkakSekak— dk:
Et si 'on fait tendre k vers I'infini, on obtiendra : 11"t — [€Xt < It < ]ext < jext _ jint,
Puisque P et D sont quarrables :
Ona: lert _ llnt et l(}e)xt — liPnt — lert _ liPnt — 1iDnt _ l(}e)xt — lglt p= lert .
llnt — leDXt lext llnt

Ce qui prouvera que D — P est quarrable, et en plus: liDrlt —1p D-p =
lext

Donc : Aire(D — P) = Aire(D) — Aire(P)...

Reste donc & démontrer que : n — my < ry

A savoir : Card(DIM) - Card(PX*) < Card((D — P)IM).

Inutile de chercher si PF** c D™ et DI — Pt < (D — P)™), ce nest pas le cas..

En revanche: Card(Dmt) —~ Card(Plet) < Card((D P)int) & Card(DIM) < Card((D — P)lrlt
+ Card(PS™Y).
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En utilisant : Card(A U B) < Card(A) + Card(B),

Ona: Card((D — P)I" U PY) < Card((D — P)IM) + Card(PSX").

Nous devons donc démontrer que : Card(DI™) < Card((D — P)I" U P*") et on aura le
résultat escompté !

Pour cela, il suffit de démontrer que : DI" ¢ (D — P)Inty
Soit Cyx € Dlnt = C, C D, deux cas se présentent: C, NP = PouC NP # 0,
Si:CxyNP # ¢ = Cy € P,

Si:C,NP = ¢ = C, ¢ P® = P°,
Comme C, € D, alors:C,cD nPC=DnpPe=D — P,
Donc: C, € (D — P)I™, on a l'inclusion demandée...

ext

}.

Pour le 2) : Les relations utlllsees sont :

. PuQ=PuQ;PnQ=PnQ; PUQcPUQ PNQcPnQq,

- AUB# Q< A+ @ouB=+ @, Card(A U B) =Card(A) + Card(B) — Card(A N B).
D’abord, on va démontrer: Yk € N (PUQ){ = B uQf etP UQx < (PUQ)y,
Aussi: (PN Q)y © BI nQjet (PNQ)x = P NQy.

- Ona:Cke(PUQ); o N PUQ=CN(PUQ) =(Ck NP)U(Ck N
Q #9, _ _
(:)CkﬂPiQ)ouCaniQ),
& Cr€PouCy€eQf & Cre P UQ,
Donc: (PUQ); = PF UQ}.
- Egalement:C €EPLUQy = C, c PouC,c Q= C, cPuQc

PuUQ,
= Cx € (PUQ)y,
Donc: P, UQy € (P U Q).

- Et:Ce(PNQ)y S 0#C NPNQc CNPNQ=C. NP =
PetC, N Q% @,
= CrEPletCeQf = Cr€e P NQL.
Donc: (PN Q) c B n Q.

- Enfin: (k€ PNQy © CcPNQ=PNQ & CccPetCyc Q&
CkE Pk_ etCkEQE,
A savoir: (PN Q) =P N Qx.

Commentaire : sur 2 relations, on n’a pas forcément les inclusions inverses, en effet :

SiCk € (PUQ)y = Cyc PuQ,oronaseulementP U QcPuUQ,
Donc : C, € P ou Cy © Q nest pas forcément vérifié | (saufsiP N Q = 0).
Deméme:Cr EPFNQE = Cy NP #0etC, N Q0= C, NnPN Q=0,



Hélas, on a seulement: PN Q2P NQ, donc: C, N PNQ # @ n’est pas forcément
vérifiée.

En passant aux cardinaux, d’abord :

En appliquant les égalités ou inclusions ci-dessus, en particulier : Card(P; U Q}) =
Card((P U Q){),

Card(P/) + Card(Qj) — Card(P n Qf) = Card(P; U Qf) =Card((P U Q).

Avec: (PN Q)f c P nQf = Card((P N Q){) < Card(Py N Qy),

On a: Card(P) + Card(Qj) - Card((P N Q){)) = Card(P) + Card(Q;) — Card(P; n
Qo)

Donc : Card(P,) + Card(Q;) - Card((P n Q);) = Card((P U Q);: (1

En divisant chaque valeur par 22X et en passant a la limite(3),

Ona:(1)= I8 + leQXt ll‘?,’r‘]tQ > lf,’f,tQ (2),

Ici en utilisant: (PU Q) 2 (P, UQp) et (PN Q) =B NQy,

Card((P U Q)y) = Card(P; U Q) = Card(Pg ) + Card(Qy) — Card(Pc N Q),

Et donc : Card((P U Q)i ) = Card(Py ) + Card(Qy) - Card(P N Q)) (3)

En divisant toutes ces valeurs par 22X et en passant a la limite,

Ona:(3)= I = P + 15" — Iphq = IR = B + 15" — I3t (4).

Par hypothése, P et Q sont quarrables, donc : 1§ = [t et 15" = 1lrlt (5),

On sait que (inégalités toujours vraies) : Ifq < ¥ (6) et 1g}§Q < ﬁ’th (7),

On va pouvoir « associer » les relations (2), (4), (5), (6) et (7) :

On a: I, > 1Dt 4 [0 — [ImE) > I 4 [0 19X ((4) + (6)) = I8 + 15 — 18, (avec
(5)), .

Avec (2), ona: Ig¥ + 1§ — 158q = 150, avec (7) : 17 + 15 — 155q = 150q = IpUgs

Donc, on obtient : li;“UtQ > 155, = 1{,an — 1i,nJQ = 189,

Et, avec (4), (5), (7) et (2):

Avec (4): g‘er > llrlt + llnt - l},“JQ > 1lrlt + llrlt - lg’f,tQ(avec (7)) = 18+ 18’“ - 1§,>§,tQ
(avec (5)),

Avec (2) + (7): 15 + 1% — 1 = Iphg = Ibho-

Donc : Ighq = I§hg = lth = Ipnq = Ipng-

Ce qui fait que : P U Q et P N Q sont quarrables.

Et I'on a les égalités : [0 ,= 18X, = [t 4 Jint _ Jint - jext 4 jext _ jext
Conclusion : Aire(P U Q) = Aire(P) + Aire(Q) — Aire(P N Q)... Cafd..

I1I-2 : Lien entre domaine et frontiere :

D’abord une définition4 :

BsivneNx, +y, =2z, = lim x, + hm Vn = hm z, (siles 3 suites convergent, évidemment)

n—+oo

4 « Topologie générale », Bourbaki, Eds Hermann TG I. 8 (page 8, Définition 11).
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Définition 1-4 : Soit D un domaine borné de R?, on note Fr(D) la frontiere de D, qui est
définie ainsi :

Fr(D) =D N CgzD = D —D = D N CrzD (c’est 'ensemble des points du plan a la fois
adhérents a D et a son complémentaire, Fr(D) est donc un fermé).

Commentaires :

- SoitD ={M € R?|d(0,M) < 1} alors: D = {M € R?|d(0,M) < 1}, D =D et donc:
Fr(D) = {M € R?|d(0,M) = 1} = C(0,1), c’est le cercle de rayon 1 (centré en O). La
frontiere est bien une courbe au sens commun du terme (trace laissée sur une feuille
par le déplacement du crayon).

- Ce n’est pas toujours le cas, exemple: D = (]0,1[x]0,1]) N (R? — Q?), c’est
I’ensemble des points du carré unité de coordonnées irrationnelles, alors : Fr(D) =
[0,1]x[0,1] (voir Annexe n°2).

- Plus généralement: f: R— R?, f(t) = (x(t), y(t)) une application de classe
CPavecp = 2avecVt € U, Df(t) # 0, et 3L > 0 t. q. f est L-périodique et injective
sur [0, L[,

Alors : C={M(x,y) € R?|(x,y) = f(t), t € [0,L]} est difféomorphe a C(0,1).

Dans ce cas, il existe 2 ouverts connexes Dint, Dext, tels que : DintU C U Dext = R?,
d’intersections vides 2 a 2 (Théoréme de Jordan(1®)),

Donc toute courbe fermée C difféomorphe au cercle, définie un domaine ouvert,
borné et connexe D = Diy: tel que Fr(D) = C.

Cet exemple montre bien ce qu’est une frontiére, surtout que (Théoreme du passage
des douanes) si N € Dj,;et M € Doy, alors: [M,N] N C # @, ce qui veut dire que si
I’on veut aller de l'intérieur du domaine vers I'extérieur, on est dans I'obligation de
passer la frontiére (donc la douane !).

Intermede :
- Pour la définition de la courbe fermée C, on a la représentation ci-dessous (Fig 4) :

Fig

Proposition 1-5:

15 Voir définition et théorie : « Géométrie différentielle : variétés, courbes et surfaces », M. Berger, Eds PUF, page 353.
16 Dans le méme livre, voir Théoréme, page 357.



1) Soit D, une partie du plan, telle que D # @ et D # R?,alors: {D, Fr(D), D¢} est une
partition du plan.
2) Soit C une partie convexe nonvide:C ¢ DetC ¢ D= CNFr(D) # 0.
Preuve :
1) Onsaitque:Fr(D)=D—D=D N CrD = D N Cg:D.
- Puisque : D # R?, par hypothése = D¢ # 0.
EtsiFr(D)=@® = DN CgrD =@ = D c D, ce qui est absurde... Chaque élément
de la partition est bien non vide.
- DUFr(D) uD®=R?
Eneffet :DUFr(D) = DU (DN CgD) = (DUD) N (D U CRzD)
Or:DUD = DetDUCgD = R? donc:DUFr(D) = D, dou le résultat.
- Les parties sont disjointes deux a deux :
FrD)ND=DNCgrDND=0,
Fr(D) N D¢ =D n CgzD N D= @,
Et:DND¢ = @,car:D cD.

2) Par hypothése : C & D, on peut donc choisir : x ECet x & D,
Deux cas se présentent alors, puisque {D, Fr(D), ﬁc} est une partition : x € Fr(D) oux €
D€,
Six € Fr(D), on a le résultat caralors: CN Fr(D) # @.
Donc, on va étudier le cas : x € D€,
De méme on choisity € C ety & D€, donc comme ci-dessus, on étudie le cas : y € D.
On a d’abord : [x,y] < C puisque C est convexe et de plus x # y, car : D n D¢ = 9.
On pose:
Soit C;={t € [0,1]| x + t. (y — x) € D¢},
Soit C= {t € [0,1]| x + t. (y — x) € D},
Alors :
- C; et C; sont des ouverts de [0,1], car réciproques d’ouverts par une fonction continue :
t—x+t(y—x).
-nonvides: 0 €ECycarx€ DdoncCi# @etl €Cycary € DdoncC, # 0.
~Et:C1N Cy= @ carsity € CiN C, = x + to.(y-x) € D et € DS, ce qui est impossible puisque
{D, Fr(D), ﬁc} est une partition du plan.
Donc, puisque [0,1] est connexe, forcément: C; U C, ¢ [0,1] = 3t; € [0,1] t.q. t1 € C, U
C2<=>t1$C1ett1$C2,
Donc: x +ti.(y-x) € D et x + t1.(y - x) & D€,
Donc, puisque {D, Fr(D), ﬁc} est une partition : x + t1.(y - x) € Fr(D),
Et enfin puisque : x + t1.(y - x) € [x,y] < C,
Celaveutdire: CN Fr(D) # ... Cqfd

Voici un théoreme important qui montre, d’une autre maniere, la pertinence du concept
de frontiere :
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Théoreme 1:

Soit D un domaine quarrable, alors : Fr(D) est quarrable et Iy py = I§}(p) =
0.

Inversement, si Fr(D) est quarrable, deux cas se présentent :

18Xt — 1int _ — 0 alarc N act Anarrahle

Preuve :

Rappel : D{''= {C, € Q,| C,  Int(D)} et. D*={C, € Q,| C,n D # @},

Bt : Dy = Ug, epine Ck et Dy = Ug, epext G,

Fr(D),"= {C, € Q| C, < Int(Fr(D))} et. Fr(D)*={C, € Q| C n Fr(D) = 8}.
On pose : mj = Card(Fr(D),", m{f = Card(Fr(D)",

mk

Et également: ¢, = ;n—k et dv= zz_k'

2.k
Ona: Fr(D);"c Fr(D){, donc : my > mj, et dv= cy,
On sait : Fr(D) = D N Cg2D est fermé, donc : Fr(D) = Fr(D).

Tout d’abord : Yk € N D" U Fr(D)J* = D§*,
Soit C, € D" U Fr(D)* = C, € D{" ou C; € Fr(D);",
Donc, par définition : C, € Int(D) ou C, N Fr(D) # @,
Comme : Fr(D) = Fr(D),ona: C,n (D n CgeD) 2 0,
Donc: C, € D" U Fr(D);* = CCInt(D)ouC, NnD N CrD#0.
Si: C,cInt(D) = C,nD #@ (puisque Int(D) c D) = Cy € DEX,
Etsi: G,NnDNCreD#® = C ND 2@ = Cy € DFX,
Donc, on obtient la 12 inclusion, & savoir : DI U Fr(D)&* c DX,
Inversement : C, EDF"* = ¢, nDz0 = C, ¢ DS,
II se peut que C, € DI™, auquel cas : Ck € DI U Fr(D)&, pas de probléme !
i:C, & DM™alors:C, & Int(D)=
Donc : Cx ¢ DetC, ¢ DS comme Cy est un pavé, donc non vide et convexe, on peut
appliquer  la  Proposition 1-5, ce qui  implique: C, NFr(D) =
Cx N Fr(D) # @ (puisque Fr(D) est fermé).
Donc : G € D" = C, € Fr(D);" ouC, € D{".
On a I'inclusion inverse, d’ou I'égalité : vk € N D" U Fr(D)&* = DX,
Maintenant, supposons : 3C, € D{" n Fr(D)* = C, c D et C,n Fr(D) = C,n Fr(D) # 9,
Donc: G, (DN CgzD) = (C,NCrzD) N D# @ = C,NCr2D = 9,
Ce qui est contradictoire avec : C, € D, donc : Yk € N DI"* 0 Fr(D)$X* =

Passons aux cardinaux :
On sait que : A et B finis, alors : C=A U B et AN B=@ = Card(C) = Card(A) + Card(B)
Donc avec : D" U Fr(D);™ = Df*et D{" n Fr(D);" = @,



Card(DEXt) = Card(Dy" U Fr(D);")= Card(Dy") + Card(Fr(D);*),

Donc: ni = ny + my.

Onapourfinir:VKE NN —ng =mf >mp =0 = ay—by= dx=c¢ =0,
Maintenant, si D est quarrable : kEer(ak —by)=0= 11m dy = lim ¢ =0,

k—+ o0

Donc : Ipy = Ifr(py = 0, ce qui veut dire que Fr(D) et quarrable etIf5tp) = Iprpy = 0

Inversement : Fr(D) est quarrable :
Alors, 2 cas se présentent : I§5(p) = 1{}{p) = 0 ou bien : Ig5py = Ifrp) > 0.
ext int

- Sitlgrpy = lprp) = 0, puisque : Vk € Nag — by = dg = ¢ 2 0,
Alors: 0 = Ig{py = lim dy = Jim (ag—b) =0 = Jext = |int

k—+o0

D est bien quarrable.

11%)15ED) = llFnrt(D) >0
Voici un exemple : D =10,1[ x ]0,1]) n (R? — Q?),
D est borné et D = [0,1] x [0,1] , ce qui implique : D # D, D n’est pas fermé,
Avec D = @, ce qui implique : Fr(D) = [0,1] x [0,1], donc est quarrable puisque I’on verra a
la Proposition 1-6 qu’un rectangle, ici un carré, est quarrable et que : lFr(D) l‘Fr;t(D) =1.
En revanche, D ne I'est pas !...
Voir : Annexe n°2 pour la démonstration.

Ce cas particulier se généralise : Ifx(py = Iprp) > 0 = Ifipy = lim ¢ >0,

k—+0o0

Donc, puisque : Vk E Nay — by = dy =2 cg=0= lim (ay —by) = lim ¢ >0,
k—+o00 k—+o00

Donc : kliT (ax — b)) > 0 = 18 > 1M donc D n’est pas quarrable.
—+00

Note : Si D est quarrable, donc on vient de voir que Fr(D) I'est. Or, comme on a vu
(Proposition 1-4, ci-dessus), la réunion de deux domaines quarrables est quarrable, donc
puisque D = D U Fr(D), D est quarrable.

Mais encore, D = int(D) U Fr(D), donc on a : int(D)= D — Fr(D), donc : int(D) est quarrable
(également Proposition 1-4, ci-dessus).

Mais en revanche, si int(D) est quarrable (I'ensemble vide est quarrable), alors D ne I'est
pas forcément, comme le montre I'exemple ci-dessus. Mais c’est exceptionnel, car on verra
gu’un carré ouvert est quarrable, le méme fermé I'est également (et méme semi-ouvert),
de méme pour le cercle ouvert et fermé...

V- Des domaines, des surfaces et des Aires.
IV-1 : Rectangles, points, segments et polygones.

La démonstration de la proposition suivante, basée sur des exemples, peut paraitre
fastidieuse (et longue !). Mais c’est un exemple permettant de montrer la difficulté du
dénombrement effectif des pavés, quand on veut que celui-ci soit rigoureux.
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Proposition 1-6 :

Soita >0 et b >0, 0(0,0), A(a,0), D(a,b), B(0,b) et R le rectangle OADB (les c6tés sont
paralléles aux axes), tel que: R = [0,a[ x[0,b[. Alors R, est quarrable et 18 = ]It =
Aire(R) = a.b.

Preuve(®?);

Rappel : RiM={Cy € Q| Cx = R} et RE*'= {Cy € Qy ck NR # (zs}

Lemme 1l:Va€R,a>0,VkE€N,Im, € Ntel que:0< ? Sa<T. De pIus:klglgo%z a.
Preuve : my = E(a. 2k), si E(x) est la partie entiére du réel x.

La limite est évidente puisque : |a — —| < zk

D’abord, il faut démontrer la propriété (C) suivante :

(C):si0< %Sa< m'z‘ et0< 123"<b< p‘; alors :

Jkgtelque: VK= Kon = (my+1).(py+1Detng = (m, — 1).(py—1)>0

Une fois (C) démontrée, la suite est relativement aisée :

+_ - — — —
Avec: Vk > ko, NN _ Myt DX (Prt+1) — (M= DX (Pr—=1)  _ 2.(Mk+pi) _ i(%+%) <

22.k 22k 22k - 2k
2
oK (a + b),

+ —
—Ny . .
Donc,ona: k11m T =0, ce qui veut dire que le rectangle est quarrable.

g (m+1) X (pr+1) _ (my+1) X (px+1)

De plus : ay =

22k 22k T 9k ok 7
. myi+1 . +1
Et, d’aprés le Lemme 1: hm =k = Jim = =aet lim == Jim 2 =),
k—o0 2 k—>00 2 k—o0 2 k—o 2
1 . 1
Alors : hm ay = lim (Tt x Pty = 11 x lim 22— =axb.
k— k—oo 2

De méme pour by évidemment... Donc 1int =18t = a.b.

Démontrons (C), d’abord pour ny = Card(R‘nt) :

Soitaetb EReta>0,b>0,onpose: App={l €N|2L.a >2et2.b > 2}
Soit : ko = Min A = 0, alors : Agp) = [Ko, +0o[ = N.

Commengons par un exemple :

Avec:a=5.10"2etb=7.1073alors: 2L.a > 2et2l.b =2 <I> 6et 1>9,donc:k, =
9

On peut vérifierque:0<k < 8 = Rint = (. Par exemple pour k =

0< 28 <5102 < M eto< 2 <7103 < B2 o g =12etpg=1
2 1 2 SEPIT 7 2 :
Certes : [ 5153 [ [5,2—8 [ c 10,0,05[ mais 8,28 [ ¢ 10,0,007[ = RIM = @,

Idemsik=0,1,..,7.
En revanche : pourk=9: mg=25etpg=3

17 La démonstration qui suit, s’inspire de celle proposée par H. LEBESGUE dans son livre « La mesure des grandeurs », page 37.
Voir en ligne. Mais, elle s’en écarte, en raison de la définition des pavés et de leur inclusion potentielle dans I'intérieur de D et
non dans D lui-méme.



Alors: [ 5,2 |, [5. 2| <10, 5.1072et |5, 2], |2, 5] < 10,7.1077
Donc : Card(RIPY) = 24 x 2 = 48.

_ mw
h :.::j:::::}::::j::::}::::_,,.r Autre exemple, pouraetb €R, 3
cf L _t :L A . . 7 11
s 1 Lo <a<-etS<a<—
S EEER B B B 2 2

Alors : ko= 0 et si on prend, k =
1:

=[0,a[ x [0, b[, ce domaine est
représenté par le rectangle aux
bords « épais ».
On a visualisé un carré de Qg

0,2 . ,
,C(() ), et des carrés de la famille
- . a7

Passons au cas général :
Ona:R™ # @ < 3(m,p) € N? tel que : Cm'p ]O a[x]0,b]

& 3(m,p) € N? tel que : [m,m+1[ [p p+1 ,a[ x]0,b[

2k’ 2k
(:>E|(m,p)EN2tquue:[;n m2—+1[ 10,a[ et [p p+1[c 10,b[,
& 3(m,p) € N?telque:0<m<m+1 <a.2KetO<p<p+1 <
b. 2K,
& a2k 22eth.2X 22 & k €Aqy.
Donc: R = @ =k € Agp)
Donc, 2 cas se présentent :
- ko > 0,alors:0<k <k, = RI"™ = @etvk>kyRIM" = ¢
- ko = 0,alors: vk > ORI = @

Maintenant, soit: 0< 7 <a< "reto< 2 <b< 2,
Sik=ko:
1 2 mg—1 mk 2 Pk—1 Pk
Alors:[ﬁ,z—k[, S [c 10,a[ et [zk'_k[ [zk )k c ]0,b],
. 1 . [ Mk mk+1 1 . [Px px+1
Et pas plus, car: [O,;[ ¢]O,a[, S ¢ 10, [0,;[ ¢ 10,b|; ko [
¢ 10,b[,
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Z—ri,mz—?[ clal ®1<m<mg—1< mg<alXetl <p<py—1< px<
b. 2K,

Ces inégalités sont possibles que si: 2 <a.2Ket 2 <b.2K, donck € A,y &
k > ko,

Or:0<m < a2< mp+1et2<a2X = my > 2, idem pour py, donc on

peut conclure :

llya:(mg — 1) intervalles [Zﬂk,mz—il[ 10,a[ et (px — 1) intervalles [

10,al,
Donc : Card(RI"™) = (my — D x(px — 1) > 0.

p p+1
K’ ok

Maintenant pour n; = Card(R{*"):
On sait que : R§* = {C[""| (m p)E Z> et " n R # @}avec: R = [0,a] x [0, b],
Soit fRk = {C’ p| (m,p)EZ? et Ci"° ¢ Int(R) et C;"° N R # @} (f comme frontiere).

Alors: R$Xt = RIM y fRy avec: RI™ N fRy = @, il suffit donc de déterminer:
Card(fRy).
Avec:0< 7 <a< T Eeto< X <b< BT

2k 2k —
(m,p) € Z2 (:)[m<00up < 0] ou [m—Ooup =0]lou[l <m<mgetl <p <
pi] ou [m =myoup =py Jou[my <mou px <p]J.
Remarque : on démontre facilement que si ces 5 conditions sont déclinées en sous-
ensembles de 72, on obtient un recouvrement de Z2 (mais pas une partition).
- Immédiatement, on élimine [1 < m <mygetl <p < pgl, car cette propriété
permet de définir les éléments de RI™, voir ci-dessus.

- [m<Ooup < 0]:sim <0,m+1 <0 =>[m m+1[n [0,a] = @,
Idempourp:sip <0,p+1 <0 = [p p+1[n [0,b] = @,

K’ Sk
Donc:[m < Ooup < 0] ;i,mﬂ[ [Zpk,pz%l[n [0,a] x [0,a] = O,
- [m=0oup = 0] = Cmpn[Oa] [0,b] # @, en effet :
1
m=0: [0 zk[ [Zpk,p;([ ,a] x [0, b];t@pourOSp < px, donc py + 1 cas,
Ou p = O: mm+1[ [O, k[ x[0,b] #® pour 0 <m <

2k’
my, doncmy + 1 cas,

my mg+1 +1
- [m=meoup =p ] = |72 :

e, 2 x |22 n [0,a]x[0,b] # 9,
Ceci pour 0 < p < pg donc py + 1 cas,
ou:p=px = |32 x |2,25] n[0,a]x[0,b] @,

2k’ 2k’
Ceci, pour0 < m < my,donc my + 1 cas,

- [mgy<moupg <pl=m=m+1 = [0,4a] n[;‘(,mﬂ[—@,

p pt+1
—ZQ,

ldempourp>py = p = px+1= [0,b] n[z_k’ "



Combien y a-t-il de pavés qui vérifient tous ces cas ?: ((my + 1)+ (px + 1)) x2

?

Pourquoi « -4 », parce que les 4 pavés « des coins » sont comptés 2 fois,

-4

savoir :

0,38 x [0 5o x 5 ]s [e 5] x oozl s[5 5 x [5 5

Par suite : Card(D§*") = (m — 1).( px— 1) + ((myg + D+ (px +1))x2-4,
Dong, au final et par le calcul : Card(D§*") = (my + 1).( px + 1).

Conséquences :
- Ona:R=[0,a[x[0,b[, alors : Aire(R) = Aire(R) = Aire(R) =
Il suffit d’appliquer la Proposition 1-4, Aire(Fr(R)) =0, R =R U Fr(R), R = R = Fr(R).

- Soit un Cdont les cotés sont paralléles aux axes et dont la mesure des c6tés vaut h,

alors : C est quarrable et Aire(C) = 1&* = [I't = h2,

- Et  donc:  Vk € NVCy € Qy Cy est quarrable et Aire(C) = 18 = I8 =
1\ 1
& ==

Proposition 1-7 :
- Un point {A} est quarrable et : 1&5 lffjg

- Un segment quelconque [A, B] (resp. ]A,B[) du plan, il est quarrable et: li[ng] =

I7X%) = 0 (resp. Kag = Ifag; = 0)-

Preuve :
Pour le point : d’'une part, il est évident qu’aucun carré de Qi n’est contenu dans {A},
Donc: Dy = @ etn = Card(D{") =0 = Yk € Nay = 0 = I3} =

D’autre part: = Vk € N 3Cy unique tel que:A€ Cy, = nf =1 = bk — = lfﬁ =

0...

Pour le segment : pour l'intérieur on a le méme raisonnement que pour le point,
Donc: D = @ et n = Card(D{") = 0 = Vk € Na, = 0 = I}, = 0.

Pour les carreaux qui intersectent le
segment :

Il existe un rectangle R=MNPQ, donc les
cOtés sont paralleles aux axes, tels que A 1
et B appartiennent respectivement a un =
coté (comme le dessin ci-contre T

I'indique). ——

Soit n; le nombre de carrés de rang k qui
intersectent le segment, Ny le nombre

Fie R 1In rectansle nn<éd «<iir 11n
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carrés contenus dans le rectangle et N le nombre de carrés qui intersectent le rectangle.
Alors : Yk € NO <nj < Nf — Ny

Cette inégalité exprime simplement qu’il y a moins de carrés, de rang k, qui intersectent le
segment que de carrés qui se situent sur la frontiere du rectangle R, ce qui parait évident,
sur le dessin ci-contre :

N;f — Ng . . nf _
—57x = buisque R est quarrable, khm 2K = 0= l[AB] =

N
2k —00

En conséquence : 0 < 22K <
0.

Commentaire : ce dernier résultat permet de mettre en évidence la différence entre Aire
et Longueur, car pour un segment, son Aire est nulle... mais sa longueur est strictement
positive (si A # B).

Traditionnellement, un polytope est une intersection d’intérieur non-vide de demi-
plans®®. Nous appellerons polygone une réunion finie de polytopes, son intérieur est non
vide, il est connexe et évidemment pas forcément convexe.

Soit P un polygone, alors il existe n+1 points Ay, ..., Ans1 tels que :

A1 = Ana et Fr(P) = Ui<i<nlAj Aj+1 ], les Ai pour 1 <i<nétant les sommets du
polygone(?),

Proposition 1-8 : Soit un polygone P, alors il est quarrable.

Preuve :

Soit P est un polygone a n c6tés, donc n sommets,

Donc : Fr(P) = Uq<i<nlAj, Aj+1 |, I'intersection de 2 cbtés étant, au plus, un point,

Ona :li:r}t(P.) = Igp) < }zrllli[?\ti,Am] = yi=n l‘fjfit,AiH] = 0, d’aprés la Proposition 1-4,
A savoir : If}py = Ifp) = 0, donc P est quarrable,

Donc : Aire(P) = 1" = [€X¢ Cgfd !

Note : on pourra calculer explicitement Aire(P), mais pas avant de connaitre 'aire du
triangle, car tout polytope est une réunion de triangles(?9,

Puisque I'on sait que les polygones sont quarrables, peut-on approximer un domaine par
des polygones de plus en plus proches ...

Proposition 1-9 : soit D un domaine borné, sous-ensemble de R?.
D est quarrable, si et seulement si : il existe {P, }hen €t {Qn}nen, deux suites de polygones,
tels que :

- vn eN,P, €D cqQ,,

18 Voir définition dans « Géométrie », M. Berger, Eds F. Nathan, Tome 3, page 81.

19 Dans le livre ci-dessus on a, page 89 : Fr(P) = U; Face; (P). Dans notre cas d=2 (d dimension de I'espace), Facei(P) est une
partie (bornée, fermée) d’une droite (d-1=1), d’oli un segment [4;, 4,1 -

20 voir « Géométrie », M. Berger, Tome 3, page 94, Proposition 12.2.3 (dans le cas d=2).



- dim 1@t p = lim 1§, =0.

nh—oo *I k—o0 ] _
Dans ce cas, on a alors : I8t = [Nt = |im 1€t = |im 1™ = ]im 1t = lim D¢,
D Q
n—oo I n—oo 1 n—oo 0 n—oo 0

Donc : Aire(D) = lirJrrl Aire(Qp) = liI}rl Aire(P,)
n—>+oo n—+oo

Commentaire : Cette proposition laisse entendre que D est
quarrable dans le cas ou I'on peut approcher et seulement dans ce
cas, le domaine par une suite de polygones, les uns inclus dans D,
les autres contenant D, d’'une maniere aussi proche que I'on veut.

Preuve :
Si D est quarrable :
Il suffit de poser: Pe= Dy = Ug pintCk et Q= Dy =

Fig 9 : une surface

UckeDext Ck,

Avec : D™= {C, € Q | C,  Int(D)} et. DY ={C, € Q,| C, n D = @},
Alors on a bien, par définition, la double inclusion,

Or: D -D™ ={Cy € Qi|Cx N D # @ et C; ¢ Int(D)},

De p|US : Qk - Pk = _Dk k = UCkEDEXt —Di(nt Ck,

Card {C € QlCx N D # @ et Cy ¢ Int(D)} = n} — nyg,

Donc: VK EN, Ig_p = 15 p = by — ay, d’oll le résultat.

Inversement, si on part de I’"hypothese :
Il existe {P,}nen €t {Qntnen, deux suites de polygones, tels que :
- P, €D cQ,,
: int — 1; ext —
- lim g p = lim l5-p =0.

n—oo n—oo N

D'aprés:P,cDc Quona: li}f < it < 1lnt et l%’f}t <&t < le’;t

Avec : 15X = 1lnt et 15 = lg‘kt car B, et Q sont quarrables, ce sont des polygones,
Or, d’aprés la Proposition 1-4 : 1§ , = 15", = 1§ — Ig¥ = 15 — 11¢,

. ext _ jint ext ext 1nt 1nt ext int
Donc:0 < 1§ — [t < Jgt — ext — jint_ pint _jext 1Qk_Pk,

Cecicar:aSchetaSc Sbetc Sc = OSC—C’Sb—a,
Donc : 1§t — It = 0, c’est-a-dire : 1§ = 1" .. Donc, D est quarrable... Cqfd !

IV-2 : Déplacements(?!) d’un domaine ou surface.

Proposition 1-10 : Soit D un domaine quarrable (borné) de R? et T une translation de R? (de
vecteur 1), alors T(D) est quarrable et 15y = l‘Tn(tD) 1Xt = ]I ponc: Aire(T(D)) =
Aire(D).

21 On appelle déplacements du plan toutes isométries qui conservent les angles orientés : translation, rotation...
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Preuve :

On sait que : Yk € N Dy et ng sont des polygones composés de n et nfg pavés Cy,
donc T(Dy ) et T(ng) sont des polygones composés du méme nombre de pavés Cy =
T(Ck), hélas ils n’appartiennent pas forcément a la famille Qyx (sauf, parfois, si les
coordonnées du vecteur translation sont entieres).

Mais, on le sait, ce sont des carrés dont les c6tés sont paralleles aux axes et disjoints
2 a 2 (évident car la translation conserve cette propriété) et dont les cotés ont les

. 1 1 .
mémes mesures que Cy, et I'on a donc: le’l‘(t l“:(t G2 = 5x (il suffit

d’appliquer la Proposition 1-6, voir conséquence sur le fait que ce carré Cy est

quarrable).
De plus : T(Dy) € T(D) < T(D{).
t 1 int _ 1
Ona: li‘?D"') l'llt 2R ai et l’ll‘n(Dl"(') = ng. 2K by,

Ces égalités proviennent du fait que T(Df) (resp. T(Dy) ) est composé de n;. (resp.
ny ) pavés qui sont disjoints, il suffit alors d’appliquer la Proposition 1-4 (réunion
disjointe de pavés),

On adonc: by < If{yy < I5h) < ay,

ext lll’lt

Donc, puisque D est quarrable : lim by = If{p) = Ir(p) = lim by = JgxXt = qint |

Conséquence :
Soit b > a et ¢ > d, C(a,d), F(b,d), G(b,c) et H(a,c) et Q le rectangle EFGH (les c6tés sont
paralléles aux axes), tel que: Q = [a,b[ x [d, c[, alors: Q est quarrable et [§* = [J' =
(b —a).(c —d).
En effet : ce rectangle est le translaté du rectangle de mémes dimensions, mais dont
le sommet C est a I'origine du repere : Q = T(R), R étant alors le rectangle dont les
sommets seront : 0(0,0), B(b-a,0), C(b-a, c-d) D(c-d, 0). En appliquant la Proposition
1-6 on a le résultat.

Proposition 1-11 :
Soit C un carré dont les cotés ne sont pas paralléles aux axes, si les cotés ont pour mesure
h, alors C est quarrable et 18Xt = [Ibt = h2,

Preuve :
Sur la Figure 10, ci-dessous :

________ Q- ____

v

Fie 11



Soit h la longueur du c6té du carré du départ C (en gras sur les figures ci-dessus),

Soit E le carré qui enveloppe C (en pointillés sur les figures ci-dessus), ses cotés sont
paralleles aux axes.

Soit A, B, C, D les 4 triangles rectangles et A’ le triangle issu de A par une translation (sur la
Figure 10, la fleche noire est le vecteur d’une de ces translations). On obtient également
les triangles B’, C’, D’, respectivement issus de B, C, D par une translation.

Les figures A’ U C (resp. C' U A, B U D, D’ U B), sont des rectangles dont les co6tés sont
paralleles aux axes.

La figure K est un carré dont les cotés sont paralleles aux axes.

Note : Quelle est la différence entre la Figure 10 et 11 ? L’angle a varie de 0 a T,

La figure 10, correspond a: 0 < a < g (pour O, g et  le carré C « revient » paralléle aux
axes),

Pour a = %, Le carré K disparait (voir ci-dessous pourquoi), il reste seulement les 4 triangles
rectangles A, B, C, D. Mais, le raisonnement ci-aprées fonctionne encore,

La figure 11, correspond a : §< a < T, le raisonnement ci-dessous sera identique.

\ , . . TC
Passons a la démonstration : Figure 10, 0 < ot < 2

Les cHtés des triangles rectangles mesurent : h.cos(a) et h.sin(a).

A’ issu de A par la translation T : A’ = T(A), alors d’aprés la Proposition 1-10 :
lext lext.

leXt llnt

A' U C, C' U A, B U D, D’ U B sont des rectangles dont les c6tés respectifs mesurent
également : h.cos(a) et h.sin(a).

Les cotés de K mesurent : h.cos(a) — h.sin(a) = h.(cos(a) — sin(a)).

Puisque les cotés de K sont paralléles aux axes, ona : 18t = 1I1* = h2, (cos(a) - sin(a))?.
Précision : d’ou la disparition du carré K pour a = E, car: Cos(g) = Sin(g) = g

Précision encore : sur la Figure 11, les valeurs des mesures des cotés sont inversées pour
les triangles, mais restent identiques pour K et E.

Avec les Propositions 1-4 et 1-6 (sur la réunion des domaines et le rectangle, cotés
paralleles aux axes),

On a: h2. cos(a).sin(a) = 155, o = 1§ + 18 = 1§ + 18 = 18X . (idem pour 1IP¢) ).
Précision : il est nécessaire de noter que A’ N C n’est pas vide, mais est un segment [U, V],
dont on sait (Proposition 1-7), que : 17, = Ii'y;, = 0, donc les égalités de la Proposition
1-4 s’appliquent.

De méme ona: h2 cos(a).sin(a) = 18 5 = 18 5 = 18 + 18X (idem pour 1Y, ).
Donc: 1§ = (15X + 1Y) + A" + 1§ + 1§ = 2. h?. cos(a). sin(a) + h2. (cos(a) —
sin(a))?.

Aprés application de formules et réductions, on a : 18t = |I't = h2,

On a les mémes calculs et résultats a partir de la Figure 11.

D’ou le résultat final... Cqfd...
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IV-3 : Résultats généraux : isométries et homothéties

Proposition 1-12 :
Si & est une isométrie du plan et D est quarrable, alors :
@(D) est quarrable et : 1) = I§(p) = 15 = 15". Donc : Aire(®(D)) = Aire(D).

Commentaires, ce que |'on sait déja :

- Les carrés sont quarrables, que leurs cotés soient paralléles aux axes, ou pas. Donc, quand
on a un carré et que I'on appligue une rotation, le carré « image » est aussi quarrable et
son aire est calculable (Proposition 1-11).

- Pour la translation, qui est une isométrie, on a également le résultat annoncé.

On va voir que c’est encore vrai pour toutes les isométries du plan.

Preuve :
Lemme 2 :

Soit A I'ensemble des fonctions F : R — R?, qui vérifient la propriété suivante :

FEA o [VDcR?De GR?) = F(D) € GR?) etlifp) =Iip = 5 = 7]
On remarque que : A # @ car évidemment : Idgzz € A, mais également toutes les
translations (Proposition 1-10).

Alorssihetge A = hoge 4:

Preuve :

Si P est quarrable et g € 4, alors : D = g(P) est quarrable et : 15 = lgéf)) = |gxt = int

Egalement, si h € A : h(D) est quarrable et : If{) = i, = 15 = 17,
. ext — 1ext —j1ext _jext _ jext __ jext
Donc: lhogeey) = higeey) = lhmy=lo™ = lgpy = Ip
llnt — llnt — 11nt — llnt — llnt — llnt
hog(P)) ™ "h(g(P)) — "h(D)™ 'D g — P

Par hypothése on a: I = I = hog(P) est quarrable et If5, py) = linopy)= 15 =

int
lP

On conclutque:hoge A.

On sait que toute isométrie du plan est la composée d’au plus 3 réflexions (symétries
orthogonales) :

Donc: V@ € Is(R?) 34A;i=1,2,3 3 droites du plan, telles que : @ = s,,0s,,0s,, (au plus,
certaines pouvant se réduire a l'identité). Voir démonstration a ’Annexe n°3.

On va démontrer que : VA, droite du plan, s, € A.

Donc, grace au Lemme 2 : [s(R?) c 4, ce qui correspond au résultat demandé.

Preuve :
Soit A une droite du plan et s = s, la symétrie orthogonale de droite A.
Soit D un domaine borné et s(D) le symétrique de D,



Notation : k € N, DI et DE** les ensembles des pavés associés a D et s(D)IIt et s(D)&X*
I'ensemble des pavés associés a s(D). On a : Card(Di") =nj, et Card(Df*')=nj.

: Yk € N Cy € Q, mais : s(C) & Q, donc: s(Cy) n’appartient ni a s(D)IM, n
S(D)eXt.
En revanche, on peut affirmer que s(Cy) reste un pavé, en raison du fait que s est une
isométrie. Donc, avec la Proposition 1-11, s(Cy) , qui est un pavé aux cotés de méme
longueur que Cy, est quarrable

ext int — 2 _ ’
Et:lscoy = L = (zk) sz , 'isométrie conservant les longueurs (et les angles).

Donc, on peut noter : SI™* = {s(Cy)|Cx € DI} et SE** = {s(Cy)|C € DEY},

Alors, s étant une bijection : Card(SI")= Card(DI") = nj, et Card(SE*%)= Card(D$*") = njf,
Posons : B = UckeDi(nt s(Cy) = S(UckeDi(nt(Ck)) = s(Dy),

De méme : P = UckeDﬁxtS(Ck) = S(UckeDﬁxt(Ck)) = s(Dy),

Alors: B, et Plz’ sont deux polygones. lls sont tous les deux quarrables, d’aprés la
Proposition 1-8.

Puisqu’ils sont formés de pavés disjoints 2 a 2, on appliquera la Proposition 1-4, a savoir la

réunion ensembliste de tous ces pavés, avec la propriété de la symétrie, a savoir : s(A U B)
=s(A)Us(B)etAN B—Q) = s(A)n s(B) = 0,

On aura: 11 le)-f-t— ny{ X — = by = Aire(B
pif ~ Mk X K
Et: lmt leXt N X —x = a = Aire(Fy),

Or.Dk c D c Dk = s(Dy) = P cs(D) c P/ = s(Dy).

On a, d’apres encore la Proposition 1-4 : a, = Aire(P) < Igp) < 1;(,)) < Aire(P)) =
bkr

Comme D est quarrable, par hypothése : hm ag = 1iMet hm b = 18t et ]Int= it

Ona:Ip'=I5" = I5py = I¥p)... Cafd

Conséquence : Soit R un rectangle quelconque, alors il est issu par une isométrie d’un
rectangle de méme dimension, dont les cotés sont paralleles aux axes comme celui de la
Proposition 1-6. En appliquant la Proposition 1-12 ci-dessus, on a : Aire(R) =a.b (siaetb
sont les longueurs des cotés).

Proposition 1-13 : Si h = h(Q,r) est une homothétie du plan, de centre () et de rapport r >
0, si D est un domaine quarrable, alors: h(D) = H({,r)(D) est également quarrable et :
D) = liln(%) = r2.1&% = r2,1I" Dponc : Aire (h(D)) = r2.Aire(D).

Preuve :

C’est la méme preuve que la Proposition 1-12, mais avec un agrandissement des pavés.
Soit : h=h(Q,r), Q € R? etr>0.

Soit D un domaine borné et h(D) ’lhomothétique de D.

Notation : k € N, DIt et DXt |es ensembles des pavés associés a D et h(D)IMt et h(D)&X*
I'ensemble des pavés associés a h(D). On a : Card(DI™) = n; et Card(D{*)=nj.
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: VK EN Cy € Qeona:h(Cy) & Qy, donc: h(Cy) n‘appartient ni a H(D)I", n
H(D)ext.
En revanche, on peut affirmer que h(Cy) reste un pavé, en raison du fait que h est une
homothétie.

Mais, les c6tés du pavé valent : —, il est quarrable.

2
Et: lpcy = liln(tck) = (zk)2 = % » 'homothétie conserve la forme des pavés, il suffit

d’appliquer a ce pavé la Proposition 1-11, sur I’Aire du pavé non forcément parallele aux
axes.

Donc, on peut poser : H™ = {h(C,)|Cy € DM} et HE* = {h(Cy)|Cx € DEXY,

Alors, h étant une bijection : Card(HI")= Card(DI") = nj, et Card(HE*Y)= Card(DEXY) = nj,
Posons : H = UckeDi(nt h(Cy) = h(UCkeDi(nt(Ck)) = h(Dy),

De méme : Hy = Ug, epexh(Cid) = h(Ug,epex(Ci)) = h(DY),

Alors: Hy et Hf{ sont deux polygones, ils sont tous les deux quarrables, d’aprés la
Proposition 1-8.

Puisqu’ils sont formés de pavés disjoints 2 a 2, on appliquera la Proposition 1-4, a savoir la

réunion ensembliste de tous ces pavés, avec la propriété de ’lhomothétie, c’est-a-dire : h(A
UB)=h(A)Uh(B)etAnB=(Z) = h(A)n h(B) =

. 2
. 1in ext_ — -2 + 1 _ 2 — Aj +
On aura .1 1 xzzk re Xy X ¢ = r° X by = Aire(Hy),
. 2
.qint _ ext 2 — 1 _ 2 — A -
Et: 1y, =1 N X g =17 XNy X—p =1 X ap = Aire(Hy),

Or:Dy C D c Df => H(D;) = Hyx c H(D) c Hf = h(D{).

On a, d’aprés encore la Proposition 1-4 : r? x ay = Aire(Hy) < ) < lf{(D) <
Aire(Hf) = r? X by,

Comme D est quarrable, par hypothése : hm ag = 1iMet hm b = 18t et ]Int= int,
Donc : r? x |it= 2 x ]It — lhpy = lf;(D)... Alre(h(D)) =r? >< Alre(D)... Cqfd

V-4 : Ou I'on retrouve deux surfaces « bien connues » :

Un triangle T est quarrable et Aire(T) = %b,

si R est le rectangle, dont les c6tés mesurent C
a et b, et dont un co6té coincide avec le plus
grand coté du triangle ([4,B]) et le cété
opposé contenant le 3°™ sommet (C). On en
déduira la formule du calcul de l'aire du

triangle ! A
Momentanément et pour faciliter I'écriture, H B
on écrira : « Aire(.) = /1() ». Fic 12 1un triancle aver le

Ona:R=T;UT, U T{ UT,.



Or :T{ est I'image de T, (resp. T, est I'image de T,) par une symétrie centrale (ou une
rotation).

Donc: A (Ty) = A(T{), resp. A (T,) =: A (Ty),

Note : Si 'on veut prouver le résultat correctement, ce n’est pas si facile, tout simplement
parce que les intersections des différents domaines ne sont pas vides...

Parexemple: T/ NT, = [A,CletT,NT, = [B,C]

On a, d’apres la Proposition 1-4: A(R) =A(T; UT{) + A(T,UT,) — A[(T{UT]) Nn(T,V
T)]

Or: (Z,UT)) Nn(T,UT,) = (T:nT,) U(lL,nnT)U(T,NT{)U(T{NT,)= [H,C]U
{ctu{cytu{C}=1[H,C],donc:A(R)=A(T, UT]) + A(T, UT,).

Mais aussi: A(TyUT]) = A(T) +A(T]) — A(T;NT]) = A(Ty) + A(Ty) — A([4,C))=
A(Ty) + A(TY) = 2. A(Ty).

De méme : A (T, UT,) = A(Ty) + A(Ty) = 2.A(Ty).

Donc: A (R) = 2.( A(T) + A(T2) =2.(AMTLyUT)+A(T1NnTy)) = 2.(A(TyUT,) +
A(H, CD.

Conclusion:a.b=A(R)=2.(A(Ty UT,)) =2.A(T) ..

Note : en fait, si on oublie les intersections qui sont des segments et qui sont d’aire nulle,
la démonstration est tres simple. Ce n’est que la mathématisation d’actions que les éleves
font couramment (découpage, avec des ciseaux, sur du papier). Mais, la différence est que
I'intersection de deux triangles est un segment (par exemple : T; et T;), donc d’aire nulle,
qui n"apparait pas dans un découpage réel.

Sur le disque D = D(O, )

{M eR?|d(OM) <r}, d étant la distance G,

euclidienne naturelle. (périmétre P,)
EtC={M € R*| d(O,M) =r}. C
D’abord, soit P, le polygone régulier (périmétre %)
inscrit a n cotés (n =3) dont les = TN
sommets sont sur le cercle C, alors si
I(Pn) est la longueur de la frontiere de
P,, cette suite est croissante et bornée
supérieurement, donc convergente.
On pose kli_r)r(lx)l(Pn) = 1(C) la longueur

du périmetre du cercle.
En utilisant Thalés et Pythagore, on
montre facilement que si P; et P, sont

Fig 13: deux cercles
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2 polygones(?? réguliers inscrits dans deux cercles concentriques de rayons r; et ry,
I(Py) _ 12
I(Pl) ry’
Donc:3c € R,c > 0,

alors :
l(Pz) 1(P1) _
2.ry 2rq

PourrdonnéetV¥n € N 1By r) 1©)

= ¢, en passant a la limite oo =C

Cette constante est connue sous le nom de « pi » et se symbolise par 7. Elle se
calcule par approximation, elle se fait plus ou moins rapidement en fonction de la
procédure choisie(?3),

On sait, par la Proposition 1-8, que P, est
quarrable !.

Pour n= 3, on sait que P, est composé de
n triangles isoceles OAB,AetB étant 2
sommets consécutifs de la frontiere de P,

et situés sur C, mes(AOB) = 2771 (pourn =

3, P3 est un triangle équilatéral).
Aire(P,) = n. Aire(OAB) (on néglige les

intersections 1)... o Fig 14: Aire(P,) = n . Aire(OAB) =
Aprés avoir défini les 2 fonctions sin et Lo ani?
cos?4), on a: Aire(0AB) = ™% '
1= r25in (= T
I.Cos (n) 2.1.sin (n) ~ = r’.sin (n).cos (n)
Donc:  Aire(P,) = r?.n.sin (E).cos(g) = %.rz.n. sin(z'f), (sin(2.a)=

2.sin(a).cos(a)).
Soit la suite des polygones Q,, circonscrits au cercle (les c6tés de sa frontiere sont
tangents au cercle C). On a : Aire(Q,) = r?.n. tg(g) (méme raisonnement que pour
P,, voir Fig 14, ci-dessus).
Ona:Vn=>3,P, cCc Q, avec: Aire(Q, —P,) = r2.n.(tg (E) — %.sin(z'f))
(1)
. T . 2y . T, (25)
Onsait que: lim n.sin(—) = 2.met lim n.tg(=) = m'*.
n—-oo n n—-oo n
Donc, la suite (1) ci-dessus converge vers 0.
Il suffit d’appliquer la Proposition 1-9: D est quarrable et en plus, on obtient, pour
terminer: lim Aire(Q,) = lim Aire(P,) = m.r?
n—oo n—oo
On peut donc considérer que D est quarrable et 'on a : Aire(D) = m.r?2.
Remarque : le disque ouvert D est quarrable et on a : Aire(D) = m.r2.

22 Cette figure 13 est tirée du livre de J.P. Delahaye : « Le fascinant nombre 7», page 8, Eds Pour la science, ou sur Internet :
https://excerpts.numilog.com/books/9782410014457.pdf
23 pour s’en faire une idée exhaustive, lire « Le fascinant nombre 7 », de la page 10 a la page 22.

24 Définition a I'ancienne comme propriétés dans le triangle rectangle : relations entre les cotés et les angles, I'unité d’angle

étant le radian : sin(a) = cos(a) = tg( a)= %.

sm( )

25 0On démontre que (o en radlan) : =1, ainsi que : éirr})% = 1. Il suffit de poser : @ = ZTH etf = %
(X —>



IV-5 L’invariance de I'application Aire :

Dans toute cette 1°" partie, on a choisi un pavé de forme carrée, que I'on a noté C, puis on
a construit les familles {Qy }xen. On peut méme définir le repére (O, (i,j)) a partir de ce carré
(les vecteurs i et j « s"appuyant » sur 2 co6tés du pavé C, O étant un de ses sommets, le
repére est alors orthonormé, a savoir : ||i|| = ||jIl = 1).
On a défini rigoureusement I'application : ‘@(R?)— R*; D — Airec(D).
Nous allons supposer, de nouveau, que cette application dépend du pavé C, c’est pour
cette raison que I'on notera dans ce paragraphe : Airec(D).
Question : que se passe-t-il si on choisit un autre pavé de forme carrée, noté C’, et que I'on
reproduit la procédure ci-dessus décrite ? Deux cas se présentent alors :

a) Cet C’ sont des pavés isométriques et de forme carrée.

b) Cet C, sont des pavés qui ne sont pas isométriques mais toujours de forme carrée.

Tout d’abord : F étant une isométrie, une homothétie ou la composée des deux, on sait
que: VAetB c R% F(A) c F(B) & A c B,F(A) n F(B) = F(A n B),F(A) =F(A)
,F(4) = F(A).

Ensuite (26 : C et C’ sont isométriques, soit ® I'isométrie telle que : C’ = ®(C), on construit
donc les familles {Q’k}keN qui « s"appuient » sur le pavé C'.

Soit D un domaine quarrable, on pose : A = @ (D) ?7),

Il est clair que: V(m,p) € Z23(r,s) € Z2 tel que: C;/ * = P(C), Cp'° € Q. et Ci°

Qk-

Soit : {C;. € Q;|C; © A} =A™ et {Cy € Q¢|Ck c D} =DM,

Et:{C, € QCi N A+ 0} = A’eXt et {Cx € QxlCx N D = @} =D,

Alors, soit: CiP €A™ = P cA= P = d(CP) d(D) = d(D) = C3

D,

Donc: VP € A™ 3C° € D™ t.q Cp'P = P(CL). Il est facile de voir que I'inverse
est vrai.

Egalement: C;'P NA # @ = ®(C}) N ®(D) = (CF) N d(D) _c1>(c Nn D) = 0,
Donc: CF N D #@, donc: VC ° € A" 3CE €D tq Cp° = &(CY), et
inversement.

Donc, on a : Card(Aj™) = Card(DI™) et Card(A*Y) = Card(DEXY).

De plus : VK € N, les pavés C; et Cy sont des carrés, les cotés mesurent —, donc leur aire

est:zz—k

26 En fait, la démonstration ci-dessus est la copie de celle qui est dans le livre : « La mesure
des grandeurs », H. Lebesgue, page 43. Elle est juste rédigée au moyen de la symbolique

moderne.
27 || est nécessaire de noter que les quadrillages ne sont pas superposés, ni les droites les définissant paralléles. De plus A et D
peuvent étre « éloignés » I'un de I'autre (il suffit d'imaginer que @ soit une translation suivie d’une rotation).
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En conséquence: im (1 Card(A"“t)) = lim (L.Card([)mt)) — Jint — |jint

Et: lim ( Card(A'eXt)) = lim ( Card(DeXt)) = 1§t = ;&

k—+o0
Puisque D est quarrable, avec C : lant 1ext = 10t = ]}t ot donc A= ®(D) est quarrable

avec C'.

Donc : It = |&xt — /Int - ]/eXt — Ajre (D) = Airec(dP(D)).

Puisque A= ®(D) est quarrable avec C’, on peut appliquer la Proposition 1-12 avec ®' =
®~1(qui est aussi une isométrie) et avec C’, a savoir : Airec(A) = Airec(®'(A)).

De plus, pour le domaine D : ®'(A) = ®~1(d(D)) =D

Conclusion : Airec(D) = Airec(D)...

Maintenant si C et C’ ne sont pas isométriques, on passe de C a C’ par une isométrie suivie
d’une homothétie : C' = F(C) = H(O’, r) o ®(C), avec r > 0 et O’ le centre de H qui est un
sommet du pavé ®(C).

En s’appuyant sur C’, on peut construire la famille {Qk}keN

Attention : sir # 1, les pavés de Q}, Vk = 0, sont « plus grands ou plus petits » que les
pavés de Qx, de méme évidemment que C et C’ (mais dans la méme proportion).

Soit D un domaine quarrable, on pose : A = F(D) = H(O’, r) o ®(D),

On peut développer la méme démonstration que ci-dessus.

Et 'on a: Card(A{™) = Card(DI™) et Card(A;®*Y) = Card (D).

Mais : vk > 0, d’'une part, Cy est un carre dont les cotés ont pour dimensions, par rapport

a C: —, son aire par rapport a C est ——. D’autre part, Cj est un carré dont les cotés ont
pour dlmen5|ons par rapporta C’ : —k (par rapporta C: L), donc son aire par rapporta C’

est: (r/en de paradoxal, car c’est le jeu des unités...).

Card(A'mt Card(Di(nt) Card(ALeXt) Card(DeXt) rint _ jint rext _ jext
Donc: — % 7K Sk ks donc: 13T =1pt et i =1

Puisque D est quarrable, avec C : It = |8t — ]/int = |'xt ot donc A= F(D) est quarrable
avec C'.

Et en plus : [Nt = |&Xt = |int = '®Xt — Ajre (D) = Airec(A).

Puisque A est quarrable avec C’, on va pouvoir appliquer la Proposition 1-13 d’abord, puis
la Proposition 1-12 ensuite. En effet, avec F = H(O’,r) o ® et avec 'unité C’, on a:

Airec(A) = Airec(F(D))= Airec((H(O,r) o @)(D))= Airec(H(O',r)(P(D)) =
r2.Airec(®(D)) = r’.Airec(D).

Conclusion : Airec(D) = r. Airec¢(D).

Commentaire : r > 0 étant le rapport d’homothétie entre les c6tés respectifs de Cet C’, on
peut considérer que cela correspond a un changement d’unités de longueur dans le plan,
donc:



L’application Aire ne dépend que de 'unité de longueur que I'on se donne, a priori (%8
Par exemple : si C’ est le carré de 1cm de c6té et C le carré de 1mm de c6té, on a : Airec(D)
= 639 = 100.Airec(D) = 100 x 6,39 (r = 10).

28 On peut imaginer que si I’on choisit C et C’, deux pavés dans le plan, on détermine deux ensembles des quarrables : &(R?)
et Bc(R?). Il sera facile de démontrer que : Bc(R%) = B <(R?), méme si C et C' ne sont pas isométriques.
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Résumé :
Nous allons synthétiser tous ces résultats dans la proposition et définition suivantes :

Théoréme 2 et Définition : Pour un pavé unité, choisi a priori, il existe une application de
B(R?) dans R* : @(R2)— R*; D - Aire(D) = 1t = It que I'on nommera « aire de... » et qui
vérifie :
1) @ est évidemment quarrable et Aire(@) = 0.
2) Si D est quarrable et D’ € D quarrable, alors D — D’ est quarrable et Aire(D’) <
Aire(D),
Avec en plus: Aire(D - D’) = Aire(D) - Aire(D’) (notation: D — D’ = CpD’, par
simplicité).
3) Si P et Qsont quarrables, alors P U Q et P N Q sont quarrables,
et 'on a: Aire(P U Q) = Aire(P) + Aire(Q) - Aire(P N Q).
4) Si {Ag}ke[in) est une famille finie de domaines quarrables disjoints 2a 2, on a:

k=n k=n

Alre(U Ap) = z Aire(A4)
k=1 k=1

5) Si {Ak}ke[l,n] est une famille finie de domaines quarrables (pas forcément disjoints
2a2),ona:

k=n k=n

Alre(U Ap) < z Aire(Ay)
k=1 k=1

6) Si @ est une isométrie du plan et D est quarrable, alors : ®(D) est quarrable,
Et : Aire(®(D))= Aire(D).

7) Sih=h(Q,r) est une homothétie du plan, de centre () et de rapport r >0, si D est un
domaine quarrable, alors : h(D) = H(Q,r)(D) est également quarrable et : Aire(h(D))=
r2. Aire(D).

8) L’application & (R?)— R*; D — Aire(D) ne dépend que de l'unité de longueur que
I’on s’est donnée dans le plan.

9) Enfin: &(R?) & @B(R?), donc il existe des domaines de R? bornés et non quarrables.

Preuve :

- L'unicité est démontrée au paragraphe IV-5.

- La propriété 1) est évidente : avec @(R?) # @, donc: Aire(P U @) = Aire(P) + Aire(d)
= Aire(P) = Aire(@) = 0.

- 2)et3):c’estla Proposition 1-4.

- 4)et5): Ces 2 propositions se démontrent facilement par récurrence en utilisant la
Proposition 1-4.

- 6) est la Proposition 1-12.

- 7) est la Proposition 1-13.

- 8) C’est le paragraphe IV-5.



9) C'est démontré a I’Annexe 2...
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Deuxieme partie : Relation entre |'Aire et la mesure de Lebesgue.

[- Préambule :

La « mesure de Lebesgue » permet de mesurer quasiment tous les sous-ensembles de R?,
I’axiome du choix étant nécessaire pour en construire un de non-mesurable(?®).

Mais, cette performance se fait au prix d’une construction complexe qui demande des
démonstrations longues et parfois trés difficiles®%. En revanche, la « quarrabilité » est de
nature assez simple, elle est tirée d’expériences a la portée des éleves de I'école primaire
(découpage, déplacement, superposition, ...). Etant donnée la propriété de cette mesure,
les domaines quarrables de R? ont toutes les chances d’étre Lebesgue-mesurables, la
qguestion est : « Peut-on le démontrer, sans entrer dans la complexité de la théorie ».

C’est cette question que nous allons « survoler »!...

Précision : nous ne pouvons pas échapper aux définitions et théoremes essentiels sur
I’existence des tribus et des mesures. Seuls quelques-uns, nécessaires a la compréhension
de la théorie, seront transcrits et admis, au paragraphe suivant.

[I- les définitions et propriétés fondamentales (admises).

Définition 2-1 : « clan » dans le plan R?:
On appelle clan de parties de R? tout sous-ensemble non vide @ de “{R?) tel que (¢ C
AR?) :
- AetBE @ = AUBE @
- AetB€ @ = C,B € @ (on notera dans la suite Cy\B=A-B).
Conséquences :
- @€ @,eneffet® = C4A, ce qui est possible puisque @ est non vide.
- Cette propriété est vérifiée pour I'ensemble des parties quarrables du plan, donc:
‘“(R?) est un clan.
- Plus généralement, toute intersection finie et toute réunion finie d’éléments de ©
appartiennenta @:vn € NVk € [1,n] A€ @ = UKSIAL€ T et NEENALE T,
Ce qui est donc le cas pour les parties quarrables du plan.

Définition 2-2 : « tribu » dans le plan R?:
On appelle tribu de parties de R? tout sous-ensemble .7~ de “(R?) tel que (.7 € (R?) :
- D’abord .7 est un clan,
- Enplus, ona:si{A,}hen st une suite infinie de parties de .7, alors: UpenAp € 4
Conséquence : si {A,},en est une suite infinie de parties de .7~ = NpenAp € 7
(passage aux complémentaires).

29 Axiome du choix : si Z'= {A; ¢ est une famille d’ensembles non-vides, il existe une application ¢ : #— U;¢; 4;, telle que
Vi € I c(4;) € A;.Sion n’utilise pas cet axiome (controversé par ailleurs) dans la théorie des ensembles (ZF), on démontre que
I’'on ne peut pas construire de sous-ensemble de R? (ou R) non-mesurable (voir J. Genet, les Commentaires, bas de la page 69).
30 C’est celle-ci qui est complétement développée dans le livre : « Mesure et Intégration », J. Genet, Eds Vuibert (1976). Mais
également: « Intégration », N. Bourbaki, le texte est en ligne (353 pages)...



Proposition 2-1 : tribu engendrée :
1) Soit {.7 }ie; une famille de tribus sur R?, alors : N;¢; % est également une tribu
(non vide puisque : Vi €1 @ € . 7).
2) D’apreés le 1) ci-dessus, si Q0 € ©{R?), alors il existe une plus petite tribu contenant
(1. On la note .7{(}) et elle se nomme : tribu engendrée par ().

Caractérisations de () :

- 0 peut étre un clan : si ‘©(R?) est I'ensemble des parties quarrables du plan R?, ce
clan engendre une tribu que I’on va noter : .7{ ©(R?)).

- Q) peut étre une topologie: si Tx2 est la topologie naturelle sur R? (celle qui est
engendrée par I'ensemble des rectangles ouverts), on obtient une tribu engendrée
par cette topologie, que I'on notera 23 (T z2) et que I'on nommera tribu borélienne
sur le plan R2.

Définition 2-3 : Soit une application f: R? — R, on dit qu’elle est mesurable pour la tribu
B (Tr2),

Si:Va € R fl]—o0,a] € 23(Tge).
Ou bien, ce qui est équivalent : YU, ouvert de R, f}(U) € 28 (Tgz2), a savoir: f1(Tg) € &8’
(T gz), si Tr est la topologie naturelle sur R®Y),

Maintenant, la mesure de Borel :

Proposition 2-2 : Sur 23 (Tzz) il existe une mesure L (unique), dite mesure de Borel qui
vérifie : pour tout rectangle R = [a,b ] x[c,d] rectangle fermé (ou ouvert, ou semi-
fermé) : L (R)= (b-a) x (c-d).

Preuve :

Admis car la démonstration est longue et difficile. Cette proposition correspond a un point
central de la théorie de la mesure, elle est démontrée dans tous les livres « Mesure et
Intégration »©32),

Définition 2-4 : On dit qu’un sous-ensemble de R? est négligeable pour la mesure de Borel,
si: 3B € @98(Tgz2), tel que : L(B)=0et N C B.

On note S¥R?) I'ensemble des sous-ensembles de R? négligeables pour la mesure de Borel.
On remarque que des ensembles négligeables peuvent ne pas étre dans <3 (T z2).

31 Définition sur « Mesure et intégration », Jean Genet, Eds Vuibert, page 85 et 86,
Définition et Théoréme 1, également : Théoreme 1 page 91 (I'équivalence ne pose pas de
probléme).

32 \/oir : Jean Genet, « Mesure et intégration », Eds Vuibert ; 1976. Théoréme 3 (de Hahn),
page 34 (pour le prolongement d’'une mesure), et pages 63 et 64 (pour la définition de la
mesure de Borel).
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Proposition 2-3 et Définition : on construit I'ensemble : 7(Tx:), a savoir :

A€ (T) < IAB € 25(Tx2) et AN € S¥(R?) tels que : A=B U N (la décomposition n’étant
pas unique)3),

Cet ensemble est une tribu, elle est appelée tribu complétée.

On définit alors I'application :

L: oXTr) — R" telle que: A = B UN = L(A) = L(B) ('égalité étant indépendante de la
décomposition de A) : L est une mesure sur “i(Tx:) appelée mesure de Lebesgue.

Note : 5 (Tg2) & 7Z4(Tp2)et il est évident qu’un ensemble négligeable pour la mesure de
Borel, I’est pour la mesure de Lebesgue.

Encore une définition qui nous sera utile :

Définition 2-5:
1) On définit la fonction indicatrice :
CcR%C #0,1.:R> — {0,1}:VM(x,y) ER?* 1c((M) =1 MECet1c(M)=0 = M €
Cp2C.
2) Soit f: R?—R est continue presque partout si N =
{M(x,y) € R?|f est discontinue au point M} est un ensemble négligeable, pour la
tribu /’/)’mz)

[l - Les liens avec les ensembles « quarrables ».

On choisit D € ¢(R?), on va démontrer :
1) Que Fr(D) est un ensemble négligeable, pour la mesure de Lebesgue.
2) Que Fr(D) = {M € R?| 1, est discontinue au point M}.
3) Que La fonction 1p est continue presque partout sur R2.
4) Que 1p est une fonction mesurable pour 23(Txz).
5) Donc, que D € 3(Tx2).

On aura ainsi démontré que : ©(R?) C Z(Tp2).
6) Il restera a voir que : VD € %(R?), L(D) = Aire(D).

Proposition 2-4 : Soit D un domaine quarrable de R?, alors Fr(D) est négligeable pour la
mesure de Lebesgue.

Preuve :

On sait que si D est quarrable, alors Fr(D) est quarrable et : If}i) = Ifi{p) = O (Théoréme
1).

Il faut démontrer que : 3B € “3z2(T) tel que : Fr(D) C B et L(B)=LB)=0

Rappel : D{''= {C, € Q | C,  Int(D)} et D*={C, €Q,| C, n D # @}

Soit M E Fr(D) = M EDetM ¢ D.

33 Voir J. Genet, « Mesure et intégration », pages 58 a 61, Théoréme 1. La définition demande : BA N = (B - N) U (N-B), mais, il
est démontré que I'on peut remplacer BA N par B U N (bas de la page 59, égalité des 2 tribus).



Pourk > 1,3Cy, € Qi telque:M € C, =M €EDNC, = C, €D,

Mais:M&D = C ¢ D = C, & D™, donc: C, € DX - DI

On pose : Ai= UckeDﬁxt_D{(nt Cyk, alors : M €Ay,

Donc : Fr(D) c Ay

Soit : B=N,en Ak, alors : Fr(D) C B, puisque : Vk € N* Fr(D) c Ay,

Soit la famille : {Ax}xen :

Elle est décroissante, en effet : soit M € Ay, ; = 3Cy, 1€ DXL — DI t.q. M € Cpyq,
alors : Ci . EDSXY, = DN Cyyq# @, et:C €Dy = Cyyy ¢ D.

Par définition des carreaux et le passage du rang k au rang k+1 :

Ona:3C, € Qxt.q.CxpCCrettelque: M € Cy.

Alors: CkN'D DD N Cygy#z® = Cp € DE** et si CpcD = CyyC D ce qui est
contraire a la définition de Cy,,, donc: C, ¢ D = Cj ¢ D{" = Cj € Df** — D,
Comme:M € C, = M€ Ug,epext_pint Cic = Ak = Agyq © Ag... Cafd

Vk €N A € &8 (Tg2) : puisque, évidemment, A est une réunion (finie) de pavés semi-
ouverts disjoints. Donc : B € ©3 (T z2) (définition de la tribu).

vk € NL(A) = L(A) = by -a < + oo.

En effet : on sait (Proposition 1-3) que Card(DEXt — DIt = nff — ny,

Donc: L(Ay) = L(A) = (nfg — ny ).L(Cy) (les Cy forment une partition finie, ils sont disjoints
2 a2,d ol l'égalité précédente).

1 1

Par la définition de la mesure de Borel, on a: L(Cy)= KPR = 7ok (la mesure est définie sur

les pavés, semi-ouverts, comme produit des longueurs des cotés, d’ou cette égalité).
Donc : L(Ay) = L(A)= (nf — n;).zz% = b, - a, (Proposition 1-2 et éfinition).
On peut appliquer un théoréme®¥ sur les mesures et les intersections dénombrables :
L(B) = L(NpenAx) = lim L(Ap) = lim (b,-a) = 0, puisque D est quarrable, on
k—+o00 k—+o00
applique la Proposition 1-3.
Donc Fr(D) c B est bien négligeable.
Proposition 2-5 : Soit D € R%,D # @, soit 1p la fonction caractéristique de D.
Alors : Fr(D) = {M € R?| 1 est discontinue au point M} (cette égalité est vraie dans le cas
général).
Preuve :
;. .. j— . ju— . /d‘ﬁ .
On a, par définition : Fr(D) =D N Cr2D = CprzFr(D)=CgrzD U D =CgrzD U D,

M €E Cp2Fr(D)= M €D ouM € Cx D.

SiMeD = AW ouvert, telque:MEW cDcD=VNeW 1,(N) =1,

Donc 1 est continue au point M (car elle est constante autour de ce point).

SiM € CrzD = IW'ouvert, telque: M € W' c Cz2D € CrzD = VN € W' 1,(N) =0,
Donc 1 est continue au point M (idem).

34 Voir J. Genet, « Mesure et intégration », Théoréme 1 (ii), page 39 : Ce Théoréme est exact pour toute mesure positive, donc
pas seulement pour L et Vk € N A, appartenant a un clan ou une tribu, ce qui est le cas. Une hypothése supplémentaire est
demandée dans le Théoréme : 3k, t.q. Z(Ak0 ) < +oo, ce qui est manifestement le cas.
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Inversement :
Si: 1, est continue au pointM: 1,(M) = 0 oubien 1,(M) =1,

Si: 1,(M) =0,onprendV = —%,%[, W = 151(V) est un ouvert de R?,

Donc:M €W =1,3(V) € CrzD = M E CgaD.
Si: 1,(M) =1,onprendV’ = E,% [, W’ = 151 (V") est un ouvert de R?,
Alors: Me W' = 1;Y(V') ¢ D = ME€D.

Donc: {M € R?| 1 est continue au point M } = CrzD U D = Cp2Fr(D),
Donc : Fr(D) = {M € R?| 1, est discontinue au point M}.

On peut en conclure : dans le cas ou D € @ (R?) la fonction 1p est, selon la définition,
continue presque partout ; puisque I'ensemble de ses points de discontinuité, qui est Fr(D),
est négligeable pour 23(Tx:).(Proposition 2-4, ci-dessus).

Proposition 2-6 : Soit une application f: R2 — R, si elle est continue presque partout
(Définition 2-5), alors elle est mesurable pour 23(Tx2).
Donc : si D € ¢(R?) alors : 1p étant continue presque partout, est mesurable pour 23(Tx2).
Preuve :
Soit U un ouvert de R, il faut montrer que f1(U) € 23(T2). Posons : V = f1(U),

- SiVestunouvertde R% V € @3 (Tg2), donc : f1{U) € #i(Tx2), c’est fait !

- SiVn'estpasunouvert:V#V =V-V % @ (ceci dans R?)
Soit M € V-V et u =f(M), il est clair que u € U,
Comme U est un ouvert : 3W, ouvertde R, telque:u € W c U = M € f}(W) c f}(U) = V.
Maintenant, supposons que f(W) soit un ouvert, de R, forcément : f1(W) €V, car Vx € f
W) c V, qui est un ouvert par hypothése : 30, ouvert de R, t.q. x € 0 cf}(W) c V = x
eV.
Donc: M € V, ce qui est contraire au choix de M, donc f}(W) n’est pas un ouvert.
On peut en conclure que f n’est pas continue en M,
Donc: M € N ={M(x,y) € R?|f est discontinue au point M},
Donc, on peut écrire que dans R2: V=V U (V N N), en effet :

- VU (VNN)cCV est évident,

- V € VU NnN):cestladémonstration ci-dessus, MEVetMgV = M € N.
Or:

-V € 28(Txz2), puisque c’est un ouvert,

- VNN c N,doncc’est un négligeable (tout sous-ensemble d’un négligeable est un

négligeable),

- Donc:V=fYU) € w(Tg).

Nous avons le résultat recherché !...

Proposition 2-7 : Si D € @ (R?), puisque 1 est mesurable pour la tribu 23(Tg.)., alors : D
€ ZX(Tp2).



Preuve :

1p est mesurable, donc (Définition) : 151]—o0, 0] € 7(Ty2),

Or: CgreD =15']—,0] € %(T) = D € 74(Tx2) (Définition de la tribu et
R? € 74(Tx2), Cqfd.

On peut conclure : ©(R?)) C Z%(Tgr2) = 7(AR?)) C 4(Tx2).

Proposition 2-8 : Alors : VD € 7(R?), on a : L (D) = Aire(D).
Preuve :
D € ©(R?) = D € .7{¢(R?) C %(Tr) = L(D) existe.
Maintenant, évaluons L(D), a savoir avec la mesure de Borel : si R est un rectangle dont les
cOtés sont paralléles aux axes :
- D’une part, d’apres la définition de la mesure de Borel, on a : L(R)=a.b,
- D’autre part, pour l'aire on a démontré (Proposition 1-6) que : Aire(R)=a.b,

D’ou I’égalité demandée L(R) = Aire(R) = a.b et a et b sont les longueurs des cotés.
+

On sait que (Proposition 1-2) : Yk e ND, € D c ng etaussi:ay = ;—kk etby =

N
22K
Avec : Dy = Ug, epint Cic et D = Ug,epext C, les pavés étant disjoints 2 a 2.
On a également : lim ay = lim by = 1§t = 1" = Aire(D).
—00 —00

Avec l'inclusion .7 €(R?))C @i(Tr:) VK € N Dy et Df € ©8x2(T), L(Dy) et L(D;) existent,
Etonaaussi:Vk € NDi € D c Df = L(Dy) < L(D) < L(D;) (définition d’'une mesure),
Mais, il est facile de constater, avec la définition de la mesure de Borel,

. . . s 1
On sait que Cy € Qy, ce sont des pavés (donc des carrés), dont les cO6tés mesurent : vl

Ces pavés sont semi-ouverts, donc: Yk € N Cy € 23 (Tgz),

1

. 1y,
Donc, d’apreés ci-dessus sur les rectangles, on a : L(Cy) = (2_k) = Soke

Puis, comme les pavés sont disjoints, avec la définition de la mesure,
+

On a l'égalité : ay = 2 = n;.le_k =n;t. L(Cy) = L(D}}) (1).

Idem pour : by = L(Dy), avec : L(Dy) < L(D) < L(Dy).

Donc: L(D) = klim ay = klim by = Aire(D). Cqfd !

Pour la mesure de Lebesgue, définie sur : @3(Tx2)
D € %R?) = D € .7(%(R?) C “i(Tr:)donc:D=D U@ = L(D)=L(D) = Aire(D).

Remarque et rappel : A € 74(T:) & 3B € @3 (T2) AN négligeable, A=BUN

Mais ona:A=B;UN; = B, UN, alors: L(A) = L(B;) = L(B,) (c’est-a-dire que L(A) ne
dépend pas de la décomposition), donc, puisque D € 23 (T iz), on peut écrire: D =D’ UN
=D U 9,

Donc : L(D) = L(D) = L(D’).

A la suite de cette proposition, on peut conclure :
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- Avec des outils mathématiques relativement simples, on a démontré que tous les
domaines quarrables étaient Lebesgue-mesurables.

- Donc, la mesure de Lebesgue est un prolongement de la mesure des aires !... La
notion de « quarrabilité », notion assez « simple », peut se prolonger en une théorie
générale, complexe, qui permet de mesurer beaucoup plus d’ensembles et ainsi,

ensuite, généraliser sur I'ensemble des fonctions ‘F(R,R?) « I'intégrale de Riemann »

par ce que 'on appelle « l'intégrale de Lebesgue »3).
Note : Ce résultat peut étre considéré comme une montée sur I'échelle de Jacob, comme il est écrit dans I'introduction du livre
« Géométrie vivante », de M. BERGER, Eds Cassini » (916 pages), page 1, ou il dit: « Ce sont ces notions conceptuelles
construites chacune « au-dessus » de la précédente et permettant de s’élever dans I’abstraction, qu’illustre, avec ses barreaux,
I'image de I’échelle de Jacob ».

35 Voir J. GENET, page 127, Chapitre 5, « Intégrale de Lebesgue abstraite, fonctions intégrales ». On construit des fonctions de
R vers R (donc de R vers R%) non Riemann-intégrables mais qui sont Lebesgue-intégrables, d’ou 'idée de généralisation...



Annexe n°1 :

Soit le domaine (trés) particulier : D= [0, r[ x [0, s[ ;

AwurENaseN,HzLle;kENkZQmﬁ:OS¥<<r<

pkt+1
s < 2

alors: © 0 <n<r.2k< ng+1et0 <pg <s.2K< pp+ 1.

Donc, puisquerets€N=> 0 < n, =r.2Ket 0 < p, = .2k

Précision:r> 1= vk > 0,n = r.2X > 2K > 1, idem pour py.

D=10,r[x]0,s[; D = [0,r] x[O,s].

Sion se reporte a la démonstration de la Proposition 1-6, on retrouvera les mémes étapes.
Dans cette propositionona:a € Retb € R,ici,juste:r € Nets € N.
Donc-Cmﬁﬂwnﬁ-(nk—l)x(pw—1)=(nZk——ly(&Zk——l)

Et : Card(DE*Y)= (k- 1) x (pk— 1) + ((Nk+ 1) + (pk + 1)) x 2 =4 = (nk + 1) x (pic + 1) = (r.2K +
1).(s.2k + 1).

nk+1

i 0sh <

2k —

Annexe n°2 :

Soit: U=1]0,1[x]0,1[ etD Un(R2 Q?):

Ona:D = ]0,1[x]0,1]) n (R?2 — Q2) = ]0, 1[ 10,1[ n (R?% — QZ) = Q)car(R2 Q%) =

1)

Car tout ouvert de R? contient des couples de rationnels, donc ne peut pas étre inclus dans
- QZ_

Donc: Cj, < D estimpossible,d’oti: Di* =@ = Vk € Nax=0,d’ou: [P =

Maintenant :

On va montrer que : [0,1] x [0,1] €D =10,1[ x]0,1]) n (R2 — Q2) < [0,1] x [0,1].

C'est-a-dire: D = [0,1] x[0,1] = U.

Pour I'inclusion de droite, on applique les propriétés: (ANB € A NB)et R? — Q2 =

R?.

Pour celle de gauche on va montrer que pour tous les points (x,y) du pavé fermé, il existe

une suite de points dans le carré et de coordonnées irrationnelles qui convergent vers ce

point. Pour ceci, il suffit d’appliquer le Lemme suivant :

Lemme 3 :soitaetb ERaveca<b,alors:da ER-Q (irrationnel) telque:a<a<hb.

Preuve : on sait qu’il existe un rationnel r tel que : T_< r<— \/_, il suffit de poser a = r.V/2.
SoitxtelqueO<x<1let n0>;>0 alors :

Pour Vn > n, il suffit de choisir x, € R—Q tel que: 0 < x — % < x,<x<1

Pour 0, il suffit de choisirx, € R—Q tel que: 0 < x, < %

Idem poury...
Donc:V(x,y) € [0,1]x[0,1] I(Xp, Yn)nen tel que:
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VneNx,ety, ER—Qet0<x,<let0<y,<1let lim(x,,y,) = (X,¥).
n—«

Donc: (x,y) € 10,1[ x]0,1[) n (R? — Q?).
Donc:Fr(D)=D—D = D n CgzD = ([0,1] x [0,1]) N R? = [0,1] x [0,1].
On percoit immédiatement que D n’est pas quarrable, en effet, on a deux possibilités pour
le démontrer :
Ifipy = Ifkpy = 1, donc d’apres le Théoréme 1, D n’est pas quarrable.

- Oubien:VkEN siC,ND # @ < C,. N ([0,1] x[0,1]) # @, puisque : D = U.
Donc:VkEN Cy € DF¥' & Ci € US* puisque U = [0,1] x [0,1].
Or, il est facile de calculer que : Card(UE*") = 22K,

Card(DEXt Card(USxt
Donc : ay = Zg_kk ) = Zg_kk )= 1 =t

Enfin: D = @ = D™ = ¢ = Card(DF*") = 0 = 1 = 0.
Donc: 0 = IIM < 1€= 1, donc D n’est pas quarrable !...

Annexe n°3 :

Définition 3¢): Soit d la distance Euclidienne de R2.

Soit f: R2 — R?, on dit que f est une isométrie si: YM € R? et VN € R? d(f(M),f(N) =
d(M,N).

On appelle point fixe pour toute application f, un point M tel que f(M) =M

On note F(f) € R? 'ensemble des points fixes de f.

La symétrie axiale est la seule qui nous importe pour ce que nous voulons faire : A une
droite, alors : M’ =s5,(M) # M <& Aestla médiatrice de [M,M'] et s,(M) =M & M€
A.

Alors, s, est une bijection et de plus elle vérifie : sy 0 sp = Idgz, F(sp) = A et c’est une

isométrie (on peut le démontrer directement en utilisant le produit scalaire du plan affine
euclidien).

Proposition : Soit f une isométrie du plan, 4 cas se présentent :
1) Si f admet au moins 3 points fixes non alignés, F(f) D {A,B,C} = f= Idg: et
F(Idgz) = R?
2) Si f admet au moins deux points fixes distincts, F(f) © {A,B} = f = Idgz ou f est
une symétrie axiale, et F(f) = (A,B)= A (droite passant par A et B), f = s,.
3) Si f a un seul point fixe et F(f) = {A} = f est la composée de 2 symétries axiales

dont les axes se coupent en A.
4) Sifn’a aucun point fixe = f est la composée de 3 symétries axiales.
Ces 4 cas sont les seuls qui peuvent étre envisagés, donc :

36 Je reproduis cette démonstration, car elle est jolie, rapide, efficace et convaincante. Voir sur Internet:
https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~daniel.perrin/CAPES/geometrie/isometries11-12.pdf




Toute isométrie du plan, distincte de I'identité, est la composée de 1, 2 ou 3 symétries
orthogonales, au plus. A savoir: Vf € Is(R?) — {Idgz} 3A;,A,, A5 3 droites du plan, au
plus, telles que f =, 0S4,08,,.

Preuve :
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1) Si f admet au moins 3 points fixes non alignés, F(f) © {A,B,C}. On a: f(A) = A, f(B) =

B, f(C) = C. Soit M € R? quelconque, on suppose que : f(M) = M’ # M. Soit A Ia
médiatrice de [M, M'],

Puisque f est une isométrie : d(f(A),f(M)) = d(A,M’) = d(A,M), d(f(B),f(M)) = d(B,M’) =
d(B,M) et d(f(C),f(M)) = d(C,M’) = d(C,M).

Alors : A, B, C € A, ce qui est contraire a ’hypothése. Donc : f(M) =M = f = Idg2.

2) Sif admet deux points fixes distincts au moins, F(f) D {A, B} : f(A) = A, f(B) = B.

On suppose que f # Idgez, alors : AC t. q. C’' = f(C) # C. Soit A la médiatrice de [C, C'].
Or, f étant une isométrie on a : d(f(A),f(C)) = d(A,C’) = d(A,C) et d(f(B),f(C)) = d(B,C’)
=d(B,C), donc:AetB € A, donc:A=(AB).

Soit la symétrie orthogonale s, , on a:s,(C) = C'.

Soit : spo f, on a: sp0 f(A) = sp(A) = A, spo0 f(B) = s5(B) =B, sp0 f(C) =s,(C") =C,
Donc : I'isométrie spo f a trois points fixes (au moins), on applique 1) : spo f = Idge
Donc : f = s, (puisque syt = sp).

Remarque : tous les autres points fixes sont sur A, donc : F(f) = A = (A,B) ; en effet,

sidaD € A t. q. f(D) = D, alors, il y en aurait au moins 3 points fixes, donc on
reviendrait au cas 1) : f = Idg2.

3) Sifadmet un point fixe au moins, F(f) D {A}: f(A) = A

On suppose que f # Idgz, alors : 3C t. q. C’ = f(C) # C. Evidemment : C # A,

Soit A la médiatrice de [C, C'] et soit la symétrie orthogonale s, , ona:s,(C) = C'.
Or, f étant une isométrie : d(f(A),f(C)) = d(A,C) =d(A,C’), donc: A€ A = s, (A) = A.
Alors, soit : sp0 f, on a: 5,0 f(A) =s5(A) = A, sp0 f(C) =s,(C") =C.

Donc, s,o f a deux points fixes, donc on est ramené au cas 2) : 3A" tel que : spo f =
Sps

En pour, ona:spo f(A)=sp(A) =A=sy(A) = A €A’

Donc : f=5,0 s, (puisque sy* = s,) et {A}=A N A’, doncf a un seul point fixe.

4) Si f n’admet aucun point fixe, forcément : f # Idgz, alors : 3Ct.q. C’' = f(C) # C.

Soit A la médiatrice de [C,C'], donc : spo f(C) =sA(C") = C

En conséquence : spo f a un point fixe et on se rameéne au cas 3) : 3A;, A, t.q.sp0 f
= SAlosAz,

Donc:f=5sp 05x,08p,.
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