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ENTIERS INTUITIONNISTES
ET ENTIERS CLASSIQUES EN )\ C-CALCUL (*)

par K. Nour Q)

Communiqué par R. Cort

Résumé. — Dans cet article, on présente une preuve syntaxique de la caractérisation opérationnelle
des entiers classiques (des termes clos typables, dans un systéme de typage classique, de type
N {s™ (0)]) de J. L. Krivine. On donne ensuite des conditions sur le systeme de typage classique
afin d’obtenir les entiers intuitionnistes.

Abstract. — In this paper, we give a syntaxical proof of the J. L. Krivine’s operational
caracterization of classical integers (a closed terms typable, in a classical type system, by the
type N [s™ (0)]). We give later conditions on the classical type system in order to obtain the
intuitionnistic integers.

INTRODUCTION

Dans cet article, nous considérons le A-calcul avec la réduction de téte
(appelée « appel par nom ») muni d’un systeme de typage basé sur la logique
Intuitionniste du second ordre : le systtme AF2 de J. L. Krivine.

Ce systéme se distingue du systtme F de J. Y. Girard par sa capacité a
exprimer les spécifications exactes des programmes, ce qui permet d’obtenir
un programme calculant une fonction en écrivant une démonstration de sa
totalité.

Comment programme-t-on en AF2?

e On exprime tout d’abord les types de données par des formules.
Par exemple, pour le type des entiers naturels, on introduit une formule

(*) Regu en décembre 1993, accepté en septembre 1994,
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294 K. NOUR

N [z] signifiant « z est un entier » défini par : N [z] = VX {Vy[X (y) —
X (sy)] = [X(0) — X (z)]} (X est un symbole de relation unaire, O est
une constante pour le zéro, et s est un symbole de fonction unaire pour
le successeur). Ce type signifie que z est un entier si et seulement si z
appartient au plus petit ensemble contenant zéro et stable par le successeur.

La représentation des données en A-calcul s’obtient par démonstration a
partir de la définition logique du type de données. Ainsi la représentation
de I’entier n est obtenue en démontrant 1’énoncé N [s™ (0)]. L’élément clé
qui fait fonctionner les choses est 1’unicité de la représentation des données.
Pour les entiers, on démontre facilement que les entiers de Church sont les
seuls A-termes normaux de type N [s" (0)]n > 0.

e On exprime ensuite les spécifications du programme par un systéme

~

d’équations définissant la fonction a calculer.

e On démontre enfin le théoréme énongant la totalité de la fonction : dans
le cas ou la fonction f est définie de N — N, on obtient un programme
pour f en démontrant le théoréme :

V.. Ve {N[z1], ..., Nzm] = N[f (z1, .-, zm)]}

(ceci signifie que si x1, ..., T, sont des entiers, alors f (z1, ..., Tm)
en un entier).

J. L. Krivine a ajouté une nouvelle constante, notée C, au A-calcul pour
deux raisons :

e Pour modéliser des techniques de programmation utilisées dans les
langages impératifs : (I’« affection » — I’instruction « exit » ainsi que ces
généralisations — la boucle « while » — I’instruction « input » — ...).

Comme nous considérons la stratégie de 1’appel par nom, chaque terme est
considéré comme un programme ou I’exécution est la réduction de téte du
terme. Pour ceci la réduction associée a la nouvelle constante C' est définie
seulement si elle est en téte.

e Dans le systéme de typage nous déclarons C' de type VX{—X — X}
qui axiomatise la logique classique comme une extension de la logique
intuitionniste. Aisni, notre systéme est étendu a la logique classique par la
« correspondance de Curry-Howard » usuelle.

La méthode détaillée ci-dessus pour programmer des fonctions en A-calcul
typé est mal adaptée en logique classique. Ceci provient du fait qu’en logique
classique on perd la propriété de 1’unicité de la représentation des données.
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LES ENTIERS EN A C-CALCUL 295

Par exemple : 61 = AfAz(C)Ay(y)(f) (C)Az(y) (f)r est un AC-
terme normal de type N [s (0)] (voir p. 303). De plus il est difficile a priori
de connaitre la valeur d’un entier classique (un A C-terme normal 6, de
type N [s" (0)]n > 0).

On est amené alors a se poser les questions suivantes :

e Peut-on caractériser les entiers classiques ?

e Peut-on connaitre la « valeur » d’un entier classique ?

Pour résoudre ces problemes, M. Parigot a proposé une solution basée
sur la notion d’opérateur de mise en mémoire typé. Il a démontré (dans son
systéme classique) que si 7' est un A-terme clos typable dans AF2 d’un
certain type, et si 6, est un entier classique de valeur n, alors (T') 6, Azx
se réduit a 7, ~ gn (voir [6]).

Ceci donne un moyen pour calculer la valeur d’un entier classique.

J. L. Krivine a démontré que ce résultat est valable dans son systeme.
La démonstration repose sur un lemme clé caractérisant d’une maniére
fonctionnelle les entiers classiques (voir [2]).

Dans ce papier, nous présentons une démonstration syntaxique de la
caractérisation opérationnelle des entiers classiques de J. L. Krivine. Cette
démonstration utilise des propriétés syntaxiques du systtme de typage et
la notion de typage par des obstacles. Ce dernier typage s’obtient par des
restrictions sur le systtme de typage destinées a empécher la construction
des termes typables d’un certain type. Cette démonstration est purement
combinatoire et donc, en un certain sens, elle explique mieux le résultat de
J. L. Krivine. Nous montrons ensuite comment on peut utiliser ce résultat

pour connaitre la valeur d’un entier classique.

Les entiers, que nous obtenons dans le systeme classique de J. L. Krivine,
se comportent d’une maniere un peu compliquée. Si nous analysons les
raisons pour lesquelles nous avons ce genre de phénomeénes, nous nous
apercevons que ceci provient essentiellement du fait que 1’absurde, qui
représente dans ce systéme le type du calcul achevé, ne contient pas des
informations sur la partie de I’entier que I’on est en train de calculer.

Pour avoir cette derniere propriété, nous ajoutons un symbole de relation
unaire L. pour ’absurde. Pour tout formule A, et pour tout entier n, nous
notons =1, A la formule A — L (n). Nous déclarons la constante C' de
type VX {¥n (=1,—1»X) — X} (la vraie régle de typage concernant la
constante C' est : si A est une formule, et ¢ un A\ C-terme de type —1,=1, A
pour tout entier n, alors (C)t est de type A). Nous démontrons alors que,
dans ce systtme de typage, nous obtenons des entiers classiques qui se
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296 K. NOUR

comportent d’une maniere analogue aux entiers de Church. Nous appelons
ces entiers les entiers intuitionnistes.

L’axiome VX {¥Yn (—,=,X) — X} peut étre interprété de la facon
suivante. Nous considérons J.(n) comme étant la contradiction a I’instant n,
et =, A comme étant la formule A fausse a I’instant n. De fait, 1’axiome
signifie que nous pouvons affirmer qu’une formule est vraie si elle n’est pas

fausse a chaque instant. Nous pouvons appeler cette logique « la logique
persistante » (1).

Nous présentons enfin deux systémes de typage obtenus par des restrictions
sur le systeme classique de J. L. Krivine. Nous démontrons, grice au systeme
de typage avec plusieurs faux, que dans ces nouveaux systémes nous
obtenons les entiers intuitionnistes. De plus nous démontrons que ces deux
systémes sont des systémes intuitionnistes mais ayant la propriété d’utiliser
la constante C selon certaines conditions.

L’article est organisé de la maniére suivante :

— Les parties 1 et 2 sont consacrées a des préliminaires sur le A C-calcul
pur et typé.

— Dans la partie 3, nous rappelons quelques propriétés syntaxiques du
systéme de typage AF2. Ces propriétés jouent un role essentiel dans les
démonstrations.

— Dans la partie 4, nous présentons la notion du typage avec des obstacles.

— Dans la partie 5, nous présentons la démonstration syntaxique de la
caractérisation opérationnelle des entiers classiques de J. L. Krivine. Nous
montrons comment on peut utiliser ce résultat pour connaitre la valeur d’un
entier classique.

— Dans la partie 6, nous présentons un systeme de typage « classique »
contenant plusieurs « faux ». Dans ce systtme de typage nous montrons
que les seuls A C-termes typables de type N [s™(0)] sont les entiers
intuitionnistes.

— Dans la partie 7, nous donnons des conditions sur le systéme de typage
classique afin d’obtenir les entiers intuitionnistes. Nous montrons qu’avec
ces restrictions nous obtenons la logique intuitionniste.

Une question naturelle se pose & la suite de cette étude, a savoir : peut-on
trouver un systéme de typage classique dans lequel les entiers se comportent
d’une maniére uniforme ? Jusqu’a présent, cette question est encore ouverte.

(1) Ce systéme logique sera étudié dans un autre travail.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



LES ENTIERS EN A C-CALCUL 297
1. LE A C-CALCUL

Ajoutons une constante C' au A-calcul pur, et considérons les deux régles
de réduction :

D (Azu)tty...tn — (u[t/z])t1...t, pour tous w, t, t1, ..., t, des
termes du A\ C-calcul;

2) (C)tty...tn — (t) Az (x)t1 ...ty pour tous ¢, t1, ..., t, des termes
du A C-calcul, et = est une variable qui ne parait pas dans t3, ..., t,.

La regle 1) est la S-réduction habituelle. On n’autorise pas ici le passage
au contexte, et donc tout A C-terme admet au plus une réduction.

Pour tous ¢, ¢ deux A C-termes, on note t >.t', si ¢ est obtenu 2 partir
de t aprés I’application d’un nombre fini des régles précédentes.

1l est facile de vérifier que : si t >/, alors
tlt1/z1, o, ta/Tn) =t [t1/21, .., ta/Tn).

Un A C-terme t est dit C-résoluble si et seulement si ¢t >, (f)t1...tn
ol f est une variable.

2. LE SYSTEME DE TYPAGE (2

On consiere le calcul des prédicats classiques du second ordre, écrit avec
les symboles suivants :

— Les seuls symboles logiques L (un symbole de relation O-aire pour
I’absurde), — et V,;

— Un ensemble dénombrable V; de variables du premier ordre;

— Un ensemble dénombrable V5 de variables du second ordre;

— Des symboles de fonction n-aire (n = 0,1, ...);

— Des symboles de relation n-aire (n = 0,1, ...).

Les termes et les formules sont construits de la fagon usuelle. On note 7°
I’ensemble des termes et F I’ensemble des formules.

La formule F; — (Fo — (... —» (F, — G)...)) est notée Fi,
Fy, ..., F, — G, et la formule FF —_1 est notée —F.

Une L-substitution est une application S : V] UVy — T U F vérifiant :
- Vz( est un sous ensemble fini de V;7 = 1 ou 2;

-S(WV) CcTet SV CF;

-S(L) =1.

vol. 29, n° 4, 1995



298 K. NOUR

Elle posséde une extension canonique (qui est notée aussi S) S :
7 UF — T UJF, définie par la maniere usuelle. Si V] UV, est

Iensemble {z1, ..., Zn, X1, ..., Xm}, S(z;) = t; 1 < ¢ < n, et
S(X;) = F; 1 < i < m, la substitution S est aussi noté [t1/z1, ..., tn/Tn,
Fi/X1, ..., Fn/Xmn)

Si X une variable de relation unaire, ¢ et ¢ deux termes, alors la formule
VX [X: — Xj] est notée t = t, et est dite équation fonctionnelle ou
formule éguationnelle. Un cas particulier de I’équation ¢ = t' est une

formule de la forme t [u1/z1, ..., un/xn] = t [u1/z1, ..., un/zn] ou
tui/z1, .oy un/on) = tlur/z1, ..., Un/Zn], w1, ..., un étant des termes
du langage.

On décrit un systéme de A-calcul typé appelé arithmétique fonctionnelle
classique du second ordre (en abrégé C2) dont les types sont les formules
du langage. Etant donnés un AC-terme ¢, un type A, et un contexte
I'=uxz1:A1,..., 2, : Ap, on définit au moyen des régles suivantes la notion
« t est typable de type A dans le contexte I' », et on écrit : I' ot : A.

O FeC:VX{—X — X}

DT Feox: Al < i < n.

@)SiT, z:Bbtgeot:C,alors I' ezt : B — C.
B3)SiTkeu:A— ByetDI'teav: A, alors T' Fea(u)v : B.

(4) Si T kot - A, et z ne figure pas dans T, alors I' ot = Vo A.

(5) SiT kot : VY A, alors, pour tout terme u, I' ot : Au/z].

(6) SiT'Feat: A, et X ne figure pas dans T, alors I' ot : VX A,
(7) Si T ot : VX A, alors, pour toute formule G, I' ¢t : A[G/X].

(8) SiI' gt : Alu/z], et u = v est un cas particulier d’une équation,
alors I' - ot : Afv/x].

ThEOREME 1 @ Si T kot : L et t =t/ alors T Fcot’ © L.
Preuve : Voir [1]. O

TutorEME 2 : Si ' b ot @ L, alors t est C-résoluble.
Preuwve : Voir [1). O

LemME 1 : Si ' bFeot 1 A, alors, pour toute L-substitution S, S (T') Fcat :
S (A), et on utilise les mémes régles de typage.

Preuve : Par récurrence sur la structure de la démonstration de
Thet: A O

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications
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TueorREME 3 : Si ' ot @ A, et A est une formule atomique, alors t est
C-résoluble.

Preuve : Si T ot : A = X (t1, ..., tp), alors d’apres le lemme 1,
T'[L /X] F cat : A[L /X] =L. Donc, d’apres le théoréme 2, ¢t est
C-résoluble. [

Il est clair que : si on enléve la régle (0), alors on obtient le
systtme de typage AF2, et que: I' F cot : A si et seulement si I,
C :VX{—X — X} F apt: A

3. TYPAGE NORMAL DANS LE SYSTEME AF2

Dans le systeme de typage AF2 on note :

(VI7) la regle d’introduction des variables du premier ordre.
(V1) la régle d’introduction des variables du second ordre.
(V E1) la régle d’élimination des variables du premier ordre.
(V E3) la régle d’élimination des variables du second ordre.
(Eq) la régle concernant les €quations.

Dans un typage, une V-coupure est la succession dans ’ordre de deux
regles (VI;) et (VE;)j =1, 2.

Un typage est dit normal s’il ne contient pas de V-coupures.

THEOREME 4 : Tout typage peut étre supposé normal.
Preuve : Voir {3] ou [4]. O

THEOREME 5 : Si dans un typage on est passé de I' b 4r0t : A a
' b gxot . B, alors on peut supposer qu’on a commencé par des applications
de (VE;)j = 1, 2, ensuite de (Eq), et enfin de (VI;)j =1, 2.

Preuve : Voir [3] ou [4]. O

On définit sur les types de AF2 une relation binaire < de la maniére
suivante :

—VzA < Alu/z], si u est un terme;
-VXA < A[F/X], si F est une formule.

Soit < la cloture réflexive et transitive de < .

vol. 29, n°® 4, 1995
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Soit E un systtme d’équations. On définit sur les types de .AF2 une
relation binaire ~’; de la manitre suivante :

A ~"%Bsi A= Clu/z], B=Clv/z], et u = v est un cas particulier
d’une équation de E.

Soit ~ g de la cloture réflexive et transitive de N’E.

On écrit a ~ ga’, si a = @’ est une conséquence du systeme d’équations FE.

Pour simplifier, on écrit, dans la suite, ~'
d’équations utilisé.

et ~ sans préciser le systéme

COROLLAIRE 1 : 1) Soit A une formule atomique. Si T' - 4rot : A, alors t
ne commence pas par \. Autrement dit, si I' b 459 A xt : B, alors B contient
au moins une fleche.

2)SiT, z: AF ar2(x)ur...up : B, alors :

n=0,,A<C,C~C',  B=V&...6,C et &, ..., Em ne figurent
pas dans T et A, ou
n>0,A<Cy— By, B; <Cijy1 — Biy11 <i<n-1, B, < By,
B = V§1..-€1nB:.L+1 on B; ~ Bél <i<n+1, T, z:F am,u :
Cil<i<mn,eté, ..., &n ne figurent pas dans T et A.

Preuve : On utilise les théoréemes 4 et 5. [

4. TYPAGE AVEC DES OBSTACLES

Soit O un symbole particulier de relation unaire. Une formule O (a) est
appelée obstacle.

Soit A une formule. On dit que A se termine par O si et seulement si A
est obtenu par les reégles suivantes :

— O (a) se termine par O;
— Si A se termine par O, alors B — A se termine par O pour tout type B;
— Si A se termine par O, alors V£ A se termine par O pour toute variable &.

Le systtme de typage C20 est le systtme de typage C2 ou on remplace
les regles (2) et (7) par les régles :

2)SiT,z: AkFypot: B, et B ne se termine pas par O, alors
I'copoArat 1 A — B.

(YT Feaot : YXA, et G ne se termine pas par O, alors I' F oot :
A[G/X].

On définit sur les types de C20 la relation binaire < o de la manitre
suivante :

-Vz A <pAlu/z], si u est un terme;

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications
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-VXA<pA[F/X], si F est une formule qui ne se termine pas par O.
Soit < p la cloture réflexive et transitive de < .

Il est clair que dans ce systeme de typage, on peut obtenir un résultat
analogue au corollaire 1.

THEOREME 6 : Si koot L, etsit »=ct',alors T koot @ L.

Preuve : Méme preuve que celle du théoreme 1. [J

THEOREME 7 : Si I' Fapt @ A, et si A est une forme atomique, alors t
est C-résoluble.

Preuve : Ceci provient de fait que : chaque typage de C20 est un typage
de C2. O

LEMME 2 : SilbFeopt : O(a), et sit =t alorst = t'.

Preuve : Supposons que ¢ et ¢’ sont distincts. Dans ce cas, t se réduit en
au moins une étape en t'. Le A C-terme ¢ est donc réductible, on distingue
deux cas :

-Sit = (Azu)vvi...vm, alors T' F eopdzu : A, A < oF — G,
G' <oF1 = G1, G} < oFj41 — Gjt1l < j<m—1, Gu ~ O(a),
G]'NG}ISjSm—l,l—‘F-czov:F,etPi-czovj:FjISjSm.
IF'FeoArzu: Aet A<opF — G,donc T, z: F Fegou : G, et G ne se
termine pas par O, donc Gj1 < j < m ne se termine pas par O, ce qui
est contradictoire car Gy, ~ O (a).

- Sit = (C)vvy...vn, alors il existe une formule A qui ne se termine pas
par O, telle que : A’ <opFy — G1, G <oFj41 = Gjp1 1<j<m—1,
Gm ~ O(a), A ~ 4, Gj ~ G;1 < j <m, T Fepov: —A, et
I'Fe2ovy: Fj1 < j <m. A ne se termine pas par O, donc Gj1 < j<m
ne se termine pas par O, ce qui est contradictoire car G, ~ O (a). O

LemME 3 : Si
=y A1, ..., Y0 Ap,21: 0(a1), ..., Zm : O(am) Fe20t : O (a),

et si les A;1 < 1 < n ne se terminent pas par O, alors t est l'un des x;,
eta; ~al <12 < m.

Preuve : D’aprés le théoréme 7, on a t >.(f)t1...t,, et, d’apres le
lemme 2, t = (f)t1...t,. Donc T Feao (f)t1...8r 2 O(a).
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Sif==z;1<i<m,alorsr=0,t=xj,etO0(a;)~ O(a),donca; ~ a.

Si f= y; 1 < j <k, alors A]' <oF1 — Gy, G;c SOFk+1 — Gk+1 1<
kE<r-—1, GTNO(a), GkNleﬁkST,etrkczotk:FklSk‘g’r‘.
Comme A; ne se termine pas par O, alors les G, 1 < k < 7 ne se terminent
pas par O, ce qui est contradictoire car C, ~ O (a). O

Remarque : Le lemme 3 signifie qu’on ne peut pas construire, a partir des
variables déclarées par des obstacles, un A C-terme typé par un obstacle.

5. ENTIERS CLASSIQUES

Le type des entiers est la formule N [z] = VX {Vy (X (y) — X (sy),
X (0) - X (z)} ou X est une variable de second ordre unaire, O est une
constante (pour le zéro), et s est un symbole de fonction unaire (pour le
successeur).

Un systéme d’équations E est dit adéquat pour le type des entiers si et
seulement si :

- s(a) » 0;
- Si s(a) ~ s(b), alors a ~ b.

Dans la suite, on suppose que le systeme d’équations est adéquat pour
le type des entiers.

Pour simplifier, notons n le terme s™ (0).
TueorEME 8 : Si I' = 472 0n : N (n], alors 6, ~ gn (ou 0, ~ glzx
sin = 1).

Preuve : Voir [1]. O

CorOLLAIRE 2 : Si I' b ax2 0, : N [n], alors pour toutes variables dis-
tinctes g, a, g, ..., Tn on a: (6n)gaxy > (g)t1 zo, (&) zi > (9) ti+1 x;
1<i<n-1,et (ty)xzn > (a)zn.

Preuve : Ceci résulte directement du théoréme 8. [

Un entier classique 6, est un A C-terme tel que I' F¢2 6y, : N [n]n > 0.
On dit aussi que 6, est un entier classique de valeur n.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications
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Exemple : Soit 61 = A f Az (C) Ay (y) (f) (C) Az (y) (f) = U'entier clas-

sique de valeur 1 qui code la démonstration suivante :

Yy&EW-2Xsy)
X0-X1 X0
X1 X1
—-X0 1
Vy(X(y)=X(sy)) ——X0
X0-X1 X0
—X1 X1
1
—=X1
X1
X0-X1

YyX(y) - X(sy) (X0 X1)
N[1]

I est facile de vérifier qu’on a les relations suivantes :

(61) gamy >c (9) tr o ob t1 = (C) Az (Az (z) 20) (9) a3

(t1)z1 >c(g)taxo OO t2 = a;

(tz)wz > c (a) x3.

On remarque que #; ne se comporte pas comme 1’entier de Church 1.
D’une maniére générale, on a le théoréme suivant.

THEOREME 9 : Si 6, est un entier classique de valeur n, alors il existe

m > 0, des variables distinctes g, a, Tgy, T1, ..., Tm, et une application
I:{xzo, ..., zm} — N, telles que :
(gn) gazxy ¢ (g) t1 Tr0; (tz) Ti ¢ (g) tit1 270 <2 < m;

(tm) Zm >c (@) Ty,
ou I(zo)=mn,I(zy,)=0,etI(zit1)=1(zri)—1pour 0 <7< m.
Preuve : Voir [5] pour une preuve sémantique.

Nous présentons maintenant une preuve syntaxique de ce théoreéme.
Si k¢26p @ N [n], alors

Fe200n : {Vy{[O(y) =1] = [O(sy) —1]}, [0(0) —1], O(n) —1},
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donc

I't =g:Vy{[O(y) =1] — [0 (sy) —1]},

a:0 (0) _>l7 Zg - O(’I’L) }—020 (en) gazxy - -L7

donc, d’apres les théorémes 6 et 7, (6y) gax, est C-résoluble, et trois cas
sont a voir :

— Si (6r) gazy >c(zo)t1...tr, alors 7 = 0, et il existe un terme a, tel
que O (a) ~L. Ce qui est impossible.

- Si (0n) gaxy >c(a)ty...tr, alors r = 1, et I'1 F 20 t1 : O (0). Donc,
d’apres le lemme 3, ¢; = zo. Posons I (zp) = 0.

—-Si (6n)gazy >c(g)t1...ty, alors r = 2, T'1 F oot : O(a) —1L,
't Feots : O(s(a')), et a ~ a’. D’apres le lemme 3, on a ¢ty = g, et
s(a’) ~ mn, donc a ~ n — 1. Donc (6,) gazy >c(g)t1 2o, et T'1 F a2ty :
O(n —1) — L. Posons I(zp) = n.

Montrons que : si I = g : Vy{[O(y) — 1] — [O(sy) — 1]},
a : 0(0) — 1, x0 : O(I(:Eo)), ey Tt O(I(:El)) F c20 (ti)xi .
alors @ [(t;) zi >c(9) tit1Zri, et Ty F oo tiv1 : O (I (zri) — 1) — 1] ou
[((t:) zi >=c(a)zy, et I(zy) = 0]

Iy Foco(ti)zi L, donc, d’apreés les théoremes 6 et 7, (t;)z; est
C-résoluble, et trois cas sont & voir :

—Si (t;) xi >c(zj)ur...ur 0 < j <7alors r =0, et il existe un terme a,
tel que O (a) ~ L . Ce qui est impossible.

= Si (ti)xi »c(a)ur...up, alors 7 = 1, et I'; F ¢ao w1 : O(0). Donc,
d’apres le lemme 3, u; = x4, et I (z,;) = 0.

=Si (ti)xi =c(g9)ur...up, alors 7 = 2, Ty F coour : O(a) — 1,
i Fcaoug : O(s(a')), et a ~ a'. Donc, d’apres le lemme 3, us = x4,
et s(a') ~ I(zy;), donc a ~ I(zy;) — 1. Donc (t;) i >c(g) tis1 Tri, et
I'i Feotivr : O(I (:L‘”) — 1) — 1.

La construction s’arréte toujours sur (a) z;. En effet, sinon le A\ C-terme
(((On) Azz) Azx) Z9 devient non C-résoluble, ce qui est contradictoire,
car 29 : L Feg (((On)Azz) Azz)xo : L. En effet Feg 6, : Nn],
donc koo bn @ Vy{[L — L] — [L— 1]}, [L - 1], L - L}. Or
FeaAdzz : L — L, et Fep Az @ Vy{[L — L] — [L — 1]}, donc
zo Lo (On) Azz) Azz) 29 - L. O
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Conséquence du théoreme 9

Soit 0 un entier classique. Comment peut-on calculer la valeur de 0?

Premiére méthode

D’apres le théoreme 9, il existe m > 0, des variables distinctes g, a, g,
1, ..., Tm telles que :

(On) gazg >¢ (g) t1 Tr0; (ti) zi =c(9) tix1 2ri 0 < i < M
(tm) Tm >c(a) zr,, .

Soit J : {zg, ...,zm} — N, telleque J (zg) = 0et J (;41) = [ (z4;)+1
pour 0 < 7 < m.

Montrons que 8 est de valeur J (z;,).

Soit n la valeur de 6. D’apres le théoréme 9, il existe une application
I: {zo,..., zm} — N, telle que : I(xg) = n, I(z,,) = 0, et
I(ziy1) = I(zy,) — 1 pour 0 < 3 < m.

Il est facile de vérifier que J (z;) = n — I (z;)0 < 7 < m. Donc, en
particulier, J (z,, ) = n.

Deuxieme méthode

On peut également trouver la valeur de € en utilisant des A-termes
particuliers. Notons par N* [z] la formule

VX{Vy(=X(y) = ~X(sy), "X (0) — =X (z)}.

J. L. Krivine a démontré, en utilisant le théoréme 9, que si b 472 T :
Vz {N*[z] — —N [z]}, alors pour tout n > 0, il existe 7, ~ gn (ou
Th ~ g Axz si n = 1), tel que pour tout entier classique 6 de valeur n, il
existe une substitution ¢ telle que (T') # Azz >0 (1) (voir [2]).

On peut améliorer le théoreme 9.

TueoREME 10 : Si 0, est un entier classique de valeur m, alors il existe
m 2 0, des variables distinctes g, a, zg, %1, ..., Tm, et une application
I:{zo,...,zm} — N, telles que pour toutes variables distinctes y1, . .., yr,
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on a .

(0n) gazoy1 - .- yr =c(g)t1 Zro Y1 - - - Yr;
E)ziyr-- yYr e (@) tis1 Triy1 ... yr 0 < i < myy
(tm)xmyl...yr >'c(a)$1‘myl...yr

oul(zo)=mn,1(z;,)=0,etI(ziy1)=1(zr,)—1pour0<i<m.

Preuve : Soient O1, ..., O, des nouveaux symboles de relation O-aire.
Continuons a noter C20 le systtme de typage C2 ou on remplace les
régles (2) et (7) par les regles :

2" Sil,z: At a0t : B, et Bne setermine paspar Oou 0; 1 <7 < r,
alors I' F co0 Azt : A — B.

(7Y SiTF 20t : VXA, et G ne se termine pas par O ou O;1 < i <7,
alors I' F ¢co0t : A[G/X].

Il est facile de démontrer que :

—SilT=y1 : A1, ..., Yn : Ap, 21 : O(a1), ..., Tm : O(am) Feaot:
O (a), et si les A;1 < i < n ne se terminent pas par O, alors ¢ et I’'un
des z;, et a; ~al <1 < m.

—Sil=y1: A1, ..., yn: An, 21 : Oi1, ..., Tm : Oj F 20t : Oy,
et siles A;1 < ¢ < n ne se terminent pas par O; 1 < ¢ < r, alors ¢ est
I'un des z;1 < 7 < m.

Si kg6, @ Nn], alors

Feoo On - {Vy {[O (y), O1, ..., Oy — L] =[O (sy), O1, ..., Op — L]},
[0(0), O1,..., 0, - 1],0(n), O1, ..., Op — L},
donc '
9:Vy{O®), O1,..., Op = L] = [0 (sy), Or, ..., Or = L]},
a:[0(0), O1, ..., Op = 1], ¢ : O (n),
y1:01, ..., Yr : Oy Feo2o (0n) gazgyr ... yr + L.

On reprend la démonstration du théoréme 9. [

Un entier classique 6,, (de valeur n) est dit entier intuitionniste (de valeur
n) si et seulement si pour toutes variables distinctes g, a, zg, ..., Tp On a :
(On)gazy > (g)t1zo, (ti)zi = (9) tiv12:1 < i <n—1,et(tn) zn > (a)zn
(c’est-a-dire 6, se comporte comme 1’entier de Church n).

Dans les parties 6 et 7, nous présentons des systtmes de typage qui
permettent d’obtenir les entiers intuitionnistes.
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6. LOGIQUE CLASSIQUE FAIBLE

On ajoute 2 notre langage un symbole particulier de relation unaire L. # O
(pour I’absurde). Pour toute formule A, et pour tout terme a, on note =, A
la formule A — L(a).

On décrit un systeme de A-calcul typé appelé arithmétique fonctionnelle
classique faible du second ordre (abrégé en CF2) dont les types sont les
formules du langage. Etant donnés un A C-terme ¢, un type A, et un contexte
I'=x1:A1,..., 2, : Ap, on définit au moyen des régles suivantes la notion
« t est typable de type A dans le contexte I' », et on écrit I' Fexrat : A.

— Les regles (1), ..., (8) du systéme AF2.

~(0") Si T kot : —1p—1n A pour tout entier n, alors I' oo (C) 1 A.

La reégle (0') remplace la régle (0) du systeme C2.

TueoREME 11 : T ket - l(n), er t .1/, alors T Foxat’ « L(n).

Preuve : 11 suffit de prouver que : si I' Fcra (C)vvy ... vp : do(n), alors
ke () Az (2)vr.. .00 : h(n). SiT Fegs (C)vvr ... vy : (), alors il
existe une formule A telleque: A’ < By — C1,C} < Biy1 —» Ciy11 <1 <
r—1,C, <L(n),A~A,Ci~Cl1<i<r,Ttcrzv:=—1m=ImA pour
tout entier m, et I' Ferov; : C;1 < ¢ <7, donc I' Fera2v i =1,=1, 4. On
al,z:Abtcrp(z)vi...vp : L(n), donc T ke Az () w1 ... vp : =104,
et ' Fera(v) Az (z)vr... ot L(n). O

THEOREME 12 : Si ' bcrat : A, et si A est une formule atomique, alors
t est C-résoluble.
Preuve : Méme preuve que celle du théoreme 3. [

Le systeme de typage CF20 est le systeme de typage CF2 ol on remplace
les regles (2) et (7) par les régles :

2YSi I, z: AbFcrpot: B, et B ne se termine pas par O, alors
I'FerpoAzt : A — B.

() Si T + craot : VXA, et G ne se termine pas par O, alors
I' Ferot @ AIG/X].

On définit sur les types de CF2 la relation binaire < o de la maniére
suivante :

—Vz A < pAlu/z], si u est un terme;

-VXA<pA[F/X], si F est une formule qui ne se termine pas par O.

Soit < ¢ la cloture réflexive et transitive de < .
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TueORBME 13 : Si T beraot : L(n), et t =ct', alors T Fepaot : L(n).

Preuve : Méme preuve que celle du théoréme 11. [J

THEOREME 14 : Si I' Ferapt @ A, et si A est une formule atomique, alors
t est C-résoluble.

Preuve : Ceci provient de fait que : chaque typage de CF20 est un typage
de CF2. O

LEMME 4 : SiT Feroot : O(a), et t =ct', alorst = t'.

Preuve : Supposons que t et t' sont distincts. Dans ce cas, ¢ se réduit en
au moins une étape en t'. Le A C-terme t est donc réductible, on distingue
deux cas :

-Sit = (Azu)vvy...vm, alors T' Fempodzu 1 A, A < oF — G,
G'<oF1 — G, G; LoFjy1 = Gjy1l1 < j <m~—1, Gn ~ O(a),
Gj ~G;1<j<m—1Tkcrpouv: F,etl Ferpov;: Fj1 <j<m.
Therorzu: A,et A<oF — G,donc I, z : F Feropu: G, et G ne
se termine pas par O, donc G; 1 < 57 < m ne se termine pas par O, ce qui
est contradictoire car G, ~ O (a).

— Sit = (C)vvi ...vn, alors il existe une formule A qui ne se termine pas
par O, telle que : A’ < pF — Gy, G;- <oFj+1 = Gj+11<j<m-1,
Gm ~ O(a), A~ A, Gj ~ G"jl <3<m-1,Ttepov: 1,14
pour tout entier n, et I' Fcrap vy : F;1 < 7 < m. A ne se termine pas par
O, donc G;1 < j < m ne se termine pas par O, ce qui est contradictoire
car Gy, ~ O f(a). O

LemMmE 5 : Si
F=y1:4A1, ..., Yn: An, 11 30(0'1)7 ceey xm30(am) l'_C}'ZOt:O(a)a
et siles A; 1 < 12 < n ne se terminent pas par O, alors t est l'un des x;,
eta; ~al <1< m.

Preuve : D’apres le théoréme 14, on a ¢t > (f)t1...t,, donc, d’apres le
lemme 4, t = (f)t1...t. Donc I' Ferao(f)t1... .t - O(a).

Sif==z;1<i<m,alorsT =0,t=uz;,etO(a;) ~ O (a),donc a; ~ a.

Si f =y;1 <j<m,alos 4 <oFt — G, Gy < oFf1 —
Git11 <k <r—1, G ~ Ofa), Gp ~ G,1 <k <r—-1,et
' crote : Frl < k < r. Comme A; ne se termine pas par O,
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alors les G 1 < k < r ne se terminent pas par O, ce qui est contradictoire
car C, ~ O(a). O

TutorEME 15 : Sibcrg by @ N [n], alors 0, est un entier intuitionniste.

Preuve : Montrons que pour toutes variables distinctes g, y, 1, ..., Tn,
on a (0n)gyzo >c (g)t1z0, (ti)Ti =c (@)tip12:1< i < n —1, et
(tn) zn >c (¥) zn.

Si Fcrebn ¢ N [n], alors

Fer200n : {Vy {0 (y) = L(y)] =[O0 (sy) = L(sy)l},

[0 (0) = L(0)], O (n) — L(n)},
donc

I =g:Vy{[O(y) = L(y)] = [O(sy) — L(s9)]},
y:0(0) — L(0), zo : O (n) Fer0(bn) gyzo : L(n),

donc, d’apres les théorémes 13 et 14, (0,) gyzo est C-résoluble, et trois
cas sont a Voir :

— Si (0n) gyzo =c (z0)t1 ... tr, alors r = 0, et il existe a, b deux termes,
tels que O (a) = L (b). Ce qui est impossible.

- Si (0r) gyzo >c(y)t1...t,, alors r = 1, et 0 ~ n. Donc n = 0, et
I'1 Fer2ot - O(0), done, d’apres le lemme 5, t1 = xg.

- Si (0n) gyzo =c(g)t1...tr,alors r =2, T Fexrapts : O (a) — L(a),
't Ferote - O(s(d')), a ~ d, et s(a) ~n. Donc a ~ n — 1, et
d’aprés le lemme 5, t2 = zg. Donc (0) gyz1 >c(g) t1xo, et I't Feraty ¢
O(n-1) = L(n-1).

Montrons que : si I'; = g : Vy {[O (y) — L(y)] — [O (sy) — L(sy)]},
y:0(0) - L(0), z0:0(n), ...,z : O(n—1) Fero () xi : L(n —1),
alors : [si n = 4, (ti)x; =c(y)xzi] et [si n # 4, (&) i »c(g)tiv1 Ti, et
I'i Ferotivr : O(n—i—1) - L(n—1i—1))].

s Ferao(ti) z; « b(n — ©), donc, d’apres les théoremes 13, 14, (¢;) z;
est C-résoluble, et trois cas sont a voir :

= Si (i) z; =c(zj)ur...ur 0 < g <4, alors r = 0, et il existe a, b deux
termes, tels que O (a) = L.(b). Ce qui est impossible.

—Si (&) x5 >c(y)ur...up, alors r =1, et 0 ~ n — 4. Donc n = 4, et
I Ferour - O (0), done, d’apres le lemme 5, uy = x;, et () z; > (y) z;.

- Si (t) s >c(g)ur...up, alors 7 = 2, I'; Feraour : O (a) — L(a),
LiFeraou : O(s(d)),a~a,ets(a)~n—iDonca~n—i-—1,et
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d’apres le lemme 5, uz = z;. Donc (¢;) z; > (g) ti+1 Zi, et I Ferao tivt -
On-i—1) - L(n—-1-1).

Donc de proche en proche, on construit la suite (¢;)o<i<n—1. O

7. APPLICATIONS

Nous présentons dans cette partie deux restrictions du systeme C2 qui
permettent d’obtenir les entiers intuitionnistes.

7.1. Le systeme CR2

On suppose maintenant que le langage contient un ensemble dénombrable
de symboles de relation O-aire L g, L1, ..., L, ...

Notons —;A la formule A —1 ;7 > 0.
En remplacant la régle (0) du systeme C2 par les regles :

('i, ]) I'FeaC VX{—w—le — X} 1, 7>0

on obtient un systeme de typage équivalent a C2.
Nous continuons a noter C2 ce nouveau systéme de typage.

Le systtme CR2 (pour arithmétique fonctionnelle classique restreint du
second ordre) est le systtme C2 ou on remplace les regles (4, j) du systéme
C2 par les regles :

(z, 7)) SiT kFerat: —i—jA 4, j >0, et L;, L; ne figurent ni dans A, ni
dans les formules de I', alors I' F¢cg2(C)t @ A.

La signification intuitive des régles (%, 7)' est la suivante :

Si I' Fcerat : —A, et si les absurdes de la double négation de —A
ne figurent pas dans A, et ne proviennent pas des hypotheses, alors
I Fera(C)t 2 A

Une L-substitution spéciale est une application S : Vi UVy — TUF
vérifiant :

- V{ est un sous ensemble fini de V;7 = 1 ou 2;

-SV)) CTetS(Vy) CF;

- S(L;) = L(n;) ou n; est un entier.

Elle poss¢de une extention canonique (qui est notée aussi S) S : 7 UF —
T U F, définie par la maniére usuelle.
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LemME 6 : Si I' FeRrat @ A, alors pour toute 1 -substitution spéciale S,
onaS(T)Ferpt: S(A).

Preuve : Par récurrence sur le nombre n des régles (%, j)' utilisées dans
le typage I' - cRrat @ A.

Si n = 0, c’est évident.

Sinon, considérons la derniére fois ol on a utilisé une des regles (7, 7).

Onal'Ferau: =y Bi4,j >0, L;, L nefigurent ni dans B, ni dans les
formules de I', et I' ¢ (C) u : B. Par hypothése de récurrence, on a, pour
toute | -substitution spéciale S, S(I') Fcxrau : S (—;—; B). Pour chaque
L -substitution spéciale, et pour chaque k£ > 0, on note Sy une | -substitution
spéciale vérifiant : Sy (L;) = Si (L ;) = L(k), et Sx (B) = S(B) si B ne
contient pas L ;, L ;. Donc, pour toute L-substitution spéciale S, et pour
tout k > 0, S (I') Fexrau @ Sk (—i—; B), donc pour toute L-substitution
spéciale S, et pour tout k > 0, on a S(I') Ferau : == S (B), donc
S(I) Fera(C)t: S(B). Donc pour toute L-substitution spéciale S, on a
ST) Feru: S(A4). O

THEOREME 16 : Si Fcra 0y : N [n), alors 0,, est un entier intuitionniste.

Preuve : Montrons que pour toutes variables distinctes g, vy, 1, ..., Tn,
on a (0n)gyzo »c (9)t1zo, (ti)xi =c (Qtisazil < i <m—1, et
(tn) Zn >c (¥) Tn.

Si FcRr26n : Nn], alors, d’apres le lemme 6, - cr2 6, : N [n], donc
d’apres le théoréme 15, pour toutes variables distinctes ¢, v, =1, ..., Tn,
on a (6n)gyzo >c (9)t1z0, (ti)mi >c (Qtiy1zi1< i< n —1, et
(tn)zn >c (y)zn. O

Continuons a noter AF2 et CR2 les systémes logiques qui correspondent
aux systemes de typage.

THEOREME 17 : Si A1, ..., An FceRre A, alors Ay, ..., Ap b 450 A.

Preuve : Par récurence sur le nombre n des régles (i, j)' utilisées dans
la démonstration Aj, ..., A, Fcr2 A.

Si n = 0, c’est évident.
Sinon, considérons la derniére fois o on a utilisé une des regles (z, j)'.

Onal Fere—yBi,j > 1,1 Ferpat: B, L;, L; ne figurent
ni dans B, ni dans les formules de I', et I" - ¢cgro2 B. Par hypothése de
récurrence on a I' b 47—~ B, donc I' = I' [B/L;, B/L] b ax2{~i~; B}
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[B/L;, B/L;] = (B — B) — B, donc ' I 47 B, et on continue la
démonstration. [

7.2. Le systeme AF2+

Ajoutons une constante A au A-calcul pur, et considérons les deux régles
de réduction :

1) (Azu)tty... .ty — (ult/x])ti...t, pour tous u, t, ti, ..., t, des
termes du A .A-calcul;
2) (A)tt1...tn, — t pour tous ¢, t1, ..., t, des termes du A .A-calcul.

Pour tous ¢, ¢’ deux A.A-termes, on note ¢ > 4#', si ¢’ est obtenu a partir
de ¢ apres Papplication d’un nombre fini des reégles précédentes.

Le systtme AF2+ est le systtme .AF2 ou on ajoute la régle de typage
suivante :

(A) SiT F ar24t: L, alors, pour tout type A, I' F 4704 (A)t: A.
Signalons que la régle (A) n’a rien a voir avec la logique classique,

puisque la formule VX {1 — X} (ot X est une variable de relation 0-aire)
est valide en logique intuitionniste.

Le systtme AF2+ peut étre vu comme un sous systeme du systéme C2.
En effet, posons A = Az (C) Ayz.

Fonctionnement de A :
(A ttr ...ty = (C)Ayttr ...ty =c(Ayt) Az (2)t1.. .ty >ct.
Typage de A :
z:ilblcdyz: X =z Lbe(C)Ayz 1 X, > ke A: VX {L— X}.

Donc si I' b t o L, alors, pour tout type A, I' Fey (A) ¢ : A.
De plus, on a la caractérisation suivante.

THEOREME 18 : Si b (o T : VX {L — X}, alors pour tout n > 0, et pour
tous AC-termes t, t1, ..., tn, on a (T)tty...tn >ct.

Preuve : Voir [5]. O
Dans le systtme CF2, notons L le type Vzl (z).
On a:

z L Ferpz o L(n) = z: L Fepdyr : ==/, X pour tout
n>0=z:LFerm(C)Ayz: X =k A: VX {L — X}.
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Donc si I' Ferap t 2 L, alors, pour tout type A, T' Fers (A)t: A.

LemMmeE 7 : SiT b groqt: A alors T [L/ L) Fera t[AJA] - A[L/L].

Preuve : Par récurrence sur le nombre n des régles (A) utilisées dans le
typage I' b axo+t @ A.

Si n = 0, c’est évident.

Sinon, considérons la derniere fois ou on a utilisé (A).

On a T F grpu L, et T Fcra(A)u : A pour tout type A.
Par hypothese de récurrence, on a ['[L/L]Ferr u[A/A]: L, donc
DL /L]Fere{(A)u}[A/A]: A[L /L] pour tout type A, et on continue
le typage. [J

THEOREME 19 : Si b x40, : N [n], alors 8y, est un entier intuitionniste.

Preuve : Montrons que pour toutes variables distinctes g, ¥, 1, ..., Zn,
on a (0n)gyro >c (9)tixo, (ti)xi »c (@) tiv1zi1 <1< n—1, et
(tn)zn >c (y) Zn.

Si F ar24+6n : N|n], alors, d’apres le lemme 7, F cro 6y [A/A]
N [n], donc d’apres le théoréme 15, pour toutes variables distinctes g, y,
Zl, -y Tn, on a: (0, [A/A]) gyzo > (9)t1 [A/A] zo, (t; [A/A])z; >
(@ ti+1 [A/A]zil < i < n—1, et (ta[A/A])zn > (y)Tn. Donc pour
toutes variables distinctes g, y, Z1, ..., ZTn, on a (65) gyzo > 4(9) t1 xo,
(ti)zi > A(@) tivizil <i<n—1,et (tn)zn > a(y)zn. O
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