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OPÉRATEURS DE MISE EN MÉMOIRE ET TYPES V-POSITIFS (*)

par Karim NOUR (*)

Communiqué par J. GALLIËR

Résumé. - En 1990, J.-L. Krivine a introduit la notion d'opérateurs de mise en mémoire pour
simuler « V appel par valeur » dans le cadre de « l'appel par nom ». J.-L. Krivine a démontré qu'en
utilisant la traduction de Gödel de la logique classique en logique intuitionniste, on peut trouver un
type très simple du système AT2 pour les opérateurs de mise en mémoire. Dans cet article nous
étudions les types V-positifs (le quantificateur universel du second ordre apparaît positivement dans
les types), et les transformations de Gödel (une généralisation de la traduction de Gödel classique)
du système ATI. Nous généralisons, en utilisant des méthodes purement syntaxiques, le théorème
de J.-L. Krivine sur ces types et pour ces transformations.

Mots clés : Opérateur de mise en mémoire, traduction de Gödel, logique classique, logique
intuitionniste, type \f-positif transformation de Gödel.

Abstract. — In 1990, J.-L. Krivine introduced the notion of storage operator to simulate the "call
by value " in a context of a "call by name ". J. -L. Krivine has shown that using Gödel translation
from classical to intuitionistic logic, we can find a very simple type of AT2 type System for the
storage operators. In this paper we study the ̂ -positive types (the universel second order quantifier
appears positively in the types), and the Gödel transformations (a gêneralization of classical Gödel
translation) of the system AT2. We generalize, by using a pure syntaxic methods, the J.-L. Krivine
theorem about these types and for these transformations.

Keywords: Storage operator, Gödel translation, Classical logic, Intuitionistic logic, \f-positive
type, Gödel transformation.

INTRODUCTION

Dans cet article, nous considérons le À-calcul avec la réduction gauche
(itération de la réduction de tête notée >-). Cette stratégie a beaucoup
d'avantages: le plus convaincant est qu'elle aboutit toujours si le À-terme
auquel nous l'appliquons est normalisable. De plus, elle semble être plus
économique, puisque nous n'évaluons un À-terme que s'il faut le faire pour
la suite du calcul. Mais l'inconvénient majeur de cette stratégie est que
l'argument d'une fonction est recalculé à chaque utilisation. Ce qui explique
le fait que cette évaluation n'est pas vraiment utilisée. Nous allons tenter
de remédier à ce défaut.

(*) Article reçu en janvier 1994; accepté en novembre 1995.
(') LAMA-Équipe de Logique, Université de Savoie - Campus Scientifique, 73376 Le Bourget

du Lac Cedex, France, email nour@univ-savoie.fr
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2 6 2 K. NOUR

Soient F un À-terme (une fonction), JV l'ensemble des entiers de
Church, et n e JV. Pour réduire, par la réduction gauche, le À-terme
(F)9n(9n ~ pn), il y a un risque de réduire 9n plusieurs fois (autant
de fois que F l'utilise). On aimerait trouver un moyen de transformer (F) 9n

en (F)n. Nous voulons également que cette transformation ne dépende que
de 0n (et pas de F). Autrement dit, nous cherchons des termes clos T du
À-calcul qui vérifient les deux propriétés suivantes :

- Pour tout F, pour tout n G JV, et pour tout 6n ~ pn, (T) 9n F y (F)n\

- Le temps calcul de (T) 9n F ne dépend que de 6n.

D'où une première définition: un terme clos T du À-calcul est dit
opérateur de mise en mémoire pour JV si et seulement si pour tout n E JV,
et pour tout 0n ~ pn, (T) 0n ƒ y (ƒ) n (ƒ est une nouvelle variable).

Il est clair qu'un opérateur de mise en mémoire satisfait les propriétés
voulues. En effet:

- Puisque (T) 9n ƒ y (ƒ) n, alors la variable ƒ n'est pas arrivée en tête
au cours de la réduction, donc nous pouvons remplacer ƒ par n'importe
quel À-terme.

- Le temps calcul de (T) 0nf ne dépend que de 9n.

Nous avons démontré (voir [11]) qu'il n'est pas possible d'obtenir la
forme normale de 0n. On est donc amené à changer la définition : un terme
clos T du À-calcul est dit opérateur de mise en mémoire pour JV si et
seulement si pour tout n G JV, il existe un À-terme clos rn ~ gn (par
exemple rn = (s)n 0 où s est un À-terme pour le successeur) tel que pour
tout 0n ~ gn, (T) 0n ƒ >- (ƒ) rn (ƒ est une nouvelle variable).

Si nous prenons T\ = À n ((n) À ƒ ( ƒ) 0) À xX y (x) À z (y) (s) z et
T2 = À n À ƒ (((n) f)Xx\y(x) (s) y) 0, alors, il est facile de vérifier que
pour tout 0n ~ pn, (7\) 9n ƒ y (ƒ) U)n 0 et (T2) 9n ƒ >- (ƒ) (s)n 0. Donc Tx

et T2 sont des opérateurs de mise en mémoire pour jV.

Soit N[x]=\/X{X (0), Vy[X{y)-*X (sy)} -> X (x)} le type entier
du système AJ72 (X est un symbole de relation unaire, 0 est une constante
pour le zéro, et s est un symbole de fonction unaire pour le successeur). Ce
type signifie que x est un entier si et seulement si x appartient au plus petit
ensemble contenant zéro et stable par le successeur.

Si nous essayons de typer un opérateur de mise en mémoire T pour jV, nous
trouvons naturellement le type Vx {N [x] —» [(JV [x] —» O) —> O]}. Vérifions
simplement que ce type convient. Si nous avons h AT2Tn ' JV[sn(0)],
et si nous déclarons la variable ƒ de type JV [sn (0)] —» O, alors
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OPÉRATEURS DE MISE EN MÉMOIRE ET TYPES V-POSITIFS 263

ƒ : TV [sn (0)] - ^ O h AF2U) rn : O (O est un symbole de relation 0-aire
qui représente un type quelconque), et donc nous devons typer (T) 0n ƒ de
type O. Si nous avons h AT2^n '- TV [sn(0)], alors il est naturel de considérer
que des opérateurs de mise en mémoire comme T doivent être typés de type

\/x{N[x] -> [(N[x] -> O) -> O]}.

Il est facile de vérifier que

I- AT2Ï1, T2 : Vx {TV [x] - [(TV [x] -> O) - O]}.

Le type Va; {TV [a:] -> [(iV[:c] —> O) —» O]} ne caractérise pas les
opérateurs de mise en mémoire. En effet, si nous prenons t = À n À ƒ ( ƒ ) n,
alors :

- Nous avons n : TV [x], ƒ : TV [x] -> O h AT2U) n : O, donc

I- AF2* : V x {TV [x] -> [(TV [x] -> O) - , O]}.

- Pour tout 0n ~ /3n, (t) ôn ƒ >- ( ƒ) ön , donc t n'est pas un opérateur de
mise en mémoire pour TV.

Ceci résulte du fait que le type V x {TV [x] -> [(TV [x] -> O) - • O]}
ne tient pas compte de l'indépendance de rn par rapport au 0n. Pour
résoudre ce problème, nous allons interdir l'utilisation du premier TV [x]
de Vx{TV[x] —> [(TV[x] ^ 0 ) ^ 0 ] } ainsi que ses sous types dans la
démonstration du second. Nous remplaçons donc le premier TV [x] par un
nouveau type TV* [x] qui satisfait les trois propriétés suivantes :

- l~ AT2R ' N* [sn (0)] (par exemple, nous prenons

- S i

zk : F (üTfc, 6fc) h ^ 2 t : TV [^ (0)], alors h ^ f : TV [s"(0)]f où tf est
la forme normale de t\

- Il existe un À-terme T tel que

: Vrr {TV* [x] -> [(TV [ar] -> O) -> O]}.

Une solution simple de la deuxième propriété revient à imposer à F (X, a)
de se terminer par une nouvelle constante. En effet, comme TV [x] ne contient
pas cette constante, nous ne pouvons pas utiliser les variables: z/, Xi, yjy z^
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dans Ie typage de tf. Pour vérifier les deux autres propriétés, nous suggérons
la proposition suivante:

TV* [x] = V X {X (0) -> O, V y [X (y) - O, X (sy) -> O], X (s) -> O}.

Il est facile de vérifier que

T2 :Vx{N* [x] -> [(N[x] ^ O) ^ O)}.

Pour chaque formule F de AT2, nous notons -iF la formule F —» O,
et F* la formule obtenue en remplaçant chaque formule atomique A de F
par ->̂ 4 (F* est dite la tranduction de Gödel de F).

J. L. Krivine a montré que le type \/ x {N* [x] —> -i-iiV[x]} caractérise
les opérateurs de mise en mémoire. Mais le A-terme rn obtenu peut contenir
des variables qui sont substituées par des A-termes dépendant de 9n. Ceci ne
pose pas de problème. En effet, rn est /3-équivalent à ra, donc la réduction
gauche de rn [u\fx\, . . . , un/xn] est un calcul équivalent à la réduction
gauche de rn . Le calcul est donc indépendant des A-termes ui, . . . , un qui
ne sont jamais évalués.

Nous sommes amené de nouveau à modifier la définition : un terme clos T
du A-calcul est dit opérateur de mise en mémoire pour N_ si et seulement si
pour tout n E jV, il existe un A-terme rn ~ ^n tel que pour tout 0n ~ ^n, il
existe une substitution 5 telle que (T) 6n ƒ >- (ƒ) 5 (rn) (ƒ est une nouvelle
variable).

Dans le cas où rn est clos, nous disons que T est un opérateur propre
de mise en mémoire. Ces opérateurs sont étudiés dans [10].

Le théorème de J. L Krivine s'énonce de la manière suivante:

si ^ AT2T : V x {N* [x] —> -1-1N [x]}} alors T est un opérateur de mise
en mémoire pour N_.

Dans cet article, nous étudions les types D, et les transformations *
pour lesquels nous avons le résultat suivant (une généralisation naturelle du
théorème précédent) :

si l~ AF2T : J9* —> -t-iD alors pour tout h jwit : D9 il existe deux
A-termes r et r ' vérifiant r ~ @T! et h AT2^ *- D tels que pour tout
Ot — fit, il existe une substitution 5 telle que (T) 9n f >- (ƒ) S (rn) (ƒ est
une nouvelle variable).

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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Nous prouvons (*) que, pour avoir ce résultat, il suffit de supposer que :

- Le quantificateur universel du second ordre apparait positivement dans
D (nous disons que D est un type V-positif (2)).

- La transformation * vérifie les trois propriétés suivantes :

• Si A est un type atomique, alors A* se termine par O ;

• {A -> B)* = A* -+ 5**

Le but de cet article est de démontrer le théorème énoncé ci-dessus. Il est
organisé de la manière suivante :

• Dans les parties 1 et 2, nous présentons les outils de base du À-calcul
pur et typé.

• Dans la partie 3, nous donnons quelques propriétés du système de
typage AT2. Nous définissons ensuite un système de typage équivalent au
système AT2 (ils typent les mêmes A-termes de mêmes types). Ce nouveau
système va nous aider pour faire quelques preuves.

• Dans la partie 4, nous introduisons les types V-positifs et les types
V-négatifs ainsi que leurs propriétés. Nous prouvons, en particulier, que si
un À-terme normal clos est typable d'un type V-positif, alors nous pouvons
supposer qu'au cours de ce typage, toutes les variables sont déclarées de types
V-négatifs, tous ses sous termes essentiels sont typable de types V-positifs,
et ceci en utilisant uniquement une version faible de la spécification des
variables du second ordre.

• Dans la partie 5, nous étudions les types qui se terminent par un symbole
particulier de relation 0-aire. En utilisant ces types, nous introduisons les
transformations de Gödel (une généralisation de la traduction de Gödel),
ainsi que leurs propriétés. Nous démontrons, en particulier, que si * est une
transformation de Gödel, et si un À-terme normal clos t est typable d'un
type V-positif A, alors t est typable de type A*.

• Dans la partie 6, nous exposons la définition des opérateurs de mise en
mémoire et en donnons des exemples. Nous présentons ensuite le lambda-
calcul dirigé (lambda-calcul avec des contextes dirigés). Ce lambda-calcul
permet d'obtenir une définition équivalente pour les opérateurs de mise en
mémoire plus pratique pour leur étude. Nous donnons ici quelques résultats

(') J.-L. Krivine a prouvé indépendamment le même résultat (voir [7]).
(2) Ces types ont été étudiés par plusieurs auteurs (en particulier R. Labib-Sami), et ont des

propriétés remarquables (voir [8]).
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2 6 6 K. NOUR

(sans démonstration) sur le lambda-calcul dirigé. Pour plus de détails, vous
pouver consulter [9] et [13].

• Dans la partie 7, nous présentons la preuve du théorème général. Pour
éclaircir les idées de la preuve, nous la présentons aussi sur un cas particulier.

N.B. Les définitions que nous allons présenter possèdent quelques
inintéressantes difficultés techniques. Nous n'allons pas définir formellement
l'ensemble de sous-termes d'un À-terme. Nous supposons, par exemple,
que - comme nous travaillons modulo a-équivalence - les À-termes
(x) x, (y) y, (z) z, ... sont des sous-termes du À-terme Xx (x) x> Un À-terme
peut avoir plusieurs sous-termes égaux ; nous supposons que nous pouvons
distinguer entre eux. Ces problèmes peuvent être résolu en utilisant la notation
de de-Bruijn. Nous n'allons pas le faire ici.

1. NOTIONS DE BASE DU A-CALCUL PUR

Les notations sont standard (voir [1] et [5]). Nous supposons une familiarité
avec les notions de base du À-calcul pur. Nous donnons, ci-dessous, quelques
notations particulières, et des théorèmes essentiels du À-calcul qui seront
utilisés dans la suite.

- On note A l'ensemble des termes du À-calcul, dites aussi À-termes.
-Étant donnés des À-termes t, u, ui, . . . , un G A, l'application de t

à u sera notée (t) u ou tu, et (... ((t) u\) ...) un sera noté (t) u\ . . . un

ou tu\ . . . un.
- Si t est normalisable, on note t@ sa forme normale.
- Pour tout À-terme normal t, on associe un ensemble de À-termes

STE{t), appelé ensemble des sous-termes essentiels de t, de la manière
suivante :

Si t = Xxi . . . A x n ( x ) * i . . . t m , alors STE(t) = {t} U (J STE{U).

- Pour tout À-terme t, on note Fv (t) l'ensemble de ses variables libres.
- La notation t y- tf signifie que t1 est obtenu à partir de t par quelques

réductions de tête, et on note n (£, tf) le nombre de pas effectué pour passer
de t à tf.

- Un À-terme est dit résoluble si sa réduction de tête termine.

THÉORÈME 1.1 : Si t y tf, alors pour tout iti, . . . , un G A:
l) II existe v G A tel que (t) u\ .. ,un y v, (tf) u\ . . . un y v, et

n((t)ui ...Un, v) = n({tl)u\ . ..un, v) + n(t, tf).

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications



OPÉRATEURS DE MISE EN MÉMOIRE ET TYPES V-POSITIFS 267

2) t[u\/x\, . . . , un/xn] y t1 [u\/x\, . . . , un/xn], et n{t[u\/x\, . . . ,

Preuve: Voir [6], •

Remarque: Le théorème 1.1 montre que pour effectuer la réduction de
tête de (t) u\ . . . un (resp. t [ui/x\, . . . , un/xn]) il est équivalent (même
résultat, et même nombre de pas) d'effectuer un certain nombre de pas dans
la réduction de tête de t, puis de faire la réduction de tête de (tf) u\ .. .un

(resp.

COROLLAIRE 1.2: Soient t, tti, . . . , i in , i>i, . . . , vm E A. SY

(t \u\/x\, . . . , itn/^n]) ^i • • • ̂ 77-i ^5^ résoluble, alors t est résoluble.

Preuve: II suffit d'appliquer le théorème 1.1. •

COROLLAIRE 1.3: Soient t ~ pu tel que u ne contient pas les variables
x\, . . . , xn. Alors la réduction gauche de t [u\ jx\, . . . , un/xn] est un calcul
équivalent à la réduction gauche de t. Ce calcul est donc indépendant des
X-termes u\. ..., un qui ne sont jamais évalués.

Preuve: Voir [6], •

2. NOTIONS DE BASE DU A-CALCUL TYPE

2.1 Le système de typage T (3)

Les types du système T sont les formules construites à l'aide d'un
ensemble dénombrable de variables propositionnelles, et les connecteurs —•
et V. Étant donnés un terme t du À-calcul, un type A, et un contexte
F — x\ : Ai, . . . , xn : An, on définit au moyen des règles suivantes la
notion « t est typable de type A dans le contexte T » et on écrit F h jrt : A.

(1) F h Tx% : A% 1 < % < n.

(2) Si F, x : B \- jrt : C, , alors F h ^Xxt : B -> C.

(3) Si F h jru : B -> C, et F h ^ : S, alors F h j r f» v : C.

(4) Si F h ƒ•* : A et X n'est pas libre dans F, alors F h Ti : V XA.

(5) Si F h ^ : V XA, alors, pour tout type G, F h jrt : A

(3) Ce système est dû à J.-Y. Girard (voir [2]).
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THÉORÈME 2.1 (théorème de conservation): Si T h j?t : A, et t —> $tf,
alors r h Tts : A

Preuve: Voir [2]. •

THÉORÈME 2.2 (théorème de normalisation forte) : Si F h jrt : A, alors t
est fortement normalisatie.

Preuve: Voir [2]. •

2.2 Le système de typage ATI (4)

• On considère le calcul des prédicats intuitionniste du second ordre, écrit
avec les symboles suivants :

- Les seuls symboles logiques —• et V ;
- Un ensemble dénombrable de variables d'individu: x, y, . . . (appelées

aussi variables du premier ordre) ;
- Un ensemble dénombrable de variables de relation n-aire

(n — 0. 1, . . .) : X. Y, . . . (appelées aussi variables du second ordre) ;
- Des symboles de fonction n-aire (n = 0, 1, ...) sur les individus;

- Des symboles de relation n-aire (n = 0, 1. ...) sur les individus.
Un symbole de fonction 0-aire est appelé symbole de constante. Une

variable de relation 0-aire est aussi appelée variable propositionnelle.

• Les termes sont construits de la façon suivante :
- Chaque variable d'individu, et chaque symbole de constante est un

terme ;
- Si ƒ est un symbole de fonction n-aire et t\, . . . , tn sont des termes,

alors ƒ (ti, . . . . tn) est un terme.

Les formules sont construites de la façon suivante :
- Si A est un symbole ou variable de relation n-aire et t\, . . . . tn sont

des termes, alors A (ti, . . . , tn) est une formule dite formule atomique;
- Si A, B sont des formules, alors A —» B est une formule;
- Si A est une formule, alors \/xA et VXA sont des formules, x (resp. X)

étant une variable d'individu (resp. de relation).

On définit les notions de variables libres et liées de manière usuelle. Une
formule est dite close, si elle ne contient pas de variables libres.

(4) Ce système est dû à J.-L. Krivine {voir [5]).
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OPÉRATEURS DE MISE EN MÉMOIRE ET TYPES V-POSITIFS 269

•La formule Fi -> (F2 - • ( . . . - > {Fn -> G). . . )) est notée
Fi, F2, . . . , Fn —> G. La négation d'une formule F est notée F"1.

• Si X est une variable de relation unaire, t et tf deux termes, alors la
formule M X [X t -* X t!] est notée t — tf, et est dite équation fonctionnelle
ou formule équationnelle. Un cas particulier de l'équation t — tf est
une formule de la forme t [ui/xi, . . . , un/xn] — t! [u\/x\, . . . , wn/#n]
ou t1 [ui/xi, . . . , un /xn] = t[wi/xi, . . . , Un/xn], u\, . . . , un étant des
termes du langage. Dans la suite on note E un système d'équations
fonctionnelles.

• On décrit un système de À-calcul typé appelé Arithmétique
fonctionnelle du second ordre (abrégé en ATI) dont les types sont
les formules du langage. Dans l'écriture des À-termes typés de ce système,
nous emploierons les mêmes symboles pour les variables du À-calcul, et les
variables d'individu du langage. Étant donnés un terme t du À-calcul, un
type A, et un contexte T — x\ : A\, . . . , xn : An, on définit au moyen des
règles suivantes la notion « t est typable de type A dans le contexte F » et
on écrit F h XFit : A.

(1) F h AT2x% : Ail <i<n.

(2) Si T, x : B h AT2t : C, alors T h AT2^xt : B -+ C.

(3) Si T h AT2u : S -> C, et F h A K ^ : S, alors F h A^2(u)v : C.

(4) Si F h Ap2~k : A, et # n'est pas libre dans F, alors F h Aj=2^ : V x A.

(5) Si F h A ? 1 ^ : V# A, alors, pour tout terme u, F h A ? 1 ^ : ^ [W^]*

(6) Si F h ^jr2i : A, et X n'est pas libre dans F, alors F h AT2t : V I A

(7) Si F h A?2i : V XA, alors, pour toute formule G, F h

(8) Si F h ^^2^ ^ A [u/x], alors F h A?2t : A [v/x], u — v étant un cas
particulier d'une équation de E.

(*) A [G/X (xi, . . . , xn)] est obtenue en replaçant dans A chaque formule
atomique X{t\. . . . , tn) par G [ii/xi, . . . , tn/xn].

THÉORÈME 2.3 (théorème de conservation): Si F h Af2~t : Ay et t ^ $t!,

alors F h .4^2 ̂  : ^*

Preuve: Voir [5]. •

A chaque variable X de relation, on associe de façon biunivoque une
variable X° du système T. A chaque formule A du système AJ72, on
associe la formule A0 du système JF obtenue en supprimant les variables du
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premier ordre. Si T = x\ : A\, ..., xn : An est un contexte du système
AT2, alors on note T° le contexte x\ : A\, . . . , xn : A°n du système T,

THÉORÈME 2.4: Si T \- Af2t : A, alors T° h jrt : A0. Donc t est typable
dans A.J-2 si et seulement si t est typable dans T.

Preuve: Par induction sur la longueur de la dérivation F h jjf2^ : A. •

THÉORÈME 2.5 (théorème de normalisation forte): Si T h AF2t : A alors t
est fortement normalisable.

Preuve: On utilise les théorèmes 2.2 et 2.4. •

Notations
- Soient A, G deux formules, X une variable de relation n-aire. On écrit,

dans la suite A [G/X] au lieu de A [G/X (x\, . . . , xn)\,
- Pour simplifier, on utilise parfois les notations suivantes :
On note G la suite finie de termes et/ou de formules Gi, . . . : Gn.
Soient G — G\, ..., Gn, F = F\, . . . , Fm deux suites finies de termes

et/ou de formules, £ = £i, . . . , £n u n e s u i t e fcnit de variables du premier
et/ou du second ordre telle que : Gi est un terme si & est une variable du
premier ordre, et Gi est une formule si & est une variable du second ordre,
et F, A deux termes et/ou deux formules.

On note F[G/Ç], , le terme et/ou la formule F[Gi/Çi, . . . , Gn/6i]>
et F [G/*] la suite Fi [G/fl, . . . , Fm [G/fl.

La suite Gi, . . . , Gn, Fi , . . . , F m est notée G, F et

, • • • , Fn/Sm]

est notée A[G/^, F/6] etc.
- La formule V£i . . . V^n F est notée V£ F. L'écriture « £ n'est pas libre

dans A » signifie que pour tout 1 < i < n, ^ n'est pas libre dans A.

3. TYPAGE NORMAL

Définitions

- Dans le système de typage AT2 on note :
(VIi) la règle d'introduction des variables du premier ordre.
(VI2) la règle d'introduction des variables du second ordre.
(VEi) la règle d'élimination des variables du premier ordre.
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(VE2) la règle d'élimination des variables du second ordre.

(Eq) la règle concernant les équations.

- Dans un typage, une V-coupure est la succession dans Tordre de deux
règles (V/,) et (V Ej) j = 1, 2.

- Un typage est dit normal s'il ne contient pas de V-coupures.

- La hauteur d'un typage est le nombre de règles utilisées dans ce typage.

LEMME 3.1 :

1) Si F h ATïl : A, alors, pour toute suite de termes u, F [u/x] h j^F%t :

A [u/x], et on utilise les mêmes règles de typage.

2) Si V Y- ATïk : A alors, pour toute suite de formules F, F [F/X] h
], et on utilise les mêmes règles de typage.

Preuve: Voir [5]. •

COROLLAIRE 3.2: Tout typage peut être supposé normal.

Preuve: Par induction sur le couple (n, m) où n est le nombre de
V-coupures, et m est la hauteur minimale des V-coupures.

Si n = 0, alors le typage est normal.

Si n T̂  0, alors considérons une V-coupure de hauteur minimale :

T h AT2t : A

T t~ ATik : V£A où £ n'est pas libre dans F

T h ]

En utilisant le lemme 3.1, on élimine cette V-coupure pour obtenir
F [G/Ç] = F h x ^ : A [G/i], et (n, m) diminue strictement. •

LEMME 3.3:

1) Dans un typage, on peut remplacer la succession de nfois (V Ij) et de
m fois {Eq), par la succession de m fois (Eq) et de nfois (y Ij) j — 1, 2.

2) Dans un typage, on peut remplacer la succession de nfois (Eq) et de
m fois (y h) y par la succession de m fois (V/2) et de nfois (Eq).

3) Dans un typage, on peut remplacer la succession de n fois (Eq) et de
m fois (V' Ej), par la succession de m fois (VEj) et de nfois (Eq) j — 1. 2.
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Preuve :
1) Par induction sur n et m. Le cas de base est (par exemple pour j = 1)

F h AT2t : A[u/y]
r h ^4^2^ : Va: A [u/y] où a; n'est pas libre dans F
r l~ A T ^ : Va; ̂ 4 [v/y] où u = v est un cas particulier d'une équation de E.
Donc

T h AF2* : 4 [u/y]
T h ^ a t : A[v/y]
T h ^ 2 t : VxA[v/y].
2) Par induction sur n et m. Le cas de base est

r h- AF2t '• A[v/y] où u = v est un cas particulier d'une équation de E
T \~ AF2t : V XA [v/y] où X n'est pas libre dans T.
Donc

T h AF2* : A [u/y]
T h AT2t :

3) Par induction sur n et m. Le cas de base est (par exemple pour j = 1)
T h AT2t : Vx A [u/y]
T h Ar2t : VxA[^/y]
r r- ^^2^ ^ ̂ 4 [v/y] [lu/a;] où u = v est un cas particulier d'une équation

de E, et w est un terme.
Puisqu'on peut supposer que y n'est pas libre dans w, et x n'est pas libre

dans u et v, on obtient:

T h AT2t : V x A [u/y]

T I- Arit : A [<u/y] [tu/a;] = A [w/x] [v/y]

T I- AF2t : A [tu/a?] [v/y] = A [u/y] [iw/a;]. •

Remarques

1) Dans un typage, on ne peut pas toujours remplacer la succession de
(Eq) et de (V/i), par la succession de (V/i) et de (Eq). En effet, soit E
l'équation ƒ (x) — 0 où 0 est une constante, et ƒ un symbole de fonction
unaire. On a:

x : XO h A ^ X : XO
ar : XO r- ^ 2 x : X ƒ (s)
x : XO h ^ 2 x : V xX ƒ (x)
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mais on ne peut pas renverser l'ordre d'application des règles de typage.

2) Dans un typage, on ne peut pas toujours remplacer la succession de
(VJBJ) et de (Eq), par la succession de (Eq) et de (V J5j) j = 1. 2. En
effet, soit E l'équation ƒ (g (x)) — 0 où 0 est une constante, et ƒ et g sont
deux symboles de fonction unaire. On a:

x : VxXf(x) h AT2x : V xXƒ (x)

x :VxXf(x) V AT2X :Xf(g(x))

x : M xXf(x) h AT2X : XO

et

x : VXXg(x) h ^ ^ : V XXg (x)

x :VXXg(x) h AT2x : Xf(g(x))

x : y XXg(x) h ^ ^ 2 ^ : XO

mais dans les deux typage, on ne peut pas renverser Tordre d'application
des règles de typage.

COROLLAIRE 3.4: Si dans un typage normal on est passé de Y (~
à Y h ATlX : B alors on peut supposer qu'on a commencé par des
applications de (VEj) j = 1. 2, ensuite de (Eq), et enfin de (V/ ;) j = 1, 2.

Preuve: Par induction sur le nombre de règles utilisées pour passer
de F h ATïk '• A à Y h ^jr2^ : B. On regarde la dernière règle utilisée,
et on utilise le lemme 3.3. •

DÉFINITIONS : On définit sur les types de AT2 les deux relations binaires
< et ~ ; de la manière suivante :

- V x A < A [u/x], si u est un terme du langage.

V I A < A[F/X], si F est une formule du langage.

- A ~ !B si et seulement si A — C [u/x], B — C [v/x], et u — v est un
cas particulier d'une équation de E.

Soient < et ~ les clôtures réflexives et transitives respectives de < et ~ '.

Remarques

1) La relation ~ est une relation d'équivalence.
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2) La relation < n'est pas une relation d'ordre. En effet, elle n'est pas
antisymétrique :

Si X est une variable de relation unaire, et a et b sont deux termes distincts
du langage, alors V XXa < V XXb < V XXa.

LEMME 3.5 : Si A < B, alors A = V & . . . V Çn C, et

Preuve : On distingue deux cas :

- Si A = V £i . . . V £r (F -> G), alors A < B implique que

B = V£ n + 1 - - - V£r (F - G) [Gi/6] • • • [Gn/Çn]

et on pose C = V £ n + i . . . V ̂ r (F -> G).

- Si T4 = V ̂ i . . . V £r X (*i, . . . , ifc), alors on distingue deux sous cas :
- Si pour tout 1 < i < r on a,
£i ^ X, alors A < S implique que

B = Ven+i .. • V£r X (i1? . . . , tk) [Gi/i-i]. •. [Gn/e„],

et on pose C = V £i . . . V Çn X (ti, . . . , tk).
- S'il existe 1 < i < r tel que ^ = X, alors posons C =

On a B = C [6/6] • • • [&-1/&-1] [-S/6] [6+1/6+1] - - • [6/6]- •
D'après les corollaires 3.2, et 3.4, on obtient un système de typage

équivalent au système AT2 (ils typent les mêmes À-termes de mêmes
types), défini à partir des trois règles de typage :

x : A A<B B ~ B!

x : w ' ' "

x :A

u :B A~A' B~B'
\xu :V£(A' -B') (

u :A^ B v : A B <C C ~ C'
(u)v :V^C"

où ^ n'est pas libre dans les hypothèses des règles.

(3)
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On note par AT2M (pour AT2 normal), ce nouveau système de typage.
L'écriture F h AT2M^

 : A signifie que dans le système de typage AT2N\
et dans le contexte F, le A-terme t est typable de type A. On a donc
F H AT2Ï • A si et seulement si F 1- AT2M^ : A.

Remarques

1) Si on restreint ce système de typage aux types du système T\ on obtient
exactement le système de Giannini et Ronchi Délia Rocca (voir [3]).

2) II est clair qu'on peut supposer que, chaque fois qu'on effectue un
A < B, on détruit tous les quantificateurs qui sont au début de A.

COROLLAIRE 3.6:

1) Soit A une formule atomique. Si F h AT2^ : A, alors t ne commence
pas par À. Autrement dit, si F h AT2 A xi : B, alors B contient au moins
une flèche.

2) Si F, x : A \- AF2{x) u\ ...un : B, alors:

n = 0, A<C,C ~C" , B = V^C / , et £ n'est pas libre dans T et A,

ou

A < d -> Si , B[ < Cl+1 -> 5.-+1 1 < i < n - 1, Bl
n < B n + 1 ,

5 = V £ ^ + 1 ow J5, - B\ 1 < i < n + 1, F, x : A h ^ ^ ^ : C% 1 < i < n,
e? ^ n'^? pas /zère dan^ T et A.

3) SozY O une formule atomique. SiY^x : A - > O h ^4^2 (^ ) ^ 1 • • • Un - C,
alors n = 1, et F, a; : A —» O h ^4^-2^1 : ̂ 4-

Preuve :

1) C'est une conséquence directe du système de typage AT2N'.

2) Par induction sur n.

Si n = 0, ou n = 1, alors c'est évident.

Si n > 1, alors F, x : A h AF 2 (X) «1 • • -«n-i : ^ -> J5^,
r,a; : A h ^ 2 u n : Q, Bf

n < Bn+1,B = \/ÇB'n+1oùBn+1 ~ B'n+l9et £
n'est pas libre dans F et A. Par hypothèse d'induction, on a 4̂ < Ci —• B\,
B[ < Q+! - , S , + 1 1 < % < n - 2, B ; _ ! < B7l) et C^ -> 5 ^ = B^ où
5,; ^ S- 1 < i < n, et F, x : A \- AT2 iH : Q 1 < i < n - 1. Donc
Bn = Cn^ Bn où B„ - B ; , Cn - G,',, et F, x : A h AT2 un : Cn .

3) Si n = 0, ou n > 1, alors, d'après 2), O est non atomique, ce qui est
contradictoire. Donc n = 1, et, d'après 2), F, x : A —> O \- AT2 u\ : A. •
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4. TYPES V-POSITIFS

DÉFINITION: Soient A l'ensemble des types atomiques du système du
typage AT% Vi l'ensemble des variables du premier ordre, et V2 l'ensemble
des variables du second ordre. On définit deux ensembles de types T+
(ensemble des types V-positifs), et T~ (ensemble des types V-négatifs) de
la manière suivante:

- Si A G A, alors A G T+, et A G T~ ;

- Si T+ G T+, et T- G T-, alors T~ -> T+ G T+, et T+ -* T~ e T~ ;

- Si x G Vi, et T+ G T+, alors VxT+ G T + ;

- Si X G V2, et T+ G T+, alors V 1 T + G T+ ;

- Si x G Vi, et T " G T " , alors V arT" G T " ;

- Si X G V2, T " G T " , et X n'est pas libre dans T", alors VXT" G T" .

1) T + (resp. T~) est l'ensemble des types où tous les quantificateurs
« actifs » du second ordre sont en positions positifs (resp. négatifs).

2) T+ G T+ si et seulement si T + = V £ T' où T' est un type atomique,
ou T' = T' "-> T / + , T / +

 G T+, T ' - G T " .

3) T~ G T~ si et seulement si T~ = V ̂  T' où T' est un type atomique,
ou T' = Tf ^ T ' - , T ' - G T - , T / + G T+, et £ - ft, . . . , £n, alors ^ est,
soit une variable du premier ordre, soit une variable du second ordre qui
n'est pas libre dans T1 1 < % < n.

LEMME 4.1 :

1) Si T G T+ (resp. T eT~),etT ~ Tf, alors T' G T+ (resp. Tf G T~).

2) Si T~ G T - , etT~ <C -> A a/or5 C e T + e f o G T" .

Preuve : Évident. •

DÉFINITION: On note ^U*20, le système de typage AT2 où on remplace la
règle de spécification des variables du second ordre par la règle :

( V E Q ) Si F h xF2§t : y XA, et Y est une variable de même arité
que X, alors F h A^2ot : A[Y/X].

Remarque: II est clair que si T h AT20t : T~, T" G T " , et T~ < T,
alors T K ^ 2 0 * : 21.
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THÉORÈME 4.2 : Soient Ai, . . . , An G T~, A G T + , t un X-terme normal,
et F = x\ : Ai, . . . , xn : An. Si F h _4jr2t : A, a/ors F h AF2ot - A e*
au cours de ce typage, chaque variable est déclarée d'un type V'-négatif, et
chaque u G STE(t) est typable d'un type y-positif.

Preuve: Par induction sur t.

-Sit = xt 1 <z <n, alors At < C, G ~ C", A = V £ C", et £ n'est pas
libre dans I\ Comme A% G T~, alors F h >tF20* : A.

-Si t = \xu, alors T, x ; B \- AF2ou : C, B ~ B', C ~ C\
A = V £ (57 -> C'), et ^ n'est pas libre dans T. Comme A G T+, , alors
Bf G T " , et C" G T + , donc, d'après le lemme 4.1, S G T " , et C G T + .
Par hypothèse d'induction on a F, x : B h A F 2 O ^

 : C' donc T h A^CI^
 : A.

- Si t = (xj)ui . . . i t m 1 < j < n, alors Aj < Ci —>• 5 i , S- <
Ci+i ^ 5 i + i 1 < i < m - 1, Bf

m < B m + i , A - V £ 5 ^ + 1 où ^ - B(
1 < i < m + 1, F, x : A \~ ATÏ^ - Ci 1 < i < m, et £ n'est pas
libre dans I\ Comme A3 G T" , alors, d'après le lemme 4.1, Ĉ  G T +

1 < i < m, et Si G T~ 1 < i < m + 1. Par hypothèse d'induction
on a F. x : A \- A^QUI : Ci, donc comme A^ G T~ et S j G T~
1 < j < m + 1, on déduit que F h A^20^ : A. •

Remarque : Le théorème 4.2 signifie que si un À-terme normal clos est
typable d'un type V-positif, alors on peut supposer qu'au cours de ce typage,
toutes les variables sont déclarées de types V-négatifs, tous ses sous termes
essentiels sont typables de types V-positifs, et ceci en utilisant uniquement
la version faible de spécification des variables du second ordre (VJ5Q).

5. TRANSFORMATION DE GÖDEL

DÉFINITION: Soient O un symbole de relation 0-aire, A un type de AJr2.
On dit que A se termine par O si et seulement si A est obtenu par les
règles suivantes :

- O se termine par O.

- Si A se termine par O, alors B —> A se termine par O pour tout type B.

- Si A se termine par O, alors V£ A se termine par O pour toute variable £.

Autrement dit T se termine par O si et seulement si T = V £o Q),

d - Bl+l ->V&+i Cl+1 0 < % < T - 1, Cr = Br+1 -> V £ r + 1 O.

LEMME 5.1 :

1) Si A se termine par O, et A ~ A', alors A! se termine par O.
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2) Si A se termine par O, et A < A', alors A! se termine par O.

Preuve: Évident. •

LEMME 5.2: Soient t un X-terme normal, Ai, . . . , An G T~, A G T + , O
ne figure pas dans les types Ai, . . . , An, A, et B\, . . . , Bm des types qui
se terminent par O.

Si V = xi : Ai, . . . , xn : An,yi : S i , . . . , ym : Bm h AT2t : A, alors
xi : Ai, . . . , xn : An h ATlt • A,

Preuve: Par induction sur t.

- Si t est une variable, alors t — x% 1 < % < n ou t — y% 1 < i < m.

- Si t = Xi, alors c'est évident.

- Si t = y2> alors A = V £C", £ n'est pas libre dans I\ Bi < C, et
C ~ C". Comme S^ se termine par O, alors, d'après le lemme 5.1, A se
termine par O, donc O figure dans A, ce qui est contradictoire.

- Si t = Axn+i t', alors T, xn+i : A n + i h A ^ - A ^ = V^ (A'n+1 ->
D'), ^ n'est pas libre dans r , An+i ~ A n + 1 , et D ^ Ö'. Comme A G T + ,
alors A^+ 1 G T " , et Z?; G T+, donc, d'après le lemme 4.1, A n + i G T~,
et D G T + . Comme Ö ne figure pas dans A, alors O ne figure pas dans
A'n+1, et O ne figure pas dans Dl, donc O ne figure pas dans An+i, et O ne
figure pas dans Z). Par hypothèse d'induction, on a xi : Ai, . . . , #n : An,
3?n+i : An+i H ̂ ^2^ - D, donc a?i : Ai, . . . , xn : An h ^^2^ : A.

- Si t — (x) u\ . . . Uk k > 1, , alors deux cas sont à voir:

- Si x = yi 1 < i < m, alors, d'après le corollaire 3.6, Bi < Ci —> Di,
D!

3 < CJ+i - , DJ+i 1 < j < k - 1, D'k < Dfc+i, A - V C ^ + 1

où Dj ~ Dfj l < j < H l , r h AF2Uj : Cj 1 < j < k, et £ n'est pas
libre dans T. Comme Bi se termine par O alors, d'après le lemme 5.1,
Dj 1 < j < k + 1 se termine par O, donc A se termine par O, donc O
figure dans A, ce qui est contradictoire.

- Sx x = Xi 1 < i < n alors, d'après le corollaire 3.6, Ai < Ci —• £>i,
£>;• < C,+i - , ö i + 1 1 < j < k - 1, Dl

k < Dk+l9 A - V £ I ^ + 1

où Dj - Dj 1 < j < H 1, F h ^ ^ « i : Cj 1 < i < K
et ^ n'est pas libre dans F. Comme A2 G T + donc, d'après le
lemme 4.1, on a Cj e T~ 1 < j < k et A e T+ 1 < z < k 4- 1.
Comme O ne figure pas dans A2, alors O ne figure pas dans Cj
1 < j < &• En appliquant l'hypothèse inductive sur les UJ 1 < j < k,
on obtient xi : Ai, . . . , An I- AT2uj : Cj 1 < j < k, et donc
x\ : Ai, . . . , xn : An \- A^2t : A. •
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DÉFINITION: À chaque variable de relation X, on associe un ensemble fini
non vide de variables de relation Vx — {X\, . . . , Xr} de même arité que
X tel que: si 1 / Y, alors Vx H Vy = 0 . À chaque variable de relation
n-aire X, et à chaque liste de variables d'individu x\, . . . , xn on associe
une formule qui se termine par O notée Fx où les variables libres de Fx
sont parmi x\.t . . . , xn et les éléments de Vx-

Pour chaque formule A, on définit la formule A* de la manière inductive
suivante :

- Si A = O, alors A* = O.

- S i A = X ( t i , . . . , *„ ) , alors A?,,= F * [*i/zi, . . . , * n / z i ] .
- Si A = S -> C, alors A* = B* -> C*.

- S i A = V x S , alors A* - VzB*.

- S i A = V I B , a l o r s A * = V X i . . . V X r B * oùVx = {XX,..., XT\.

A* est appelée la transformation de Gödel de A.

Remarques

1) La transformation de Gödel, ainsi définie, n'est pas formellement
correcte car elle ne passe pas à l'a-équivalence. Il serait facile (mais
fastidieux) de modifier la définition pour éviter ce problème.

2) En supposant que A1- = A —• O, J. L. Krivine a pouvé qu'une
transformation de Gödel est une traduction de Gödel c.à.d. elle vérifie
le résultat suivant:

Si Ai, . . . , An h A est prouvable en logique classique du second ordre,
alors A\, . . . , A* h A* est prouvable en logique intuitionniste du second
ordre.

LEMME 5.3: Pour tout type D, et pour toute transformation de Gödel *,
D* se termine par O.

Preuve: Par induction sur D. •

LEMME 5.4: Si D est un type de AT2, et u une suite de termes, alors
D [u/x]* = D* [u/x].

Preuve: Par induction sur D. •

LEMME 5.5:

1) Si A - A', alors A* - A'*.
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2) Si A € r~, et A < A', alors A* < Aï*.

Preuve: II suffit d'utiliser le lemme 5.4. •

LEMME 5.6: Soient x une variable du premier ordre, X une variable de
second ordre, et A un type de AT2.

Y) x est libre dans A si et seulement si x est libre dans A*.

2) Si X n'est pas libre dans A, et Y G Vx, alors Y n'est pas libre dans A*.

Preuve : Par induction sur A, •

DÉFINITION: Si F est le contexte x\ : A\, .... xn : An, alors on note F*
le contexte x\ : A^ . . . , xn : A*.

LEMME 5.7: 5/ F h AF2ot : A alors F* h AT^O^
 : ^*' et on

mêmes règles de typage (l'introduction (resp. l'élimination) d'une variable
du second ordre X est remplacé par r fois l'introduction (resp. l'élimination)
de variables Xu . . . , Xr si Vx = {X1} . . . , Xr}).

Preuve: Par induction sur le typage de t et on utilise les lemmes 5.4
et 5.6. •

COROLLAIRE 5.8 : Soit D G T + , et t un X-terme normal clos. Si h AF2Ï : D,
alors \~

Preuve: Ceci résulte directement du théorème 4.2, et du lemme 5.7. •

6. OPÉRATEURS DE MISE EN MÉMOIRE

6.1 Définitions et exemples

Définitions

- Un À-terme t est dit essentiel s'il est /3-équivalent à un À-terme normal
clos.

- Soient T un À-terme; clos, t un À-terme essentiel. On dit que T est
un opérateur de mise en mémoire (en abrégé o.m.m.) pour t si et
seulement si il existe un À-terme rt ~ nt, tel que pour tout 9t ^ QÎ,
(T) 0t f >~ (ƒ) Tt [Oifx\, . . . . 6n/xn]9 où ƒ est une nouvelle variable,
Fv (rt) = {x\, ..., xn, ƒ}, et 0i, . . . , 9n sont des À-termes qui dépendent
de 6t.
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— Soient T un À-terme clos, D un ensemble de A-termes essentiels. On
dit que T est un o.m.m. pour D si et seulement si c'en est un pour chaque
élément de D.

Remarque : Soient F un terme quelconque du À-calcul, et 0% un A-terme ƒ?-
équivalent à t G D. Au lieu d'évaluer (F) 0t, considérons (T) 0t F que nous
réduisons par la gauche. Comme (T) 0t F — {(T) 0t ƒ} [F/f], alors, d'après
le théorème 1.1, ce calcul revient à réduire (T) 0t ƒ à sa forme normale de
tête U, puis à réduire U [F/f]. On trouve donc, par un calcul indépendant de
F, {{f)rt [ö iM, . . . , en/xn]} [F/f] = {F)n [0'Jxu ..., 9'Jxn, F/f]
où 0\ — 0{ [F/f], D'après le corollaire 1.4, la réduction gauche de
(F) Tt [0*i/x\, . . . , 0!

n/xn, F/f] est un calcul équivalent à celle de (F) rt.
Tout se passe donc comme si 0% était calculé en premier (sous la forme Tt),
et le résultat est passé comme argument à F.

Exemples : Pour chaque n > 0, on définit l'entier de Church
n — XxXf (ƒ)" x. Soit jV l'ensemble de ces entiers. Désignons par
$_ = XnXxXf ((n)(f)x) ƒ, il est facile de vérifier que s est un À-terme
pour le successeur.

Posons 7\ = Xv(v)6G où G = XxXy (x) Xz (y) (s) z et 6 = À / ( / ) 0 ;

T2 = Xv A ƒ (u) ƒ F0 où F = XxXy (x) {s) y.

Il est facile de vérifier que T\ et T2 sont des o.m.m. pour N_.

Soit N [x] = V X {X (0), V y [X (y) -> X (5y)] ^ X (x)} le type entier
du système AJr2 (X est un symbole de relation unaire, 0 est une constante
pour le zéro, et s est un symbole de fonction unaire pour le successeur). Ce
type signifie que x est un entier si et seulement si x appartient au plus petit
ensemble contenant zéro et stable par le successeur.

Pour chaque formule F de AT2, nous notons -*F la formule F —> O,
et F* la formule obtenue en remplaçant chaque formule atomique A de F
par -iA * est une transformation de Gödel.

Typage de T\

On a h Ar20 : N [0], donc H AT26 : -.--JV[O].

Comme n : N [y] h AT2n : X (sO), V y {X (sy) -> X (551/)} -+ X (sx)
et ƒ : V y {X (y) - X (5Î/)} h ^ 2 ƒ : V y {X (sy) - X ( 5 5 y)} , alors n :
N[y]9f :Vy{X(y)^X(sy)},x : X (0) h ^ 2 ( ( n ) (ƒ) x) ƒ : X (**),
d'où h ^^2.s : V 2/ {JNT [3/] -> iV[5y]}.

vol. 30, n° 3, 1996



2 8 2 K. NOUR

On a x : ^N [y], y : -.JV* [sy], z : N [y] \- AF2{y) U) z : O, donc
x : ->~^[y], 2/ : ->iV[sy] h AT2(x) Xz (y) (s) 2: : O, et h

Or v : N*[x] h A ^ : ^N [0], V y {-.-.iV [y]
-.JVfc], d'où h A ^ T Ï : Vx{iV* [a;] -> -.-.JV[a;]}.

lypage de T2

Soit F(ar, y) = V I j I ^ Vy(Xy - X5y) - , I 4

On a h ^^0 : F (x, x) et F(x, 0) = iV[x].

Comme n : F(x, sy), ƒ : V y (X y —> X sy), x : X y \-
AF2((n) (f) x) f : Xx9 donc h . 4 ^ : Vy{F(x, sy) -> F (x, y)}.

On a x : -«F (a;, y), y : F{x,sy) h AF2 0*0U)î/ : ° ' d o n c

f" ^ 2 F : V y { - F ( x , y) -^ - F (s, sy)}.

Or 1/ : N*[x] h ^ 2 ^ : - F (x, 0), V y{ -F (x ,y ) - . - F (x, sy)} ->
-.F(x, x), d'où h ^ ^ 7 2 : V 2 : { F [x] -> ^^iV[x]}.

J.-L. Krivine a montré, dans [6], que le type Vx{iV* [x] —> —1—»iV [a:]}
caractérise les o.m.m.

THÉORÈME 6.1: Si h ATÏ? : V x {N* [x] -+ ̂ N[x]}> alors T est un
o.m.m. pour N_.

Preuve: Voir [6]. •

6.2 Lambda-calcul dirigé

La définition des opérateurs de mise en mémoire est mal adaptée pour
étudier leurs propriétés. En effet, c'est un énoncé a priori J | 4 (W 3 rt Vöt 3 s
A [T. t. Tt, 6t<> s}). Le À-calcul dirigé est une extension du À-calcul ordinaire
destiné à suivre la trace d'un À-terme normal clos t durant une réduction de
tête. L'idée de base de ce calcul est de souligner les termes provenant de
t, et d'interdir l'effectuation des substitutions portant sur ces sous termes.
Nous avons démontré (théorème 6.2), en utilisant le À-calcul dirigé, que la
définition des opérateurs de mise en mémoire est en faite équivalente à un
énoncé J]^ (rt peut se calculer en fonction de t et a en fonction de 9t).
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Définitions

• Si A est l'ensemble des À-termes ayant V comme ensemble variables,
alors l'ensemble des termes du À -calcul dirigé (dites aussi À[ ]-termes),
noté par A[ ], est défini de la manière suivante:

- Si x G V, alors x G A[ ] ;

- Si x G V, et u G A[ ], alors Xxu G A[ ] ;

- Si u G A[ ], et v G A[ ], alors (u) v G A[ ] ;

- Si t G A est un A-terme normal tel que Fv(t) Ç {x\, . . . , xn],
ai, . . . , an G A[ ], et i est un entier, alors [^{ai/#i, . . . , an/xn) G A[ ].

Un À[ ]-terme de la forme [£]j(ai/#i, . . . , an/xn) est dit une boîte de
numéro i dirigé par t. Cette notation représente, intuitivement, le À-terme
t où les variables x\, . . . , xn sont remplacées par ai, . . . , an.

•On note (a/x) la substitution (ai /xi , . . . , an/xn), La substitution
( a i M , • • •, an/a;n, &iM> • • •, bm/ym) est notée (a/x, b /y ) , et la
substitution (ai [u/y]/xi, . . . , an [u/y]/xn) est notée (a[u/y]/x) .

• Pour tout u, m, . . . , wm G A[ ], on étend les définitions de Fv (u),
et u[u/y] par:

- [t]j (a/x) [u/y] = [t]i (a[u/y]/x), après un renommage des variables
liées de a qui sont libres dans u\. . . . , um.

• Un À[ ]-terme t est dit bon si et seulement si il existe un À-terme
u, tel que t = u [[ti]ü <ai/xi>/j/i, . . . , [*TO]im (a m /x m ) /? / m ] , et pour tout
1 < i < m si ai = a u , . . . , an2^, alors aJ; i est bon 1 < j < ni.

Exemples: Le À[ ]-terme [xi]0{x/xi) est bon, mais le À[ ]-terme
Xx [xi]0 {x/xi) n'est pas un À[ ]-terme bon. En effet, la variable x
est devenue liée, et alors on ne peut pas trouver un À-terme u, tel que
Xx[xi]Q(x/xi) = u[[t]0<a/x)/y].

• Pour tout À[ ]-terme bon t, on définit un ensemble de boîtes [ ](£),
par induction sur t:

Sit = u [[ti}ix ( a i /x i ) /y i . . . . , [tm]im (am /xm) /2/m] } alors

{[«îlii <ai/xi>, . . . , [tm]im ( a m / x m ) } U [ ](ai)

[ ](t) est l'ensemble des boîtes de t.

• Un /3-redex est un À[ ]-terme de la forme (Xxu)v\ u[v/x] est son
contracté.
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Un [ ]-redex R est un A[ ]-terme de la forme
([Xyi ... Xyr (y) u\ . . . us]i (a/x)) t\ . . . tr ; son contracté est défini
par:

siy = yj 1 < j < r, alors R = (tj) [ui}tl (a/x, t / y ) . . . [ur]ir (a/x, t/y)

siy — x-j 1 < j < n, alors R = (aj) [UI]^ {a/x, t / y ) . . . [ur]ir (a/x, t/y)

où

0 si pour tout i > 0, on a [UJ]{ (a/x, t /y) £ [

max(i tel que [uJ]i (a/x, t/y) G [ ](£)) 4- 1 sinon

Si t' est le A[ ]-terme obtenu à partir de t par contraction de son redex
de tête (/3-redex ou [ ]-redex), on dit que: t se réduit à il par une /3o-
réduction de tête (resp. par une [ ]<)-réduction de tête, resp. par une
/3[ ]o-réduction de tête), et on écrit t y potf (resp. t y [ ^t\ resp.
t y p[ jo*')» si c'est un /3-redex (resp. un [ ]-redex, resp. un /3-redex ou
un [ ]-redex). On dit que t se réduit par une /3-réduction de tête (resp.
[ ]-réduction de tête, resp. /3[ ]-réduction de tête) à t', et on écrit
t y pi/ (resp. t y r d\ resp. t y $< df) si et seulement si t1 est obtenu à
partir de t par une serie de /3Q-réduction de tête (resp. [ ]o-réduction de
tête, resp. /3[ ]o-réduction de tête).

Il est facile de vérifier que (voir [9] et [13]):

1) Si t est un À[ ]-terme bon, et si t y #[ ] ( ƒ ) u\ . . . ur> alors u\, . . . , ur

sont bons.

2) Si t est un À[ ]-terrne bon, u un X-terme clos, et t[u/x] y
£[ ] (ƒ) ui . . . ur, alors t [{u\i/x\ y ^ ] (ƒ) u[ . . . v!r.

• On associe à chaque boîte [t],• (a/x) une constante rr*. ̂  a (une variable sur
laquelle on n'a pas le droit d'abstraire), et on associe à chaque À[ ]-terme
t un A-terme c(t) par la manière suivante:

- Si t = x, alors c(t) = x.

- Si t ~ Axii, alors c(t) = Xxc(u).

_ Si t = (w) 'u, alors c(t) = (c(w)) c(?;).

- Si i = [ ^ (b/y), alors c(t) = ^, J ;C(b)-

II est facile de vérifier que (voir [9] et [13]):

1) Si t est un X-terme, u un X-terme clos, et t[[u]0/x] y ^ ]
( ƒ ) u\ . . . un, alors il existe une substitution S telle que t [u/x] y
(f)S(c(u1))...S(c(un)).

2) Si t est un X[ ]-terme bon, et si t y pi*, alors c(t) y c(tf).
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3) Si t est un À[ ]-terme bon, t y [ jOtf, et

c(t) =

alors t — Xx\ ... Xxn ({u]i (b/y)) ni . . . um où c (bj) — a3 1 < j < r, et
C(UJ) = Vj 1 < j < m.

THÉORÈME 6.2: Soient t un normal X-terme clos, et T un X-terme clos.

T est un o.m.m. pour t si et seulement si il existe un X-terme rt ~ gt, tel

que T [t] o ƒ y j3[ ](ƒ) n [[h]ix (a i /x i ) /y i , . . . , [tm]im ( a m / x m >/y m ] .

Preuve: Voir [9] et [13]. •

7. OPÉRATEURS DE MISE EN MÉMOIRE POUR DES TYPES

DÉFINITION: Soient T un A-terme clos, D,E deux types clos du système
de typage ST (= AF2 ou J7). On dit que T est un o.m.m. pour le couple
de types (D, E) si et seulement si pour tout À-terme t vérifiant h srt - A
il existe un A-terme essentiel r vérifiant h ST^'3 : E tel que pour tout
0t ~ fit, on a (T) 6t ƒ y (ƒ) r [Oi/xi, . . . , öw/xn] où ƒ est une nouvelle
variable, Fv (r) = {xi, . . . , a;n, ƒ} et öi, . . . , 0n sont des À-termes qui
dépendent de Qt.

Dans le cas où D — E, on dit que T est un o.m.m. pour le type D.

THÉORÈME 7.1 : T est un o.m.m. pour le couple (D, E) si et seulement si
pour tout X-terme normal t vérifiant \- $TÏ '- D, il existe un À[ ]-terme r
vérifiant c (r) est essentiel et h STC- (T)1® '• E tel que T [t] 0 ƒ >̂  -p[ ] ( ƒ ) r.

Preuve: Même preuve que celle du théorème 6.2. •

THÉORÈME 7.2: Soient D.E deux types clos ^-positifs du système AT2
tels que O ne figure pas dans E. Si h AT^T : D* —> -*-iE, alors T est un
o.m.m. pour le couple (D^E).

Preuve: C'est une conséquence directe du théorème suivant:

THÉORÈME 7.3: Soient D^E deux types clos M-positifs du système F tels
que O ne figure pas dans E. Si h j=T : D* —> -^^E, alors T est un o.m.m.
pour le couple (D,E).

En effet:

LEMME 7.4:

1) Si T+ E T+, alors T + o E T+.
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2) Si T - G T - , a/ors r ~ ° G T" .

Preuve: Par induction simultanée sur les types V-positifs et les types
V-négatifs. •

LEMME 7.5: Pour toute transformation de Gödel * du système AT2, il
existe une transformation de Gödel *' du système F vérifiant la propriété
suivante: pour tout type D de AT2 on a D*° = D°*;.

Preuve : *' est la restriction de * sur les types de T'. •

Soit t un A-terme normal tel que h j?t : D. Si h xFiT : D* —> -i-iE,
alors, d'après le théorème 2.4, h TT : D*° -> ^E°. D'après le lemme 7.5,
il existe une transformation de Gödel *' telle que h jrT : D0*' -> -n-i£°,
donc, d'après le lemme 7.4, et le théorème 7.3, il existe un À[ ]-terme r
vérifiant c(r) est essentiel, et h jrc{ry '- E tel que T[£]o ƒ >- [̂ ] ( / ) r .
Donc T i / >- (f)c(r) [ti/xi, . . . , tn/xn]. D'après le corollaire 5.8, on a
ƒ : "•£? r- AF2Tt/ : O, donc ƒ : - .£ r- A^2(/)c(r) [ti/a?i, . . . , t„/x„],
donc ƒ : n £ |- A^2(f)c(r)^ : O, et, d'après le corollaire 3.6,

Remarque: La condition « D, S € T+ » est nécessaire pour avoir
le théorème 7.3. En effet soient D = V X {V Y {Y ^ X) -> X},
t = Ax (a;) Ayt/, T = Ai/ (i/) ArcAƒ (ƒ) \y (y) x, et * la traduction de Gödel.

— D n'est ni un type V-positif ni un type V-négatif.

- On a x : V Y (Y -* X) h Tx : (X -» X) -» X, et I- ^Ayy : X -» X,
donc x : V y ( y -» X) h jr(a;) Ay?/ : X, et alors h Tt : D.

- O n a

1/ :D* = v

h jri/ : V y (-.y -» -.-.£>) -> -1-.D.

Comme x :-^Y, f :-,D,y : Vy ( y — X) h jry : -Y -+ X, alors x : - y ,
ƒ : - .£>! - ^At/ (y) x : Z?, donc h ^Ax A/ (ƒ) Ay (y) x : Vy (-.y - • -.-.D) ;
II en résulte que h TT : D* -> -.-.£>.

- T [t]0 ƒ >- /,(( [«M A* A ƒ ( ƒ) Ay (y) x) ƒ )- [ ,0

((Àx A/ (ƒ) Xy (y) x) [Xyy}0) ƒ >- p(f) Xy (y) [Xyy]0

et c(Ay (y)) [Xyy]o) = Xy (y) x\yy.Q. Donc T n'est pas un o.m.m. pour le
type D.
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Avant de faire la preuve du théorème 7.3, nous la regardons dans un cas
particulier.

7.1 Preuve du théorème 7.3 dans un cas particulier

Posons N — \f X { X X —> X, —> X], et désignons par * la traduction
de Gödel.

Prouvons que: Si h ^T : N* —> —»—<N, alors T est un o.m.m. pour N.

Soit t un À-terme normal tel que h ^ : N, alors t = n n > 0.

Faisons la preuve pour un n > 0

II est facile de vérifier que h jrn : N* (ceci peut être déduit du
corollaire 5.8). Donc ƒ : -.N I- fTnf : O, et T n / est résoluble. D'après
le corollaire 3.6, on a Tnf y (ƒ) 5, donc T [n}0 f y p[] (ƒ) T, et il suffit de
prouver que c (r) est essentiel et h jrc ( r / : N.

LEMME 7.7:

1) 5/ F ' = T, x : N* h jr{x) u\ . . .Un : O alors n = 3, étf ?7

- T' h jrUl : - F .

- F h jrn2 : ^F -> - .F .

- F ' .h jrîX3 : F .

2) 5Ï F, x : -«F h ^(x) u : O, alors T, x : -^F \- ?u : F.

Preuve :
1) D'après le corollaire 3.6 on a N* < Ax -> B\, B{ < Ai+\ -> S2 + i

1 < i < n - 1, 5 ra < O, et T' h j r ^ : Ai 1 < i < n. Comme
N* < A\ —> Bi, alors il existe un type F tel que Ai = ->F, et
Bi = (-.F -> -.F) -> -.F. De plus Si < A2 -> 5 2 ; donc A2 = -<F -* --F,
et B2 = ->F. Finalement B2 < A3 —» S3, donc A3 = F , et i?3 = O, et,
d'après le corollaire 3.6, on s'arrête, et n = 3 .

2) Même preuve que 1). •

DÉFINITION : Un contexte r = ƒ : ->N, xlti. n. ai, 61
 : M, • * -,

%us.ïs.as,bs '• As est dit bon si et seulement si pour tout 1 < j < s on
a l'un de deux cas suivant:

- UJ = n, ij = 0, djy bj = 0 , et A,- = N*.

- UJ — (xi)m X2 0 < m < n - 1, et il existe un type F tel que Aj = -iF,
T h ^a^ : -iF, et T h jrbj : ^F -* -iF.
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Donc en particulier chaque type Aj 1 < j < s se termine par O.

T[n\of y p[ ] ( / ) T , donc il existe une suite £Q = T[n\of, ti, . . . , * r - i>
tr = ( ƒ ) r telle que :

- tfc_i y ptk ou tfe_i >- [ ] 0 ^ 1 < A; < r:

- si *jfe_i >- jgtfc, alors k = r ou k < r et £fe y [ ]0*fc+i-

Pour simplifier, notons m le A-terme (rri)mrc2 1 < m < n.

LEMME 7.8: Pour tout 0 < k < r, il existe un contexte bon Tk tel

que Tk h pc(tk) : O, et si tu y [ ]o*fe+i» alors tk = ([2l]o) w i ^2 ^3 ou
tk — ([rrili {v\/xi, ^2/^2)) ^3 0 < m < n - 1.

Preuve: Procédons par induction sur k.

Pour k — 0, posons Fo = ƒ : -iN, x„;o - N*. Comme c(to) = TxR,o ƒ,
alors Fo h ̂ -c (to) : O, donc TxR.o ƒ est résoluble. D'après le corollaire 3.6
et le lemme 7.7, on a TXR.Q ƒ >- (%To) ̂ 1 ̂ 2 ̂ 3 ou TxR,o ƒ >- (ƒ) 5, donc
T1 [n]0 ƒ est résoluble et ti = ([n]0) «i ^2 ̂ 3 ou ti = (ƒ) r.

Supposons que la propriété est vraie pour k et prouvons la pour k + 1.

- Si tk y ptk+i, alors c(tk) y c(tk+i), et on pose Tk+1 = Tk.

- S i tk y j ] ot f c+i , alors tn = ([n]0) iti u2 ^3 ou tfc = ([m]a-<it2/a;i,
^1/^2)) ^3 0 < m < n.

•Si tfc = ([n\o)uiU2U$, alors Ffc h ^(x„,o)c(ui)c(u2)c(u3) : O,
donc #n;o

 : ^* ̂  f̂c» e t ' d'après le lemme 7.7, il existe un type F tel
que Tk h jrc(ui) : -i77, rfc h ̂ c(u2) : - ^ -> - ^ et Ffc h ̂ c(^3) : F .
Deux cas sont à voir:

- Sin > 0, alors tfc+1 = ( u i ) [ n - 1]̂  (u2/xiiui/x2))u$,etc(tk+i) -
{(c{ui))xn_hjiC(u2)tC(ui))c(u$) donc, si on pose Ffc+1 = Tk,
Xn-i,j;C(u2),c{ui) : ̂ F, on obtient Ffc+1 h jrc{tk+i) : O.

- Si n — 0, alors £fc+i = (^1)^3, et c{tk+\) = (c(iti)) 0(^3), donc, si
on pose Tk+i = F/,, on obtient Ffc+1 h jrc(tk+i) : O.

• Si tk = ([m]^ {v\/x\, V2/x2)v2> 0 < m < n, alors F& h
jr(^7î;iTc(ia):c(tî2))c('î;3) : O, donc #m^ c(v l) î C(u 2) : ~*F e r ^ ' r ^ h

pc(vi) : F , Ffc h jrc(u2) : -«F —> ->JP, et, d'après le lemme 7.7,
Tk h jrc(i;3) : F . Deux cas sont à voir:

- Si m > 0, alors tk+1 = ((ui) [m - 1]J (v\/x\, ^2/^2))^ , et
( ) = ((c(t;i))xn_1;^c( t )1) ;C( l î2))c(^3), donc, si on pose r f e+i =

iîJ\c(lJi),c(t;2) : "I^1
Î on obtient Ffc+1 h pc(tk+i) : O.
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ou

O,

- Si m — 0, alors tk+i — (^1)^3, et c(tk+i) = {c(v2))c(v^)9 donc, si
on pose r̂ _|_i = Fjt, on obtient F^+i h ^-c(^+ i ) : O.

Il est clair que F^+i est bon.

Fjt+1 h jrc (tfc+i) : O donc c (t^+i) e s t résoluble. D'après le
corollaire 3.6, et le lemme 7.7, on a c (tk+i) >~ 0%, 0) v\ v-2

>- ( x ^ j . u i , ^ ) ^ ou c(tfc+i) y (ƒ)<$, donc, si tfc >- [
(felo) wl ^2^3 OU tfc+i = {[m}3 (Ui/xi, U2/X2))u$. •

Donc il existe un contexte bon F r tel que F r l~ fc(tr) = (ƒ) c{r
et, d'après le corollaire 3.6, F r h FC{T) : N. Donc c{r) est fortement
normalisable, et F r h jrc(r) /? : N. D'où, d'après le lemme 5.2, c(r) est
essentiel, et h ^c(r)'d : N. •

7.2 Preuve générale du théorème 7.3

Soit t un A-terme normal tel que h j=t : D. D'après le corollaire 5.8, on a
h Tt : D*.Si\- TT : £>* -> -.-.J5, alors ƒ : ^EV TTtf : O, donc T t / e s t
résoluble. D'après le corollaire 3.6, Ttf y (ƒ) 5, donc T [ t ] 0 / >- [̂ ] ( / ) r .
Il reste à prouver que c (T) est essentiel, et h JFC (T) : E. Prenons un typage
normal de h j=t : Z?, et pour tout u 6 STE (t), désignons par Du le type
de u, et pour toute variable x de t, désignons par Ar le type déclaratif de
x. D'après le théorème 4.2, on a Du G T + , A r E T~, et on peut associer
à chaque A-terme u = \xi ... \xn(x)ui .. .um G STE(t) deux listes
d'équations (Li et L2) qui proviennent du typage de u:

f £>;=VYoCS
V Y i + 1 Ct+1 0 < i < n - 2

[ ou n = 0 et A* = V Y n V X m B ^ .

où X; n'est pas libre dans B* 0 < i, j < m, Y, n'est pas libre dans A%.
j < i, et n'est pas libre dans Ax pour tout x 1 < i < n.

DÉFINITION: Un contexte F = ƒ : -<E, xu i . i i . a i • A\t . . . , xunia\ : A\
est dit bon si et seulement si pour tout 1 < i < l, Ui G STE (t),
Ai = D* [F/X], et si a représente la variable XJ dans la suite a;, alors
r h Ta : A*. [F/X].
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Donc, d'après le lemme 5.3, chaque type Ai 1 < i < l se termine par O.

LEMME 7.9: Si u — \x\ . . . Xxn (x) u\ . . . um, F ' est un contexte bon
et F ' = r , XuA.a, : D*t [F/X] h ?{xu%i^)vi . ..vn wi...wi : O, alors
il existe un contexte bon F " tel que F" h p{a) Zui.i.a.v .. .^um . îm ,a ,v
wi .. .wi : O où

vt si x ~ Xi 1 < i < n

â ' si x — yi est libre dans u.

Preuve: Faisons la preuve dans le cas où n / 0. D'après le corollaire 3.6,
on a £>*JF/X] < Di -> Ei, ^ < A + i -^ ^ + i 1 < i < n - 1,
^ < D[ - £ l̂f ^ < Z?;+1 -* £;;+1 1 < j < Z- l , E[ < O, F; h jrvi : A
1 < i < n, et F' h ^w/ : ^ 1 < i < L

LEMME 7.10: II existe des suites de formules Fo, . . . , F n _i telles que:

Di = A*Xi [F/X, Fo/YOî . . . , Fi.x/Yi.x] 1 < i < n7

Ei - V Yi Ct [F/X, Fo/Yo, . . . , F ^ / Y ^ ] 1 < i < n - 1,

et

Ê n - V Y n V X m B ; n [ F / X , Fo/Yo, . . . J M / Y M ] .

Preuve: Par induction sur n, et on utilise la liste L2. •
Soient F n la suite de formules utilisées pour remplacer les variables Yn

en passant de En à D[ —> E[. Pour toute formule F notons F$ , la formule
F [F/X, Fo/Yo,.- . , P „ / Y J .

On a A = AÎ? et F' h jra : A*$. Donc d'après la liste Li, on a:

F" — F ; r 1 1 • D*$ r • D*$

i . ,a ,v . . .a ;«m i im îa ïv : V X m 5 ; $ , donc

Il est facile de vérifier que F" est un contexte bon. •

T Mo/ ^ /?[ ] ( / ) r ' ^ o n c il existe une suite *o = T Mo/' *i? • • • » *r-i.
r̂ — (ƒ) T telle que:

- *fc-i >• ptk ou tk-i y [ ]o*fe 1 < fc < r :
- si tfc_! >- t̂fc, alors k = r ou k < r et tfc >-

LEMME 7.11 : Powr ?ow? 0 < k < r, il existe un contexte bon F^ fó
Tk h jrc(tfc) : O.
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Preuve: Procédons par induction sur k

Pour k = 0, posons Fo = ƒ : -*E, x^o : D*. Comme on a
c(t0) = Txttof, donc Fo h ^c(t0) : O.

Supposons que la propriété est vraie pour k et prouvons la pour k + 1.

- Si tfe y ptk+i, alors c(*fc) >- c{tk+\\ et on pose Tjt+i = Ffc.
- Si £& > [ jo f̂c+i, alors, comme Fk h fc{tk) : O, c(£&) est résoluble.

D'après le corollaire 3.6, on a c(t/c) y (#«,«, a) v\ . . . vr, et d'après la liste
L2, r est plus grand que le nombre des abstractions se trouvant au début
de u, donc tk = ([A ari . . . A xn (x) u\ ... um\i ( a /y) ) v\ . ..vnw\ . ..w\, tt
Jfc+l - (a) [ui]H (a/y, v / x ) . . . [um]tm<a/y, v/x) wi . . . w\ où

f vi si x = Xj 1 < i < n
a = <

[ aj si x = yj est libre dans u.

D'OÙ C ( ^ ) - (arA3;1...Axn(x)u1...um)i )c(a)) C (vi ) . . . C ( u n ) C ( lui) . . . C ( ^ i ) ,
etc(ifc+i) = ( c (a ) ) a : U l ) i l î C ( a ) î C ( v ) . . . a ; M m ) i m ) C ( a ) i C ( v ) c (« ; i ) . . . c (u ; i ) , et,
d'après le lemme 7.9, il existe un contexte bon Ffc+i, tel que r ^ + i H
?c(tk+1) : O. •

Donc il existe un contexte bon Tr tel que Tr h j-c (tr) = (ƒ) c (r) : O,
donc, d'après le corollaire 3.6, on a F r H jrc(r) : E1. Donc c (r) est
fortement normalisable, et F r h ?c (r)^ : E. Donc, d'après le lemme 5.2, on
a c (r) est essentiel, et h JFC (T)^ : E. D'où la preuve du théorème 7.3. •

CONCLUSION

Le résultat de J.-L. Krivine (théorème 6.1) concernant la caractérisation
des o.m.m. pour les entiers de Church par un type du système AT2 suggère
plusieurs questions :

- Pouvons nous généraliser ce résultat pour d'autres types?

- Pourquoi avons nous besoin d'une traduction de Gödel?

Le théorème 7.2 donne une réponse sur la première question. En effet,
nous avons montré que le résultat de J.-L. Krivine reste valable pour les
types où le quantificateur universel du second ordre apparaît positivement, et
pour des généralisations de la traduction de Gödel classique. Le théorème 7.2
permet aussi de généraliser le résultat de J.-L. Krivine pour tous les types
de données (les booléens, les listes d'objets, les arbres d'objets...). En effet,
J.-L. Krivine a présenté, dans [6], une méthode pour définir les types de
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données par des types V-positifs du système de typage AT2. Et donc nous
obtenons pour ces types le théorème (5) suivant:

Soit D [x] un type de données, A (D) l'ensemble de représentants de ce type
en X-calcul, et * une transformation de GodeL Si h AT^T • Va; {D* [x] —•
-I-IJD [X]}, alors T est un o.m.m. pour A (D),

Le théorème 7.2 a été démontré, dans ce papier, dans le cadre des systèmes
de typage T et AT2. Il serait utile d'obtenir des résultats identiques pour
d'autres systèmes de typage, par exemple le système TT1Z de M. Parigot
et le système Tw de J.-Y. Girard.

Une direction vers laquelle s'oriente aussi notre travail actuel est le
rôle des opérateurs de mise en mémoire en logique classique. En effet,
M. Parigot et J.-L. Krivine ont trouvé des algorithmes permettant d'extraire
des programmes (des termes du À-calcul) à partir des preuves en logique
classique. Si 0n est un À-terme de type N [s11 0] dans le système AJ72,
on sait que 0n est ̂ -équivalent à l'entier de Church n. Ce n'est plus vrai
si 0n est un « entier classique » (Le. provient d'une preuve en logique
classique de N [s11 0]). Mais M. Parigot et J.-L. Krivine ont prouvé que: Si
I" AT2T : Vx{iV* [x] —» -i-iJV[x]}, alors, pour tout entier classique 0n,
(T) 0n À xx ~ gn. Les opérateurs de mise en mémoire peuvent donc servir
aussi pour « afficher » les résultats provenant d'un programme issus d'une
preuve en logique classique. Ce résultat est très intéressant. En effet, pour
la première fois, nous observons une intervention de la logique classique, et
nous espérons ainsi mieux expliquer la présence de la traduction de Gödel
dans le type caractérisant les opérateurs de mise en mémoire.
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