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. VIBRATIONS. - Mouvements d'une corde vibrante en présence d'un obstacle rectiligne. 

Note(*) de Henri Cabannes, présentée par Maurice Roseau. 

A partir du développement en série de Fourier de la fonction qui représente certains mouvements d'une CQrde 

vibrante en présence d'un obstacle, on exprime cette fonction de deux variables à l'a.ide d'une fonction d'une seule 

variable. généralisant ainsi les résultats relatifs à l'oscillation libre. On établit ensuite des propriétés des 

mouvements. 

YIBRATIONS. - Motions oh String Vibrating in the Presence of a Straight Rectilinear Obstacle. 

From the expansion in Foruier .serles of the fanctlon, which represants .certain motions of a string uibrating against 

an obstacle, we express this fanctian of two variables in tenns of afunctlon of one uariable, genernlfaing ihe results 

related to the f ree oscillation. 'Then we eatablish some properties of these motions. 

1. INTRODUCTION. - Une corde vibrante fixée à ses deux extrémités oscille dans un plan 

en présence d'un obstacle rectiligne fixe, parallèle à la position d'équilibre de la corde, 

c'est-àwdire parallèle au segment qui joint les extrémités fixes de la corde. Le mouvement 

de la corde est défini par une fonction u (x, t) de l'abscisse x et du temps t, satisfaisant les 

conditions suivantes : 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

ô2 u ô2 u - - - = 0 si u > -h (h > 0), 
ôt2 ôx2 

ôu âu 
ô/x, t+O)= - ôt (x, t-0) si u= -h, 

u( ± ~· t)=o, 

·1 u(: O)=a.(x) > -h 

ôt (x, 0) = 13 (x) 

pour 

pour 

1 1 
--~x:S-2- -2· 

1 1 
--:s;x~-. 2- -2 

Les fonctions a (x) et J3 (x), nulles pour x = ± 1/2, sont données. 

A partir de toute solution v(x, t) du problème (1)-(4), on obtient une famille de 

solutions en posant ([1], [2]) : 

(5) u(x, t)=v{X(x, t), T(x, t)}, 

(6) 

\

X (x, t)= F(x+t);F(x-t>, 

T( )- F(x+t)-F(x-t) 
x, t - 2 . 

La fonction F (y) est non décroissante et satisfait les conditions : 

(7) { 
F(1+y)=1-F(-y), 

F(2+y) =2+F(y). 

Lorsque la corde est initialement au repos dans une position unimodale, c'est-à-dire 

lorsque la fonction P (x) est nulle et lorsque la fonction IX (x) possède un seul maximum 
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dans l'intervalle -1/2 ~ x ~ 1/2, on a démontré, dans la Note [11 que le mouvement de 
la corde est une fonction presque périodique du temps. La démonstration est basée sur le 
choix ii(x, t) de la fonction v'(x, t), qui correspond au cas de la corde pincée symétrique: 

(8) 
·1 v(:O)=l-2lxl 

-(x Q\=0 ôt • ., 

2. SÉRIE on FOURIER. - Le mouv.ement défini par la fonction v(x, t) est une fonction 
périodique du temps; si on ah> 1 la corde ne rencontre jamais l'obstacle et la pêriode 
est 2, si on ah~ 1 la corde rencontre l'obstacle et la période est H-h. La fonction v(x, t) 
peut être développée en série de Fourier : 

(9) ii(x, t)=ao(x)+ I: ap(x).cospcot; 
p=l 

pour-h < 1, on a m=2n/(1+h) et les valeurs des coefficients de Fourier sont différentes 
suivant qu'il s'agit de points de la corde qui rencontrent l'obstacle (21 x l :i 1-h, formules 
(10)), ou des points de la corde qui ne rencontrent pas l'obstacle (1-h ~ 2!xl ~ 1, 
formules (11)): 

(10) 

\ 

. 1-h 2x2 

81 2lxl ~ 1-h: ao(x)= - 2- - t'+.h' 

cospmx-cospn 
a"{x)=2(1 +h) (pn)2. (p= 1, 2, ... ), 

(11) 

1-h 

1 
si 1-h ~ 2lxl ~ 1 : ao(x)= t+h (1-21xl),. 

. . cosp0>x-cospm(l-lxl) 
a;(x)==2(1+h} · (pn)2 (p-=1, 2, ... ). 

Le produit p2 ap(x) (p :F 0) étant borné, la série (9) est absolument et uniformément 
convergente. On peut donc modifier l'ordre des tenu.es et exprimer ainsi la fonction v(x, t) 
â l'aide d'une fonction unique K(y) d'une seule variable: · 

(12) 

\ 
KCY>=&-~)2 pour o :li! y~ 1, 

K(l +y) ==K(y). 

Lorsque la corde est initialement au repos dans une position u (x, 0) unimodale, c'estr 
à-dire telle que : 

(13) 

ôu 
a/x, O) !); o 

1 
Pour -- ~ x ~a, 2- -

:: (x, 0) :5! 0 pour a :; x ~ ~, 
u(a, 0)=1. 
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• À 

Fig. 1. - h=2/5. Fig. 2. - h = 1/3. 

le mouvement est déterminé par.les formules (5) et (6)· dans lesquelles v est remplacé par 

v, tandis que F(y) est défini, sur l'intervalle 2 lyl ~ 1 par les relations : 

(14) 2F(y)={l-u(y, O)} signe.(y-a). 

On peut ainsi à l'aide de la fonction K (y) écrire d~s formules explicites qui representent 

le mouvement de la corde. Pour les points de la corde qui:rencontrent l'obstacle, c'est-â­

dire pour IF(x+t)+F(x-t)I ~ 1-h, on a: 

1-h {F(x+t)+F(x-t)}2 

(15) u(x, t)=-2-- 2 (l+h) 

(t h){ (F(x+t)) K(F(x-t))_2K(F(x+t)-F(x-t) ~)} 
+ + K l+h + t+h 2(l+h) +2 . 

Pour Jes points de Ja corde qui ne rencontrent pas l'obstacle, c'est-à-dire pour 

1-h ~ 1F(x+t)+F(x-t)1~1, on a: 

1-h 
(16) u(x, t)= t+h {1-IF(x+t)+F(x-t)I} 

+(l +h) {K(F(x+t))+K(F(x-t))-K( r-6F(x+t))-K( 1-eF(x-t))} 
. l+h l+h l+h 1+h , 

E= ± 1, possède le signe de F(x+t)+F(x-t). Les formules (15) et (16) généralisent la 

formule classique : 

(17) ( ) 
u(x+t, 0)-tu(x-t, 0) 

u X, t = ---'---'->2--'------'-, 

qui détermine le mouvement de la corde en l'absence d'obstacle. Elles permettent en outre 

d'écrire un programme calculant le mouvemerit de la corde; deux exemples, correspondant 

aux mêmes .condîtions initiales : 

Obstacll;! 
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(18) 1 
cosn.xl u(.x, 0)=1-2 x+ -n-, 

ôu 
-(x, 0)=0 
ôt 

et à des positions différentes de l'obstacle, sont représentés sur les figures 1 et 2. 

3. PRoPRitrrss ou MOUV.BMBN"r. - Dans le cas où la corde initialement au repos est dans 
une position quelconque, il n'existe pas de formules analogues aux formules (15) et (16). 
A l'aide des formules (5) et (6), dans lesquelles la fonction F est non décroissante et 
satisfait les relations (7), il est toujours possible de se ramener" au cas v(X, T) qui 
correspond à une position initiale pour laquelle on a 1 da./dX 1 =constante. On a alors 
pendant tout te mcuvement : 

(19) ( ;ru )2 ( ôV )2 
ôX + ôT =constante et 

av av 
ôX. <rr =O. 

Si on remarque que, d'après les formules (6), on a pour n entier~ 

(20) T (x, n)== n:, X(x, n)=(-)11 F{(-)nx}, 

(21) 
T(~ n+~)=n+i 

x(x. n+~)=x 

si F(y)-y est impaire, 

si F (y)-y est paire, 

on ·obtient les résultats suivants. 

Tul!oR!ME 1. - La corde étant Initialement au repos dans une position qt,felconque, pour 
les valeurs du temps t=n (n entier) elle se trouve dans une posittpn qui comporte uniquement 
·des arcs sur 16squels la vitesse est nulle et des arcs rectilignes parallèles à r obstacle. 

TueoR!MB 2. - La cerde étant inttlalement au repos dans une posllion quelconque. pour 
les valeurs du temps t=n+(l/2) (n entier) elle se trouve -dans une position qui comporte: 

(a) uniquement des arcs sur le.squels la vitesse est nulle et des arca rectilignes parallèles à 

robstacle, lorsque Iafonctton F(y)-y est :impaire: 
(b) des arcs rectilignes ayant mime .pente en valeur absolue, lorsque la fonction F (y)-y 

est paire. En particulier les arcs qui aboutissent aux extrhnités fixes sont rectilignes. 

l'HéoRaMB 3. - La corde étant initialement au repos dans une position unimodale de 
maximum M et r obstacle étant situé sur la droite u = - H, si le rapport h = H/M est inférieur 
à 1 et rationnel (h=p/q, pet q entiers premiers erJ,tre eux) et s1 p+q est pair, la corde heurte 
robstacle aux instants t=(2k+l)(p+q)/2 (demi-périodes) sur tout un segment. Dans tous 
le3 autres cas, le contact a lieu en un seul point qui varie au cour:i du temps. 

Ces diverses propriétés du mouvement sont mises en évidence sur les figures 1 et 2. 

(•) Remiac le 27 septembre 198Z 
[1] H. CABANNES et A. HA.RAUX. Conaptu raul11&, 291, série A, 1980, p. 563. 
[2) H. CABANNES et A. HAllAUX, lnt. J. Non-ltMlll' M11chantcs, 16, 1981, p. 449-458. 

Laboratoire de Mkanlque t~, as.socU au C.N.R.S., 
Uniuerrité Pfm'll-fi·Mœû-Curte, 4, place J1l88in. 75005 Paris. 

4




