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VIBRATIONS. — Mouvements 4’ une corde vibrante en présence d'un obstacle rectiligne.
Note (*) de Henri Cabannes, présentée par Maurice Roseau.

A partir du développement en série de Fourier de la fonction qui représente cerfains mouvements d’une corde
vibrante en présence d’un obstacle, on exprime cette fonction de deux variables 4 I'aide d*une fonction d’une seule
variable pénéralisant ainsi les résultats relatifs 4 loscillation libre. On établit ensuile des propriétés des
mouvements.

VIBRATIONS. — Motiops of a String Vibrating in the Presence of a Straight Rectilinear Obstacle.

From the expansion in Fourier series of the function, which represents certain motions of a string vibrating against
an obstacle, we express this function of twe variables in terms of a functlon of one variable, generalizing the results
related to the free oscilletion. ‘Then we establish some properties of these motions.

1. INTRODUCTION. — Une corde vibrante fixée d ses deux extrémités oscille dans un plan
en présencc d’un obstacle rectiligne fixe, paralléle 4 la position d’équilibre de la corde,
C’est-d-dire parailéle au segment qui joint les extrémités fixes de la corde. Le mouvement
de la corde est défini par une fonction u(x, £) de 'abscisse x et du temps ¢, satisfaisant les

conditions suivantes :

2u  u )
(1) __6t2 i si u>—h (h>0),
fu ou .
(2) % t+0)=—— (% t—0) si u=—h

3 (+l )—0
(3) u—z’t_’

1 1

{ u(x, 0)=a(x) >—h  pour —ngga,
@ Ou 1 1
o —BixY 1 <1
ot (x, 0)=Pp(x) pour 2 =x 5

Les fonctions o (x) et p (x), nulles pour x= +1/2, sont données.
A partir de toute solution v(x, f) du probléme (1)-(4), on obtient une famille de
solutions en posant ([1], [2]}:

(%) u(x, )=v{X(x, 1), T(x, O}
©® X (x, t)=F(x+t)—;F(x—t),
T(x, )= F(x+t);F(x—t)l

La fonction F (p) est non décroissante et satisfait les conditions :

. { F(1+y)=1-F (-,
F(2+3)=2+F ().

Lorsque la corde est initialement au repos dans une position unimodale, c’est-a-dire
lorsque la fonction P(x) est nulle et lorsque la fonction a(x) posséde un seul maximum
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dans lintervalle —1/2 £ x < 1/2, on a démoniré, dans la Note [1], que le mouvement de
la corde est une fonction presque périodique du temps. La démonstration est basée sur le
choix #(x, ) de la fonction v(x, £), qui correspond au cas de la corde pincée symétrique :

_- (x, 0)=1-2|x| pour ——%gxéé,
(8 b} 1 1
a—t(x, 0)=0 pour —ng §'2-

2, Serie pg FOURIER. — Le mouvement défini par la fonction #(x, t) est une fonction
périodique du temps; i on a k> 1 la corde ne rencontre jamais I'obstacle et la période
est 2, si on a b < 1 la corde rencontre "obstacle et la période est 14k, La fonction #(x, &)
peut &ire développée en série de Fourier :

(9 T(x, D=ap(x)+ E @p(x).cospuwt;
=1

pour-h < 1, on a @=2x/(1+4 k) et les valeurs des coefficients de Fourier sont différentes
suivant qu'il s’agit de points de 1a corde qui rencontrent I'obstacle (2 | x| £ 1 —h, formules
{10)), ou des points de la corde qui ne rencontrent pas I'obstacle (1-h <2|x| <1,
formules (11)) :

1-h 2x2
10 i <1-h: =—— o,
(10) si 2{x|S1-h: a(x) 2 " 1%h

COSp@MX—COSpPR
(pm)*

a5 (x)=2(1-+h) (r=12...),

§ 1-hs2(xs1 :an(x)=—i~}§(1—ztx|),_

(11) - 1~
aﬁ.(x)=2{1+h)cospmx g:;;m( [x{)

Le produit pa,(x) (p # 0) étant borné, la série (9) est absolument et uniformément
convergente. On peut donc modifier 'ordre des termes et exprimer ainsi la fonction & (x, £)
4 P'aide d'une fonction unique X () d'une seule variable :

{(p=1,2,...).

'\2
1) k0)=(r-3) pow 05rs1
K(1+y)=K().

Lorsque la corde est initialement au repos dans une position  (x, 0) unimodale, c’est-
d-dire telle que:

%(x,())go pour —-=xZa

du 1
ou <-,
(13) ax(x, 0)<0 pour aSxS<y

u(a =1,
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Fig 1. — h=2/5. Fig. 2. — h=1J3,

le mouvement est déterminé par.les formules (5) et (6) dans lesquelles » est remplacé par
7, tandis que F () est défini, sur I'intervalle 2 | y| < 1 par les relations :

(14) 2F(y)={1-u(y, 0)} signe.(y—a).

On peut ainsi 4 I'aide de la fonction X (y) écrire des formules explicites qui representent
le mouvement de la corde. Pour les points de la corde qui rencontrent I'obstacle, c’est-a-
dire pour |F(x+8)+F(x—t)| £1—h,ona:

(15) u(x, &)= 1;" _ {F(x+8)+F(x—D}?

2(1+-h)
F(x+t) Fix—1) F(x+t)—F(x—1) 1
+(1+h){K(ﬂl+h Jex(EES2 ) (FEEO-K +2)}.

Pour les points de la corde qui ne rencontrent pas I'obstacle, c’est-d-dire pour
1-A2|F(x+8)+F(x—t)|=1,ona:
1—

(16 (s =15 (1~ F e+ +F (=)}

F(x+lf)) (F(x-t))- (.1‘—aF(x+:) 1—eF(x—t)
+{1+h) K| —— J+K{ ——— ]-K{ - -

( )-{ ( 1+h 1+h 1+h K( 1+h )}
g= 41, posséde le signe de F(x+t)+F{(x—t). Les formules (15) et (16) généralisent la
formule classique :

(17) ux, t)=u(x+t, 0)42—u(x—t, 0),

qui détermine le mouvement de la corde en I'absence d’obstacle. Elles permettent en outre
d’écrire un programme calculant le mouvemerit de la corde; deux exemples, correspondant
aux mémes .conditions initiales :

Obstaclke



COSTt X
n

(18) u(x, 0)=1—2|x+ , %:-‘(x, 0)=0

et & des positions différentes de I'obstacle, sont représentés sur les figures 1 et 2.

3. PROPRIETES DU MOUVEMENT. — Dans le cas oi la corde initialement au repos est dans
une position quelconque, il n’existe pas de formules analogues aux formules (15) et (16).
A Iaide des formules (5) et (6), dans lesquelles la fonction F est non décroissante et
satisfait les relations(7), il est toujours possible de se ramener du cas (X, T) qui
correspond 4 une position initiale pour laguelle on a |do/dX |=constante. On a alors
pendant tout le mouvement :

N\ b\ v &
(19) (a_i) +(5¥) =constante et é}—'ﬁ—o'

Si on remarque que, d’aprés les formules (6), on a pour » entier :

(20) T(x ny=n  X(x n)=(-)YF{{-)'x},

1
T(x, n+%)=u+§ si F(y)—y est impaire,

)

1
X(x, n+5)=x si F{())—y est paire,

on -obtient les résultats suivants.

THEOREBME 1. — La corde étant initialement au repos dans une position quelconque, pour
les valevrs du temps t=n (n entier) elle se trouve dans une position qui comporte tuniguement
des arcs sur lesquels la vitesse est nuile et des arcs rectilignes paralléles a obstacle.

TuBOREME 2. — La corde étant initialement au repos dans une position quelconque, pour
les valeurs du temps t=n-(1/2) (n entier) elle se trouve dans une position qui comporte :

(a) uniquement des arcs sur lesquels la vitesse est nulle et des arcs rectilignes paralléles d
Pobstacle, lorsque la fonction F (y)—y est impaire;

(b) des arcs rectilignes ayant méme pente en valewr absolue, lorsque la fonction F (y)—y
est paire. En particulier les arcs qui aboutissent aux extrémités fixes sont rectilignes.

TrEOREME 3. ~— La corde étant initialement au repos dans une position unimodale de
maximum M et I'obstacle étant situé sur la droite u= —H, si le rapport h=H/M est inférieur
@ 1 et rationnel (h=p/q, p et q entiers premiers entre eux) et si p-+q est pair, la corde heurte
Pobstacle aux instants t=Q2k+1}(p+q){2 (demi-périodes) sur tout un segment, Dans tous
les autres cas, le contact a liew en un seul point qui varie au cours du temps.

Ces diverses proptiétés du mouvement sont mises en évidence sur les figures 1 et 2,

{*) Remise le 27 septembre 1982,
[1] H. CABANNES et A, HARAUX, Compies rendus, 291, série A, 1980, p. 563.
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