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RESUME La méthodologie de développement par chaos poliai@reux (Sparse Polynomial
Chaos Expansion SPCE) est une approche efficace fiamnhela propagation des
incertitudes dans le cas des problemes a grandesmbions (i.e. pour les problémes ou un
grand nombre de variables aléatoires est considétéfte méthodologie permet de réduire
de maniere significative le temps de calcul parpap a la méthodologie de développement
par chaos polynomial classique (Polynomial Chaosafson PCE). Notons cependant que
lorsqu'il s'agit de modeles déterministes lourdstémps de calcul reste important, méme
avec l'utilisation du chaos polynomial creux. Dages papier, une utilisation combinée du
chaos polynomial creux et de l'analyse de sensibifjlobale (dénommée par la suite
SPCE/GSA) est proposée pour résoudre ce problemesalidation de la méthodologie
SPCE/GSA a été effectuée par confrontation destatsubbtenus par cette méthode avec
ceux donnés par la méthode du SPCE classique.

ABSTRACT The sparse polynomial chaos expansion (SPCE) melbgy is an efficient
approach that deals with uncertainty propagatiorcase of high-dimensional problems (i.e.
when a large number of random variables is involve)is methodology significantly
reduces the computational cost with respect to thsseal full polynomial chaos expansion
(PCE) methodology. Notice however that when dealing wimputationally-expensive
deterministic models, the time cost remains impuareven with the use of the SPCE. In this
paper, an efficient combined use of the SPCE metbggand the global sensitivity analysis
(GSA) is proposed to solve such a problem. The queg methodology is validated by
comparison of its results with those given by tlassital SPCE method.

Mots-clés: variabilité spatiale, chaos polynomialegx, analyse de sensibilité globale,
indices de Sobol.

Keywords: spatial variability, sparse polynomial clsaexpansion, global sensitivity analysis,
Sobol indices.
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2 Session 6 — Propagation d’incertitudes

1. Introduction

Une approche efficace permettant la propagatioriraestitudes dans le cas des
probléemes a grandes dimensions (i.e. pour les @mus ou un grand nombre de
variables aléatoires est considéré) a été préseétéenment par Blatman et Sudret
(2010). Cette approche permet de construire uneogippation de la réponse du
systeme par chaos polynomial creux (dénommé SP@fineoSparse Polynomial
Chaos Expansion) avec un co(t de calcul réduitrgaport a I'approximation par
chaos polynomial classique (dénommé PCE comme Bwiah Chaos Expansion).
Il est a noter que les deux méthodologies (i.e. BC&EPCE) consistent a remplacer
le modéle déterministe d'origine, qui peut étremgdele analytique ou un modéle
d'éléments finis/différences finies par un méta-éedCeci permettra de calculer la
réponse du systéme en utilisant une équation anadysimple (e.g. Berveiller et al.,
2006; Sudret et al., 2006; Sudret, 2008; BlatmaBuelret, 2010). Notons cependant
qgue lorsqu'il s'agit de modeles déterministes Ipuré temps de calcul reste
important méme avec l'utilisation du SPCE. Par égnent, une procédure de calcul
qui permet de réduire encore une fois le coltai®lyse probabiliste est nécessaire.
Dans ce papier, une utilisation combinée du SPCHeetanalyse de sensibilité
globale (GSA) (dénommée par la suite SPCE/GSApragtosée pour résoudre ce
probléme. Dans cette méthode, un ordre faible dGESEst d'abord choisi pour
approximer la réponse du systeme par un méta-modale analyse de sensibilité
globale utilisant les indices de Sobol est enseffiectuée sur ce SPCE d'ordre faible
pour déterminer le poids de chaque variable aléatdans la variabilité de la
réponse du systéeme. En conséquence, les variajdes an tres faible indice de
Sobol (c'est a dire celles qui ont un poids faitd@s la variabilité de la réponse du
systeme) peuvent étre négligées. Ainsi, on obtieet réponse qui ne dépend que
d'un faible nombre de variables aléatoires. Entidfadermes, on obtient une réponse
avec une "dimension effective" plus petite que ilmehsion initiale. Notons que
l'utilisation d'un SPCE d'ordre faible pour effemtia GSA est acceptable puisque
les ordres plus élevés conduisent aux mémes vesiatdatoires influentes. Une fois
gue la "dimension effective" est déterminée, unr@mlus élevé du SPCE utilisant
seulement les variables les plus influentes peut éitilisé. Cela réduit
considérablement le temps de calcul. L'utilisatiam ordre élevé pour le SPCE est
nécessaire afin d'aboutir a une meilleure appraximale la réponse.

La validation de la méthodologie SPCE/GSA a étéofiée en considérant un
modeéle mécanique ayant un temps de calcul raisten@b modéle a été largement
étudié d'un point de vue probabiliste par Al-Biter Soubra (2011, 2012) en
utilisant la méthodologie du SPCE. Il consiste &dginer la capacité portante
ultime d'une fondation superficielle filante repasasur un sol (c,p) variable
spatialement. Puisque la capacité portante du ®dt mnfluencée que par les
parametres de cisaillement c @t ces parameétres sont considérés comme deux
champs aléatoires anisotropes non- gaussienss-coorélés. lls sont discrétisés en
un nombre fini de variables aléatoires en utilis@nméthode EOLE (Expansion
Optimal Linear Estimation) et son extension pataahmovsky (2008) pour le cas des
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Calcul probabiliste de la portance des fondatiopedicielles 3

champs non-gaussiens et cross-corrélés. Le norebrardhbles aléatoires obtenu est
relativement faible pour des grandes distancestatarrélation et augmente de
maniére significative pour les petites valeursdisgnces d'autocorrélation.

Ce papier est organisé comme suit: les deux sactipm suivent visent a
présenter brievement la méthode de développementha@s polynomial creux et
l'analyse de sensibilité globale. Puis, la comisimaiproposée (i.e. SPCE/GSA), est
présentée. Finalement, les résultats numériquebapilistes sont présentés et
analyseés.

2. Développement par chaos polynomial creux (SPCE)

Dans cette section, on présente d'abord la méttlediveloppement par chaos
polynomial classique (PCE) puis son extension, éhode de développement par
chaos polynomial creux (SPCE). La méthodologie @ Ronsiste a remplacer un
modele mécanique lourd en temps de calcul (e.g.efmasdumérique aux éléments
finis/différences finies) dont les parameétres démsont modélisés par des variables
aléatoires, par un méta-modele. Ceci permet deilealta réponse du systeme en
utilisant une simple formule analytique (Sudretaét 2006; Blatman et Sudret,
2010). Les coefficients inconnus du PCE sont cakidi en utilisant une approche
de régression. La méthodologie du PCE peut étevément décrite comme suit.

Pour un probléme mécanique a M paramétres d'eimzégains, ces parametres
doivent d'abord étre représentés par des variadiistoires standards centrées
réduites rassemblées dans un vecteur aléatoita réponse aléatoirE de notre
probléme mécanique peut alors étre exprimée p&GHE comme suit:

Mece($) :iaﬁw/j’(a Dz_:aﬁwﬁ(a [1]
=0 B=0

ou P est le nombre des termes retenus dans le actiértroncature,zasont des

coefficients inconnus (a déterminer) du PCEHé} sont des polyndmes d'Hermite
multidimensionnels. Ces polynbmes sont orthogonpax rapport a la fonction
densité de probabilité conjointe de la loi normatandard centrée réduite. lls

peuvent étre obtenus a partir du produit des pohgsd'Hermite unidimensionnels
(Berveiller et al., 2008) comme suit:

‘Pf[!Hai(ci) [2]

ou o; est une suite de M entiers non-négdif,,...,a,, } et H, () est lea-éme

polynébme d'Hermite unidimensionnel. Pour un PCEdd® p, le second terme de
I'équation [1] doit étre tronqué en ne retenantlgagolynémes multidimensionnels
de degré inférieur ou égal a p. Pour cette raisnrschéma de troncature classique
basé sur la détermination de la norme d'ordre lgéséralement adopté dans la
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M
littérature. Cette norme d'ordre 1 est définie censuit: ||a||l =Y a,. Le schéma

i=1
de troncature classique suggére que la norme d'drdoit étre inférieure ou égale a
l'ordre p du PCE. En utilisant cette méthode dendature, le nombre P des
coefficients inconnus du PCE augmente considérabieravec le nombre M des
variables aléatoires et I'ordre p du PCE. Ce nongstesignificatif dans le cas
présent des champs aléatoires (surtout lorsqu'asidire des petites valeurs des
distances d'autocorrélation). Ceci conduit a umdraombre d'appels du modéle
déterministe (voir Al-Bittar et Soubra 2011, 201RPa méthode de développement
par chaos polynomial creux (SPCE) présentée pamBlaet Sudret (2010) est une
alternative efficace qui peut réduire considéraleleinte nombre d'appels du modele
déterministe. Dans cette méthodologie, Blatmanuelr&@ (2010) ont montré que le
nombre de termes ayant un poids important dansQih é3t relativement faible, car
les polyndmes multidimensionnels correspondant & alelres élevés (i.e. ceux

résultant de la multiplication desl , pour desy; élevés) sont associés a des valeurs
I

trés faibles des coefficients inconnys &n se basant sur ces observations, une
stratégie de troncature a été développée par Blagnh&udret (2010) dans laquelle
les polynébmes multidimensionnels correspondantsea drdres élevés ont été
pénalisés. Ceci a été réalisé en adoptant un scém@ncature hyperbolique qui
considere la norme d'ordre g (ou g-norme) plut@ lqunorme d'ordre 1. La g-norme

Y
est donnée paHgH :(EM a_qj ou g est un coefficient (0 <gq <1). Le schéma de
q |
=

troncature hyperbolique suggére que la g-normeisfdtieure ou égale a l'ordre p
du PCE. Dans cette formule, q peut étre choisitr@ibément. Blatman et Sudret
(2010) ont montré qu'une précision suffisante bstrmue pourg = 0.5. En dessous

de cette valeur, nous risquons de rejeter certainges importants.

La méthodologie proposée conduit a un chaos poliaiarreux qui contient un
nombre faible de coefficients inconnus. Ces coieffiis peuvent étre calculés a
partir d'un nombre réduit d'appels au modele déieste. Cette stratégie est
particulierement intéressante dans le cas présest champs aléatoires qui
impliquent un nombre important de variables aléatoiElle sera utilisée dans ce
travail pour construire un SPCE de la réponse dtesye (i.e. la capacité portante
ultime). Une procédure itérative a été utilisée rpoonstruire le SPCE. Cette
procédure a été présentée en détail dans Blatm&udret (2010) et elle a été
reprise par la suite par Al-Bittar et Soubra (202@12). Lorsque les coefficients
inconnus du SPCE sont déterminés, le PDF (Probaliiénsity Function) de la
capacité portante ultime peut étre déterminé faglg en utilisant la technique de
simulation de Monte-Carlo sur le méta-modeéle. Leageaphe suivant est consacré a
la présentation de la méthode utilisée pour caldatecoefficients inconnus.a
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2.1. Calcul des coefficients inconnussalu SPCE par la méthode de régression

Considérons un ensemble de K réalisatior{&™ =(¢,...,&, ), ..,

&R = (fl, el )}du vecteur des variables aléatoires standardsée=ntéduites

non corrélées;. Ces réalisations sont appelées plan d'expériéRE® et sont
obtenues a partir des simulations de Monte Carl@)(bu a partir d'autres méthodes
d'échantillonnage (par exemple I'hypercube latid)(bu échantillonnage de Sobol).
Notons :{r (gﬂ)),___,r (5(“)} les valeurs correspondantes de la réponse

déterminées a partir des calculs déterministes.

Le calcul des coefficients du SPCE en utilisantméthode de régression est
effectué en utilisant I'équation suivante:

a=(n'nmTn'T "
ou la matricey est définie par:
N =Y,(EM), i=1,..K, B=0,.P-: n

Afin d'assurer la stabilité numérique du probléroesidéré dans I'équation [3],
la taille K du plan d'expérience doit étre choidie telle maniére que la matrice
(7"n)™ soit bien conditionnée (i.e. le rang de cette itatdoit étre plus grand ou

egal au nombre des coefficients inconngs @e test a été réalisé systématiquement
a chaque résolution du systéme d'équations lirpiae la méthode de régression.
D'autre part, la qualité de I'approximatieia un SPCE dépend de l'ordre p de ce
SPCE. Pour assurer une bonne concordance entrétéemodéle et le modéle réel
(i.e. pour obtenir I'ordre optimal du SPCE), l'estteur d'erreur doit étre évalué.
L'estimateur d'erreur le plus simple est le cowffitdétermination Rdonné par:

L5 [ () ()]

R2=1-K Kl_l :<:1|:/_(gt(i))_FT [5]
ou
Fa X (&) 2

La valeur R? = 1 indique une bonne approximation du modéle iégar le
méta-modeélel’'spcs alors que R = 0 indique une relation non linéaire entre le
modéle réell et le méta-modél&spce Le coefficient B peut étre un estimateur
biaisé car il ne tient pas compte de la robustdasméta-modele (i.e. sa capacité de
prédire correctement la réponse du modele a n'impmprel point qui n'appartient
pas au plan d'expérience). En conséquence, Htiidlis d'un estimateur d'erreur plus
rigoureux de typdeave-one-outlénommé &semble indispensable. Cet estimateur
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6 Session 6 — Propagation d’incertitudes

d'erreur consiste a enlever successivement un goiptan d'expérience composé de
K points. Soit /_é\i le méta-modele construit & partir du plan d'exgéré apres

avoir enlevé la™ observation et soigl = /(&) -/, (&) la valeur du résidu
entre la valeur du modéle réel au pofit) et sa valeur obtenue a partir du méta-
modele /'5\i . Le coefficient de détermination correspondantsestvent désigné par
QZ.
1 K i 2
) qu A (A )
Q*=1-— - T [7]
K _1 Zi:l[r(g )_/-j|
Ce coefficient sera utilisé dans le présent traymur vérifier la bonne
approximation de la réponse.

3. Analyse de sensibilité globale (GSA)

Lorsque les coefficients du SPCE sont déterminés, analyse de sensibilité
globale (GSA) basée sur les indices de Sobol pemtfécilement effectuée. Notons
gue l'indice de Sobol du premier ordre d'une végiatéatoire donnég (i = 1, ...,
M) donne la contribution de cette variable danssdaiabilité de la réponse du
systeme. L'indice de Sobol du premier ordre esnélgrar Saltelli (2000) et Sobol
(2001) comme suit:

S(é):\m\[/l;((\\((l);ﬁ)]

ou Y est la réponse du systénE(Ym) est I'espérance conditionnelle @& une

(8]

valeur fixe deé, , etVar désigne la variance.

Dans le présent travail, la répongelu systeme est représentée par un SPCE.
Ainsi, en remplaganY dans I'équation [8] avec I'expression du SPCEhtrent la
formule de l'indice de Sobol en fonction des déféis termes du SPCE (Sudret,
2008). Cette formule est donnée par:

)3 (aﬁ)zE[(wﬂ)zJ

— A
S(6)=2——

ou a, sont les coefficients du SPCE,LP[; sont les polynébmes d'Hermite

[9]

PC

multidimensionnels [ ] est I'opérateur de I'espérance 2. est la variance de la

JFMS’'12 — 4, 5, 6 juin, Chambéry



Calcul probabiliste de la portance des fondatiopedicielles 7

réponse déterminée a partir du SPCE. La variante iiponseD,. est donnée par
Sudret (2008) comme suit:

D= ¥ (a)E[(w)] [10]

Al 5]
Notons que le termE[(wﬁ)z} qui apparait a la fois dans les équations [9] et

[10] est donné par Sudret (2008) comme suit:

E (W)= M a, [11]

ot o; est la méme suite de M entiers non-négdif,,....a, } utilisée dans

I'équation [2]. Notons finalement que le symbblgui apparait dans I'équation [9]
désigne l'ensemble des indicgspour lesquels le terméPﬁ correspondant n'est

fonction que de la variable aléatoife(c'est a dire qu'il ne contient que la variable
&), etl; (i = 1, ..., M) regroupe tous les indic@spour lesquels le terméIJﬁ

correspondant est seulement fonction de la var@Bitoires; (i= 1, ..., M).

4. Combinaison efficace entre la méthodologie du SPCEt l'analyse de
sensibilité globale (GSA)

Comme il a été mentionné précédemment, le tempgaleul de Il'analyse
probabiliste reste important méme avec l'utiligatdu SPCE lorsqu'il s'agit de
modéles déterministes lourds. Par conséquent, tgu@gure qui permet de réduire
encore une fois ce temps de calcul est nécesthieecombinaison efficace entre la
méthodologie du SPCE et l'analyse de sensibilbéale (GSA) est proposée dans
cette section. L'idée de base de cette combinasbque, pour un champ aléatoire
discrétisé en un nombre fini de variables aléatoides différentes variables
aléatoires n'ont pas toutes le méme poids dansaf@mbilité de la réponse du
systéme. Les variables avec une trés faible catitoib dans la variabilité de la
réponse du systéeme peuvent étre rejetées, ce duit réonsidérablement la
dimensionnalité du probléme traité. Cela permdfettuer une analyse probabiliste
en utilisant un plan d'expérience (PE) réduit ebadan nombre d'appels au code
déterministe plus faible. Le principal défi restand la détection des variables
aléatoires les plus influentes afin de réduire itaethsionnalité du probléme. Pour
cela, une procédure qui fait appel a la fois auEBBBQ'analyse de sensibilité globale
(notée par la suite SPCE/GSA) est proposée icprbaédure SPCE/GSA peut étre
résumeée par les étapes suivantes:

a) Discrétiser le/les champ(s) aléatoire(s): Cétpe a été réalisée dans le
présent travail en utilisant la méthode EOLE et satension par Viechovsky
(2008). Considérons @ champs aléatoires anisotropes non-gaussiens 6s-cro
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8 Session 6 — Propagation d'incertitudes

corrélés ZM (X, ¥) (i =1,...,N ) décrits par: (i) des moyennes et écarts types
constants i, o), (i) des fonctions de répartition; Gi =1,...,N.), (iii) une
matrice de cross-corrélation cible"T et (iv) une fonction d'autocorrélation
commune de type exponentielle carrﬁgG [(x, y), (X, y)]. Cette derniére fournit

les valeurs de la corrélation entre deux pointstraites (x, y) et (x ', y'). Cette
fonction d'autocorrélation est donnée comme suit:

2 2
A0, y), (X y = exp —(X . ] —( — J [12]
a, a,

ou a, et a, sont les distances d'autocorrélation suivant ¥ e¢spectivement. La
methode EOLE (Expansion Optimal Linear Estimatiehgon extension au cas des
champs non-gaussiens et cross-corrélés est utiispeur la discrétisation desgN
champs aléatoires. Il est a noter ici que EOLEéad&bord proposée par Li et Der
kiureghian (1993) pour le cas des champs gauss@emsorrélés, puis étendue par
Voiechovsky (2008) pour considérer le cas des charopsgaussiens et cross-
corrélés. Dans cette méthode, il faut d'abord @éfim maillage stochastique
composé de g points (ou nceuds) obtenus par lesradifes combinaisons de H
points suivant x (horizontal), et V points suivant(vertical). Ces q points sont

ensuite assemblés dans un vecteuf Q==(x,, ¥,)},ouh=1, .., Hv=1 ..,V
etn=1, ..., g. Pour ce vecteur Q composé démeiits, les valeurs du champ sont
assemblés dans un vectgﬂr:{ Xo = Z(X,, yv)} ,oth=1,..,H,v=1, ., Vet
n =1, .., g. Ensuite, il convient de déterminernatrice d'autocorrélation pour
laguelle chaque éléme(nzm( )NG est calculé selon I'équation [12] comme suit:

i

NG G
(%) =R°[Q.Q] [13]
oui=1,..,qetj=1,..,q. Lamatrice dtmﬂrrélationZ';'f et la matrice de cross-

corrélation ¢ doivent ensuite étre transformées vers I'espagss@n en utilisant
les fonctions de correction de Nataf (Nataf, 196R)sque la discrétisation des
champs aléatoires par EOLE s'effectue dans I'espagssien. En conséquence, on

obtient Nye matrices d'autocorrélation gaussienrﬁiﬁ){(i =1,....Ng¢) qui sont

ez . , e . . NG .
différentes de la matrice d'autocorrélation cibb@+gaussienne ", et une matrice
XX

de cross-corrélation gaussienne C qui est ausirelite de la matrice de cross-
corrélation cible non-gaussienn€C Ces matrices (i.e2,., (i =1,...,Ng.) et C)

peuvent étre utilisées pour discrétiser lgs thamps aléatoires comme suit:
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Calcul probabiliste de la portance des fondatiopedicielles 9

; LK T s .
Z, (X, y)DH+qZ—"i.(¢; ) o =1 .. Nee 4]
i=1 \/I o
ol Ner est le nombre des champs aléatoids,g (i =1,... Ny ) sont les valeurs

et vecteurs propres desgN matrices d'autocorrélation gaussiennéi)(; Y
27 (x vy €St Un vecteur de corrélation entre les différentdeurs du champ aux
différents points du maillage (i.e. les élémentsecteury) et la valeur du champ en
un point arbitraire (x, y), et N est le nombre desnes retenu dans I'expansion.

Enfin, k° = (Kl?j,---,K,ﬁ’RF’j) est un vecteur composé degNblocs de variables

aléatoires standards centrées réduites. GedblHcs sont cross-corrélés entre eux et
ils sont obtenus a partir de la matrice de crosgétaion gaussienne C comme suit:

on détermine d'abord le vecteur des valeurs profifest la matrice des vecteurs

propres correspondant®s, puis on calcule le vectewP qui contient les M- blocs

D

sl 2 D .
cross-correle{Klj ,...,KNRF J. ) selon la formule suivante:

kP = d°(AP)2£T [15]
ol @° est une matrice de dimensions{N x NgeN) résultant de la multiplication de
chaque élément de la matrid® de dimensions (B x Ngp) par la matrice unité
d'ordre N (l'ordre de I'expansion)\® est une matrice de dimensionsg{NxN)
résultant de la multiplication de chaque élémenvettteurA® de dimensions (B x
1) par la matrice unité d'ordre N, gtest un vecteur qui contientizNblocs de N

variables aléatoires normales standards centrdages pour chacun d'eux.

Une que fois les p champs aléatoires gaussiens cross-corrélés starus) ils
doivent étre transformés vers l'espace non-gaussierappliquant la formule
suivante:

Zo =g e[ 2(x Y]} =L, Ne e
ot d(.) est la fonction de répartition de la loi normateur plus de détails sur la

méthode EOLE et son extension au cas général @espshaléatoires non-gaussiens
et cross-corrélés, le lecteur peut se référer edfmvsky (2008) et Al-Bittar et
Soubra (2011, 2012).

Aprés la procédure de discrétisation, un champtaitéaest représenté par N
variables aléatoires normales. Pour leg Mhamps aléatoires qui ont la méme
fonction d'autocorrélation, le nombre total desalaes aléatoires esttN= NgexN.

Ce nombre peut étre relativement grand en particylour les faibles valeurs des
distances d'autocorrélation.

b) Utiliser un ordre préliminaire faible du dévefgment par chaos polynomial
creux (par exemple p=2) pour approximer la répomsesystéeme par un méta-
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10 Session 6 — Propagation d’incertitudes

modéle. La raison principale du choix d'un ordibléaest I'exploration des variables
aléatoires les plus influentes (c'est a dire cejlgsont un poids significatif dans la
variabilité de la réponse du systeme) en utilisanpetit plan d'expérience (PE). Il
convient de souligner ici que le nombre réduit cesfficients inconnus du SPCE lié
a la faible valeur de I'ordre du SPCE conduit a dingnution significative dans la

taille du plan d'expérience, c'est a dire dan®tabre d'appels au code déterministe.

c) Effectuer une analyse de sensibilité globale AJG8asée sur les indices de
Sobol (en utilisant le SPCE obtenu d'ordre 2) pdterminer le poids de chaque
variable aléatoire dans la variabilité de la régoths systeme. Les variables dont les
valeurs des indices de Sobol sont tres faiblest pas d'impact significatif dans la
variabilité de la réponse du systeme et peuvent é@bre rejetées. Par conséquent,
une réponse qui ne dépend que d'un faible nombreadables aléatoires est
obtenue. En d'autres termes, on obtient une réparee une "dimension effective”
N plus faible que la dimension initialer U le nombre total des variables aléatoires
est considéré. Il convient de mentionner ici qoedfe faible du SPCE (i.e. p=2)
utilisé pour effectuer l'analyse GSA est suffispnur obtenir le poids de chaque
variable aléatoire dans la variabilité de la régoths systeme. Ceci edi du fait que
les ordres supérieurs du SPCE conduisent aux méaniebles aléatoires influentes
comme le montrent les résultats numériques préselans le paragraphe suivant.

d) Utiliser le méme plan d'expérience (PE) qui & émnployé dans I'étape (b),
mais cette fois en ne retenant que les variablestates les plus influentes. En
réduisant le nombre des variables aléatoires geaN\, (Ne.<N;), on aura la
possibilité d'utiliser un ordre plus élevé du SPCE& p>2). L'utilisation d'un ordre
supérieur du SPCE est nécessaire pour obtenir eileune approximation puisque
I'estimateur d'erreur de tygeave-one-outy? donné dans I'équation [7] augmente
avec l'augmentation de l'ordre du SPCE comme owetea dans le paragraphe
suivant.

En conclusion, l'utilisation de la procédure SPCEAGa l'avantage de bien
approximer la réponse du systeme par un méta-medélgilisant un nombre réduit
d'appels au code déterministe par rapport a I'aprolassique (i.e. le SPCE seul).

5. Résultats numériques

Afin de valider la procédure SPCE/GSA, une comparaientre les résultats
obtenus en utilisant le SPCE seul et ceux obteves ka procédure SPCE/GSA est
présentée. Un modele déterministe raisonnablerepstele calcul est utilisé pour la
validation. Ce modéle est présenté dans Al-BittéBaubra (2011, 2012) et permet
de calculer la capacité portante ultime d'une féodasuperficielle filante reposant
sur un sol non pesant présentant une variabiligtiasdp en ce qui concerne la
cohésion c et I'angle de frottement interne dupsgdarameétres régissant la capacité
portante du sol). Les parameétres d'entrée de ce&lmadnt détaillés dans Al-Bittar
et Soubra (2011, 2012), et ils sont brievementgni&s dans le Tableau 1. Le
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Calcul probabiliste de la portance des fondatiopedicielles 11

modele déterministe est basé sur des simulationgmgues utilisant le logiciel
FLAC?P. Il convient de mentionner ici que, lorsque ledsoilu soly est négligé, le
temps de calcul diminue de 10 a 5 min par simulatiZela réduit considérablement
le temps de calcul nécessaire pour valider la phaeeSPCE/GSA.

Comme le montre la Figure 1, le domaine du sol #dpns I'analyse est de 15
m de large par 6 métres de profondeur. La fondatigerficielle filante de 2m de
largeur et de 0.5m de hauteur est supposée nontpesalastique.

H1m

Figure 1. Domaine du sol adopté et maillage

La validation de la procédure SPCE/GSA est effecaréconsidérant le cas
10m, g = 1m, r (c,@) = -0,5] dénommé par la suite le cas de référeRoer cette
configuration, la discrétisation des deux champsataires ¢ etp a abouti a un
nombre total des variables aléatoires égal a 24 (12 variables aléatoires pour
chaque champ comme déja indiqué dans Al-Bittaoebf& (2011, 2012)).

En utilisant le nombre total des variables aléatiN., Al-Bittar et Soubra
(2011, 2012) ont montré qu'un SPCE d'ordre 4 efiisant pour atteindre une
précision cible de 0,999. Un plan d'expérience @@ Boints était nécessaire pour
pouvoir résoudre le probleme de régression donmél'@guation [3] (i.e. pour
aboutir a un probléeme de régression bien condiGopaur lequel le rang de la
matrice (77n7) " est plus grand ou égal au nombre de coefficientsninus).
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Parametres stochastiques

L Valeurs des
g Paramétres ngziqgterses parametres Caractéristi Fonction d'autocorrelation
= déterministes aracteristiques Coefficient de corrélation r NG ' '
statistiques pz [(X, y), (X v Y )]
g Module d' Young E déterministe E = 60MPa - - -
E -
3 Co;;:g:slirrlt/ de déterministe v=0.3 - - -
o
£ Log-normale Exponentielle carrée
[s} — 2 2
=3 Cohésion ¢ aﬁ::z?tgqife - K, =20kPa oY = exp[, [g] ,[u] ]
§ Cov, =25% Cas de référence: A
— E Béta chNe = ' (C’ C) =0 r(c,¢) N _0'5} d'a?f:éo?rsé?aﬂfcﬁssﬂlii?nntcf Zt y
8 g Angle de frottement Champ ) Uy = 3 r(¢.c)=-05 r(pg)=0 respectivement
(] [0) aléatoire
5 Cov, =10% .
= Cas de référence:
E Etude paramétrique: a=10m and g&=1m
g Béta -0.5sr(c )< 0 »
% Dilatancey ;:;r:ife ) U, = 20° Etude paramétrique:
<a <
5 Cov, =10% 2m< g <50m,
0.5m<a <8m
s © Module d' Young E déterministe E =25GPa - - -
g =y
o k7 ..
< < Coefficient de . .
o i = - - -
g ] PoSSON déterministe v=04
- E Rigidité de déterministe K, =1GPa - - -
0 w83, cisaillement K
é ;f; £ S £ Rigidité normale K déterministe K, =1GPa - - -
g % ~‘—§ f:’é Cohésion g déterministe ¢, =20kPa - - -
- 1%
Q@
< Angle dzvfrottement déterministe 6. = 30° ) ) )
int
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Dilatanceyin déterministe ¢, =20° - - -

Tableau 1 Parametres d'entrée déterministes et probabilistes
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En utilisant la procédure SPCE/GSA, une analyse @S/Ad'abord effectuée
pour détecter les variables aléatoires les pldsantes. Différents ordres du SPCE
(ordres 2, 3 et 4) sont considérés afin d'exanllimpact de I'ordre du SPCE sur
l'analyse GSA. La Figure 2 illustre les valeurs detices de Sobol pour les 24
variables aléatoires, telles que données par le€ESHE'ordres 2, 3 et 4

respectivement. Les 12 premiéres variables alé&stofy pour i = 1, ..., 12]
correspondent au champ aléatoire de la cohésiolesetl2 derniéres variables
aléatoires §; pour i = 13, ..., 24] sont celles correspondanchamp aléatoire de

I'angle de frottement. La Figure 2 montre que quel soit I'ordre du SPCE, les deux
premiéres variables aléatoires des deux champs&fi.&,, &3 &14) sont les plus
influentes. Pour les deux champs aléatoires, umeodSance trés rapide dans le
poids des variables aléatoires est remarquée aswaleurs quasi-négligeables au
dela des deux premiéres variables aléatoires. Enlda deux premiéres variables
aléatoires des deux champs (i.e. celles qui caoretgnt aux deux premiers modes
propres de ces deux champs) impliquent 95% de riabitité de la réponse (voir
Tableau 2). Ceci est logique puisque la réponsgydteme (i.e. la capacité portante
ultime est insensible aux petites fluctuations pasametres de cisaillement cget
dans le massif de sol. En effet, la capacité ptetast une quantité dépendante de la
distribution moyenne des parameétres de cisaillemersein du massif du sol (qui est
fonction des premiers modes seulement) et ellepest sensible a leurs petites
fluctuations autour de cette distribution moyengei Gont eux fonction des modes
supérieurs).

I
-

oo S

Il SPCE dordre
I SPCE dordre
[ ISPCE d'ordre

© o o o
w > g o
=

Indice de Sobol

o
B

0.1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Indice i de la variable aIéatoiE'le

Figure 2. Indices de Sobol pour les SPCE d'ordres 2, 3, &t dtilisant le nombre
total des variables aléatoires
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& (i=1, ..., 12) pour le champ aléatoire de la c@rés
& & & & &s =3 & s & &0 & 12

0.50 0.17 0.002 0.002 0.03 0.002 0.009 2%10 2x10* 9x10° 0.0002 7 x10

Indice
de
Sobol

& (i=13, ..., 24) pour le champ aléatoire de l'amigerottement
&3 & &5 &6 <t &8 &1o &0 &1 &2 23 a4

0.20 0.08 0001 8xib 0.002 5x1d 6x10° 3x10° 1x10° 4x10° 4x10° 5x10°

Indice
de
Sobo

Tableau 2.Indices de Sobol du cas de référence gtl@m, g=1m, and r(cp)=-
0.5

La Figure 2 montre que les indices de Sobol ddérdiftes variables aléatoires
sont assez peu sensibles a l'ordre du SPCE. Ains§PCE du second ordre est
suffisant pour identifier les variables aléatoiles plus influentes (i.e. celles qui ont
un poids significatif dans la variabilité de la eajté portante ultime).
L'augmentation de l'ordre du SPCE a conduit aux eséwariables aléatoires
influentes ce qui justifie le choix d'un ordre faibdu SPCE pour effectuer les
investigations préliminaires. Le principal avantafjen ordre faible est qu'un plan
d'expérience avec un faible nombre de points éf$ant pour résoudre le probléme
de régression. Comme le montre le Tableau 3, 1p8la@mu code déterministe sont
nécessaires pour résoudre le probléme de régrgssiorun SPCE du second ordre.
Ce nombre atteint 800 pour un SPCE du quatriemeeor@ette augmentation
significative est due a lI'augmentation du nombre atefficients inconnus (de 29 a
144) quand on choisit un SPCE d'ordre 4 au lien 8RCE du second ordre.

Ordre du SPCE 2 3 4
Nombre des
coefficients inconnus 29 35 144
P

Nombre d'appels au

code déterministe 150 350 800

Tableau 3. Nombre des coefficients inconnus et nombre d'appelscode
déterministe pour différents ordres du SPCE

Pour choisir le nombre de variables aléatoiressguont retenues ci-apres, les
différentes variables aléatoirésdes deux champs aléatoires sont d'abord classées
par ordre décroissant selon les valeurs de lewlicea de Sobol ;Scf. les trois
premieres colonnes du Tableau 4). Un seuil d'aatieptt, est ensuite prescrit. Il
correspond a un pourcentage donné de l'indice HelSpde la variable aléatoire la
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16 Session 6 — Propagation d’incertitudes

plus influente. Dans le présent travail, la vagahléatoire la plus influente gstet
elle a un indice de Sobolh9,5. Différentes valeurs du seuil d'acceptatipeont
testées (cf. premiére ligne du Tableau 4). Lesates aléatoires ayant un indice de
Sobol plus petit que le seuil d'acceptatigisont rejetées (i.e. indiqués par un tiret
dans le tableau). Dans cet article, un seuil ded2%indice de Sobol de la variable
la plus influente est considéré comme suffisastykriables aléatoires retenues pour
ce seuil impliquent 98% de la variance totale deéfgonse du systéme comme on le
voit dans la derniére ligne de la colonne 7 du &aibl4. Pour ce seuil, une
"dimension effective" Ne = 5 est obtenue (i.e. Balzles aléatoires sont considérées
comme les plus influentes). Les 5 variables aléagoietenuest(, &3, &, 14, &s)
seront utilisées par la suite avec les 150 caldéterministes effectués auparavant
pour approximer le SPCE du second ordre avec lebrertotal des variables
aléatoires N = 24.

La réduction du nombre des variables aléatoiredlfle 24 a N = 5 permet
d'utiliser des ordres plus élevés du SPCE (i.e) pw2c le méme plan d'expérience
(les 150 calculs déterministes). L'utilisation d'ardre supérieur du SPCE est
nécessaire pour mieux approximer la réponse dérsgst l'aide du SPCE puisque
I'estimateur d'erreur du tydeave-one-outy? donné dans I'équation [7] augmente
lorsque l'ordre du SPCE augmente comme le montTaldeau 5. Il est a noter ici
gu'en utilisant la procédure SPCE/GSA, un SPCHitkoglevé allant jusqu'a l'ordre
p = 8 a pu étre atteint en utilisant seulementLES calculs déterministes existants.
Cet ordre est a comparer a l'ordre 4 atteint aseudthodologie SPCE. D'apres le
Tableau 5, on remarque qu'avec l'utilisation depdacédure SPCE/GSA, le?Q
augmente avec l'augmentation de l'ordre du SPGE stabilise au-dela de l'ordre 5.
Cela signifie gu'aucune amélioration dans I'appnation n'est obtenue au-dela de
cet ordre. D'autre part, on peut remarquer quealauw de ® donnée par cette
procédure (i.e. 0.963) est inférieure a celle alean utilisant un SPCE classique
d'ordre 4 (i.e. 0.994). Ceci edi du fait que 19 variables aléatoires ont été reggté
ce qui affecte [égérement la qualité de l'approkiona

La Figure 3 présente le PDF de la capacité portaltitee obtenu en utilisant le
SPCE classique (avec le nombre total des varigdliEstoires N = 24) et celui
obtenu avec l'utilisation de la procédure SPCE/G84c seulement cing variables
aléatoires). Le Tableau 6 présente les momentstgfaes correspondants et les
estimateurs d'erreur’Ret . Il est a noter que les résultats obtenus pardaéulure
SPCE/GSA sont présentés dans le Tableau 6 powratites valeurs du nombre
d'appels au code déterministe (de 150 a 800). I¥eata montre que les estimateurs
derreur B et & sont quasi constants avec l'augmentation du nonfagpels au
code déterministe. Cela signifie que 150 calcukemdinistes sont suffisants et il
n'est pas nécessaire d'effectuer plus de calculs pméliorer la précision de
I'approximation. D'autre part, on peut observeir(#gure 3 et Tableau 6) que les
deux premiers moments statistiques sont bien estragél'utilisation de la procédure
SPCE/GSA avec seulement les 150 calculs détermdnigtoutefois, les moments
statistiques d'ordre 3 et 4 ont besoin d'un norphre élevé de calculs déterministes
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(800 calculs) afin de converger vers leurs valelerséférence données par le SPCE
seul (cf. Tableau 6). Ceci montre l'efficacité @e drocédure SPCE/GSA pour
calculer les deux premiers moments statistiques amenombre trés faible de calculs
déterministes.

En ce qui concerne les indices de Sobol des deamp$ aléatoires c e, le
Tableau 7 montre que la procédure SPCE/GSA avetersent 150 calculs
déterministes donne les mémes résultats obtenusep&PCE classique ou 800
calculs déterministes ont été nécessaires, ce gpirenencore une fois I'efficacité de
la procédure SPCE/GSA.

Indiceide Variable ta=0.5% X t=1% X 1=1.5% X 1=2% X 1,=2.5% X
la variable aléatoiret; S (i=1, ..., 24) S S S S S
aléatoires;  (i=1, ..., 24) =0.0025 =0.005 =0.0075 =0.01  =0.0125
1 & $,=0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500
13 &3 $1:=0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
2 & $,=0.170 0.170 0.170 0.170 0.170 0.170
14 &1a $14=0.080 0.080 0.080 0.080 0.080 0.080
& $=0.030 0.030 0.030 0.030 0.030 0.030
7 & $;=0.009 0.009 0.009 0.009 - -
& $=0.002 0.002 - - - -
17 €17 $17=0.002 0.002 - - - -
3 & $:=0.002 0.002 - - - -
4 & $=0.002 0.002 - - - -
15 &5 $15=0.001 - - - - }
16 &6 $16=8.0 x10* - - - - }
19 &9 $16=6.0 x10* - - - - }
18 &8 $16=5.0 x10* - - - - }
20 &0 $,=3.0 x10* - - - - }
8 & $=2.0 x10* - - - - -
9 & S=2.0 x10* - - - - -
11 & $1;=2.0 x10* - - - - -
21 Exn $:=1.0 x10* - - - - -
10 €10 $1c=9.0 x10° - - - - -
12 €12 $15=7.0 x10° - - - - -
24 24 $4=5.0 x10° - - - - -
22 22 $:=4.0 x10° - - - - -
23 a3 $:=4.0 x10° - - - - -
Somme des
indices de 1.001 0.997 0.989 0.989 0.98 0.98
Sobol

Tableau 4. Indices de Sobol des différentes variables aléasogt détermination
des variables aléatoires retenues pour différemtdsurs du seuil d'acceptation.
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Ordre du SPCE 2 3 4 5 6 7 8
Coefficient de
Nombre total | détermination & | 0-998 0.399 0.999 ) ) ) )
des variables Estimateur
aléatoires N d'erreur de type | 0.824 0.932 0.994 - - - -
leave-one-ou€y
Coefficient de
Nombre réduit | détermination ) 0.961 0.963 0.968 0.970 0.972 0.972 0.972
des variables Estimateur
aléatoires N d'erreur de type | 0.791 0.883 0.957 0.961 0.963 0.963 0.963
leave-one-ou€?

Tableau 5.Estimateurs d'erreur Ret & pour les SPCE utilisant le nombre total et
le nombre réduit des variables aléatoires pourédéhts ordres du SPCE

2.5% 10°

3.5

2.5

PDF

1.5-

0.5~

——800 calculs déterministesTNZA variables aléatoires

----- 150 calculs déterministes,eNS variables aléatoires| |

200 400

1
600

| W | ! ]
800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Capacité portante ultime (kPa)

Figure 3. PDF de la capacité portante ultime pour les deus da SPCE avec le
nombre total des variables aléatoires 824 et la procédure proposée SPCE/GSA
avec seulement cing variables aléatoirgs5l
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Nombre
de Movenne Ecart-tvoe Coefficient Coefficient
calculs y(kPa) . (kF)’/Z) d'asymétrie d'aplatisseme  R? @
détermini MUt auilt Sudeq()  ntxyde g(-)
stes
T 8
2 g % .§ <
O OS ON
05%g® L 800 658.2 93.57 0.287 0.163 0.999 0.995
>
< € n w Z
Cw®
C T
5 b= 150 657.84 90.80 0.105 0.013 0.972 0.957
3 % 200 658.98 91.53 0.168 0.056 0.972 0.951
E % 250 659.90 92.10 0.188 0.063 0.964 0.956
-g 0 10 300 659.73 92.15 0.202 0.060 0.962 0.963
S % %a 400 660.05 90.95 0.291 0.050 0.969 0.960
@ % 500 659.50 90.81 0.296 0.043 0.970 0.963
g > 600 659.75 90.99 0.272 0.116 0.968 0.963
5: § 700 659.50 90.85 0.280 0.164 0.968 0.963
800 659.85 91.20 0.300 0.160 0.970 0.967

Tableau 6. Estimateurs d'erreur Ret & du SPCE et moments statistiques de la
capacité portante ultime tels qu'ils sont donnés |lgaSPCE classique et par la
procédure SPCE/GSA

Nombre de . . 12 24
Cous 1 S SR s(9=F s s(9)=3s
déterministes i=1 i=13
1 0.5 13 0.2
2 0.17 14 0.08
3 0.002 15 0.001
< 4 0.002 16 0.0008
~ 5 0.03 17 0.002
z 6 0.002 18 0.0005
o 800 7 0.009 1o 0.0006 0.715 0.285
z 8 0.0002 20 0.0003
9 0.0002 21 0.0001
10 9.0x10 22 4.0 x10
11 0.0002 23 4.0x10
12 7.0x10 24 5.0 x10
Nombre de . Si (=1, 2, . o 3 5
calculs i 3) i Si (i=4, 5) S(C)—Z $ S(¢)—Z$
déterministes i=1 i=4
o ® 1 0.510 4 0.076
> 8 150 2 0.200 5 0.190 0.721 0.279
3 0.010

Tableau 7.Indices de Sobol déterminités a partir du SPCESitage avec 24 et
la procédure SPCE/GSA avegN
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6. Conclusions

Une utilisation combinée de la méthodologie du shaalynomial creux (SPCE)
et de l'analyse de sensibilité globale (GSA) esppsée. L'objectif est de réduire le
colt de l'analyse probabiliste dans le cas de resdé@éterministes lourds. Cette
méthodologie est validée dans le présent articlatéisant un modéle déterministe
peu consommateur en temps de calcul. La validakola méthodologie SPCE/GSA
est effectuée par confrontation des résultats obtegrar cette méthode avec ceux
donnés par la méthode du SPCE classique. Desatsssttisfaisants sont obtenus en
utilisant un nombre réduit de calculs déterministesc la méthodologie proposée.
Les deux premiers moments statistiques et les@sdie Sobol sont bien estimés
avec le nombre faible de calculs déterministes.e@dpnt, les moments statistiques
d'ordre 3 et 4 ont besoin d'un nombre plus élevéaleuls déterministes afin de
converger vers leurs valeurs de référence obtepaesle SPCE classique. La
validation de la procédure SPCE/GSA sur un modélegpnsommateur en temps de
calcul permet son utilisation pour des problémesani&gues complexes impliquant
un temps de calcul important.
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