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ARTICULATION ENTRE HISTOIRE ET DIDACTIQUE :
LE CAS DE L’ENSEIGNEMENT DE LA MESURE EN CM2

Charlotte DE VARENT
(CREAD, SPHERE)
charlotte.devarent@gmail.com

Résumé

Cette recherche porte sur ’analyse des effets, en termes d’observation de manuels scolaires, du
croisement d’études épistémologiques et didactiques, ainsi que plus généralement sur la
perception de I’enseignement de la mesure. Une analyse épistémologique, du contexte et des
programmes ainsi qu’une synthése de travaux en didactique concernant le savoir mathématique
a transposer sont articulés pour élaborer une grille d’analyse des manuels concernant
I’introduction de I’unité de mesure d’aire. Nous identifions des effets de cette articulation sur
la sélection des articles de didactique, sur le choix d’observer la transition entre les cadres
géomeétrique, numérique et algébrique (dans le contexte de I’introduction des formules en
CM2), ainsi que plus généralement sur le regard porté sur I’enseignement de la mesure entre
les cadres.

Mots clés

histoire des mathématiques, aire, unités de mesure, grandeurs, algebre, transitions entre
géomeétrie et algébre, manuels scolaires

|I. INTRODUCTION

L’utilisation de textes historiques mathématiques pour I’analyse didactique a déja été décrite a
plusieurs reprises. De Hosson et Schneeberger (2011, p. 11) ainsi que Dorier (2000, p. 29) font
état des différents types d’utilisation de I’histoire en recherche et proposent des allers-retours
entre textes historiques et travaux de didactique, dans le cadre d’études préalables a des
expérimentations en classe. Pendant des milliers d’années, de nombreux systemes non
métriques de mesure ont donné lieu a des pratiques mathématiques riches, avec des implications
sur les fagons de conceptualiser les nombres, la multiplication ou encore de mobiliser le cadre
géométrique. Nous analysons ici premicrement |’effet du croisement d’une analyse
épistémologique (de Varent, 2018) avec l'analyse du contexte et des programmes sur la fagon
de sélectionner des travaux de recherche en didactique (concernant le savoir a transposer sur le
sujet de I'unité de mesure d’aire et I’introduction des formules de calcul de 1’aire du rectangle
en CM2). Deuxiéemement, nous rapportons les dimensions choisies, issues du croisement entre
I’analyse épistémologique, les programmes, et les travaux de didactique, sur une analyse de
manuels de CM2. Ce croisement permettrait-il de trouver un angle original d’étude des
manuels, et serait-il possible de le déterminer sans faire ce détour par I’histoire ?
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Troisiemement, nous évaluons si le bilan des allers-retours entre textes anciens et didactique,
associés a I’analyse de manuels scolaires, permet de soulever des questions plus générales pour
la didactique et I’enseignement de la mesure.

Aprés avoir présenté les cadres théorique et méthodologique, nous décrivons les dimensions
retenues de 1’analyse épistémologique a travers une liste de points a étudier. Nous analysons
les travaux en didactique que cette liste permet de regrouper. Nous décrivons ensuite les
dimensions que nous avons retenues (apres avoir croisé les analyses épistémologiques et
didactiques). Nous questionnons la possibilité de déterminer ces dimensions sans faire un
détour par I’histoire des mathématiques.

Nous présentons enfin les résultats de 1’é¢tude de manuels et nous concluons sur les questions
soulevées par ces résultats concernant 1’enseignement de la mesure en général.

Il. METHODOLOGIE ET CONTEXTE

1. Méthodologie de croisement des analyses epistemologiques et didactiques

Nous croisons une étude historique a visée épistémologique (sur le théme de 1’unité de mesure
d’aire et du calcul de I’aire du rectangle ; de Varent, 2018) avec une présentation des séances
précédentes dans les manuels et des programmes, ainsi qu’une synthése de travaux en
didactique concernant le savoir a transposer pour analyser des manuels scolaires. La these de
I’auteur de Varent (2018) rassemble les détails de cette analyse (pp. 230-231). Nous adoptons
une méthodologie d’allers-retours réguliers entre textes historiques, travaux didactiques et
manuels scolaires explicitée par de Hosson et Schneeberger (2011, p. 11) et Dorier (2000,
p. 29). Nous nous situons plus largement dans le cadre de I’ingénierie didactique (Artigue,
1989). En effet, ces travaux ont servi d’analyse préalable a une étude de manuels et une
expérimentation en classe? que nous ne rapportons pas ici.

Ces allers-retours ont débuté sous 1’angle des travaux de Roditi (2005), qui considére le calcul
d’aire comme une situation multiplicative. Cette perspective a permis une premiére sélection
de textes historiques anciens sur des themes varies, comme la regle de trois, la multiplication
ou la division, les calculs d’aires et de volumes. Les textes anciens portant sur des situations
multiplicatives ont ainsi mené a s’interroger sur les effets du systéme d’unités de mesure (non-
métrique) adopté, sur la perception des concepts mathématiques (multiplication, nombre, aire,
surface, unité de mesure...).

Ceci est conforme & 1’approche historique du projet ERC « SAW? » dans lequel nous nous
inscrivons en histoire, qui consiste a ne pas substituer une approche moderne de ces concepts
mathématiques aux textes anciens, afin d’en comprendre, au contraire, les subtilités en contexte.
Les historiens du projet SAW nous ont, par ailleurs, amenés a adopter une approche
algorithmique de ces situations. Réciproquement, les travaux de didactique nous ont permis de
mobiliser des catégories pour penser les objets dans 1’analyse épistémologique.

1 Elle propose quatre phases: les analyses préalables, la conception et I’analyse a priori des situations,
I’expérimentation, I’analyse a posteriori et la validation.

2| es analyses préalables comprennent I’ analyse épistémologique des contenus visés par I’enseignement ; I’analyse
de I’enseignement usuel et de ses effets, ’analyse des conceptions des éléves, les difficultés et les obstacles ;
I’analyse du champ des contraintes dans lequel se situe la réalisation didactique en prenant en compte les objectifs
spécifiques de la recherche.

3 https://sawerc.hypotheses.org/
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Les travaux de Duval permettent de comprendre les résultats de ces croisements. Pour lui, il est
nécessaire d’utiliser plusieurs registres pour mieux appréhender les objets mathématiques.
Selon Duval, la connaissance de I’objet mathématique dans plusieurs registres permet de
distinguer cet objet mathématique de ses représentations (Duval, 1993, p. 37). L’éléve doit
reconnaitre un objet mathématique dans ses différentes représentations, et donc dans plusieurs
registres. Perrin-Glorian (2004) suggére d’utiliser I’expression de « changement de cadre », que
nous mobilisons ici, en fonction des connaissances des éléves : lorsqu’il y a un apport de
nouvelles connaissances pour les éléves, qui n’existent pas dans 1’autre cadre (pp. 68—70).

2. Contexte institutionnel : programmes et seances

Nous présentons les programmes de maniére synthétique. Afin que cela soit plus concret, nous
donnons un apercu d’application des programmes a travers les séances préalables a celle qui
est analysée, portant sur I’introduction du cm? et des formules de calcul de I’aire du rectangle.
Nous avons choisi le manuel « Pour comprendre les maths » (Hachette, 2008), car il est
représentatif de plusieurs manuels.

Les programmes

Au cycle 1, les éléves sont amenés a distinguer les longueur, masse, ou contenance, par des
observations directes et des tris. Au cycle 2, ils travaillent sur la longueur, la masse, la capacité,
la durée, et le prix. L’¢léve doit comprendre qu’un objet peut étre considéré selon différentes
grandeurs. Les unités standard sont alors introduites, en reportant I’unité puis en utilisant des
instruments (Eduscol, 2016, p. 3).

Dans les programmes (Eduscol, 2008 ; 2016)*, il est demandé d’introduire le concept d’aire
d’abord indépendamment de sa mesure, en procédant a des comparaisons directes (par exemple
par découpage-recollement), puis indirectes, en utilisant une unité de mesure quelconque. Dans
un deuxieéme temps, il est recommandé d’introduire la mesure de la grandeur en utilisant des
unités de mesure standard (Eduscol, 2016, p. 2—-3). Ces recommandations favorisent la capacité
a différencier la grandeur, la mesure de la grandeur et 1’objet qu’elle caractérise. Ceci est en
adéquation avec les préconisations de Perrin-Glorian (1989-1990).

Mesure® (la mesure de la
grandeur, dans une unité de
mesure qui a été sélectionnée :
le nombre dépend de ’unité de
mesure)

Objet Grandeur (un concept, une
propriété ou caractéristique)

Surface

Aire

3 cm? (nombre)

Segment

Longueur

3 .cm (ou 30 mm ou 0,3 dm,
etc.)

Solide

Volume

3cm®

Tableau 1 : Distinctions dans le vocabulaire concernant les grandeurs aire, longueur, volume

Du découpage-recollement a ['unité de forme quelconque
L’application de ces préconisations est présentée a travers I’exemple du manuel « Pour
comprendre les maths » (Hachette, 2008). Ce manuel détermine la progression en cing

4 On retrouve la méme approche en 2008 qu’en 2016.
5 Le décalage avec une « mesure physicienne » comportant une indication de 1’incertitude sur cette valeur mesurée
ainsi que des indications sur la maniére d’obtenir cette valeur mesurée et son incertitude pourrait étre analysé.
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périodes®. En conformité avec les recommandations des programmes, des activités permettent
d’introduire progressivement le calcul I’aire avec le cm? :

-Les auteurs proposent d’abord en période 1 des activités de découpage-recollement pour
comparer des aires directement.

-La mesure est ensuite introduite en période 2, d’abord avec une unité de mesure d’aire de forme
quelcongque comme ici, le losange.

G L'unité est l'aire de la figure rouge w. Quelle est I'aire de chaque figure ?

¢

Extrait 1 : Pour comprendre les maths CM2 (Hachette, 2008, p. 138) 7

Le calcul d’aire est 1i¢ au cadre unidimensionnel et mobilise 1’addition. L’action de mesurage
consiste a reporter un étalon (le losange), et elle est explicite pour I’¢léve. L unité de mesure
de I’aire « losange » n’est pas associée a un nombre. Celle-ci est représentée cependant a la fois
dans le registre symbolique avec le nom « w » et dans le registre des figures avec le losange.
Il est ensuite question de réaliser une mesure de 1’aire d’une surface avec deux unités de mesure
différentes. Cela permet d’aborder le concept d’aire sans prendre en compte de nombre (Perrin-
Glorian, 1989-1990). L’¢léve est amené a voir que la valeur numérique de 1’aire dépend du
choix de I’'unité d’aire. Pour 1’unité de mesure « U », la mesure d’aire peut étre « 4u » alors
qu’elle sera différente pour une unité de mesure « u’ », qui, elle, pourrait étre « 400 u’ ». La
valeur numérique (ici « 4 » ou « 400 ») peut étre différente pour une méme aire.
Le manuel propose aussi des activités en période 3 qui permettent de distinguer la surface et
I’aire :

— I’introduction de figures de méme aire, ayant différentes formes ;

— le calcul de I’aire par encadrement ;

— des travaux qui ont pour but de distinguer I’aire du périmeétre.

L’unité de mesure d’aire de forme carrée

En période 4, I'unité de mesure prend la forme d’un carré, souvent un carreau du quadrillage
dessiné en arriére-plan. Nous appellerons « pavage » le quadrillage qui permet de compter des
carreaux pour mesurer 1’aire. L’éléve est amené a donner le nombre d’unités de mesure (de
forme carrée). Le calcul d’aire mobilise I’addition, dans un cadre unidimensionnel. L’éléve doit
déduire qu’il y a un report d’étalon, ici le carreau. Grace a cette étape, le mesurage de 1’aire est
donc encore en partie explicité.

¢ Période 1 : De la rentrée aux vacances de la Toussaint

Période 2 : Des vacances de la Toussaint aux vacances de Noél

Période 3 : Des vacances de Noél aux vacances d’Hiver

Période 4 : Des vacances d’Hiver aux vacances de Printemps

Période 5 : Des vacances de Printemps aux vacances d’Eté

7 L>étalon est ici coupé en deux (Figures A et B). Pour la figure C, il faut effectuer un découpage-recollement et obtenir un carré afin de mesurer
’aire a ’aide de ’unité « w ».
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Reproduis cette figure sur ton cahier.

a. Quelle est l'aire de ce parallélogramme
avec l'unité u ?

b. Construis un rectangle de méme aire.
c. Construis un triangle de méme aire.

Extrait 2 : Pour comprendre les maths CM2 (Hachette, 2008, p. 54)

L unité de mesure d’aire centimetre carré

Le centimétre carré est introduit en Période 4 a travers I’aire d’un carré d’un centimétre de coté.
L’éléve doit compter le nombre de carrés reportables sur la figure (des cm?) comme il le faisait
juste avant, mais le carré a une aire fixe : 1 cm?. L unité de mesure reste associée a 1’addition
itérée, dans le cadre géométrique. Les additions concernant les nombres sont encore associées
a la juxtaposition de figures.

Compter des carreaux : de [’addition vers la multiplication

0 Trace sur ton cahier un carré de 3 cm de c6té, un carré de 5 cm de c6té
et un carré de 10 cm de coté.

a. Calcule la mesure de I'aire de chacun de ces carrés.

b. Compléte la formule qui permet de calculer c
I'aire A d'un carré de cotéc:

G Utilise les résultats précédents pour compléter.
1Tem?=...mm? ; 1dm?=..cm? ; 1Tm?=..dm? ; 1m?=..cm?

0 Trace sur ton cahier un rectangle de longueur L =5 cm et de largeur / =3 cm.
a. Calcule la mesure de son aire.

L

b. Compléte la formule qui permet de calculer
I'aire A d'un rectangle :

.
Extrait 3 : Pour comprendre les maths CM2 (Hachette, 2008, p. 138)

Generalisation et formule

L’éleve doit utiliser la multiplication, qui est alors nommeée : « longueur x largeur » pour le
rectangle, et a établir un lien avec le compte des carreaux du pavage. Cela lui permet
théoriquement, de dégager la formule. Dans de Varent (2023) nous comparons comment les
manuels permettent a 1’éléve de passer de 1’addition a la multiplication, et a généraliser, ainsi
que la place qui est donnée a I’unité de mesure centimétre carré (cm?) dans ces étapes.
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1. ARTICULATION ENTRE ANALYSES EPISTEMOLOGIQUES ET
DIDACTIQUES

1. Résumé des résultats de ’analyse épistémologique

L’analyse épistémologique détaillée dans (de Varent, 2023) apporte une premiére conclusion :
elle englobe I’aire du rectangle d’une fagon large, conduisant a réunir divers champs de travaux
de didactique :

-changement de registre/de cadre,

-géomeétrie,

-bidimensionnalité, multiplication,

-mesure, unités de mesure,

-recherches théoriques sur le savoir de référence a transposer (aire, mesure),

-algebre et arithmétique,

-didactique et algorithmique.

Les textes historiques anciens permettent une meilleure compréhension des concepts en jeu, et
proposent des interprétations variées de ces concepts. Par exemple, les distinctions telles que
« surface, aire, nombre » pour effet d’observer dans les textes anciens ces concepts qui sont
mobilisés ou non selon ces distinctions (Perrin-Glorian, 1989-1990, p. 32).

De plus, I’approche utilisée par les historiens du projet SAW a conduit a une approche
algorithmique de ces situations de calcul d’aire. Nous nous sommes en effet intéresses a chaque
étape du calcul : Quel est I’élément donné en entrée ? Qu’est-ce qui est multiplié ou additionné
? Quel est I’¢élément donné en sortie du calcul ?

Les algorithmes utilisés dans les textes anciens pour calculer I’aire du rectangle sont variés.
L’approche algorithmique invite a analyser les registres mobilisés a chaque étape, ainsi qu’a
préter attention aux transitions entre les cadres. Cette perspective issue des textes historiques
nous amene a considérer :

— la formule comme un algorithme, avec des étapes de résolution, et des éléments en entrée et
en sortie ;

— la conception du nombre a chaque étape de cet algorithme ;

— la conception de I’unité de mesure a chaque étape ;

— le recours éventuel au cadre géométrique, et a quelle étape du calcul d’aire ;

— le lien entre opération sur des objets géométriques et opération sur les nombres. Par exemple,
le fait d’associer un nombre de carreaux a un découpage du plan, ou d’associer un nombre de
reports d’étalon a un nombre seul ;

— les implications du systéme métrique sur la conception de ces objets. Par exemple, les effets
du choix d’une unité de mesure d’aire comme le cm?, de forme toujours carrée, liée a I’unité de
mesure de longueur ;

— la place donnée a la bidimensionnalité, les éventuelles notions implicites qui risquent d’en
découler ;

— la place donnée au mesurage. Par exemple, I’action explicite de report d’un étalon ou, au
contraire, la présence d’une multiplication sans recours au mesurage.

Ainsi, I’analyse épistémologique a permis de réunir des travaux de didactique issus de différents
champs de recherche, de réunir des approches différentes des concepts, et d’analyser les textes
anciens et actuels avec une approche algorithmique.
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2. Utilisation des dimensions retenues pour sélectionner des travaux en
didactique

L’analyse épistémologique conduit a s’intéresser spécifiquement a la transition entre I’addition
dans le cadre géométrique unidimensionnel et la formule multiplicative de 1’aire du rectangle,
dans les cadres arithmétique et algébrique dans une perspective bidimensionnelle. Elle suggére
de réunir des travaux de recherche sur la mesure, les transitions entre les cadres, la notion de
nombre et de mesurage, et la multiplication. Le contenu de ces travaux permettra de
s’interroger, ensuite, dans 1’analyse des manuels scolaires, sur le sens que peut théoriquement
donner 1’¢éléve au nombre et a ’'unité de mesure a chaque étape de ’algorithme, selon les
informations fournies par les manuels.

Modélisation du réel et implicites du systeme métrique

Pressiat (2002) montre qu’associer I’addition des aires a la partition du plan n’est pas une
évidence (pp. 283-284). Pour introduire 1’aire, cet auteur fait appel a 1’addition des aires de
sous-figures composant une figure, ou au découpage-recollement, pour calculer I’aire d’une
figure lorsque 1’on connait déja I’aire d’une autre. La justification du calcul suppose, pour
acquis implicite, une relation entre le cadre géométrique et le cadre numérique, entre les
opeérations sur les figures et celle sur les nombres, et les propriétés de la fonction mesure.
D’apres ce probleme mathématique, Perrin-Glorian (1989-1990) explique que dans toutes les
présentations traditionnelles de la mesure, l'aire est soit un nombre, soit I'application mesure
elle-méme ; elle dépend du choix de I'unité. Perrin-Glorian (1989-1990) donne a I’application
mesure un sens indépendant de 1’unité choisie, en termes des classes d’équivalence obtenues
(p. 10). Donc, méme si la mesure est a définir pour cela, la grandeur aire posséde sa
représentation mathématique propre. D'un point de vue mathématique, il est possible de donner
un autre sens au mot « aire », indépendant de I'unité : si on choisit une surface unité A et définit
'application pA correspondante, on peut définir une relation d'équivalence RA par SR A S, si
et seulement si : pA (S) = pA (S").

Ha
+
s —> R pour Bdans 4

\ / xB)= B
mA
Q

m B = hy (B)
Extrait 4 : Diagramme commutatif (Perrin-Glorian, 1989-1990, p. 10)

Les classes d'équivalence obtenues ne dépendent pas du choix de A. Il est possible d’appeler
I’aire B de B la classe d'équivalence de B pour n'importe laquelle des relations RA et de définir
la mesure de l'aire f comme la mesure de n'importe laquelle des surfaces de 3. Le diagramme
est commutatif. 1l est possible de « donner un fondement mathématique a la notion d'aire en
tant que grandeur, méme s'il faut définir au préalable la mesure pour lui donner ce fondement »
(Perrin-Glorian, 1989-1990, p. 10). L auteur explique gue ce qui intéresse les mathématiques
est l'application entre les surfaces et les nombres (uA). Les comparaisons de surfaces se
ramenent aux comparaisons de nombres, les juxtapositions de surfaces a des additions de
nombres, et dans ces conditions, la considération des autres fléches peut apparaitre comme un
détour inutile.
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Ces auteurs relevent des implicites sur la relation entre le plan et la mesure pourrait avoir deux
conséquences au moins : une assimilation de certains objets mathématiques par les auteurs de
manuels et a fortiori les éléves, faute d’explicitation des concepts qui entrent en jeu dans chaque
cadre, tels que I’aire et la mesure d’aire, le nombre, 1’aire et la surface. Mais la relation a la
justification pourrait aussi étre « mal entamée » : en effet, les auteurs de manuels n’ont pas
précisé que des propriétés sont utilisées pour relier I’addition des aires a la partition du plan. Et
que celles-ci sont donc acceptées comme vraies a ce stade de la scolarité, puisque la
démonstration n’est pas facile.

Le sens donné au pavage

Outhred et Mitchelmore (1992) démontrent que construire un pavage est une activité
cognitivement problématique. Les éleves qui ne s’imaginent pas le pavage en lignes et
colonnes, ne calculent pas, ou peu souvent, le nombre de carreaux par multiplication. Il s’agit
d’une étape importante de la généralisation de la formule. L’étude porte sur les années 1 a 4 (6-
7;7-8;8-9;9-10ans). Le passage de 1’addition itérée a la multiplication n’est pas automatique
pour tous les éléves. De plus, seuls les éleves qui avaient tracé des pavages structurés avaient
mesuré les cotés du rectangle. Cependant, et cela est important, certains des éleves qui ont fait
de tels pavages n’avaient pas utilisé la mesure de la longueur du c6té pour calculer le nombre
de carreaux sur un c6té du rectangle. Ils ne feront donc pas automatique le lien entre le nombre
de centimétres et le nombre de carreaux (cm?).

Outhred et Mitchelmore (1996) mettent 1’accent sur la compréhension intuitive de la mesure
d’aire avant son enseignement. lls réalisent leur enquéte aupres de 155 éleves de quatre écoles
d’un milieu socio-économique moyen de Sydney, sur les années scolaires 1 a 4). Ils dégagent
quatre principes de base pour I’acquisition de la mesure d’aire :

— Le rectangle doit pouvoir étre couvert sans trou ni chevauchement.

— Il doit pouvoir étre couvert par pavage de carrés.

— Il faut pouvoir trouver (spontanément) le nombre d’unités selon chaque coté en mesurant les
longueurs.

— Le nombre d’unités d’une grille rectangulaire doit étre vu comme le produit du nombre unités
de chaque ligne et colonne.

IIs hiérarchisent les stratégies des éléves par niveaux :

— Niveau 1 : I’éléve ne prend pas en compte que toute la surface doit étre couverte avec des
unités identiques (trous, chevauchements, taille de I’'unité changeante).

— Niveau 2 : I’¢léve se rend compte que toute la surface doit étre couverte, mais il rencontre des
difficultés pour assurer la systématisation du recouvrement et la congruence des unites.

— Niveau 3 : la grille est construite, les unités estimées, mais 1’éléve ne voit pas la relation entre
la taille de la grille et les longueurs des cotes du rectangle.

— Niveau 4 : 1’éléve voit le rapport entre la surface de la grille et les longueurs d’un des cotés
du rectangle, mais étant focalisé sur une dimension, il aura du mal a construire une grille
correcte.

— Niveau 5 : la grille est construite, les deux cotés sont mesurés.

Selon I’étude, seulement un tiers des €leves d’année 3 (8-9 ans) et trois quarts seulement des
¢léves d’année 4 (9-10 ans) sont de niveau 4 ou 5. Outhred et Mitchelmore (1996) soulignent
que la recherche a mis ’accent sur les principes 1 et 4 et souhaitent souligner I’importance du
principe 3. Le nombre d’unités selon chaque coté doit pouvoir étre trouvé (spontanément) en
mesurant les longueurs, principe « qui apparait avoir été completement négligé par la littérature.
Il peut sembler évident aux adultes que les nombres dans la grille dépendent des mesures du
coOté, mais ce n’est clairement pas évident pour les éléves » (Outhred et Mitchelmore, 1996,
p. 94).
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Outhred et Mitchelmore établissent enfin un rapport entre cette capacité et celle de mesurer a
la régle. lls montrent que la mesure a la régle n’est pas automatiquement considérée comme le
compte d’un nombre d’espaces de taille 1 cm (donnée par le nombre inscrit sur la regle). C’est
cependant une caractéristique essentielle qui permet d’associer le nombre d’unités carrées a la
longueur du c6té. L’ implication pour I’enseignement est que la mesure a la régle ne devrait pas
étre enseignée comme une habilité mécanique.

Les éléves ne déterminent donc pas automatiquement le nombre de carreaux d’un pavage par
multiplication. Le pavage n’est pas automatiquement 1ié¢ a la mesure du c6té du rectangle ; la
longueur elle-méme n’est pas forcément pergue comme le report d’une unité de longueur. En
mesurant les longueurs, le nombre d’unités de mesure d’aire selon chaque coté n’est pas
automatiquement calculé.

Formules et bidimensionnalité

Perrin-Glorian (1989-1990) mentionne quelques erreurs fréquentes des éleves :

— la difficulté d’exprimer 1’aire d’une surface qui n’est pas pavée par des carrés ;

— les difficultés a distinguer I’aire et la surface, 1’aire et le périmetre ;

— I'utilisation de formules inadaptées sur des surfaces comme le parallélogramme ou le triangle
(p. 31 ; voir aussi Rogalski-Muret, 1984, p. 14). Dans de Varent (2023), nous rappelons les
erreurs les plus courantes des éleves et des futurs enseignants.

Selon Simon et Blume (1994), les futurs enseignants dans leur étude ont répondu aux problémes
de I’aire en multipliant, mais leur choix d'opération était souvent le résultat de I'apprentissage
d'une procédure ou d'une formule pour l'aire d'un rectangle plutdt que le résultat d'un solide lien
conceptuel entre leur compréhension de la relation entre 1’aire et la mesure de longueur du coté.
IIs ont aussi indiqué qu’il était difficile pour les futurs enseignants de faire le lien entre les
dimensions linéaires et la surface rectangulaire. Ils disent que s’il est effectivement possible
pour eux 1) de mobiliser la grille et 2) de voir le total de carreaux comme le résultat a obtenir
pour mesurer 1’aire, 1’étape 3), qui consiste a comprendre comment les mesures linéaires
déterminent la taille de la grille, leur est nécessaire et difficile.

Des propositions de Perrin-Glorian (1989-1990) ont été faites pour donner du sens au mesurage
et au cm?, dans le contexte bidimensionnel :

-détacher la mesure du pavage en travaillant sur différents pavages possibles pour une méme
surface,

-utiliser un tableau permettant d’exprimer le fait que toute aire mesurée avec une unité « U »
peut étre exprimée avec n'importe quelle unité en relation avec « u »,

-travailler la relation entre 1’aire et les dimensions des cOtés en fonction du pavage mis a
disposition;

-et la variation de I’aire du rectangle en fonction des cotés

-pointer les différences et les relations entre aires et longueurs, travailler le lien entre
dimensions du rectangle et aire, I’agrandissement du rectangle

-donner des consignes visant a éviter I’erreur « un carré de coté 2 cm est un demi centimetre
carré » ; et « un parallélogramme d’aire 1 cm? a tous ses cotés de longueur 1 cm ».

La mesure et le mesurage entre épistémologie et didactique

Munier et Passelaigue (2012) s’intéressent a 1’articulation entre didactique et épistémologie
dans I’enseignement des grandeurs et de la mesure. Elles clarifient des notions conceptuelles et
postures epistémologiques possibles. Elles distinguent différents points de vue sur les
grandeurs :

-la grandeur comme immensité,

-la grandeur, en référence a une grandeur de nature particuliere (comme la longueur),
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-la grandeur, en référence a la variabilité (ce qui peut étre augmenté ou diminué),
-la grandeur, en référence a la mesure et au mesurage (la grandeur est ce qui peut étre mesuré),
-la grandeur comme propriété commune a un ensemble d’objets équivalents.
Nous prendrons, comme Munier et Passelaigue, la définition du VIM (2008), qui définit les
grandeurs comme « propriétés d’un phénoméne, d’un corps ou d’une substance que I’on peut
exprimer quantitativement sous la forme d’un nombre et d’une référence » (p. VI). Nous avons
donc défini « grandeur » comme une propriété, un attribut, qui permet de décrire les objets ou
les phénomenes. Cette premiére description peut conduire & comparer les objets selon un point
de vue, la propriété choisie. Ainsi, il est possible de comparer directement deux objets allongés
et de déterminer si leurs longueurs sont équivalentes, c’est-a-dire d’une grandeur donnée
(Munier & Passelaigue, 2012, p. 4).
Elles distinguent une « espéce de grandeur » (Munier & Passelaigue, 2012, p. 4), c’est-a-dire
I’aspect qui est commun a des grandeurs mutuellement comparables. Il s’agit de I’ensemble des
résultats communs donnés par 1’étude des objets selon un point de vue choisi. Par exemple, la
longueur peut s’appeler « circonférence, hauteur, profondeur... » : ces derniéres grandeurs sont
donc de méme nature.
Selon le vocabulaire employé par le VIM (2008), les formulations comme « 2 cm » ou « 3 cm?
» s’appellent la valeur de la grandeur (par exemple la valeur de la longueur, ou de I’aire), en
référence a un objet (segment, surface...) (p. 28). C’est I’ensemble d'un nombre et d'une
référence, constituant I'expression quantitative d'une grandeur. Par exemple :

Longueur d'une tige donnée: 5,34 m ou 534 cm.
Le VIM (2008) propose aussi de nommer « 5,34 » ou « 534 » la valeur numérique de la grandeur
(longueur, aire...) selon une unité de mesure choisie (p. 13).
Munier et Passelaigue (2012) utilisent enfin le terme « étalon de mesure » pour I’utilisation de
I’unité de mesure qui est reportée dans 1’opération de mesurage.Munier et Passelaigue
rappellent que la mesure peut alors cacher :
-’opération de mesurage, et
-le résultat de cette opération.
On I’appelle communément la mesure, qui est le résultat de 1’opération de mesurage, avec une
unité de mesure choisie.Munier et Passelaigue rappellent que pour certaines grandeurs, le
mesurage ne peut se faire directement. Nous avons expliqué plus haut les conditions de
modélisation du réel mises en place pour pouvoir utiliser les mémes nombres dans le monde
des grandeurs et dans celui des opérations mathématiques. L’unité de mesure reportée, liée a
I’action de mesurage, est donc distincte de 1’unité de mesure, congue comme 1’élément d’une
expression arithmétique ou algébrique.
Enfin, d’aprés Munier et Passelaigue, la valeur de la grandeur constitue la classe d’équivalence
de toutes les mesures possibles selon toutes les unités de mesure. Cette définition est un peu
differente de celle du VIM (établie ci-dessus). Il est possible de distinguer la grandeur a
mesurer, ’ensemble des mesures possibles et la mesure effective, selon une unité donnée.
Lorsqu’on mesure une grandeur, sa « mesure » est un nombre déterminé en fonction d’un étalon
pris comme référence, qui permet d’élaborer une classe d’équivalence que nous appelons
« valeur » d’une grandeur. La valeur d’une grandeur ne dépend pas de sa mesure mais elle peut
étre exprimée par cette mesure. Par exemple la longueur d’une tige peut étre exprimée en
centimetres ou en décimeétres : les nombres sont différents mais la valeur de la longueur de la
tige est indépendante de ces nombres. Cette valeur constitue la classe d’équivalence (Munier &
Passelaigue, 2012).
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Cette distinction est illustrée sur un exemple :

Objet Grandeur Classe Mesure Nombre
d’équivalence des
mesures possibles
de la grandeur
concept, mesure de la valeur numérique
propriété, grandeur avec de la grandeur
caractéristique une unité de mesurée avec une
mesure choisie unité de mesure
choisie
Segment Longueur 2cm 2cm 2
0,2dm
20 mm
Etc.

Tableau 2 : Concept intermédiaire entre grandeur et mesure

Le travail épistémologique de Munier et Passelaigue les conduit a utiliser le vocabulaire du
VIM également, et a faire des distinctions qui se rapprochent de celles qui m’intéressent. Il
semble qu’ici, I’analyse historico-épistémologique rencontre 1’analyse didactique sur le terrain
conceptuel, et que les outils puissent étre utiles a tous. Les distinctions qu’elles proposent
permettront d’expliciter ce qui n’est pas transposé dans 1’enseignement actuel. Dans les
tableaux de conversion, les relations entre unité de mesure standard sont pensées pour leur
aspect pratique. Il est possible que cela ait des conséquences sur leur enseignement, mais cela
ne nous parait pas avoir été un theme phare en recherche. Seuls quelques travaux, tels I’ouvrage
dirigé par Clements et Bright (2003) et I’étude de Chambris (2009), ont souligné un recul dans
la réflexion sur ce théme dans 1’enseignement.

Dans les années 1970, les instructions officielles ont demandé d’éliminer les grandeurs des
mathématiques de 1’école. Chambris (2007) rappelle I’'importance des grandeurs pour la
construction des savoirs numériques. A partir de 1980, des grandeurs et du continu sont
introduits dans le numérique, dans les manuels. Elle pose la question générale de la fonction du
domaine « mesure » dans I’enseignement des mathématiques au primaire. Il semblerait que les
grandeurs réapparaissent sans étre liées aux théories mathématiques, mais a la physique ou le
développement des connaissances par les eleves. Cela semble avoir pour conséquence une
rupture entre les mathématiques et la didactique. Enfin, en 1970, il semble qu’on crée le
domaine « mesure » pour constituer le numérique. Compte-tenu des incursions multiples des
grandeurs et du continu dans le numérique, nous pouvons nous demander ou en est aujourd’hui
la fonction du domaine « mesure » dans I’enseignement des mathématiques du primaire
(Chambris, 2007, pp. 29-30).

Elle explique qu’avant la réforme, entre 1930 et 1970, les manuels présentaient une progression
particuliere pour I’étude du systéme métrique. « On observe un entrelacement des legons des
deux domaines. On a ainsi une sorte de progression « en crabe » (Chambris, 2009, p. 215). La
progression était constituée d’un enseignement des unités puis du metre ; de la dizaine et des
dizaines, de « I’entre deux dizaines » puis du décamétre, etc. De plus, Chambris met en valeur
le fait que cette progression était accompagnée de discours récurrents pour étudier le systeme
métrique, sur les relations entre unités métriques d’une part, et les relations entre position, unités
de la numération et unités métriques d’autre part. « Dans I’écriture d’un nombre exprimant des
longueurs, si le métre est pris pour unité, les hectométres s’écrivent au rang des centaines »
(Boucheny & Guérinet, 1930, p. 52, cité par Chambris, 2009, p. 215)
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Une forme de numeération, la numération en unités, permet de faire le lien entre numération
positionnelle, numération orale, numération métrique, et numération au sein d’un systéme
métrique lié a une grandeur.

Numération positionnelle Numération métrique
530 530m, 5301, 530g

Numération en unités
5c 3d

Numération nrulc\ b L Numération métrique
cing cent trente J l Shm 3dam, Shl 3dal, Shg 3dag

Extrait 5 : la numération en unités (Chambris, 2009, p. 215)

Chambris (2009) pose la question, a savoir :

D ’une certaine fagon, accepter que les grandeurs contribuent a [’étude de la numération
suppose probablement de renoncer a certaines conceptions des mathématiques véhiculées
puissamment par la réforme et dont on peut faire le pari que certaines sont profondément
ancrées dans les imaginaires mathématiques des enseignants. Finalement, notre étude peut
étre vue comme un point de départ pour une étude comparative. [...](pp. 220-221)

La rencontre avec ces travaux pourrait se terminer par une réflexion sur la constructiofn d” une
progression dans I’apprentissage du systéme métrique, en lien avec ses aspects conceptuels,
ainsi que les cadres numérique et géométrique.

3. Conclusion sur le croisement des analyses épistémologiques et didactiques,
concernant le savoir de référence a transposer

L’unité de mesure entre les cadres

L’unit¢ de mesure est liée a la fois a une forte polysémie, a plusieurs concepts, et a une
multiplicité de cadres et de registres. Ces aspects complexes liés aux unités de mesure posent
la question de leur transmission. L’unité de mesure n’apparait pas, a priori, dans les études sur
les concepts. C’est un objet ambigu, puisqu’il peut relever :

-du podle « surface » : I’objet (il peut €tre représenté par plusieurs figures, plusieurs formes
possibles, ou implicitement, la forme fixe d’un carré, selon les cas) ;

-du péle « grandeur » : le cm? est une unité d’aire (c’est une aire donnée ayant pour valeur
numérique d’aire « 1 », comme le carré de coté 1 cm) ;

-du pdle nombre (le centimétre carré est caractérisé par sa mesure d’aire, 1 cm?) ;

et enfin étre un symbole représentant un objet sur lequel il est possible d’opérer, puisque 1’on
peut « multiplier » (« cm x cm »).

L’ unité de mesure reléve donc des cadres géométrique, arithmétique, et algébrique, ainsi que
des registres des formules (symbolique), des figures, du nombre et des grandeurs. De méme,
I’unité de mesure peut étre liee :

-au mesurage (report d’unité de mesure, que Munier et Passelaigue appellent alors « étalon ») ;
-a ’expression d’une mesure (selon une unité de mesure choisie) ;

-a une opération, comme I’addition (1 cm + 1 cm = 2 cm) ou la multiplication
(3x1cm=3cm);

-8tre elle-méme multipliée : cm x cm = cm?,
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Perspective historique et travail inter-cadres

Le croisement des analyses didactique et épistémologique a conduit a s’intéresser :

-a I’aire, comme situation multiplicative parmi d’autres — situation dans laquelle les unités de
mesure entrent en jeu de fagons diverses ;

-a I’implication de cette perspective multiplicative et de I’utilisation du systéme métrique sur
la compréhension des concepts (aire, surface, nombre, multiplication, unité de mesure) :

-a regarder le calcul d’aire dans une perspective algorithmique.

Au CM2, la généralisation de la formule dans le cadre algébrique apporte la connaissance
nouvelle d’un point commun a tous les calculs d’aire du carré et du rectangle, en fonction de la
mesure des longueurs. Selon Perrin-Glorian, il s’agit d’un changement de cadre a ce stade de
la scolarité. Dans le cas de 1’aire du rectangle, le registre des figures (dans le cadre géométrique
avec le pavage du rectangle), est remplacé par des formules (c x ¢ ou | x L dans le registre
symboligue ou par le cadre numérique), quand on applique la formule. Les objets manipulés
(les unités de mesure représentées par des carreaux) sont ensuite représentés par des symboles
(comme le « cm? ») dans le registre symbolique quand on utilise la formule. lls sont transférés
dans le cadre numérique lors de 1’application de la formule a des cas concrets de calcul.

Croisée de travaux de didactique

Le croisement des analyses épistémologique et didactique nous a permis de rassembler des
travaux en didactique issus de différents champs en histoire et didactique des mathématiques et
de la physique : géométrie, grandeurs, bidimensionnalité, mesure, unité, découpage du plan,
raisonnement a plusieurs variables. En effet, le choix initial était de se concentrer sur les unités
de mesure dans la transition inter-cadres entre géométrie (pavage) et la formule de ’aire du
rectangle conduit a réunir des travaux sur les grandeurs en géométrie (voir Perrin-Glorian,
2002) et des travaux qui abordent les liens entre aire ou volume et bidimensionnalité (Rogalski-
Muret, 1984 ; Vergnaud, 1983). Des travaux posent le probléme du point de vue
épistémologique : Munier et Passelaigue (2012) ou le VIM8 (2008) abordent les différences
entre mesure, mesurage, unité de mesure, et valeurs numériques associées a la mesure.
Chambris (2009) analyse D’articulation dans 1’enseignement de la notion d’unité entre le
systeme métrique et les unités de numération. Du point de vue du savoir a transposer, plusieurs
travaux les implications d’une mise en relation entre 1’addition de valeurs numériques issues de
mesure et le découpage du plan dans le monde physique en raison des relations de proportion
entre grandeurs (de Courtenay, Darrigol & Schlaudt, 2019 ; Perrin-Glorian, 1989-1990 ;
Pressiat, 2002).

Outhred et Mitchelmore (1992 ; 1996) remettent en question I’apprentissage spatial du pavage
et du sens qu’il est possible de donner aux carreaux. Viennot (1992) engage enfin a penser le
moment de I’introduction des régles du raisonnement sur plusieurs variables dans les formules
en lien avec I’apprentissage de la dépendance fonctionnelle par des raisonnements du type « si
telle grandeur augmente et si telle autre est maintenue constante, alors telle autre diminue » (pp.
139-140).

8 International vocabulary of metrology
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Perrin-Glorian (aire, géomeétrie,

grandeurs)
(83, 84-85,90)
Duval (93 . .
’ Munier et Paszelaigue
Ch:fngexnents de (mesure, mesucage): VIM
registres /cadres (2008), Outhred et
Chambziz (2009 Mitchelmoze (92.96) — (unités
_ . . geomeétoie
(unités et acticulations) =
Rogalski (84), Vergnaudetal. A . .
(83 A Viennot (92) dépendance
L . - ol ! fonctionnelle
(bidimensionnalité)
Roditi (2005 Pressiat (2001), de Coustenay
(multiplication) (savoira transposer)

Figure 1 : Les unités de mesure a la croisée des travaux

Ces travaux mis ensemble mettent en valeur la difficulté de 1’enseignement dans un contexte
de transition entre geométrie et formules lorsqu’la mesure est impliquée. De plus, ils mettent
en valeur le fait que le systeme métrique actuel permet de mettre en relation les unités de mesure
de longueur et d’aire, ce qui implique que les unités de mesure d’aire soient représentables par
un carré¢ dont la longueur du coté est I'unité de mesure de longueur standard. Cela permet
d’associer facilement 1’addition au découpage du plan, c’est-a-dire de construire un paralléle
entre les relations de proportions entre les grandeurs et les opérations sur les nombres. Nous
nous demandons si cela peut créer des implicites dans la représentation de 1’unité de mesure
d’aire dans la transition entre géométrie et formules, qui seraient observables dans les manuels.
Ainsi, les allers-retours entre textes historiques et travaux de didactique ont conduit a mettre le
concept d’unité de mesure au centre du travail, en réunissant des travaux issus de différents
champs de didactique. Cela a mis en lumiére des difficultés possibles de conceptualisation de
I’unité de mesure dans les transitions entre les cadres.

4. Dimensions retenues pour analyser les manuels

Ces travaux démontrent la difficulté d’enseigner dans un contexte de transition entre géometrie
et formules lorsque la mesure est impliquée. En outre, ils mettent en avant le fait que le systéeme
métrique actuel permet de relier les unités de mesure de longueur et d’aire. Cela signifie que
les unités de mesure d’aire doivent étre représentables par un carré dont la longueur du coté est
associee a 1’unité de mesure de longueur standard. Cela permet, certes, d’associer facilement
I’addition au découpage du plan, c’est-a-dire de construire un parallele entre les relations de
proportions entre grandeurs et les opérations sur les nombres. Dans de Varent (2023), nous
analysons si cela peut créer des implicites dans la compréhension du concept d’unité de mesure
d’aire, dans la transition entre géometrie et formules, qui soient observables dans les manuels.
Les changements imposés par 1’introduction de la formule sont récapitulés :
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Calcul d’aire avec 1’unité
«Uu», ayant une forme

Calcul d’aire avec I’unité « U »,
ayant la forme d’un carré

Calcul d’aire avec ’unité « cm? »,
ayant la forme d’un carré

quelconque
(losange, triangle,
carré...)

Opération Addition itérée Addition itérée ou multiplication | Addition itérée ou multiplication
pour trouver le nombre de carrés | pour trouver le nombre de carrés si
si la surface s’y préte (pavage en | la surface s’y préte (pavage en
lignes et colonnes) lignes et colonnes)

Symbolisme «U» «+» «U» «+»0U«X» «Cm?»«C» ou«l» et«l»

Besoin de prendre en compte la
mesure du coté ou de la

NON

NON

OUI si le pavage est dessiné et que
c’est demandé explicitement.

longueur/largeur
(bidimensionnalité)

NON si I’éléve choisit quand méme
I’addition itérée pour calculer le
nombre de carreaux.

NON si le pavage n’est pas dessiné,
I’éléve est amené a utiliser les
dimensions des cotés.

Tableau 3 : Changements imposés par I'introduction de la formule

L’enseignement de 1’unité de mesure d’aire et des formules est un défi sur plusieurs points :
elle requiert I’utilisation de la multiplication plutét que de 1’addition itérée. Par ailleurs, le
contexte qui était unidimensionnel (I’unité de mesure associée au carreau ou autre forme dans
le cadre géométrique) devient bidimensionnel avec le rectangle, car il utilise la mesure de
longueur sur un c6té, pour déduire le nombre de carreaux sur une ligne ou colonne de pavage.
Ceci est possible grace aux spécificités de notre systeme métrique. Par ailleurs, les lettres « ¢ »
pour le carré, ainsi que « | » et « L » pour la largeur et la longueur du rectangle sont introduites
aux eleves. Nous avons examiné comment ces transitions et ces distinctions sont abordées dans
les manuels, et si cela donnait lieu a des étapes et a des éléments d’institutionnalisation
explicites (de Varent, 2023).

En résumé, nous nous intéressons au cadre géomeétrique lié au registre des figures (pavage),
puis au cadre algébrique lié au registre symbolique (formules) et au cadre numérique lié au
registre des nombres (application des formules). Nous nous penchons sur la coordination des
représentations des objets mathématiques liés au calcul d’aire, notamment les unités de mesure
dans la transition du cadre géométrique aux cadres numérique et algébrique. Nous nous
questionnons sur I’articulation des représentations de 1’objet « unité de mesure d’aire » dans les
différents registres, et I’explicitation ou non de cette articulation chez les auteurs de manuels
scolaires. Duval conseille, en effet, d’étre attentif a la capacité des éléves a différencier les
objets de I’une de leurs représentations, ce qui engage a analyser avec précision la facon dont
les manuels accompagnent la présentation de ’unité de mesure d’aire dans la transition entre
ces cadres. Les allers-retours entre histoire et didactique ont permis de lister des dimensions a
analyser pour étudier I’introduction de 1’unité de mesure d’aire entre le cadre géométrique et
les cadres arithmétique et algébrique.

Les étapes de 1’algorithme de calcul d’aire ont été analysees (de Varent, 2023) a travers une
reconstruction de ce qui est attendu de 1’éléve. Celle-ci est composée de trois étapes : 1’étape
de calcul du nombre de centimétres-carrés dans un rectangle pavé, 1’étape de la généralisation
qui permet de dégager la formule, et I’étape d’application de la formule.

A chaque étape du calcul nous avons demandé, suivant les traces écrites laissées par les
manuels, comment 1’él¢éve pouvait interpréter 1’objet mathématique qui entre en jeu selon les
choix des manuels (surface, unité de mesure, nombre, longueur, aire) et quelle opération y était
associée (addition, multiplication). Lorsque cela n’était pas expliqué dans le manuel, nous
avons ajouté cette précision. Nous avons porté une attention particuliere a la maniére dont
I’éleéve peut (théoriqguement) se représenter I’unité de mesure d’aire a chaque étape, et si elle
est reliée a la notion de mesurage par report d’un étalon, en fonction des informations que le
manuel lui donne.
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L’utilisation de la mesure du c6té du rectangle nous a permis d’analyser si les manuels font
expliciter par I’éléve (ou si les manuels explicitent eux-mémes directement) la relation entre le
nombre d’unités de centimétres sur un coté et le nombre de carreaux cm? sur une ligne.

IV. RESUME DES RESULTATS DE L’ANALYSE DE MANUELS

Pour étudier la maniére dont le centimeétre carré est introduit dans les manuels de CM2 (de
Varent, 2023), nous avons utilisé une analyse épistémologique d’exercices mathématiques
historiques mobilisant des systémes non-métriques, sur une analyse des programmes actuels,
ainsi que sur une synthése de travaux en didactique concernant le savoir a transposer. Ainsi,
nous avons établi une grille d’analyse des manuels grace aux allers-retours entre histoire et
didactique.

A travers des dimensions sélectionnées, 1’analyse des manuels de CM2 a montré qu’il existe
une certaine homogénéité dans 1’introduction générale de la notion d’aire, qui répond aux
demandes de plusieurs travaux en didactique, notamment autour des distinctions entre surface,
aire et périmetre. Les recommandations institutionnelles concernant 1’introduction d’une aire
sans la mesure sont aussi respectées. En revanche, 1’enseignement de 1’unité de mesure
conventionnelle (le cm?) semble moins uniformisé.

Premiérement, la transition entre 1’addition itérée et la multiplication pour le compte des cm?
du pavage du rectangle n’est pas toujours explicitement demandée. La multiplication est
pourtant nécessaire pour la généralisation et 1’introduction de la formule. Deuxiémement,
’unité de mesure cm? est généralement introduite comme I’aire d’un carré mesurant un
centimétre de cdté. On observe une grande inhomogénéité : certains manuels vont insister sur
des aspects tels que la présentation d’autres formes possibles pour le cm? (en faisant ainsi une
distinction entre 1’aire et la surface pour 1’unité de mesure elle-méme), le calcul avec des sous-
unités de mesure, ou I’utilisation de la mesure d’aire dans une situation de probléme de la vie
courante, alors que d’autres ne mentionnent que le pavage du rectangle dont les dimensions
sont elles aussi, inhomogeénes.

Seuls trois manuels aménent 1’¢léve a faire le lien entre le nombre de cm? du c6té du rectangle
et le nombre de centimétres, explicitant ainsi le lien entre la mesure du cote et le pavage, ce qui
permet de comprendre la formule. Nous pouvons nous demander si les éléves ne risquent pas
d’étre incapables de donner du sens a la lettre dans la formule, ou d’oublier la notion de
mesurage liée au pavage, au profit de représentations géométriques erronées, introduites pour
donner du sens a la formule qui donne I’impression que 1’on multiplie des cotés : « ¢ X ¢ ». Cela
rejoint le constat de difficultés d’éléves a donner du sens aux formules d’aire du rectangle et du
carré, et a généraliser leur utilisation sur d’autres figures comme le triangle.

L’étude a montré ainsi que I’introduction de 1’unité de mesure d’aire dans les transitions entre
les cadres — entre géométrie, formules et leur application — est un enjeu important de
I’enseignement a tous ses stades de 1’enseignement. De nouvelles questions se posent quant a
I’articulation des recherches en didactique autour de I’unité de mesure, dans la perspective
d’une progression multiniveaux et inter-cadres, favorisant les liens entre 1’enseignement des
mathématiques et de la physique.

La perspective épistemologique permet donc de questionner les implications de I’utilisation du
systéeme metrique, notamment dans le cadre d’une situation de bidimensionnalité qui implique
une relation entre les unités de mesure de longueur et d’aire, facilitée par le systéme métrique.
Les travaux de didactique démontrent que tous les éleves ne déterminent pas automatiquement
le nombre de carreaux d’un pavage par multiplication, que le lien entre le pavage et la mesure
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du coté du rectangle n’est pas automatique, que la longueur elle-méme n’est pas forcément
percue comme le report d’une unité de longueur, et surtout que le nombre d’unités de mesure
d’aire selon chaque coté n’est pas automatiquement trouvé en mesurant les longueurs. Les
résultats de didactique indiquent en effet des difficultés : le lien entre le compte des carreaux et
la formule n’est pas évident, ni pour les éléves, ni pour les futurs enseignants (Outhred &
Mitchelmore, 1992, 1996). La formule de 1’aire du rectangle tend a étre appliquée a d’autres
figures, ce qui pourrait s’expliquer par une difficulté¢ a lui donner du sens. L’aire serait ainsi
considérée comme « longueur x largeur » sans étre associee a une compréehension geometrique.
La relation entre la mesure d’aire en comptant des carreaux, et la mesure du coté avec une unité
de mesure de longueur n’est pas évidente. En particulier, 1’étape qui consiste a associer la
mesure de longueur a un « nombre de carreaux sur une ligne » n’est pas explicite, pour les
éleves comme pour les futurs enseignants.

L’enseignement des formules d’aire du carré et du rectangle, en rapport avec I’introduction de
’unité de mesure d’aire standard cm?, combine un ensemble de concepts complexes (notion
d’aire, notion d’unité de mesure d’aire quelconque, introduction du cm?, passage de 1’addition
a la multiplication, généralisation, introduction de la lettre, transition entre geométrie et
formules, et transition entre un cadre unidimensionnel et un cadre bidimensionnel) que les
manuels présentent en deux a trois séances. Cette période trop restreinte reflete probablement
les contraintes institutionnelles liées aux programmes. Par ailleurs, les relations du systéme
métrique pour les unités d’aire sont aussi abordées. Les éleves qui savent utiliser la formule
ont-ils pour autant acquis une représentation correcte des objets mathématiques concernés dans
tous les registres ? Si ce n’est pas le cas, il faudra se demander si le contréle du sens proposé
par Duval, qui pourrait étre favorisé par I’introduction de la formule par un compte des
carreaux, est possible pour les éléves.

Les éléments suivants sont a retenir dans la perspective d’une future ingénierie :

— La grille effacée (J’apprends les maths) semble étre un élément de choix pour favoriser la
transition inter-cadres et assurer une cohérence dans la représentation des objets mathématiques
en jeu.

— Il serait probablement intéressant de travailler davantage avec les éléves sur la construction
de I’unité de mesure d’aire indépendamment de 1’unité de mesure de longueur®, peut-étre méme
sur les distinctions surface/aire/nombre pour 1’unité de mesure elle-méme'?, et sur les relations
métriques entre unités de mesure dans le cadre géométrique.

— Il semble essentiel de poursuivre I’enseignement des unités de mesure de longueur par report,
dans la construction a la regle au cycle 2. Cette étape semble clé pour donner du sens a la mesure
d’aire du rectangle. En effet, il est nécessaire que les éleves pergoivent la possibilité de reporter
les unités de mesure de longueur pour concevoir les reports successifs de centimetres, et ainsi
les associer aux reports successifs de cm? sur un coté du pavage.

® Des exemples d’exercice seraient le report effectif d’unités de mesure d’aire (par exemple un drap dans la cour),
un travail sur les contextes pratiques de calcul d’aire (voir Les maths & la découverte des sciences) ainsi que sur
les ordres de grandeur.

10 par exemple, utiliser les différentes formes de 1’unité de mesure standard pour mesurer, introduire un vocabulaire
spécifique : étalon (pour la forme)/unité d’aire (pour l’aire standard choisie qui peut prendre plusieurs
formes)/unité de mesure pour le nombre 1 cm? qui peut étre aussi exprimé différemment, par exemple 100 mm?2.
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V. CONCLUSION

Premiérement, 1’analyse épistémologique a permis de réunir des travaux de différents champs
en didactique mathématique : cadres et registres, grandeurs, multiplication, bidimensionnalité,
dépendance fonctionnelle, notions d’unité, concepts liés a la mesure, pavage. Nous avons donc
interrogé les unités de mesure dans la transition entre géométrie, algebre et arithmétique en ce
qui concerne les transitions entre cadres ou registres. Vis-a-vis du savoir de référence, nous
avons souligné que des implicites peuvent étre li€s au raccourci qui consiste a s’ intéresser assez
directement a I’application entre surfaces et nombres, et donc a assimiler sans explicitation la
somme des aires des sous-surfaces qui permettent la décomposition du rectangle (carreaux) et
I’aire totale de la figure (afin de pouvoir se ramener a des comparaisons de nombres plutdt qu’a
des juxtapositions). Ceci comporte le risque de passer sous silence I’existence d’une
démontrabilité (la possibilité de relier addition et juxtaposition) et d’induire éventuellement
chez les enseignants et les éleves I’impossibilité de se poser la question. De plus, si la question
ne se pose pas, le risque est de mélanger de certains objets comme le nombre, 1’aire et la
surface ; le carreau, I’unité de mesure d’aire et son aire ; le nombre de carreaux, le nombre 3
dans 3 cm? et la mesure d’aire (3 cm?, 300 mm?) avec la risque d’une perte de sens a I’ensemble.
Deuxiemement, et prenant en considérant les mises en garde de Duval quant a la capacité des
¢leves a différencier les objets d’une de leurs représentations, nous avons analysé avec précision
la facon dont les manuels accompagnent la transition entre les cadres géométrique, arithmétique
et algébrique du point de vue de la compréhension des concepts comme 1’unité de mesure d’aire.
La perspective épistémologique de I’histoire nous a encouragés a concevoir le calcul d’aire
comme un algorithme et analyser la fagon dont le manuel facilite la compréhension de
’utilisation des concepts comme [’unité de mesure d’aire a chaque ¢étape de 1’algorithme de
calcul. A chaque étape nous avons également indiqué dans quel cadre se situait le calcul
(géométrique avec une manipulation de figures, arithmétique avec des opérations sur les
nombres). Nous avons étudié si les manuels précisent ou non les objets mathématiques qui
entrent en jeu et ce que devient la notion d’unit¢ de mesure d’aire, notamment dans la
perspective du mesurage (le report explicite d’un étalon choisi pour mesurer). En analysant les
manuels de CM2 selon ces dimensions, nous avons constaté qu’il existe une certaine
homogénéité dans I’introduction générale de la notion d’aire, qui répond aux demandes de
plusieurs travaux en didactique, notamment autour des distinctions entre surface, aire et
périmetre. Les recommandations institutionnelles d’introduire d’abord 1’aire sans la mesure
sont aussi respectées. En revanche, 1’introduction de 1’unité de mesure d’aire conventionnelle
(le cm?) semble moins uniformisée, en termes de sens donné au mesurage, a la multiplication,
a ’unité de mesure, au nombre et aux formules. Dans le cadre d’une transition entre le cadre
géométrique et les cadres arithmétique et algébrique, n’est pas facile et risque d’altérer
négativement les efforts des programmes et des auteurs de manuels pour donner du sens a la
mesure et a la grandeur.

En troisiéme lieu, les allers-retours entre les textes anciens et de didactique, ainsi que 1’étude
des manuels en fonction des dimensions que cette méthode identifie, posent des questions plus
larges. Il semble qu’étudier I’'unité de mesure en tant qu’objet central en didactique, dans les
différents cadres et dans D’optique de favoriser les transitions, est une perspective
particulierement intéressante. Les travaux sur les savoirs de référence a transposer concernant
la mesure et le choix du systéme métrique soulignent de plus, a quel point I’assimilation des
objets est possible et créatrice d’implicites pour I’enseignement.
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L’enseignement des unités de mesure peut étre lié plus généralement avec 1’enseignement de
la dépendance fonctionnelle (c’est-a-dire des relations de dépendance des variables impliquées
dans une formule) et de réductionnisme dimensionnel (Viennot, 1992 ; 1996). Nous
considérons donc I’introduction du raisonnement sur plusieurs variables, en lien avec un angle
d’étude fonctionnel et non uniquement numérique. Viennot (1992) rappelle I’importance
d’expliciter les reégles du raisonnement sur plusieurs variables et de décider du moment de cette
introduction dans I’enseignement, et non au gré des systemes et concepts étudiés (pp. 139-140).

Cela suppose une détermination explicite et a longue échéance, puisque ce sont
principalement des contenus spécifiques qui sont mentionnés dans nos livres
d’enseignement, et qu’un objectif en termes d’aptitude de raisonnement peut sembler a
priori décourageant, et d’une efficacité diffuse. Mais, pour qui adopte ces objectifs, des
pistes d’action existent, méme a propos de contenus tout a fait élémentaires : on peut
commencer a travailler les dépendances multifonctionnelles des qu’on connait
I’expression de la surface d’un rectangle. Et les enjeux correspondants sont d’une
importance qui se passe de commentaires. (Viennot, 1992, pp. 139-140)

Il est important d’engager une réflexion collective sur 1’enseignement progressif de 1’unité de
mesure et de ses notations, sur plusieurs niveaux d’enseignement, celle-ci étant impliquées plus
généralement dans les équations aux dimensions, tout en favorisant les transitions inter-cadres
entre géométrie, arithmétique et algébre qui donnent du sens au concept et au mesurage?.
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MANUELS SCOLAIRES

Pour comprendre les mathématiques CM2

Manuel de I’éléve :

NOUVELLE EDITION PROGRAMMES 2008, HACHETTE EDUCATION

AUTEURS : BLANC, J.-P., DEBU, P., GELY, J., LAFONT, E., PEYNICHOU, D., VARGAS, A.
HACHETTE EDUCATION EDITION NUMERO 4, DEPOT 2012, HACHETTE LIVRE 2008

Livre du maitre :

« GUIDE PEDAGOGIQUE », NOUVELLE EDITION PROGRAMMES 2008, HACHETTE EDUCATION
EDITION NUMERO 2, DEPOT : 2011, HACHETTE LIVRE 2008

Japprends les maths CM2

Manuel de I’éléve :

NOUVELLE EDITION PROGRAMMES 2008, RETZ

AUTEURS : BRISSIAUD, R. (DIRECTION), CLERC, P., LELIEVRE, F., OUZOULIAS, A.
EDITION NUMERO 3, DEPOT 2010 (PRESENTE EDITION), RETZ 2007 (PREMIERE EDITION)

Livre du maitre :
« LIVRE DU MAITRE », NOUVELLE EDITION PROGRAMMES 2008, RETZ
EDITION NUMERO 3, DEPOT 2010 (PRESENTE EDITION),
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