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RESOLVANTES DE LAGRANGE

JEAN-MARIE ARNAUDIES, ANNICK VALIBOUZE *

Septembre 1993

ABSTRACT. This paper is devoted to a sharp investigation of the notion of
Lagrange’s resolvents and his connections with Galois Theory.

1. REPRESENTATIONS PAR PERMUTATIONS

En théorie de Galois explicite, on est amené & représenter un méme groupe de
Galois abstrait Gal(E/K) dans des groupes de permutations des racines de divers
polynémes f € K[z] dont les degrés peuvent varier. En effet on a besoin de
calculer beaucoup de résolvantes en contrdlant au maximun leur corps de racines
(voir Théoréme 4.6 par exemple). Il nous a donc paru utile de rappeler quelques
faits connus concernant les représentations par permutations d'un groupe fini (cf.
[Burnside]).

Notation. Soit C une classe de conjugaison de sous-groupes d’un groupe fini G ;
nous noterons I¢ = gee H. On a: Ic < G, et pour tout H € C, le groupe I est
le plus grand sous-groupe distingué de G inclus dans H. On dira que C est réduite
ssi I = {eg}.

Soit G un groupe fini et E un ensemble fini non vide. Un morphisme de groupe
U : G — Gp est appelé une représentation de G par permutations, ou encore
symétrique de degré N = card(E). Une telle représentation est dite fidéle ssi
Ker(¥) = {eg}, et transitive ssi le G-ensemble E défini par ¥ n’a qu’une orbite.
On a Ker(¥) = (),cx Staba(z), et il est clair que si ¥ est transitive alors ensemble
{Stabg(z)}ser est une classe de conjugaison de sous-groupes de G. Deux représen-
tations ¥ : G — &g et ® : G — &p seront dites équivalentes ssi il existe une
bijection © : E — F telle que ¥(g) = ©~* o ®(g) 0 © pour tout g € G. S’il en est
ainsi, on a Ker(¥) = Ker(®), et {Stabg,¢(z)}ser = {Stabg,a(2)}ser. Donc, deux
représentations équivalentes sont fideles (resp. transitives) en méme temps. Toute
représentation par permutations de degré N de G est équivalente 3 au moins une
représentation G — Gy.

* Avec le soutien du GDR de Calcul Formel MEDICIS, du GDR-PRC Math-Info, du
Centre de Calcul Formel de 'Ecole Polytechnique, et de CEC, ESPRIT BRA contrat 6846
POSSO
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1.1. Représentations par permutations transitives. Soit ¥ : G — &g une
représentation transitive de G. La classe de conjugaison Cy = {Stabg(z)}ser de
sous-groupes de G sera dite associée 3 ¥. Elle est réduite ssi ¥ est fidele. Pour tout
choix de z, € E, en notant Hy = Stabg (), la bijection ©® de E dans ’ensemble
(G/H,), des classes & gauche de G mod H, définie par ©(z) = {g € G| ¥(g)(z0) =
¢} établit une équivalence de représentations ® : G — S(g/H,), définie par les
translations & gauche de G. Le résultat suivant est élémentaire :

Théoréme 1.1. Fizons un groupe fini G et un entier N > 1. Soit E' un ensem-
ble de cardinal N. En faisant correspondre, ¢ chaque classe d’équivalence T' de
représentations transitives G — G, la classe de conjugaison C(T') de sous-groupes
de G associée ¢ toutes les ¥ € T, on obtient une bijection de T' sur I’ensemble des
classes de conjugaison de sous-groupes de G formées de sous-groupes d’indice N.
Dans cette bijection, les classes réduites correspondent aux représentations fidéles,
et la classe {{eg}} correspond aux représentations réguliéres.

Soient C et C’ deux classes de conjugaison de sous-groupes de G. Nous écrirons
C < ( ssiil existe H € C et H' € C’' tels que H C H' ; ce qui équivaut a dire que
VH € C,3H' € C'| H C H'. La relation < est une relation d’ordre. 5i C X C’, on a
I. C Ié.

Pour que C # {G} soit maximal parmi les classes autres que {G}, il faut et il
suffit qu’il existe H € C qui soit maximal parmi les sous-groupes distincts de G.
Alors tout H € C est maximal. Cela arrive ssi C correspond a des représentations
primitives.

Supposons C # C' # {G} et C X C'. Soient H € C et H' € C' tels que H C H'.
Posons e = [H' : H], N =[G : H], N' =[G : H'] d’ou N = eN'. Pour toute classe
C' € (G/H'), soit Be: lensemble des C € (G/H), contenus dans C'. L’ensemble
B = {Bci}cie(c/ary, est une partition de (G/H), en blocs de primitivité pour
I’action de G par translations & gauche. Cette action induit donc sur B une action a
gauche qui s’identifie & celle de G sur (G/H'), par translation & gauche (par exemple
une telle identification s’obtient & partir de la bijection C’ — Be).

Si C est donné non maximal, il y a une bijection naturelle entre les sous-groupes
H' de G tels que H C H' # G, H # H' et les systémes d’imprimitivité du G-
ensemble (G/H), défini par les translations & gauches. Si H] et H; sont deux tels
H', de méme indice N’ dans G, les actions par translations a gauche induites sur
les blocs d’imprimitivité correspondant respectivement a H{ et H; sont équivalentes
ssi H et H) sont conjugués dans G.

1.2. Représentations par permutations quelconques. Soit £ I’ensemble des
classes de conjugaison de sous-groupes de G ; a chaque C € £, nous associerons
son degré (noté deg(C)) qui est par définition l'entier égal & [G : H] pour tout
H € C, et sont poids, noté 7(C), égal par définition & card(G)/deg(C). Ci-apres, nous
ordonnerons £ en une suite (Cy, ... ,C,) telle que 7(C;) = 1 < 7(C3) < -+ < w(Cy) =
card(@), de sorte que C; = {{eg}} et C, = {G}. Observons que C; 2 C; = i < j.
Soit C € £ et C' € € ; si H € C, le nombre de points H-fixes dans une représen-
tation donnée p’ de G associée & C’ est le nombre des H' € C’ tels que H C H'. 1l
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ne dépend que du couple (C,C’), c’est un entier > 0, qui est > 0 ssi C < ' (et =1
ssi C = C'). Nous I'appellerons nombre d’incidence de (C,C’) et nous le noterons
J(C,C"). La matrice [m; ;] = [J(C:,C;)).i)eln,s2> DOtée J(G), sera appelée la matrice
d’incidence de G. D’aprés ce qu’on 3 vu, elle est trigonale supérieure, a coefficients
dans N et & diagonale > 0 donc en particulier inversible.

Soit ¥ une représentation de G' par permutations. Soit w une G-orbite correspon-
dante, de cardinal noté N. Par restriction, p définit une représentation transitive
G — 6, qui est donc équivalente & I'une de celles définies par les C; de degré
N. Notons v;(p) le nombre de telles orbites w qui conduisent ainsi & C;. II est
clair que v;(p) reste invariant si on remplace p par une représentation équivalente.
On peut donc associer 3 p I'élément U(p) = ¥,<ic, %(p)Ci du Z-module libre
Le = @:_, ZC; de base (Cy,. .. ,C,). L’application U est donc constante sur chaque
classe d’équivalence de représentations de G, et on a :

) deg(p) = o u(p)des(C)

on a alors ( voir [Burnside])

Théoréme 1.2. Avec les notations ci-dessus, Uapplication U : p — Y, ¢;<, vi(p) C;
définit une bijection entre ’ensemble des classes d’équivalence de représentations de
G par permutations de degré n (n € N*), et l'ensemble des éléments 3 <;<, Vi Ci de
Lg tels que v; € N pour tout i et 3, <;, Vi deg(Ci) = n. o

Supposons connue la matrice d’incidence J(G) ; soit p une représentation de degré
n de G par permutations ; posons U(p) = Yi<i<, %i(p)Ci ; le nombre de points
fixes de p(H) est Yyc;ic, i(p)J(H,C;). En particulier, le nombre de points fixes
m; commun & tous les p(H) pour H € C; est 1, ¢;¢, () (C5, Ci) = Xi=; J(C5, Ci)-
Supposons connus les m;, les v; sont alors donnés par le systéme de Cramer trigonal
suivant :

E ]
(2) Y u(p)(CC)=m; (1<) <s)

i=j
1.3. Produit tensoriel de représentations par permutations. Soit p: G —
&g et 0 : G — G deux représentations de G par permutations, de degrés respectifs
m et n. Notons (eq)ack et (f5)ser les bases respectives canoniques des Q-espaces
vectoriels V = QF et W = QF ; elles définissent les plongements naturels de &g et
& respectivement dans GLg(V) et GLg(W), plongements que nous noterons u et
.

Considérons la base (a,5) = €a ® f5 ((2,8) € E x F) du Q-espace vectoriel
V@®qW. Pour (0,7) € &g X &F, il est clair que u(o) ® u(r) correspond a une
permutation des a, g, i.e. & un élément de Gpyr que nous noterons o * 7. Soit
p*x0:G — Spxr, g+ p(g9)*0(g): c’est une représentation de G par permutations,
dont la classe d’équivalence ne dépend que de celles de p et §. En particulier,
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supposant U(p) = C; et U(8) = C;, U(p*0) de dépend que de (C;,C;), et sera noté
C; ®C; et sera appelé produit tensoriel de C; et C;. On a donc des entiers (@ij1)1<i<s
tels que C; ® C; = Y 1—; @i,j,1 Ci, et qui vérifient

3) > a1 deg(Cr) = deg(Ci) deg(C;) = did;
=1
(en notant dj, = deg(Cx) pour 1 < k < s).
Dans le cas général, soit U(p) = i, vi(p)Ci et U(0) = 3, vi(0)C;. Fixons
arbitrairement pour chaque i une représentation p; de G telle que U (pi) = C; ; alors
p et @ sont respectivement équivalentes & @, vi(p)p:i et @;=, vi(0)pi. D’ou :

(4) px0 = D wlp)vi@pixp; et
(5) Upx0) = .  wvlp)vi(0)U(pi*p;)

S Y wn® e

1=1 1<i<s,1<j<s

Munissons L¢ de la structure de Z-algebre obtenue en prolongeant par Z-linéarité
les relations C; ® C; = Y_i_; @:j, Ci, et notons ® le produit dans cette algebre.
On a donc :

(6) U(px6) = U(p)® U(6)

La Z-algebre de Lg est associative et admet un élément unité, qui est C,.

Tl est clair que pout tout sous-groupe H de G, le nombre de points fixes de
(U x ©)(H) est my(H) x meo(H), en notant my(H) (resp. me(H)) le nombre de
points fixes de W(H) (resp. ©(H)). En particulier :

m'I’i*‘I’j(H) = m‘I’-‘(H)m‘I’J’(H) i

donc en prenant H € C; :

m‘Il.-*‘Il,-(H) = J(C;,C;) X J(C"CJ') )

mais
m\Il.'*‘Il,-(H) = Zai,j,rmW,(H) = Zai,]’,r'](clacr) )
r=1 r=1

doncpour 1<1<s,1<4<s,1<j<s:
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(7N Z a; j+J(C1,C.) = J(C1,Ci) x I (C1,C;) )
r=1

et cette relation détermine les constantes a; ;. puisque pour chaque (¢, j ), il s’agit
d’un systéme de Cramer en les inconnues (@;;,,)i<r<,- La Z-algébre Lg est essen-
tiellement celle appelée par certains auteurs, Algébre de Burnside, son produit ®
étant appelé le produit tensoriel.

1.4. Représentations fideles. Soit ¥ : G — &, une représentation symétrique
de degré n de G. Posant U(¥) = 3.;_, v;C;, nous appellerons support de ¥ et
noterons Supp(¥), Pensemble {i € [1,s]|»; > 1}. On a: Ker(¥) = (;esupp(w) Lei-
Donc ¥ est fidele ssi ;esupp(wy Ie; = {€6}-

Dans toute la suite, nous noterons k un corps commutatif et k une de ses clotures
algébriques fixée une fois pour toutes.

2. REPRESENTATIONS ET CORPS DES RACINES

2.1. Soit f € k[X], normalisé (unitaire), de degré n > 1, séparable. Notons FE; sa
k-algebre des racines dans k. On considére une numérotation des racines pi,...,pn
de f dans k,i.e. f =TI (X —p;) et E; = k[p1,...,pa]. On a une représentation
symétrique de degré n :

(8) Gal(E;/k) — 6 , 0 85, Ol 0(p;) = ps, i) )

associée 3 l'action naturelle du groupe Gal(E;/k) sur Ry = {p1,...,pn}. La
représentation (8) est fidele, et elle est transitive ssi f est irréductible.

Si t € &,, posons p, = py-1(;) ; la représentation (8) associée & l'ordination
(p4s-.-,ph) de R; est donnée par

9) o8, =ts,t7? :

donc un changement de numérotation de R; change la représentation de (8) en une
représentation équivalente.

Soient Py, ..., P, les facteurs irréductibles normalisés de f et soient n; = deg(P;),
ott ny > +-- > n,. Le groupe Gal(E;/k) opeére transitivement sur Rp, ; soit C; la
classe de conjugaison de sous-groupes de Gal(E;/k) correspondant a cette représen-
tation ; alors la classe d’équivalence de la représentation (8) est >_i_; C; ; puisque
cette représentation (8) est fidele, on a donc (i, I¢, = {Idg, }.




6 JEAN-MARIE ARNAUDIES, ANNICK VALIBOUZE *

2.2. Inversement, soit E une extension finie galoisienne de k, avec E C k. Cher-
chons si une représentation symétrique donnée

(10) S : Gal(E/k)— 6, y

fidele et degré n, peut &tre définie sous la forme (8). Supposons k infini.

Soient wy,...,w, les orbites de [1,n] pour la représentation (10) ; posons n;
card(w;), supposons les w; ordonnés pour que ny > -+ 2> Ny, et wy = [1,7m4], ws
[ny + 1,ny + ], ...etc. Soit a; un élément fixé quelconque de w; ; notons G;
Stabgai(e/k)(a;) et Q; le corps des invariants de G; dans F.

Choisissons un élément & de €; qui soit k-primitif, et soit P; son polynome
minimal sur k. On a deg(P;) = [ : k] = [Gal(E/k) : Gi] = ni, et les racines de F;
dans k sont les &i=1;(6) (1<) <), ol {7i i} 1<j<n; désigne une transversale
quelconque de Gal(E/k) mod G;. Puisque k est infini, on peut choisir les & pour
que les ensembles {&; ;}1<j<n, = Rp; soient disjoints. Posons alors

=TI P ekl

1<i<r

c’est un polyndme séparable. Soit C; la classe de conjugaison du groupe G; dans
Gal(E/k). Alors I, est le sous-groupe des 0 € Gal(E/k) qui induisent lidentité
sur w;. Donc (Y, I, = {Idg} car la représentation (10) est fidéle. Cela signifie que
le sous-groupe des o € Gal(E/k) tels que o(&;;) = & ; pour tous i et j est {Idg},
donc E = k((& ;) i<, )» i-e. E est une k-algebre des racines de f.
1< <n;

Numérotons les~;'5cines de f dans Pordre £ 1,... ,€1,0,,€2,05 -4+ s€r 15~ 1 &rin,e
Tl est alors clair que la représentation (10) n’est autre que celle associée a cette
numérotation pour f. On a donc prouvé :

Proposition 2.1. Si le corps k est infini, toute représentation symétrique fidéle de
degré n du groupe de Galois Gal( E/k) d’une extension finie galoisienne E de k peut
étre définie d’au moins une maniére sous la forme (8) avec f séparable, f € k[z].

Remarque 1. Cette Proposition est & rapprocher du Théoréme 4.6 qui permet de
construire de tels polynémes f & partir de la connaissance de I'un d’eux.

Sur I’ensemble des polynémes f € k[z], normalisés, de degré n > 1, et sépara-
bles, on obtient une relation d’équivalence dont les classes sont les ensembles de
polynémes ayant méme k-algébre des racines dans k et définissant des représenta-
tions équivalentes.

2.3. Soit E une extension galoisienne finie de k (E C k).
Notant N = [E : k], considérons une représentation symétrique fidéle et transitive

(11) Gal(E/k) — &y

Soit ¢ un élément primitif fixé de E sur k. Notons G = Gal(E/k) = {o1,--.,0n},
ot 0; = Idg, et posons & = 0;(£). On peut supposer la numérotation (o;) choisie
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pour que 0;.1 = i dans la représentation (11). Il est alors clair que cette représenta-
tion n’est autre que la représentation réguliere & gauche de G' définie par la numéro-
tation (o;). Donc la classe d’équivalence de la représentation réguliére & gauche de
G est définie par le polynéme k-minimal de n’importe quel élément primitif de E/k.

3. LA MATRICE DES PARTITIONS ASSOCIEE A UN GROUPE FINI

Le probléme le plus naturel de la théorie de Galois explicite est de calculer le
groupe de Galois sur K d’un polynéme donné f € K [z]. La littérature disponible
sur ce sujet développe la méthode suivante : & partir de “ fonctions ” aussi simples
que possible, on calcule des “ résolvantes ” de f. On dresse des tables de ces
résolvantes et de leur groupe associé (voir [Berwick,1929] page 11 pour la méthode
jusqu’alors employée). Quand on peut relever assez d’incompatibilités dans ces
tables, qui ne peuvent &tre que partielles, on en déduit le groupe de Galois cherché.
On pourra suivre la progression de cette idée de Lagrange & Soicher (voir [Soicher]
ou [McKay-Soicher]) en passant par Cayley, Jordan, Kronecker, Netto, Berwick,
Foulkes et d’autres (voir la bibliographie jointe).

L’idée de base du présent article est d’inverser la démarche. L’étude des auteurs
cités nous a convaincus que les tables partielles en question sont en fait des par-
ties de tables purement groupistiques. Nous avons donc défini ces tables de fagon
globale, abstraite et indépendante, et nous en avons calculé un grand nombre (voir
[Arnaudids-Valibouze]) grace & des logiciels de calculs sur les groupes. De ces tables
nous avons déduit les résolvantes qu’il faut calculer et non l'inverse.

Nos tables permettent de travailler sur des polyndmes séparables arbitraires et
non seulement sur des polynémes irréductibles. Notre méthode s’applique aussi aux
« résolvantes relatives ” dont on se contentait jusqu’ici de tester la linéarité de 1'un
de leurs facteurs.

3.1. Partitions d’un entier > 1. Soit n € N*. rappelons qu’on appelle partition
de n toute suite (av,...,a,) € N telle que Y, i0; = n. Le support d’une telle
partition est par définition I’ensemble {i € [1,n] | a; > 1} ; P'entier a; est appelé
multiplicité de i dans la partition, et le cardinal du support est appelé le nombre
de composants dans la partition. Une partition @ de n est déterminée de maniere

unique par la suite strictement croissante (di, ... ,d,) des termes de son support et
par la suite »; = ag,,...,¥ = aq4, des multiplicités des composants. On notera
(12) @ = [P, i) v {05, 8 )]

étant entendu que 1 < dy < -+-<d, <n,r>1ety; > 1 pour tout :.

3.2. Soit maintenant G un groupe fini, de cardinal N, et C une classe de conju-
gaison de sous-groupes de G, de degré e = ec. A tout couple (H,C), ot H désigne
un sous groupe de G, on va associer une partition de e.

Pour cela, fixons H; € C, soit C; = Hy,C,...,C, les classes a gauche de G mod
H,, et faisons opérer H i gauche sur H; = {C4,...,C.} par translations a gauche.
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Soit ; le nombre de H-orbites de cardinal ¢ dans H;, alors (e1,...,0¢) est une
partition de e.

Lemme 1. La partition (o, ... ,a.) de e définie ci-dessus ne dépend que de C et
non du choiz de H; € C.

Démonstration. Soit {g1,...,g.} une transversale de G mod H,, avec g; = lg, et
C; = g: H,. Posons H; = g; H, g7* ; on a Staby(C;) = H N H;. Le cardinal de la
H-orbite de C; est donc [H : H N H;].

Si w est une H-orbite dans H;, en notant d, = card(w), dans la suite d’entiers
([H : H N H;])i<i<e, on trouve donc d,, fois 'entier d,,, une fois pour chaque 7 tel
que C; € w. Donc la partition (ay,...,a,) s’obtient ainsi : pour chaque entier j,
1<j<e aj=N,;/j,oun N; =card{i € [1,e] | [H : HN H;] = j}.

Soit maintenant H, = d Hyo™! € C, ot 0 € G. L’ensemble }] des classes a
gauche de G mod H} est {g/H|}i<i<e, ol gj = 0 g;o~'. La partition (aj,... , o)
construite comme ci-dessus & partir de H! est donc définie par o = N/ /3, ou
N} = card{i € [L,¢] | [H : HNH]] = j} et H = g/H|g:"' = 0g; Higi ‘o™ = o Hio™!
pour tout i. Notons ¢, 1’élément de &, tel que H; = H,,(;) pour tout i ; il est clair
que les ensembles {i € [1,¢] | [H : HN H,,;y=j} et {i € [L,e] | [H: HNH;] = J}
sont égaux, d’ot N; = N/ pour tout j, d’ol (afyevnyal) = (@1y...,00). O

Remarque 2. On peut donner une variante de cette démonstration en utilisant les
classes doubles modulo H.

D’aprés le Lemme 1, la partition (ey,...,a.) de e = ec construite ci-dessus ne
dépend que du couple (H,C). Nous Pappellerons partition associée a (H,C) et la
noterons w(H,C).

Lemme 2. Soit H un sous-groupe de G et C une classe de conjugaison de sous-
groupes de G. La partition w(H,C) ne dépend que de la classe de conjugaison de
H etdeC.

Démonstration. Reprenons les notations de la preuve du Lemme 1. Soit H V=
cHo!;onalH :H NH]=[H:HnN H) puisque z > oxo~" est un automor-
phisme de G. Donc pour tout j € [1,e], card{i | [H : H N H;] = j} = card{i | [H':
HnH]=j}. O

Finalement soit £ l’ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes de G.
Pour C € £ et D € €, posons w(C,D) égale a la valeur commune des w(H,D).
Cette partition w(C, D) sera dite associée a C,D.

Ordonnons & en une suite Cy,...,C, par degrés décroissants, de sorte que C; =
{{ec}} et C, = {G}. On obtient une matrice carrée :

(13) P =[@(Ci,Cj)liciics s

que nous appellerons matrice des partitions définie par G.
Pour calculer chaque coefficient @(C;,C;) de la matrice P, choisissons des élé-
ments H; et H; dans les classes C; et C; respectivement. Soit ¢; = [G : Hj], et
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$0it {¥m }1<m<e; une transversale a gauche de G mod H;, avec 7, = lg. Alors
w(Ci,C;) = (a1,. .. ,a.;), ot pour tout ! € [1,¢5] :

1
(14) =7 card{m € [1,¢;] | [H; : ym Hj ;' N Hi] =1}

Notons que, posant

@(Ci,Ci) = [(Vij,1rij1)s -+ - s Wigripo digrii)]

(1< diji1 < <dijri; L€ 5 Vijg 2 1), alors il est clair d’aprés (14) que les
éléments d; ;; du support de @(C;,C;) sont des diviseurs de card(H;) = N/ [G: H;).

Voici maintenant le théoréme fondamental qui va &tre & la base de tous les calculs
explicites ultérieurs de groupes de Galois :

Théoréme 3.1. Les lignes de la matrice P définie par (13) sont distinctes. Par
suite il y a une bijection naturelle entre 'ensemble de ces lignes et | ’ensemble £ =

{Ci,....C}.

Démonstration. Choisssons dans chaque classe C; un élément H;. Fixons ¢ et j,
avec 1 < j < i < s. Calculons la matrice P par la formule (14). Pour la partition
@(C;,C;), on a d; ;1 = [H; : Hy N H;] = 1, avec multiplicité v;,;1 = [Ne(Hj) : H;],
ol Ng(H;) désigne le normalisateur de H; dans G. Pour la partition w(C;,C;),
aucun des v,, H; 7! ne peut &re égal & H;, car C; # C;, ni contenir H;, car ¢; >
e; ; donc lorsque m décrit [1,e;], les indices [H; : ¥m Hj v, N H;] sont tous > 1.
Donc d;; > 1, d’ott @(C;,C;) # w(C;,C;) et les lignes d’indices 7 et j sont bien
distinctes. [

Lorsque G = &,, nous avons calculé la matrice des partitions compléte pour
n € {4,5,6,7} (pour n = 7,il y a 96 classes de conjugaisons et le tableau occupe 50
pages d’impression en Latex, contre 2 si les lignes retenues ne concernent que les 7
classes de sous-groupes transitifs &;). Pour n = 8, nous avons calculé les w(C;,C;)
pour les 50 indices i tels que C; soit une classe de sous-groupes transitifs de &g, et
pour 110 classes C; sur les 296, excluant ainsi celles dont le degré dépasse 672 (i.e.
celles qui donneraient des polyndémes de degré > 672 a factoriser).

Pour n = {9,10,11}, nous avons calculé les @(C;,C;) pour les indices ¢ tels que
C; soit une classe de sous-groupes de &,, et pour les classes C; qui nous ont paru
dignes d’intérét compte tenu des matrices déja obtenues en degré < 9 : pour ces
3 tables, nous avons utilisé la nomenclature des sous-groupes transitifs de &, pour
n < 11 donnée par [Butler-McKay].

Le calcul de tables partielles pour n € {12,13,14,15} est en cours.

Par exemple, il apparait qu’en degré 9, il existe une unique classe de sous-groupes
transitifs de 2y, dont la partition avec la classe de g x {Id} soit (18). En d’autres
termes, il sera extrémement rapide d’identifier un polynéme de degré 9 ayant un
des groupes de cette classe comme groupe de Galois.
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Lorsque G # 6, cas qu’il faut envisager pour exploiter les résolvantes relatives
(cf. Théoreme 6.11 ci-aprés), les calculs de tables sont bien évidemment plus faciles
que dans le cas des groupes &, (il y a moins de groupes et les partitions sont plus
courtes, cf. Remarque 12 page 27)

Tous ces calculs ont été exécutés 3 1’aide du logiciel [G.A.P] (=Groups, Algorithms
and Programming).

4. LA NOTION DE RESOLVANTE DE LAGRANGE

Nous donnons ici la définition de la résolvante de Lagrange générique (terme qui
traduit ’ancienne expression “ fonction en forme ” par opposition & “fonction en
valeur ”, qui en sont les diverses spécialisations), et nous verrons dans les para-
graphes ultérieurs des propriétés que 1’on peut tirer de ses spécialisations. Elle est,
entre autres, outil technique permettant d’identifier la classe de conjugaison du
groupe de Galois d’un polynéme donné. R

On considére n indéterminées z, ... , &, sur k. On note F le corps k(21,... ,2n),
A Panneau k[z1,...,2,], 01,...,0, les fonctions symétriques élémentaires des z;
(0; € A), S I'anneau k[oy, ... ,0,] et K le corps k(ay, ... ,0,) des fractions de S.

On sait que F est une extension galoisienne de K, qui est une K-algebre des
racines de F(T) = T" — o, T* ' + -+ + (=1)"0, = [[;i.,(T — z:) € S[T] ; que
la représentation par permutations Gal(F/K) — &, associée a la numérotation
(%;)1<i<n est un isomorphisme de groupes ; et que A est la cloture intégrale de S
dans F.

Ci-apres nous identifierons les groupes Gal(F/K) et &, a l'aide de la représenta-
tion ci-dessus.

Pour tout sous-groupe H de &,, nous noterons Inv(H) le corps des invariants de
H dans F ; donc F est une extension galoisienne de Inv(H ), et H = Gal(F /Inv(H)).
La cléture intégrale Ay de S dans Inv(H) est A NInv(H). L’anneau Agy est in-
tégralement clos, noethérien et c’est une k-algébre de type fini. Puisque S est
noethérien et intégralement clos, on en déduit que Ap est un S-module de type fini.
En d’autres termes, o1,...,0, est un systéme homogéne de paraméires au sens de
Stanley (voir [Stanley]) pour la k-algébre Ag. On voit aussi que Inv(H) est le corps
des fractions de Ay ; en fait, on a mieux : Ag[%] = Inv(H), car si & = § € Inv(H)
avec a € A et 8 € A\{0}, il est clair que z = &, avec b = [[,¢s, 7(8) € S\{0} et
a = a[l,ce., o210 9(B) € An-

Théoréme 4.1. Supposons k de caractéristique 0. Soit H un sous-groupe de &,.
Alors Ay = AN Inv(H) est un S-module libre de type fini, dont le rang est e =
[65 2 H].

Démonstration. Le fait que Ay est un S-module libre de type fini découle de ce que
(01,...,0,) est un systéme homogene de parametres de Ag. (voir [Stanley]).

Le rang r de ce module est évidemment r = dimx(K ®s An). Mais on a vu
que Inv(H) = Ap[i] 2 K®s Ag. Donc d’aprés la théorie de Galois, on a bien
r = dimg(Inv(H)) = [6, : H] O
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On peut construire concrétement une base du S-module Ay de la maniére suiv-
ante : notons Jy l'idéal de Ay engendré par oy,...,0,. On sait (voir [Stanley])
que des éléments homogenes 7,,...,7. de Ay formeront une base de S-module
ssi leurs images dans Ay /Jy forment une base de k-espace vectoriel de Ag/Jn.
Soient (Jg)m et (Am)m les composantes homogenes de degré m de Ty et Ag;
soit J Iidéal de A engendré par (oy,...,0,) et I, la composante homogene de
degré m. On sait que dimy(A/3) = n! = T,.50dimi(An/In) = dims(A), la
famille (Po)ye(ay,...,an)eN",ar<t, .. an<n = (25 -+ 23" )g<1,... ,an<n €tant une base de
A comme S-module et de A/J comme k-espace vectoriel. Supposons toujours la
caractéristique de k nulle. Posons :

~ 1

P, = —- hx P, H

* " card(H) ;;; “ 7
alors (15(,)010,“, .an<n engendre Ay comme S-module, donc engendre Ay /Jg comme
k-espace vectoriel. De plus, (Jg)m = (Ax)m N Im, donc (Ju)n est engendré par
les éléments homogenes de degré m du type ), NaPy, ol 7, € k[oy,...,0,] est
un polyndme sans terme constant en les o;, tandis que (Ap)n est engendré par
les Y, 770,130,, ot 7, € k[oy,...,0,] est un polynéme homogene en les z; tel que
deg(noPs) = m (voir [Stanley]).

EXISTENCE D’ELEMENTS PRIMITIFS HOMOGENES

Soit toujours H un sous-groupe de &,,. Le corps Inv(H) est le corps des fractions
de Ay. Plus précisément, comme nous I’avons vu juste avant le Théoréeme 4.1, on
a:Inv(H) = K®gsAx. Comme Inv(H) est séparable sur K, il admet des éléments
K-primitifs. Donc il existe des éléments ¥ € Ay qui sont K-primitifs pour le corps
Inv(H). En fait il existe toujours de tels éléments qui soient homogeénes, pourvu
que k soit infini. En effet, soit ¥ € Ap élément K-primitif de degré d ; soit A une
indéterminée sur K, notons ¥, ’homogénéisé de ¥ par Ao, :

z x
U, = (/\al)"‘ll(—):al—l, .

v

Soit (#;)1<i<e une transversale & gauche de &, mod H. Notons D(A) le z-discriminant
de P\(z) = [Ti<ice(® —tix¥). Alors D(X) € S[A] et puisque ¥ est K-primitif, on a
D(5:) #0, car P%(w) = Ly est le polynome minimal de ¥ sur K. Donc D(A) # 0.

Le corps k étant infini, on a A € k tel que D(A) # 0, d’out alors © = ¥5 est encore
K-primitif, est homogene de degré d et Lo = Pj;(x) est le polynéme minimal de ©
sur K. (Les notations Ly et Lo sont celles introduites ci-dessous.)

Définition 4.2. Dans les conditions ci-dessus, tout élément ¥ € Inv(H) qui est K-
primitif et qui appartient & Ay est appelé un résolvant de H. Un tel résolvant est
dit homogéne ssi c’est un polynéme homogene des z;. Le polynome K-minimal d’un
tel résolvant U sera appelé résolvante de Lagrange de H associées a ¥ et noté Ly :
on a donc Ly € S[z].
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D’aprés la théorie de Galois, étant donné ¥ € A, si on pose H = Stabs, (¥),
alors ¥ est un résolvant de H.

Remarque 3. 1l existe un algorithme parallélisable (voir [avb1] page 99) permettant
de calculer le polynéme minimal d’un nombre algébrique obtenus par une relation
algébrique entre les racines de polynémes d’une variable donnés. Cet algorithme
s’optimise grace au Théoréme de I’arité (voir [avb2] ou [avb1]). Cet algorithme était
utilisé par Lagrange (voir par exemple [Lagrange, tome VIII] page 236, le calcul
d’une résolvante produit) pour calculer des résolvantes particulieres ; c’est pourquoi
nous proposons de I’appeler Algorithme de Lagrange. Dans [Arnaudies-Valibouze]
nous donnons diverses formules et améliorations de cet algorithme qui ainsi le
rendent praticable. Par exemple nous savons calculer en degré 8, avec les ré-
solvants [];<;<j<i(i — ;) pour k = 3,7 (k = 8 fournit le discriminant), ou bien
T1Tg...T; + Tip1 , 1 <1 <7 (pour i = 3, le degré de la résolvante est 280). Toutes
ces résolvantes sont accessibles dans la derniere version du systéme de calcul formel
[MAXIMA]. Ainsi, il existe bon nombre de résolvantes, plus facilement calculables
que factorisables.

Théoréme 4.3. (Lagrange) Soit H un sous-groupe de &, et ¥ un résolvant de H.
Notons Ay le discriminant de la résolvante de Lagrange Ly. On a :

1
An C A_\I;-S[\I’]

Démonstration. (d’apres Lagrange) Soit e = [6, : H] et {t;}1<ice une transver-
sale de &, mod H, avec t; = Idg,. Posons ¥; = t; x ¥ (donc ¥ = ¥,), d’ou
Lo = S5, (z—) =2°—Cuz* ' + -+ (-1)°C. (Lo € S[a]). (Notons que
Ly est théoriquement calculable & ’aide du théoréme fondamental sur les fonctions
symétriques.)

Fixons g € Ay, soit g; = t; xg. Posons,pour 0 <m <e—1:

(15) hm =Y g ¥ =D ti*(gT™).
j=1 j=1

Tl est clair que hy, € S (et hy, est théoriquement calculable). On considere (15)
comme un systéme de Cramer en les g;. La résolution donne :

(16) g1 = %'D , ol
ho 1 1

e hy ‘I’.z v,
hey WEL ... gl

et 6 = Vand(¥y,...,T.) = [Ticicj<(¥; — i), donc &3 = Ag € S, et (16)
équivaut a -
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(17) g=—1—5,oﬁ5=6q'D
Ay

On prouve ensuite que & € S[¥]. Pour cela, notons que £ = E(¥,... ,U,) avec
E € S[V][Ty,...,T.] et E symétrique en Ty, ..., T, (c’est évident sur ég et sur D).

D’aprés le théoréme fondamental des fonctions symétriques, E(¥,,...,¥,) =
F(S1,...,8e-1),0u F € S[¥][Y3,..., Y,_,] et ot les S; sont les fonctions symétriques
élémentaires en U,,...,¥,. Mais (z — ¥,)...(z — ¥,) = %%l =z + (¥ -
Cy)z*=% + - € S[¥][z]. Donc S; € S[¥] pour tout j. D'olt E(¥,... o U,) = £ =
F(S1,...,5._1) € S[¥]. Donc d’apres (17) : g € 37S[¥] O

Remarque 4. Analyse de la démonstration du Théoréme 4.3 : Cette démonstration
est en substance celle donnée par Lagrange dans ses Réflexions sur la résolution
des équations algébriques. Il est intéressant de la situer par rapport a la théorie
moderne des corps ; pour cela, conservons-en toutes les notations. Le corps Inv(H)
est une extension finie séparable de K, dont B = (1, ¥, ¥?,..., ¥ ') est une K-base.
Notons p(z) = Ly 4(z) et soit f(_% =og+ x4+ a2t Soit Trla trace de
Inv(H) relativement & K. Selon les conventions habituelles, pour toute partie M de
Inv(H), notons M* 'ensemble {¢ € Inv(H) | Tr(éM) C S}. D’apres le Théoréme
d’Euler bien connu, la base complémentaire de B dans Inv(H ) est (a:/p'(¥))1gice-1
cest-a-dire qu’on a : Tr(Wa;/p'(¥)) =6;; (0<i<e-1,0<j<e—1, 6ij =
symbole de Knonecker), d’ott 'on déduit classiquement (puisque Ag est la cléture
intégrale de S dans Inv(H)) :

L
»(¥)

Posons 7 = p/(¥) ; soit u ’élément de Hom(Inv(H)) défini par la multiplication
par 7. Les relations ci-dessus montrent que u(Ayg) C S[¥]. Comme p(z) € Slz],
la matrice de u dans la base B est A coefficients dans S. Les formules de Cramer
permettent donc 3 partir de : u(Ag) C S[¥], de déduire que det(u)Ax C S[¥].
Mais en notant A’ la norme de Inv(H) relative & K, on a : det(u) = N(n) =
(1-)===1/2Ay, ce qui redémontre que Ag Ay C S[¥].

Nous voyons donc que Lagrange, par son raisonnement direct, réussit a se passer
de Vintermédiaire u(Ag) C S[¥].

S[¥] C Ag C Ay € S[U]* = S[Y]

SPECIALISATION D’UNE RESOLVANTE

Dans ce sous-paragraphe, nous fixons un polynéme f € k[z], de degré n 2> 1,
séparable, normalisé, et nous notons E la k-algébre de ses racines dans k. On

numérote une fois pour toutes ’ensemble R; des racines dans k:R s ={p1y---,Pn}
. Revenons aux notations et hypothéses de la Définition 4.2. Posons :
(18) f=z"—c 2" 4+ (-1)'¢n
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Définition 4.4. Soit ¥ un résolvant du sous-groupe H de &,. On appellera (H, ¥)-
résolvante (de Lagrange) de f, et on notera Ly y, le polynéme obtenu en substituant
les ¢; de (18) aux o; dans Lg. On dira que ¥ est f-séparable ssi la résolvante Ly ¢

est séparable.
Les résolvantes les plus commodes 3 utiliser sont les résolvantes séparables. On

a5
Théoréme 4.5. Supposons le corps k infini. Soit A un sous-anneau de k dont k

soit le corps des fractions. Il existe un résolvant ¥ € Alzy, ... ,Ty] de H tel que
Ly ; soit séparable, et on peut choisir ¥ homogéne.

Démonstration. Soit H ensemble des classes & gauche de 6, mod H. Prenons n
indéterminées Uy, ... ,U,. Puisque les p; sont distincts, lorsque s décrit &y, les n!
polynémes (i, Uipsiy) — 1 € k[Uy,...U,] sont deux & deux premiers entre eux.
Donc si, pour C € H, on définit p¢ € k[Uy,...U,] par

(19) go= [T Bog) =1

seC i=1

les pc (C € M) sont aussi deux & deux premiers entre eux, et a fortiori distincts.
Comme A est infini, on peut donc trouver (us,...,u,) € A" tel que les éléments
(c(t1y - - - »Un))cen soient distincts. Pour un tel choix de (ug,... , Uy ) pOSONS :

(20) v=1]] [(zn: wT,m) —1

s€EH i=1
ona: ¥elnv(H)N Alzy,...,2,]. Les conjugués de ¥ dans 'extension Fde K

sont les o = [T, co[(Xie; wizsn) — 11, C € H. (Ainsi ¥ = ¥p). D’apres le choix
des wu;, ces conjugués sont distincts, donc ¥ est un résolvant de H. 1l est clair que

(21) ["I',f(a") = H (:I: - ‘I’C(pl’ s 7/’71)) 9

CeH

donc Ly s est séparable.

Pour obtenir un résolvant homogéne, raisonnons comme nous ’avons fait précédem-
ment. Soit A une indéterminée sur F. Posons (¥ ), Phomogénéisé de V¢ par Aoy,
et :

Pr(z) = [[ (= - (¥e)n);

CeH

soit D(A) le z-discriminant de Px(z), et soit D(A) € A[A] obtenu en spécialisant
les o; en les ¢; dans D(A). On a D(3-) # 0, car D(5-) est le discriminant de

P,—‘l (z) = Lyg,;(z). Puisque A est infini, on peut trouver X € A tel que D(:\) # 0,

car D()) # 0 d’aprés ce qu’on vient de voir. Posons, aprés avoir fixé un tel A
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0 =V;

Alors © € Inv(H) N A[zy,. .. ,2,] ; © est homogene de degré deg(¥) (=card(H))
en les ;. Les conjugués de © dans I’extension F de K sont les O¢ = (¥¢)s.

Soit 8o € k obtenu en substituant pi,...,pn & Z1,...,2, dans O¢. On a:
Lo (2) = [Teen(e — 0c), et le discriminant de Loy est D(A) # 0, donc d’une
part les (O¢)cen sont nécessairement tous distincts, ce qui prouve que O est un
résolvant de H, et d’autre part le polynéme Lo ; est séparable, i.e. ce résolvant est
séparable O

Théoréme 4.8. Supposons k infini. Soit A un sous-anneau de k dont k soit le
corps des fractions. Soit ¥ un résolvant d’un sous-groupe H de G, tel que : Ly
est séparable, n. > 5, et H ¢ {,,,6,}, ot 2, est le groupe alterné. Alors la k-algébre
des racines de Ly ; dans k est E, celle de f.

Démonstration. Soient ¥y,...,¥, les conjugués de ¥ dans ’extension F de K,
avec ¥ = ;. Posons ¥; = U;(py,...,pn). Choisissons a;,as,...,a. éléments de
A (ot e = [8, : H]) tels que les éléments A, = 3i_; a; W) (s € &,) soient tous
distincts (c’est possible puisque d’aprés I’hypothese les ¥; sont distincts). L’action
de 6, = Gal(F/K) sur {¥,..., ¥} est transitive, de plus comme par hypotheése
n > 5, les seuls groupes distingués de &, sont 2,,&, et {1} et comme on a e > 3,
cette action est donc fidele, ce qui revient a dire que :

(22) K[¥y,...,0]=F

on a une représentation naturelle de &, par permutations de {¥y,..., .}, qui
est fidele et transitive, et qui associe & toute ¢ € &,, 'unique s, € &, tel que
©(¥;) = ¥, ;) pour tout i (voir § 2). Notons I', le sous-groupe de &, image de cette
représentation, alors I',, est 'image naturelle dans &, de Gal(F/ K), ie. dela K-
algébre des racines dans F du polynéme Ly . Puisque les éléments (XCi=1 @:Ys(i))sers
de F sont distincts, on voit que ® = i_; a;¥; est élément primitif de F sur K.
D’aprés le Théoreme 4.3, appliqué avec H = {1}, et avec le résolvant ® de ce H,
on a (puisque Apy =A): AC —AITS[{)], ot Ap est le z-discriminant du polynéme

[IE-> av%w)
i=1

sely,

puisque S[®] C §[¥4,...,¥.], on en déduit :

(23) AC 2:8[¥y,..., V] clestadire:
AgAC STy, ..., T,] ;




16 JEAN-MARIE ARNAUDIES, ANNICK VALIBOUZE *

Posons Ag = Ag(p1,--.,pn) = € H (As — M)
8,t€N,,8#1
(ot € = (=1)™(=1)/2), Par le choix méme de &, on a Ag # 0. En spécialisant les
deux membres de (23), on obtient donc E = Agk[ps,...,ps] C k[V,,..., ¥, ]CE,
&0l E = (= Kpry. - »pal) = kl¥1,..., 8] O

Remarque 5. Ce Théoréme 4.6 améliore le résultat donné par [Dickson| pages 190
et suivantes ; les groupes notés G et I' dans cette référence sont respectivement
Gal(f/k) et Gal(Lg,s/k), et Dickson dit que “ G est simplement ou multiplement
isomorphe A T, et donc que card(G) > card(T’). ”.

Remarque 6. Sous les hypothéses du Théoréme 4.6, Soit PP, ... P, une décompo-
sition dans k[z] en facteurs irréductibles normalisés de Lg ;(z). Si Gal(E/k) est
simple, on a Gal(P;/k) = Gal(E/k) pour tout i tel que deg(F;) > 1. Sinon, on
obtient une tour normale de sous-groupes de Gal(E/k) :

{1} - Gal(K,/k) = ++- — Gal(K,_,/k) — Gal(K,/k) = Gal(E/k)

ol K; désigne le corps des racines de P\ P,...F; dans E (1 < i < r). Cette tour
donne évidemment, pour 1 <7 < 7 :

Gal(K;/k) & Gal(Kiy1 /k)/Gal(Kiy1/K:)

(Gal(Kiy1/K;) = Gal(Pit1/K;)), i.e. Gal(K;y1/k) est une extension de Gal(K;/k)
par Gal( P41/ K;).

Remarque 7. Le Théoréme 4.6 est trés utile pour construire des polynémes parti-
culiers de groupe de Galois donné. On en verra plus loin quelques exemples.

5. RESOLVANTES ET IDEAUX DE k[zi,..., %]

Reprenons les notations du §4. Nous utiliserons ci-dessous la terminologie et
les résultats de [Arnaudies] relatifs aux variétés de dimension zéro. (Rappelons que
selon cette terminologie, le mot variété désigne des ensembles de points.) Donc nous
supposerons ici que k est de caractéristique nulle. Nous noterons : A= I::®k AT
lidéal de A engendré par {o; —c¢i, ... ,0, — ¢, } dit idéal des relations symétriques ;
4 = k ® 3 'idéal de A engendré par {o1—ci,...,0,—Ca} ; W la variété de dimension
zéro définie par J dans k" ; T = Gal(E/k) ; N = card(T'). Dans [Machi-Valibouze]
on trouvera une formule close donnant une base standard de I’idéal J relativement
3 I’ordre lexicographique.

On a une représentation par permutations fidéle R : I' — &, qui associe, a tout
élément u € T, la permutation s, € &, telle que u(p;) = p,, ) pour tout ¢ € [1,n].
Nous conviendrons d’identifier I' & un sous-groupe de &, a aide de R. Cette
identification sera systématiquement utilisée par la suite. Notons ici que pour tout
geE Aettout seTl',ona:

(24) (S(Q))(plv-- ’pn) = s(g(pl"-' ’pn)) 9
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relation dans laquelle au membre de gauche s est considéré comme élément de
&, = Gal(F/K), et au membre de droite comme élément de I' = Gal(E/k).

LA VARIETE W

1l est clair que W = {(ps1)s -+« »Ps(n)) }ses, ; la forme fondamentale ¥y (T, U)
est [T ee, (T — Xi=y Uips(iy) ; sa décomposition en facteurs irréductibles de k[T, U]
est Uy (T,U) = [Ioen Po» ot H = (6,/T)a et ot, pour tout C € H, on a posé
Po = Tl,ec(T - Yic1 Uipsiy)-

Les composantes k-irréductibles de W sont donc les ensembles

Tc = {(ps(1)7 ves ,ps(n))}seC ,(C € H) s

nous poserons ¥ = 7y et ¥ = Pp. On sait que le k-espace vectoriel A/J (resp.
k-espace vectoriel A/3) est engendré par les représentants des z7* - - -3 pour oy <
1,...,a, < n (c’est une conséquence facile des formules de Girard-Newton, ou
d’une base standard de J donnée dans [Machi-Valibouze]). Comme d’autre part,
dim,;(./i/\/f_l) = card(W) = n! < dim;(A/3) < n!, on en déduit les formules bien
connues :

(25) 5=vV3,3=13, dimi(A/3) = dimg(A/3) = n!;

de plus le U-résultant de J est Wy (T, U).

Le groupe de Galois de W sur k est T', car le corps de rupture de W sur k est E,
qui est aussi le corps de rupture sur k de chaque variété 7¢, C' € H. Pour chaque
C € H, l'idéal Mc = {g € A| g =0 sur Tc} de A est maximal, et définit la variété
T, et on a E 2 A/Mc. Les M sont les idéaux premiers associés a J dans A, et
on a:

(26) = ()] Mc
CeH

Nous poserons 9 = Mp. (Donc N = {g € A | g(p1,...,pn) = 0} dit idéal des
relations entre les racines de f.) On voit comme ci-dessus que pour chaque C' € H,
le U-résultant de Mo est P, la forme fondamentale de 7.

On sait trouver une base standard de 1’idéal 0 relative & l'ordre lexicographique.
Elle s’obtient en factorisant f dans des extensions successives de k, ce qui est assez
coiiteux. (voir [Tchebotarev] et [Machi-Valibouze]). Nous allons ci-dessous définir
des systémes générateurs & n + 1 éléments pour chaque idéal D¢. Bien entendu, i
suffit pour cela d’envisager la génération de I'idéal 9.

Théoréme 5.1. Soit g € M\(Ugen,cxr Mc) ; alors Uidéal N de A est engendré par
{01 —ClyeesyO0n — Cn,g}'
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Démonstration. Notons a 1'idéal de A engendré par {0y — ¢1,...,0, — Cn,g}. Les
hypotheses entrainent V(a) = V = V(9), d’ott :

JCaCra=N ;

pour tout | € N, les idéaux N' et J = Ngen ,cxr Mc de A sont comaximaux.
Choisissons ! € N de fagon que 9 C a, ce qui est possible car 9 = Va et car A est
noethérien. Soit alors u € N et v € J tels que v + v = 1. Pour tout z € 91, on a :
z=zutav;or: zu €N Caetzv €NJ CNNJ =T Ca,douz € a Donc
N=a O

Commentaires sur le Théoréme 5.1
Ce théoreme est implicitement latent dans toute la littérature ancienne sur la
théorie de Galois.

APPLICATION DU THEOREME 5.1 AUX RESOLVANTES

Théoréme 5.2. Soit © un résolvant d’un sous-groupe H de &,, posons

0= G)(pl"" ’pn)'

a) SiT' C H, alors 0 € k ;
b) si 6 € k et si 0 est racine simple de la résolvante Loy, alors

I'CcH;
c) siT C H et si0 est racine simple de Lo, alors T' = H ssi l’idéal
N est engendré par {o; — ¢1,...,0, — €n, © — 0}.

Démonstration. Notons g — § le morphisme de k-algebre A — E, g — g(p1,--- ,pn)-
Pour tout s € T, on a 5.g = s(§) (cf. (24)).

a) supposons I' C H. Alors pour s € T, on a: s(f) = 8(0) =350 =0 =0;donc
0 est I-invariant, d’ou 6 € k.

b) Soient ©; = 0,0,,...,0, les conjugués de O distincts dans 1’extension F de
K. Notons 6; = ©;. On a : Lo ;(z) = [Ti=1(z — 6;), et par hypothese §; # 6, = 0 si
i > 2. Soient alors s € T' et j € [1,v] tels que ©; = 5.0 ;on a: 6; =(3;=.;(T)=
3(0) = s(8) = 0 # 0; pour i > 2 et donc j = 1 ; c’est-a-dire s € H ;d’'ou I' C H.

¢) D’aprés les hypotheses, on a 6 € k. d’apreés le Théoreme 5.1, pour que l'idéal
9N soit engendré par {0y — ¢1,...,0n — o, © — 0}, il faut et il suffit que © — 0
prenne une valeur non nulle sur les composantes (7¢)cyzr de W, autrement dit que
O(ps(1ys - - - 1 Ps(n)) # 0 pour s € 6,\I'. Mais pour tout s € &y, O(Ps(1)s+ -+ 1 Ps(n)) =
(5.0)(p1,--- ypn). Puisque @ est racine simple de Lo s, le raisonnement vu en b)
prouve que (8.0)(p1,...,pn) = 0 ssi s € H. Donc la condition “ 91 est engendré par
{01 —¢€1yevv 00—, @ —0} 7 équivaut & “ s € 6,\I' implique s ¢ H 7, c’est-a-dire
3 H CT. Comme on a déja T' C H, en fin de compte cette condition équivaut a :
r=H 0O

En abandonnant la contrainte “ € k ”, on peut affiner le Théoréme 5.2 :
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Théoréme 5.3. Soit @ un résolvant d’un sous-groupe H de &,. Posons 6 =
O(p1y- -+ »Pn), notons O1,...,0, les conjugués de 6 = O, distincts dans lextension
F de K, soit C; = {s € 6, | 8.0, = ©;} (1 < i< v). Supposons que § soit une
racine simple de la résolvante Lo ; soit h le facteur normalisé irréductible dans
k[z] de Lo qui s’annule en 8. Supposons la numérotation (0;) choisie pour que

h(z) = (x—(:):)(x—(:j:) (1 < r < v), notons S = Stabs,({01,...,0,}). Alors:

a) La T-orbite de © dans F est O = {0,...,0,}.

b) OnaT C S CUiz Ciy et [S:T]=[SNH:TNH].

¢)Ona: T =8 = Ui C: ssi l'idéal N est engendré par G =
{o1 —¢1y... ,0n — n, H(O)}.

Démonstration. a) Si s € T', on a : h(5.0) = h(s(0)) = s(h(0) = s(0) = 0 (car
h € k[z]), donc 5.0 € {Oy,...,0,}, car du fait que h est un facteur simple de
Lo, les seuls indices j € [1,v] tels que @; € {(:i, ,(:)V,} sont 1,2,...,7. Donc
la T-orbite de © dans F est contenue dans O. Si i € [1,7], on a un y € T tel que
4.0 = ©; puisque h est irréductible dans k[z]. Alors 70 =~(0) = ;, ce qui force
4.0 = ©; pour les mémes raisons que ci-dessus. Donc O est bien la I'-orbite de ©
dans F.

b) L’inclusion S C Uj-, C; est claire. Montrons que I' C S ; soit s € I' on a
s({01,...,0,}) = {6,,...,0,} car h € k[z]. Doncsi i € [1,r], du fait (di &
ce que s € I') que s(@)v,) = 5.0;, on déduit que 5.0; € {GA);, ,0,} par le méme
argument qu’en a), d’olt s(©;) € {04,...,0,}, d’olt s € 5. Ce qui prouve bien que
I C S. Enfin O est la S-orbite de O, et Stabs(®) = S N H, Stabp(©) = I'N H,
dour=[T:TNH]=[S:S5nH],dou [§:T]=[SNH:I'nH]

c) 1l est clair que 7(©) est nul sur 7r. D’apreésle Théoréme 5.1, pour que I’idéal N
soit engendré par G, il faut et il suffit que A(©) ne s’annule sur aucun ensemble Tc
pour C # T, c’est-a-dire que I'on ait h(O(p,q), - - - ,Ps(n))) # 0 pour tout s € S,\T,
ce qui s’écrit : h(5.0) # 0 pour tout s € &,\I'. Mais comme h est facteur simple de
Lo,z les seuls s € &, tels que h(;(?)) = 0 sont ceux qui vérifient 5.0 € {0,,...,0,},
i.e. les éléments de |Ji_, C;. Donc 9 est engendré par G ssi s € S, \I' puisque
s & Ui, Ci, c’est-a-dire ssi Ji—, C; C T, et d’apres b) cette condition équivaut bien
a: F=S=U:=IC,' O

Sous les hypothéses du Théoréme 5.3, il n’y a aucune raison que I’ensemble &=
Ui-, C; soit un sous-groupe de &,. Toutefois , si £ est contenu dans le normalisateur
N de T dans 6, alors £ = S. En effet dans ce cas, soit s € C; (1 < i < 1) et
soit ¥ € I'. On a donc ys = sy’ avec 7' € I'. En appliquant v aux coefficients
de/f/: [T (= - s.@,-),/czn/obtient (puisque 'y/f/I‘) [Tioi(z = 7.5.0;) [Ti=i(z —
(79)-0;) = Mj=i(z = (57)-0;) = [Tjza(e — s(v.0;)) = (du fait que " € T €
8)=[Ij1 (¢ = 5.0;) = P. Cela prouve que P € k[z], mais comme deg(P) = r et que
P(@,) = P(S@) = 0, cela force P = h, donc {S.@j}lsjs,- = {@j}lsjsr, douse S
puisque h est facteur simple de la résolvante Lo, ;.
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6. RESOLVANTES DE LAGRANGE ET GROUPES DE GALOIS

Dans ce paragraphe, on reprend les notations en vigueur aux §§3 a 5 et les
hypothéses des §§3 et 4. En particulier, E désigne la k-algébre des racines dans
i de f(z)= 2" — ¢zt + -+ + (—1)"cn € k[z], et g — § désigne le morphisme de
spécialisation A — k, g — g(p1,...,pn). Rappelons que le groupe I' = Gal(E/k),
par son action sur {pi,...,pa}, est identifié & un sous-groupe de &, = Gal(F/K).
Dans tout ce qui suit, on ne fera aucune hypothése a priori sur le corps k.

Théoréme 6.1. Soit @ un résolvant d’un sous-groupe H de &, ; posons 0 = 0. Si
9 est racine simple de Lo ;, alors Stabp(6) = T N H, autrement dit Gal(E/k(0)) =
I'nH.

Démonstration. Pour tout g € T et P € A, on a g.P = g(P) (cf. (24), §5). Si
g€ TN H,onen déduit : 9.0 = 0 =0 = g(©) = g(6). Donc, TN H C Stabr(6). Si
g € T\H, alors ©' = ¢.0 est un conjugué de © dans F sur K distinct de ©. Donc
puisque 0 est racine simple de Lo ;(z) = [I(z — ¥), ot le produit est étendu aux
¥ conjugués de © dans F sur K, on a §' = O #0,dou 0 = 0 =g0-= 9(0) =
g(6) # 0, i.e. g ¢ Stabp(0). En définitive, Stabr(6) =T'NH O

Corollaire 6.2. Dans les conditions du théoréme 6.1, le degré du polynéme mini-
mal de 0 sur k est [I' : TN HJ.

Théoréme 6.3. Soit @ un résolvant d’un groupe H de &, ; posons 6 = ©. Sup-
posons que 0 soit une racine de multiplicité v de Lo ;(). Ecrivons Lo = [iz1(z —
0;) avec ©, = O, @: = 6 pour i < Vet(:):- # 0 pour i > v. Notons L =
Stabs,({01,...,0,}). On a : Gal(E[k(0)) = Stabr(d) = I' N L ; de plus ,
TNHCTNL,et[T:TNnH]<v[k(®):Ek]

Démonstration. Fixons l'indice i (1 < i < v). Si g € T, on a g € Stabp(f) ssi
g(@:) = ©;, c’est-A-dire ssi 9.0; = 0, ce qui signifie : ¢.0; € {Oy,...,0,}. Clest
vrai avec tout ¢ < v, d’oit Gal(E/k(f)) = Stabp(d) = I' N L. En particulier si
9.0, =0,,ie. sige H,alors g€ L, ot I'Nn H C TN L. En faisant opérer I'N L
sur {01,...,0,}, on voit que le stabilisateur de ©;, dans I'N L est ' N H a cause
de ce qui précéde. D’olt [ N L : T' N H] = card(Orbrar(0)) < card(OrbL(0)) = v
. d’autre part, [[ : TN L] = [k(8) : k], ot enfin [T : TN H]=[T:TNLJ[I'NL:
TNH]|<L[k(0):klv O

De la démonstration ci-dessus, il se dégage immédiatement :

Corollaire 6.4. Avec les notations et hypothéses du Théoréme 6.1, on a :
[k(8): k]=[T:TNL] :

en particulier, on a : 0 € k ssiI' C L.
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Ce dernier corollaire résout la question des conditions imposées au groupe de
Galois T' par Dexistence de relations algébriques entre les racines de f. De fagon
précise, supposons connu un élément ¥ € k[zy,...,2,] tel que ¥(py,... ,Pn) = 0.
Formons la résolvante Lg ;(z) = [T, (z — ¥:), ot Ly = [[iz,(z — ¥)), U1 = ¥,
m = [8, : Stabe,(¥)]. Soit J 'ensemble des i € [1,m] tels que U; = 0. Alors
d’aprés le corollaire du Théoreme 6.3, on voit que I' C Stabs, ({¥;};es). En parti-
culier si 0 est racine simple de Ly s, on a: I' C Stabg, (¥).

Conservons toujours les notations du Théoréme 6.3. Désignons par Ci,...,C.
les classes 3 gauche de &, mod H, ordonnées de facon que pour tout i, on ait
C; ={0€6,| 00 =0} Alors: pouri < v, ;NI C L, etsii>v,
C;NnTNL=0,donc

IrnL=JC:nT)
i=1

Poursuivons notre analyse du Théoréme 6.3 en introduisant un deuxieme ré-
solvant ¥ de H. Notons ¥; la valeur commune des 0.¥ pour o € C; (1 < i <e).
Deux facteurs normalisés F et G de Lo ; et Lg; respectivement seront dits par-
alléles ssi on a une méme partie J de [1,¢] telle que : F(z) = [[;e;(z — 9;), et
G(z) = [ljes(= - U;). S'il en est ainsi, et si 'une des deux résolvante est f-
séparable, J est alors unique.

Dans ce qui suit, nous supposerons que ¥ est f-séparable, et nous nous proposons
d’étudier le facteur de Ly ; parallele & un facteur multiple de Lo,; dans k[z].

Notons h I’élément irréductible dans k[z] et normalisé nul en 8 qui divise Loy,
et soit v l’entier > 1 tel que h” divise Lo ; mais h**' ne le divise pas. Ecrivons
hz) = (z — 6,)-+-(z — 64), avec 6; = 0 (donc 0y,...,0, sont les I-conjugués de
6). Soit R = {01,...,0.}et Ri={@eR|2=06}(1<i< d). On a donc
card(R;) = v pour tout i, et & cause du Théoréeme 6.3 d =[I': T'N Stabs, (Ri)].

De plus R; = {04,...,0,}. On notera L; = Stabg, (R;) (donc L; = L).
L’ensemble |Ji_, R; est 7-stable ; notons O l'ensemble des I-orbites de UL, R,
Pour O € 0,les ONR; (1 < i < d) sont les I'N L;-orbites de O pour n’importe quel
choix de j, on a un entier mo ne dépendant que de O tel que mo = card(0 N'R;)
pour tout %, et qui est, par application du Théoréme 6.3, donné par mo = 'nL;:
I' N Stabg, (®)] pour tout j € [1,d] et tout ® € O NR;. Le systeme (0O NRi)i<i<d
est un systeme de blocs de primitivité pour l'action de I' sur O. On a donc
v =Y oco Mo ; () = [oeo([Taeco(e — @)) ; card(0) = d.mo pour tout O € Q.

Pour O € O, soit Jo ’ensemble des indices j € [1,€] tels que ©; € O. Par
définition, le facteur parallele & h” dans Ly est [[oeo([ljeso(z — ¥;)) ; mais
si O € O, {¥};es, est une I'-orbite, donc le polynome Po(z) = [Tjeso(z = \FIlj)
appartient & k[z], et c’est un facteur normalisé irréductible dans k[z] de Ly,s, dont
le degré est d.mo. Nous en déduisons le résultat suivant :

Théoréme 6.5. Dans les conditions ci-dessus, le facteur irréductible de Ly ; pa-
ralléle ¢ h” est [[peo Po, ot pour chaque O € O, le polynome Po(z) est un facteur
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irréductible dans k[z] de Ly ;(z) dont le degré d.mo est un multiple du degré d =
deg(h).

(L’idée de comparer un résolvant séparable & un résolvant quelconque apparait
déja dans Lagrange [Lagrange, tome IV] ; nous y reviendrons au §10 ci-apreés).

Remarque 8. Ce théoréme revét une importance pratique certaine. En effet, le
calcul effectif des résolvantes dans des cas numériques ameéne trés fréquemment a
des facteurs multiples, surtout pour les polynémes & “ petit ” groupe de Galois.
Ce théoreme, ainsi que le Théoréme 6.6 ci-dessous permettront néanmmoins d’en
déduire des renseignements qui peuvent dispenser de chercher des résolvantes sé-
parables. Par exemple, supposons que le calcul d’une résolvante par O, y révele un
facteur P? o deg(P) = 12 et P(x) irréductible dans k[z] ; alors on en déduira que
pour tout résolvant f-séparable ¥ du méme groupe que 0, la factorisation de Ly g
fera apparaitre soit au moins 2 facteurs de degré 12, soit au moins un de degré 24.

Dans ce qui suit, sur N (olt 7 € N*) nous utiliserons ’ordre naturel produit, noté
<, et ainsi défini : si @ = (ay,...,a,) EN et b= (by,...,b,) €N, alors a X b ssi
a; < b; pour tout i. Remarquons que si deux partitions a et b d’une méme entier
m > 1 vérifient a < b, alors ¢ = b.

Nous rappelons que w désigne la matrice des partitions définie au §3.

Théoréeme 6.6. Soit O un résolvant d’un sous-groupe H de &,. Supposons que
tous les facteurs irréductibles de Ly ; soient séparables. Soit C la classe de conju-
gaison de H dans &, ; notons e = [6, : H] ; pour 1 < j <, soit a; le nombre de
facteurs irréductibles simples de Lo ; de degré j ; alors

(o1,...,0.) 2 w(T,C) :
si Lo s est séparable (i.e. si © est f-séparable), alors
(eiyevs y0) = @(L,C)
Démonstration. Soit {Ym}1<m<e une transversale gauche de &, mod H. Posons

Hp = YmHAZY, O = 7.0 avec, pour commodité, v, =Id, 'élément neutre de &,,
d’ot H, = H et ©, = O. Notons 6,,, = 0,,. On a donc :

e

Lo=[[(z—0m); Loy = II(z—0m);
m=1 m=1
H,, = Stabe, (O)

Fixons j, (1 < j < €). Soit P un facteur k-irréductible simple de degré j de
Lo . Soit P =[] cs(z = 0m), avec J C [1,€] et card(J) = j. Si m € J, d’aprés le
corollaire du Théoreme 6.1, 0n a : j = deg(P) =[I': T N Hy].

Soit N; le nombre des m € [l,e] tels que [I' : T'N Hy] = j. D’aprés ce
quon vient de voir, on a : ja; < N;. Or par définition (voir (13) et (14)) ,
(N,/1,N,/2,...,N./e) = w(T,C), ce qui prouve bien que :
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(27) (a1y...,0) 2w(T,C)

Si maintenant Lg ; est séparable, il est clair que Yi=1ja; = deg(Lo,s) = €, donc
alors (ay, ..., ) et (N1/1,Nz/2,..., N./e) sont deux partitions de e et & cause de
(27), elles sont égales. [

METHODE DE LA CHASSE AUX RESOLVANTES

Pour chaque classe de conjugaison C; de sous-groupes de &, (1 <j < s), choisis-
sons un groupe H; € C; et une transversale gauche {¥m}1<m<e; de &, mod Hj, ou
e; = [6, : H;), de fagon que v,, =Id, élément neutre de &,.

Choisissons un résolvant de H;, noté ©;. Posons 0;n = 7,.0; (1 <m < e;), de
sorte que 0; 1 = 0;, Lo; = [Ii=1(% — Ojm) -

Si Lo, est séparable, nous noterons 7(0;, f) la partition (1.0 505,;) de
ej, ol a;, est le nombre de facteurs irréductibles de degré p sur k de Lo, ;. En
combinant les Théorémes 3.1 et 6.6, on arrive au théoréme principal que nous avions
en vue :

Théoréme 6.7. Avec les notations ci-dessus, supposons que tous les résolvants ©;

(1 < i < s) soient séparables. Alors la classe de conjugaison G du groupe de

Galois T = Gal(E/k) est G = C,, ot r est lindice tel que la ligne d’indice r de

la matrice des partitions P = [w(C,-,Cj)]i_<<_,és du groupe &, coincide avec la ligne
<<

(Tr(@h f),7l'(@2, f)7 cee ?7"(@37f))'

Le Théoreme 6.7 donne une méthode effective pour calculer la classe de con-
jugaison G : on détermine la matrice des partitions P (par exemple le logiciel
G.A.P. permet aisément de calculer une intersection de groupes ainsi que I'indice
d’un groupe dans un autre) ; on calcule ensuite, si c’est possible, des résolvants
f-séparables ©; (1 < j < s), on factorise les Lo, ; dans k[z], on en déduit les par-
titions 7(©;, f) et on applique enfin le Théoréme 6.7. Si k est infini, I’existence de
résolvantes f-séparables ©; est assurée d’aprés le Théoréme 4.5.

Lorsqu’on appliquera cette méthode, les groupes H; ci-dessus introduits seront
appelés les groupes tests, et les classes C; parmi lesquelles on recherche G seront
appelées classes candidates, le mot “ groupe ” étant ici entendu & conjugaison pres
dans &,,.

Dans la pratique, il n’est pas nécessaire de calculer toutes les résolvantes Lo, ;-
En effet pour r fixé (1 < 7 < s), notons U, ; 'ensemble des i € [L,s] tels que
w@(C;,C;) = w(Cr,C;). Convenons de dire qu’une partie J, de [1,s] départage C.
ssi ey, Ur;j = {r}. Pour déterminer G, il suffit pour chaque 7 de calculer les
résolvantes Lo, ; pour j parcourant une partie J, qui départage C,. Le Théoreme
6.7 assure que |1, s] départage chaque C, ; appelons systéme séparant de parties de
[1, 5] toute famille (J,)1<r<s de parties de [1, 3] telles que J, départage C, pour tout
r, et appelons support d’un tel systéme I’ensemble J = [J;_; J;. Dans tous les cas
numériques, on pourra calculer G en ne calculant que les résolvantes Le;,; pour
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j décrivant le support d’un quelconque systeme séparant, pourvu que ces Lo,z
soient séparables. On choisira alors les systémes conduisant aux calculs les plus
rapides. Notons ici que ce ne sont pas forcément les résolvantes de plus bas degré
qui conduisent aux calculs les plus rapides. Il existe des résolvantes de degré assez
élevé dont le calcul est quasiment immédiat (voir [Arnaudies-Valibouze]).

En résumé, l'utilisation optimale du Théoréme 6.7 consiste en premier lieu &
repérer les classes C; conduisant aux calculs les plus rapides des résolvantes Lo; ; ;
puis & former des systémes séparants utilisant le maximum de classes C; ainsi
repérées, et enfin a en déduire G.

Pour exposer la méthode nous allons détailler ’exemple du cas ou n = 4, en
supposant k de caractéristique # 2 et # 3.

A Daide de G.A.P., on obtient d’abord une liste de représentations des classes de
conjugaison de sous-groupes de &4, classées par degrés décroissants :

Table 1

Représentants des classes de conjugaison de sous-groupes de &4
Représentants Générateurs Cardinal Nature
H, [] 1
H, [(34)] 2
H, [(1,2)(34)] 2
H4 [ (2a3,4) ] 3
Hs [ (3’4)7 (1’2) ] 4 (Z/2Z)2
Hs = G, [(1,2)(3,4),(1,3)(2,4) ] 4 (z/27)*
H; =G, [ (1,2)(3,4),(1,3,2,4) ] 4 (z/Az)
Hg [(2,3,4),(3,4)] 6 S3
Hy = G3 [ (3,4),(1,2)(3,4), (1,3)(2,4) ] 8 D, (diédral)
Hy, =G, [(1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (2,3,4) ] 12 iy
H11 = G5 [ (1,4), (2,4), (3,4) ] 24 64

Dans cette liste, les G; désignent les représentants des classes de sous-groupes
transitifs.

Table 2 : résolvants de ces groupes

H, 0O; = uz, + usy + usxs (avec (u1, uy, ug) distincts et non nuls)
H, O3;=z + 324
H; O3 =275+ 2123 + 2224
Hy O,= ($2 = 373)(333 - 934)(1?4 = 3?2)
Hs 05 ==z,
Hs Og = 2125 + T2T4 — T1T2 — T3T4
H;, 07 =222 + 2202 + 2322 + 2422
Hy Og=u
Hy 0Og=uz123+ 2324
Hyy Oy = H15;<j_<_4("’j - ;)
Hy 04 =1
Puis en utilisant G.A.P., comme nous 1’avons indiqué précédemment, nous calcu-
lons la matrice des partitions ci-dessous, olt 'on convient, pour d’abréger, de noter
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d¥* ... d¥r la partition [(v1,d1),..., (¥, d,)] :

Table 3 : transposée de la matrice des partitions de &,
H, H, Hs Hy Hs Hs H; Hs Ho¢ Hy Hy
H [1# 2% 2 38 45 45 48 6 8 122 24
Hy |12 122 & 3t 2242 43 43 326 4,8 12 12
Hy |12 26 14,2¢ 3% 22,42 26 22,42 6* 4 6° 12
H, |18 2¢ 24 12,32 42 42 4* 2,6 8 47
H, | 18 12,22 12,22 32 12,4 28 2,4 3* 2,4 6
Hg |18 23 1¢ 3? o L 6 23 3
H, |18 28 12,22 32 2,4 2% 124 6 2,4 6
He |1 188 22 1,3 24 4 4 1,3 4 4
Hy, | 13 1,2 18 3 1,2 18 1,2 3 1,2 3
Hy| 12 2 1? g 2 ik 2 2 2 I°
Hy | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

(Dans cette table 3, les groupes de la premiére ligne sont les candidats et ceux
de la premiére colonne sont les groupes test.)

L’examen de la table 3 montre que le résolvant @, classiquement utilisé en degré
4, et qui présente le sérieux avantage que Lo, ; est toujours séparable si f lest,
n’est pourtant pas bon du point de vue du Théoréme 6.7, car il départage tres
peu. En revanche, le couple (05, 01,) suffit & départager tous les groupes possibles
sous la seule réserve que L, ; soit séparable. En effet Lo,, = 22— A, ol A =
[licicjca(zj — 2:)* € S est le discriminant générique de degré 4, et puisque la
caractéristique est # 2, pour tout f séparable Lo,,; = 2° — A T’est aussi puisque
A #0.

Or nous verrons plus loin que pour f donné numériquement, le calcul de Lo, s
est extrémement rapide. Le calcul de A, lui, est instantané. En résumé, si Lo, s est
séparable, pour obtenir la classe de conjugaison de &, du groupe de Galois de f,
il suffit de calculer le discriminant A de f et la résolvante L, ;. Il importe ici de
noter qu’il n’est pas nécessaire de calculer la résolvante formelle Lo, pour obtenir
numériquement Lo, ; : cette remarque est essentielle pour Pefficacité de la méthode
du Théoreme 6.7 (en fait, le calcul automatique de Lo, s est instantané).

N W Hs OO

Observons encore :

Remarque 9. que dans la table 3, les lignes et les colonnes dont l'indice appartient
3 {1,11} sont superflues, leurs valeurs sont triviales. Il en est toujours ainsi dans
le cas général. C’est pourquoi dans les tables ultérieures, nous omettrons les lignes
et les colonnes correspondant aux classes de conjugaison {&,} et {{Id}}, (ou Id
désigne 1’élément neutre de &,).

Remarque 10. que pour appliquer le Théoréme 6.7, il n’est pas nécessaire d’ordonner
les classes de conjugaison de sous-groupes de &, par degrés décroissants ni dans un
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ordre particulier pour écrire la matrice des partitions. On peut aussi travailler sur
la transposée de cette matrice.

Remarque 11. que si I’on sait & I’avance que f est irréductible, il n’est pas nécessaire
d’étudier la matrice des partition P compléte ; en effet le groupe I' = Gal(E/k)
étant alors un sous-groupe transitif de &,, il suffit dans ce cas de considérer la sous-
matrice de P formée avec les lignes qui correspondent aux classes de conjugaison de
sous-groupes transitifs de &,. Toutes les méthodes exposées ci-dessus s’appliquent
alors de facon analogue avec cette seule sous-matrice.

RESOLVANTES RELATIVES

Fixons maintenant un sous-groupe Lo de &, et supposons dans tout ce qui suit,
queT C Lo. Un tel groupe L, peut &tre obtenu par exemple alaide du Théoréme 5.2
b) lorsqu’on aura calculé suffisamment de résolvantes. Nous poserons ey = [S,, : L]

Notons GZol 1a classe de conjugaison dans le groupe Lo du groupe I' = Gal(E/k).
Remarquons que par application de la formule (24) du §5, pour tout élément AE
Ar,,ona X € k. (Observons que GlLol est contenue dans la classe de conjugaison G
de T dans G,.)

Soit alors H un sous-groupe de Ly. Le corps Inv(H) est alors une extension
séparable de degré e = [Lo : H| de Inv(Lo). Il existe des éléments primitifs de
cette extension qui appartiennent & Ag, et méme des éléments primitifs homogenes,
lorsque k est infini : par exemple tout résolvant homogeéne de H est un tel élément.

Définition 6.8. Avec les hypothéses et notations ci-dessus, on appelle résolvant re-
latif (de H par rapport & Lo) tout élément © € Apg qui est élément primitif de
extension Inv(H) de Inv(Lo). Le polynéme minimal, que nous noterons £ dun
tel résolvant © sur le corps Inv(L,) sera appelé résolvante de Lagrange relative as-
sociée au triplet (©, H, Lo). Un tel résolvant sera dit homogéne ssi c’est un élément

de A homogene.
Soit © un résolvant relatif de H par rapport & Lo. Le cardinal e de la Lo-orbite
de O est [Lo : H]. Notons {0,...,0.} cette Lo-orbite, avec ©; = ©.0na:

(28) £5e) =[[(=-0)
i=1
d’aprés (28), il est clair que £)(z) € Ap,[z]. Appliquons aux coefficients de
ﬁg“’](z) le morphisme z — #. D’aprés ce qui a été vu plus haut, on obtiendra ainsi

un élément de k[z], que nous noterons ,Cg’,‘}], qui n’est autre que :

e

(29) 2) =T[(z-©:)

i=1
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d’apres (29), on déduit que ﬁg’y‘}](x) est un diviseur du degré e dans k[z] de la
résolvante “absolue” Le ;(z). Notons H' = Stabs,(0). On a donc H' N Lo = H.

Le degré de Lo s(z) est [6, : H']. On a:

(30) e[, : Lo) = [H': H][6,: H']

(on retrouve le fait que e < [&, : H'] grice  I'inégalité évidente [H" : H] < [65
Ly], due au fait que (zLo) N H' = @(Lo N H') pour tout © € H'). On posera :

Définition 6.9. Le polynéme E[@L’;](w) € k[z] défini par (29) sera appelé résolvante de
Lagrange relative de f associée au triplet (©, H, Lo). Le résolvant relatif © sera dit

f-séparable (ou mieux : (Lo, f)-séparable) ssi Eg”'}](:p) est un polynoéme séparable.

Remarque 12. Tl convient ici de remarquer que méme dans le cas particulier agréable
ot H = Stabe,(0), le polynéme [,[GL} (2) peut &tre séparable sans que Lo () le
soit. Donc passer & des résolvantes relatives peut &tre un moyen de se débarrasser
des facteurs multiples des résolvantes absolues.

Toutefois, le calcul effectif d’une résolvante relative sera en général ardu. Lorsque
k est de caractéristique 0, ce calcul peut formellement &tre exécuté en utilisant le
Théoreme 4.1 et les considérations qui ’entourent : on commence par déterminer les
éléments 1y, . .. , 7., tels que Az, = Sm @ - - - @ Sne,, puis pour chaque coefficient I
de £¥°)(2) (calculé en faisant agir Lo sur ©), on calcule les éléments ¢y, ..., ¢., € S
tels que F' = 3 :2, @;m; ; alors le calcul de F est ramené & celui des 7;, dont on sait &
l’avance qu’ils appartiennent k. Faute de mieux, on peut obtenir les 7; par la méth-
ode employée pour prouver le Théoréme 4.3, en utilisant un résolvant f-séparable
de L. Cette méthode a été utilisée par D. Lazard et J.M. Arnaudiés afin de calculer
des résolvantes relatives en degré 5 (voir [Arnaudiés-Lazard]). [Stauduhar] a mis au
point une méthode différente fondée sur des calculs d’approximation des racines de
f et sur le fait que les coefficients de la résolvante sont des entiers. Il les a calculée
pour les groupes transitifs jusqu’en degré 7. Cette méthode a été poursuivie par M.
Olivier (Université Bordeaux I) qui a pu y parvenir jusqu’au degré 10 (voir [Cohen]
page 327).

Reprenons maintenant les notations et hypothéses générales des définitions 6.8
et 6.9. Notons CIFl la classe de conjugaison du sous-groupe H de Ly dans L.
(Elle est donc contenue dans la classe de conjugaison C de H dans &,.) Fixons le
résolvant relatif ® de H par rapport & L. Notons ; le nombre de facteurs de degré
j de ﬁg‘,}](a;) qui sont k-irréductibles et simples (donc si © est (Lo, f)-séparable,
(ay,...,a,) est une partition de e). Dans tous les cas, nous noterons :

(31) (a1,...,a,) = (0, f)

Le résultat essentiel concernant les résolvantes relatives est alors :
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Théoréme 6.10. Avec les notations et les hypothéses de (31), on a :
wlh4(0, £) < w(ghl, ctio)

ot GILol désigne la classe de conjugaison de T' dans Lo. Si de plus © est (Lo, f)-
séparable on a :

A2(0, 1) = w(g, c)

En vue d’établir ce résultat essentiel, nous avons besoin de la version relative des
Théorémes 6.1 et 6.3 :

Théoréme 6.11. Adoptons les notations et hypothéses de (28) et (29). Posons
6 = ©. Supposons que 8 soit racine simple de multiplicité v > 1 de E%,‘}](m). Soit J
Pensemble {j € [1,¢] | ©; = 8}. Notons M = Stabr,({0;};es)-
a) Alors
Gal(E/k(6))=TnM ,
TNH cTNM, [T :TNH] < v[k(6): k] et [k(0) : k] = [[': TNM].

b) En particulier, si 0 est racine simple de [,[é,‘}](a:), on a;
Ga(E/k(0))=TNnH, [k(0):k]=[T:TNH]
et par suite : 0 € k ssiI' C H.

Démonstration. Soit g € T' ; pour que g(8) = 0, il faut et il suffit que, j € J étant
fixé : g(0;) = 9;, i.e. 9.0; = ©;. Or comme I' C Lo, on a 9.0; € {04,...,0.},
donc la condition g(6) = @ équivaut a :

(32) 9.0; € {Oi}ies -

C’est vrai avec tout j € J, donc cette condition équivaut aussi a: g € M. De
plus si la condition (32) est satisfaite avec un j € J, elle entraine g € M ; en
prenant j = 1 cela donne : g0 =0 = g€ M,do0 I'NH C T'nM. On a donc
prouvé que Gal(E/k(8)) = TN M et que TN H C I'N M. On prouve I'inégalité
[[:TNH] < v[k(9): k] comme au Théoréme 6.3, ce qui acheve d’établir toutes des
assertions de a).

b) On obtient les assertions b) en faisant » = 1 dans les assertions a) O

Démonstration du Théoréme 6.10. Soit {7;}1<i<. une transversale gauche de Ly mod
H, avec 7, = Id, ’élément neutre de &,. On supposera cette transversale indexée
de fagon que les ©; de (28) soient donnés par ©; = 7.0 (1 < i < e). Posons
H; = Hr Y, 0; = ©;, dott : H; = Stabr,(©;), ,C%ff](w) = [Iiz:(z — ©;). Par déf-
inition, la partition w(Gel,ClEel) de e est (Ny/1,...,N./e), ot N; = card({m €
[1,€] | [[ : TN Hy) = j}) pour 1 < j < e. Fixons j € [1,€] ; soit P un facteur
k-irréductible simple de degré j de E%"}](x). Par hypothése, P est séparable, d’ou
P = Tnes(8 = O), 00t J C [1,¢€] et card(J) = j. Si m € J, d’aprés le Théoréme
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6.11, on a j = deg(P) = [I': I' N H,,], d’out ja; < N;. Puisque c’est vrai pour tout
4, on en déduit bien :

(33) (a1, o) < w(GEe, ClEoD)

Si de plus © est (Lo, f)-séparable, alors (ay,...,a.) est une partition de e, de
méme que w(GLel Clel). D’aprés (33), ces partitions sont donc égales []

Compte tenu du Théoreme 3.1, le Théoréme 6.10 conduit immédiatement & la ver-
sion relative du Théoréme 6.7 (“ méthode de la chasse aux résolvantes relatives ”) :

Théoréme 6.12. Soit Ly un sous-groupe de S, contenant le groupe de Galois I' =
Gal(E/k). Notons C{L"], vn ,C£§°] les classes de sous-groupes conjugués distinctes
dans le groupe Ly. Pour chaque j € [1, so], choisissons un groupe H; € C][-L"] et un
résolvant relatif ©; de H; par rapport a Lo. Supposons que les ©; (1 <j<s)
soient tous (Lo, f)-séparables. Alors la classe de conjugaison Glol de T' dans Lg est
CIEol on 7 est Uindice de la ligne de la matrice des partitions

plLol — [w(CZ[Lol,c][Lo])]}sissg

<j<so

du groupe Ly, qui est égale d la ligne :
(W[LO](G)D f)> 7{'[Lﬂ](®27 f)> eis ey W[LD](G.H f))

Il va de soi que toutes les remarques faites dans le cas absolu pour affiner le
Théoréme 6.7 se transposent sans difficulté au cas du théoreme relatif 6.12.

RESULTAT EN DEGRE 8

Nous n’énoncons pas ici les résultats obtenus pour les autres degrés, car cela fera
l’objet d’autres articles. Ici le mot “ groupe ”, sera utilisé pour classe de conjugai-
son. Nous nous plagons dans le cas ot les facteurs irréductibles des résolvantes sont
simples, méme si c’est loin d’&tre le cas dans la pratique et qu’alors nous faisons
appel au Théoréme des multiplicités (voir 6.5) qui nous permet couramment de con-
clure. Nous employons ’expression “ savoir déterminer ” lorsque deux conditions
sont & la fois réunies : la premiére est que les résolvantes, soient non seulement
calculables, mais que les calculs soient réalisables sur notre machine (voir [Marie])
et la deuxidme est que chaque résolvante obtenue soit également factorisable sur
notre machine.

En degré 8, nous savons déterminer trés efficacement les 50 groupes transitifs
uniquement avec des résolvantes absolues [Arnaudiés-Valibouze, (1993)]. Cette ré-
solution est 1’étape préliminaire de la chasse aux résolvantes relatives en degré 8.
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7. APPLICATION A LA SPECIALISATION DES GROUPES DE GALOIS

Nous conservons ci-aprés toutes les notations en vigueur au début du §6.

Nous allons donner une version affinée du théoréme de spécialisation du groupe
de Galois tel qu’il est exposé par exemple dans [Brauer].

Donnons-nous un sous-anneau A de k, dont k soit le corps des fractions, et un
idéal premier p de A ; notons A® = A/p, et o : A — A°® le morphisme canonique,
k® le corps des fractions de A°, et enfin k* une cléture algébrique de k°. Pour tout
h € Alz], nous désignerons par h°* I’élément de A°[z] obtenu en appliquant a aux
coefficients de h. De méme pour h € A[z,z1,...,%,).

Rappelons que (Cy,...,C,) désigne une ordination, par degrés décroissants, de
I’ensemble £ des classes de conjugaison des sous-groupes de &,. Nous considererons
un systéme séparant (J;)i<j<, de parties de [1,s], fixé une fois pour toutes, de
support J. Rappelons que pour chaque i € [1,s], on a fixé un élément H; de C;.

Pour chaque 7 € [1,s], le groupe H; posséde au moins un résolvant élément de
Alzy,...,2,] : il suffit en effet, pour en construire un, de multiplier un résolvant
de H; par un élément convenable de A\{0}.

On notera E° la k°-algébre des racines de f* dans k* ; si f* est séparable, E*
est une extension galoisienne de k° et alors on notera I'* = Gal(E*/k*). Observons
que si A est intégralement clos, tout facteur normalisé, dans k[z], d’un polynéme
normalisé F' € A[z] appartient nécessairement 3 A[z]. En particulier, les facteurs
k-irréductibles normalisés de F appartiennent alors a A[z].

Notre but est, dans l’hypothése ol f* est, comme f, séparable, d’appliquer le
Théoréme 6.7 SJmultanement a fetfe.

Pour y parvenir, nous devons préciser une numérotation des racines de f* dans ke
qui soit liée a la numerotatlon des p;. Soit un idéal premier 9 de B = Apy, ..., pn]
tel que PN A = p : un tel idéal existe puisque les p; sont A-entiers. Notons
B* =B/Petf: B — B* = B/ la projection canonique ; alors 3 prolonge a ;
posant p! = f(p;) pour 1 < i < n, le corps des fractions de B® = A*[p},...,p;]
est une k*-algebre des racines de f*. Les p{ sont distincts pulsque f* est séparable.
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que B* C k* et donc que E* est le
corps des fractions k*[p},...,ps] de B*. D’oit en particulier :

(3) pellE-m

nous conviendrons d’utiliser la numérotation (pf)i<i<n des racines de f* dans
ke pour identifier T'* & un sous-groupe de &, et donc pour spécialiser dans k* les
éléments de A* = k°[2;,...,2,]. Nous poserons K* = k*(0y,...,0,) et F* =
k*(Z1,...,%,), les lettres z,2y,...,2, étant utilisées comme indéterminées aussi
bien sur k que sur ke. (Toute cette construction suppose bien entendu que I’idéal
B a été fixé une fois pour toutes.)

Le lemme suivant sera utile :
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Lemme 3. La séparabilité de f°* implique la séparabilité de f.

Démonstration. D’aprés (34), on a : f* = [[i=,(z — B(p;i)) ; donc si les pf = B(p:)
sont distincts, a fortiori les p; le sont, et par suite f = []i, (¢ — p;) est séparable [

Théoréme 7.1. Soit un résolvant @ € Alzy,...,z,) d’un sous-groupe H de &,.
Si Ly ; est séparable, alors ©° est un résolvant de H,ona: Loojo =Ly, el Loy
est séparable.

Démonstration. Le fait que Le ; est séparable se déduit du Lemme 3 ci-dessus.
Notons O4,...,0, les conjugués de O sous &, = Gal(F/K), Avec ©, = O et
e=[6,:H].Ona:

Loy =[[(z - ©i(p1s---»pa))
=1

d’ou puisque S prolonge a :

@) Loy =10t o) = [[e - @1 )

puisque L ; est séparable, les 07 (p1, . .. ,p%) = B(O;(p1,. .. ,pn)) sont distincts,
et a fortiori ©%,...,0¢ sont distincts (et les ©;(p1,...,pn) le sont aussi, ce qui
redonne la séparabilité de Lo ;). Mais il est clair que H C Stabg,(©°); le nombre
des G,-conjugués de @° est > e, mais ce nombre est [&, : Stabg,(0°)] < [6, :
H] = e, donc il vaut e. D’ott H = Stabg,(©°), ce qui prouve bien que ©° est un
résolvant de H. On a alors £ = [[i_;(z — ©¢) et d’aprés (35), cela rend bien clair
que Loo o = Ly, O

Théoréme 7.2. Supposons que A soit intégralement clos. Si f* est séparable, le
groupe I* = Gal(E*/k*) s’identifie ¢ un sous-groupe de T' = Gal(E/k). Si de plus
f est irréductible et normal sur k et f* est irréductible sur k°, alors I' = I'**.

Démonstration. Les lettres z,Uy,...,Upn,,1,...,%, seront utilisées comme in-
déterminées aussi bien sur k£ que sur k*. On notera U = (Uy,...,U,). Posons :

€= YU 5 =) U
i=1 i=1

® = H (z - ZUi”’v(«')) i P= H (2 - ZUiPa(i)) ;
g€EG, i=1 cEG, i=1

U H (2= ZUiP;(i)) ]
0ES, i=1

pour toute classe & droite C' de &, mod I', posons :
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n

@ = H (Z - Xn: Uiza(i)) y Pc = H (z == Z Uipa(i)) s

oceC i= oceC i=1
Yo = ]:L(Z - Z; Uip;(i))
43 i=

Comme A est intégralement clos, on a ¢ € A[z,U], et pour toute classe a
droite C' de 6, modT : ¢c € A[z,U]. De plus 9 (resp. 1c) s’obtiennent a
partir de ¢ (resp. ¢c) en appliquant a aux coefficients, donc ¢ € A° [2,U] et
Yo € A*[z,U]. L’extension E*(U) de k*(U) est galoisienne, c’est une k*(U)-algebre
des racines de f°. Il est clair que : E(U) = k(U)[¢] et E*(U) = k*(U)[E"].
Les groupes Gal(E*(U)/k*(U)) et Gal(E(U)/k(U)) s’identifient respectivement a
I* et T, et 6, s'identifie de méme & Gal(F*(U)/K*(U)) et & Gal(F(U)/K(U)).
Le polynéme & (resp. ®c) s’entend comme élément de A[z,2y,...,2,,U] ; le
polynéme de méme écriture dans A*(z,z1,...,%,, U] sera noté ®* (resp. ).
Pour tous anneaux Ri, R, et pour tout morphisme d’anneaux p : R; — R3, on
conviendra de désigner par la méme lettre p toute extension de p en un morphisme
Rily1y- .-y Ym] = Ra[y1, .-+ s Um], (0 (¥i)1<i<m désigne une suite d’indéterminées)
consistant & appliquer p aux coefficients des éléments de Ry[y1,... ,Ym]-

Soit alors 7 € T'*. De part la théorie de Galois, on a 1r = T.¢p et d’aprés la
formule (24) du §5, on a 7.9 = M*(7.®}) d’ou :

’ll)[‘ = M.(T@;‘) 9

ott M* : A* — k* désigne le morphisme de spécialisation h — h(p},...,p}).
D’autre part : M*(1.®}) = a.M(7.®r), ot M : A — k désigne le morphisme de
spécialisation h +— h(py,...,pn). Donc a.M(7.®r) = 9r, c’est-a-dire :

(36) [1Gz-Y Uity = T1(2- Y Uiptoiy)
o€l i=1 o€l i=1

Mais le polynéme 9 € k*(U)[z] est & facteurs simples ; donc d’aprés (36), on a :
I' = {ro},er = 7T, c’est-a-dire : 7 € I'. Ce qui établit que I'* C I'.

Supposons pour finir que f est irréductible dans k[z] et normal sur k, et que f* est
irréductible dans k*[z], les hypoth&ses ci-dessus continuant a é&tre satisfaites. Alors
card(T) = n, et card(I'*) > n & cause de Dirréductibilité de f*. Puisque I C T,
nécessairement ici I =T 0O

Théoréme 7.3. Supposons toujours l’anneau A intégralement clos. Pour chaque
indice i € J, soit un résolvant ©; € Alzy,...,x,) de H;. Supposons que f°* soit
séparable, que tous les polynémes L, ; (i € J) soient séparables, et que pour tout
i € J et pour tout facteur P de Lo, ; normalisé et irréductible dans k[z], le polynome
P° soit irréductible dans k*[z]. AlorsT* =T.
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Démonstration. D’apres le Théoréme 7.2, on a déja I'* C I'. D’aprés le Théoreme
7.1, pour tout i € J, Of est un résolvant de H;, le polynéme Lo, ; est séparable et
Ly, s = Los go. Alors l’hypothese faite entraine que pour tout ¢ € J, les partitions
7r(®,, f) et ©(©¢, f*) sont égales. D’aprés le Théoréme 6.7 et les précisions qui le
suivent, on voit que les classes de conjugaison de &, des groupe I' et I'* coincident.
A fortiori, I' et I'* sont isomorphes. Et puisque I'* C T, en définitive I'* =T' [

En appliquant le Théoreme d’irréductibilité de Hilbert, le Théoréme 7.1 fournit le
résultat suivant, qui précise le bien connu théoréme de Noether sur la conservation
des groupes de Galois par certaines spécialisations :

Corollaire 7.4. Soit K un corps de nombres et ty,...,l, des indéterminées sur
K. Prenonsk = K(ty,...,t,) et A= K[t1,...,ty], et supposons f € Alz] ; pour
tout i € J, soit un résolvant ©; € A[zy,...,x,) de H; ; pour tout a = (ay,...,a0y) €

K™ et tout h € A[z], notons h, lélément de k[z] obtenu en spécialisant t; ~» a;
(1 < i < m) dans les coefficients de h. Alors le groupe de Galois Gal(k, f) de f
sur k est isomorphe au groupe de Galois Gal( K, f,) de f, sur K pour tout a € K™
vérifiant les conditions suivantes : f, est séparable, les résolvantes Lo, s, (i € J)
sont toutes séparables, et pour tout i € J et tout facteur k-irréductible normalisé P
de Lo, ;, le polynéme P, est irréductible dans K|[z].

En conséquence, il y a une infinité d’éléments a € K™ tels que Gal(k, f) =

Gal K, f,).

L’intérét des Théorémes 7.1 & 7.3 ne se réduit pas au corollaire ci-dessus, car le
cas ol k et k* n’ont pas méme caractéristique n’est pas exclu, comme nous allons
le voir ci-dessous.

Soit p un nombre entier rationnel premier et soit m un entier > 1. Prenons :

A=7Z[t, ..., tm]

k= Q(ti,...,tm) (les t; indéterminées sur Q)
(37)
pour tout i € J, ©; € Alzy,...,z,) et ©; résolvant de H;

Alors A* =T, [t1,... ,tm] et k* =Fp(t1,...,tm). En particulier, ici A et A* sont
intégralement clos.

Pour tout élément F' € A[z], notons M(F') le maximum des valeurs absolues des
coefficients de F lorsque F est considéré comme polynome a coefficients dans Z en
les variables z,%;,...,t,. On a alors :

Théoréme 7.5. Plagons-nous sous les hypothéses (37). Supposons que f* et tous
les polynémes Ly, ; (i € J) soient séparables. Pour chaque indice 1 € J, soit
[li<mey, Qim une decomposztzon de Ly, ; dans k*[z] en facteurs normalisés irré-
ductibles (donc nécessairement les Q; ., appartiennent d A*[z]), et soit P, (i €
J,1 < m < y;) un polynéme normalisé, élément de Alz], tel que P?,, = Qim-
Supposons de plus que p > M(Le, ;) + M([Ty<m<,, Pism) pour tout ¢ € J. Alors

I' = Gal(E/k) est égal a T'* = Gal(E*[k*).




34 JEAN-MARIE ARNAUDIES, ANNICK VALIBOUZE *

Démonstration. Pour tout i € J, on a: LY, ; = [lycmer Fom = [Tigmew, Pim)*-
Posons F;, = Lo, s — [li<mey, Pim- D’apres ce qui précéde, F; € pA[z]. Mais
M(F) < M(Leo, ) + M(IT1<m<; Pim) < p, d’ott forcément F; = 0, i.e. Lo, ; =
i<mey, Pim. Puisque P!, ="Qim est k*-irréductible et normalisé, il est A°-
irréductible donc P, ,,, est irréductible dans A[z] ; mais P;,, étant normalisé et A°
étant intégralement clos, on voit que P;,, est irréductible dans k[z]. Autrement
dit, [T1<m<y, Pim €st une décomposition de Le, ; en facteurs irréductibles dans k[z]
et normalisés. De plus Lo, ; est séparable, et on voit alors que le Théoreme 7.3

s’applique et donne bien I =T [0

Le Théoreme 7.5 est un cas de remontée de la caractéristique p a la caractéristique
0 dans le probleme de Galois inverse. Soit G' un groupe fini, sous-groupe d’un
groupe &,, réalisable comme groupe de Galois d’un polynéme sur By(fyyoecstm) &
coefficients dans un anneau du type Fp[ty,... ,t,] et normalisé. Si ’on peut trouver
f et des ©; satisfaisant les hypothéses du Théoréme 7.5, alors G sera réalisable
comme groupe de Galois sur Q(t1,...,tm) ; puis grace au corollaire 7.5, G sera

réalisable comme groupe de Galois sur Q.

8. GROUPE DE GGALOIS METACYCLIQUES DE DEGRE PREMIER

Nous allons ici rappeler quelques faits connus sur les groupes métacycliques de
degré premier.

Définition 8.1. Un groupe fini G est dit métacyclique ssi il admet une suite de
composition de la forme {eg} — C — G (C < G) telle que G' et G/C soient
cycliques.

(En particulier, tout produit semi-direct de deux groupes cycliques est métacy-
clique.)

Soit p un nombre premier impair. Dans le groupe de permutation &y,, le groupe
M, des similitudes s, : ¢ — az + b (ol (a,b) € F; X F, est fixé) est transitif (et
méme doublement transitif) et il est métacyclique. Il possede un unique p-Sylow
¢,, engendré par le cycle 7 = s ; ce groupe ¢, est p-cyclique, et M, /€, = F;
est (p — 1)-cyclique. Le groupe 9, est le produit semi-direct de ses sous-groupes
¢, et S, = {Sa0}aerz- On 2 card(9M,) = p(p — 1), et pour tout groupe H tel que
¢, C H C M,, le normalisateur de H dans Sy, est M,.

Le groupe M, sera appelé le groupe métacyclique canonique de degré p, et son
sous-groupe d’indice 2 : M, N Yy, que nous noterons MF, sera appelé le groupe
métacyclique pair canonique de degré p. On a : €, C MY, et MF /¢, = IB‘;D, ol
IF;;D désigne le sous-groupe des carrés dans Fy (donc ]FI’;D est cyclique de cardinal
(p—1)/2, et M} est un sous-groupe métacyclique de cardinal p(p—1)/2). Le groupe
M} est le produit semi-direct de ses sous-groupes €, et St = {sa,0taerso-

Chaque bijection F, — [1,p] tansporte 9, (resp. M}) sur un sous-groupe de
S,. Les sous-groupes ainsi obtenus serons appelés les sous-groupes métacycliques
principauz (resp. sous-groupes métacycliques principauz pairs) de &,. Ils forment
une classe de conjugaison de sous-groupes de &, ; cette classe est formée de (p—2)!
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sous-groupes. Tout sous-groupe de &, de cardinal p est contenu dans un et un seul
sous-groupe métacyclique principal (resp. métacyclique principal pair) de &,, et le
sou-groupe métacyclique principal pair qui le contient et évidemment le sous-groupe
métacyclique pair du sous-groupe métacyclique principal qui le contient. Le résultat
ci-aprés est bien connu :

Théoréme 8.2. Soit R un sous-groupe transitif résoluble de S,. Alors R est con-
tenu dans un et un seul sous-groupe métacyclique principal de &,. En conséquence,
les sous-groupes résolubles transitifs mazimauz de &, sont les sous-groupes méta-
cycliques principauz, et les sous-groupes résolubles transitifs mazimauz 2, sont les
sous-groupes métacycliques principauz pairs de S,.

Démonstration. Si M; et M, sont deux sous-groupes métacycliques principaux de
6,, (M) # M,), alors M, N M n’est pas transitif. 1l suffit donc pour établir toutes
les assertions du théoréeme, de prouver que R est contenu dans un sous-groupe
métacyclique principal de &,. Considérons une suite de composition

{Id}=G0‘-—>G1‘—>""—>Gm‘—>m=Gm+1

de ® (ot m > 0) telle que les quotients G;11/G; (0 < @ < m) soient tous cycliques
de cardinal premier.

e Si m =0, alors ! = G| est cyclique ; comme p est premier, et comme R est
transitif, G; ne peut dans ce cas qu’étre I’'un des sous-groupes cycliques de
cardinal p de &,, i.e. 'un des sous-groupes engendrés par un p-cycle. On a
déja signalé plus haut qu’un tel sous-groupe est contenu dans un et un seul
des sous-groupes métacycliques principaux de &,.

e Sim > 1, nous allons montrer que G; est transitif : par récurrence évidente,
il suffit pour cela de prouver que G,, est transitif. Soit G ’ensemble des G ,-
orbites dans [1,p]. Puisque G,,, < R et puisque R est transitif, on déduit
que G est R-stable et que R opére transitivement sur G. Les éléments w € §
forment donc une partition de [1,p] en parties de méme cardinal ; p étant
premier, et G, étant # {Id}, il en découle que G n’a qu’un élément, donc
G, est bien transitif.

Ainsi G, est transitif ; il contient donc un p-cycle 7 ; comme G, est cyclique,
nécessairement G, est le sous-groupe € engendré par 7. Soit M l'unique sous-
groupe métacyclique principal de &, contenant €. On a vu plus haut que pour
tout sous-groupe H de &, tel que € C H C M, le normalisateur de H dans &,
est M. Comme G; = € < G5, on en déduit que G; C M, puis par une récurrence
immédiate, que Gs C M, ... , Gy =RCM O

Exemple 1. : p=5

Les sous-groupes métacycliques principaux de &5, au nombre de 6, sont de cardi-
nal 20. Ce sont des sous-groupes maximaux de s ; leurs 6 sous-groupes d’indice 2
sont les sous-groupes métacycliques principaux pairs de &, isomorphes au groupe
diédral Ds. Ils sont maximaux dans 2s. Les seuls sous-groupes résolubles transitifs
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de &5 sont les 12 sous-groupes ci-dessus et les 6 sous-groupes cycliques de cardinal
5.

Ezemple 2. : p=1T7

Les sous-groupes métacycliques principaux de &7, au nombre de 120, sont de
cardinal 42. Ils sont maximaux dans &;. En revanche, les 120 sous-groupes méta-
cycliques principaux pairs, de cardinal 21, ne sont pas maximaux dans 27. Si M
est un sous-groupe métacyclique principal, ses sous-groupes transitifs sont, outre
M : lunique sous-groupe métacyclique pair qu’il contient, que nous notons M+ ;
’unique sous-groupe 7-cyclique qu’il contient, que nous noterons €y ; et I'unique
sous-groupe isomorphe au groupe diédral D7 qu’il contient, et que nous noterons
Dpr. On a Cpr CDp C M, Cyy C MY C M, Dy N A7 = Cpr (done Dy ¢ M), Par
suite les sous-groupes résolubles transitifs de &7 sont : les 120 groupes M, les 120
groupes M+, les 120 groupes Dy et les 120 groupes €y, soit en tout 480 groupes.

9. GROUPES DE GALOIS ET RESULTANTS

Nous allons voir que pour obtenir des polynémes ayant pour groupe de Galois
une extension d’un groupe par un autre, il y a intérét & former certains résultants.
Dans tout ce paragraphe le corps k sera supposé infini.

9.1. Cas d’un seul parameétre. Donnons-nous d’abord deux indéterminées z et
y sur k, et deux polynoémes :

(38) F o= a™—sa™ 44 (1) "sm € kyll] (m22)
(39) Y o= ¢ =ty e+ (1)t €kl v>2)

ot nous notons F' = F(z,y), vérifiant les quatres conditions suivantes :

(40) 1 est séparable, et irréductible dans k[y] ;

(41) Rl @155 o+ 58m) = B()

(on plonge k[y][z] dans k(y)[z]), et il existe U,V € k[T1,...,T,] tels que y =
U1y 58m)/V(815--- ,8m) et pged(,V(81,...,8m)) = 1. Notons yu = deg,(F) ;
d’aprés (41), on a p > 1. Nous écrivons :

(42) F=Ao(2)y" + -+ Au(2)

avec A;(z) € k[z] pour tout ¢, et nous supposerons que :

(43) pged(Ao(z),..., Au(z)) =1 :
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il est clair que A4,(z) = F(2,0) = 2™ — 5,(0)z™ 1 4 ... 4 (=1)™s,,(0), et que
deg,(A4;) < m pour i < p. Donc le résultant R de F et 9 (considérés comme
polynémes en y) est un polynéme en z de degré mv, de terme dominant (=1)rrgmr,
a coefficients dans k. On supposera, :

(44) R est séparable

On désigne par L le corps des racines de R sur k dans l;:, et K celui de 1. Dans
Klz],on a9 = -y - ) (v € K, K = k(y,,... »Y»)). D’aprés les conditions
ci-dessus, L et K sont des extensions galoisiennes de k. Nous allons comparer
Gal(L/k) et Gal(K/k) sous certaines hypothéses.

On notera R; ’ensemble des racines de F(z,y;) dans £ et R I’ensemble des racines
de R, de sorte que R = Ui=1 Ri, puisque

(45) R= (1 [] Faw)

Considérons les conditions suivantes :

(I) Pour tout p € R, on a deg(pged(F(p, y), 1(y))) = 1 :
(IT) R est irréductible dans klz] ;

(IIT) F est un polynéme en z normal sur k[y] ;

(IV) 1 est normal sur k.

Notons K; = k(y;) et L; le corps des racines de F(z, Y:) sur K; dans £ ; puisque
R est séparable, L; est une extension galoisienne de K;.

Théoréme 9.1. Soient F et ¢ vérifiant les conditions (38 ) d (44) ci-dessus.

a) Si la condition (I) est satisfaite, alors K C I,.

b) Si les conditions (I) et (1I) sont satisfaites : F est irréductible et
séparable sur k(y) ; F(z,y;) estirréductible sur K;, et (Ry,...,R,)
est un systéme d’imprimitivité pour Uaction de Gal(L/k) sur R.
Notons dans ce cas G le groupe de Galois de F sur k(y). Alors
pour tout i € [1,v], il y a un quotient de Gal(L/K;) isomorphe
d un sous-groupe transitif de G (’action de G considérée étant
Paction naturelle sur les racines de F dans @) ).

¢) Si les conditions (1), (II ) et (IV) sont satisfaites, les K, i sont égaux
4 K, et (45) est une décomposition de R en Jacteurs irréductibles
dans K[z].

d) Si les conditions (1) a (IV) sont satisfaites, il y a un quotient de
Gal(L/K) isomorphe & G, et si de plus R est k-normal, alors
Gal(L/K)=~@G.

Démonstration. Notons d’abord que d’apres (44) et (45), chaque F(z,y;) est sé-
parable.
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a) Fixons p € R. D’aprés (43), on a F(p,y) # 0 et d’aprés (I), Fi(p,y) ne
peut pas étre constant. Il y a un pged de F(p,y) et 9(y) dont tous les coefficients
appartiennent & k(p), donc & L et ce pged est de degré 1 d’aprés (I). Donc on a
i€[l,v]et a € L*, b€ L tels que ay + b= a(y — y;), Aot y; = —b/a € L : comme
R # 0, on a un indice ¢ tel que y; € L. Le groupe Gal(k/k) agit transitivement
sur {y1,...,y,} d’aprés (40), et il laisse L invariant ; d’ot {y1,... yU} C L, ie.
K C L.

b) L’action Gal(L/k) sur R est transitive d’aprés (II). Mais si 0 € Gal(L/k)
envoie y; sur y;, il est clair que o(R;) = R;, donc Gal(L/k) permute les R; entre
eux et les R; étant disjoints, nécessairement Gal(L/k) agit transitivement sur chaque
R;. Donc (Ry,...,R,) est bien un systéme d’imprimitivité du groupe Gal(L/k).
Supposons que o € Gal(L/k) vérifie o(R;) = R;, alors d’aprés (41), on a aussi
o(y) = v, i.e. o € Gal(L/K;). Donc Gal(L/K;) opere transitivement sur Ry,
ce qui prouve que F(z,y;) est irréductible dans K;[z]. On en déduit aussitét que
F(z,y) est irréductible dans k[y][z], donc aussi dans k(y)[z] d’aprés le Lemme de
Gauss. Puisque F(z,y,) est séparable, F' 1'est aussi en tant qu’élément de k(y)[z]
d’aprés le Lemme 3 du §7. Puisque k[y] est intégralement clos, le Théoreme 7.2
montre que Gal(L;/K;) s’identifie & un sous-groupe de G, qui est transitif puisque
F(z,y;) est irréductible dans K;[z]. Mais Gal(L;/K;) = Gal(L/K;)/Gal(L/L;).

c) Cette assertion est immédiate.

d) Dans ce cas, pour tout i, Gal(L;/K;) = Gal(L;/K) est isomorphe a G a cause
du Théoréme 7.2, d’ott G = Gal(L/K)/Gal(L/L;). Dans ce cas on a les suites
exactes suivantes qui donnent une description partielle de Gal(L/k) en fonction de
G et de Gal(K/k) :

(46) 1 — Gal(L/K)— Gal(L/k) — Gal(K/k)— 1
(47) 1 — Gal(L/L;)— Gal(L/K) - Gal(L;/K)® G —»1 (1< i< ).

lorsque de plus R est normal, les L; sont tous égaux & L, et alors (47) se réduit a

(48) Gal(L/K) =G

autrement dit dans ce dernier cas, Gal(L/k) est une extension de Gal(K/k) par
G O

Signalons que le Théoréme 9.1 admet une réciproque partielle, bien connue (voir
par exemple [Netto], pages 268-269) :

Théoréme 9.2. Soient m et v des entiers > 2, et soit R un élément de k[z] nor-
malisé et séparable de degré mv, notons L la k-algébre des racines de R dans k
et R l’ensemble des racines de R dans k. Supposons R irréductible et qu’il ex-
iste un systéme d’imprimitivité (Rq,...,R,) pour Uaction de Gal(L/k) sur R,
tel que card(R;) = m pour tout i. Alors il existe ¥ = [I;_,(y — v:) € k[y] avec
{v1,---,9} C L et F =a™—sa™ ...+ (=1)"sp € k[y][z] tel que : ¢ est
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irréductible dans k[y][z] et séparable, et R = [[;—; F(z,v;) , i.e. R est le résultant
de F et 1 considérés comme polynémes en y.

Démonstration. (abrégée) Posons ®;(z) = [1,ex,; (¢ —p), et soit K; le corps engendré
par k et les coefficients de ®;. On a K; C k(p) pour tout p € R; parce que
(R1,...,R,) est un systéme d’imprimitivité : tout élément o € Gal(L/k) tel que
o(R;) = R; appartient 3 Gal(L/K;) ; on en déduit que ®; est le polynéme minimal
sur K; de tout p € R;. Alors mv = [k(p) : k] = [k(p) : Ki][K; : k] = [Ki(p) :
K;][K; : k] pour p € Ry, et [Ki(p) : K;] = m, ol [K; : k] = v.

Soit y; un élément primitif de K; sur k, et soit ¢ son polynéme minimal sur
k ; puisque L est séparable sur k, ¢ est séparable. Les k-conjugués de y, sont des
éléments k-primitifs de K;,...,K,. Soit C; ensemble {o € Gal(L/k) | o(R1) =
R;} : pour tout o € C;, o(y1) a la méme valeur, notée y;. Il est clair que ¥;
est élément primitif de K; sur k, et que ¥(y) = [[i=;(y — %) (on notera que 7
est séparable alors méme que les K; ne sont pas nécessairement distincts). Par
construction, 1 est irréductible sur k. On a des polyndmes si,. .. , Sy, éléments de
k[y] et de degré < v, tels que ®,(z) = &™ — 81 (y1)e™ " 4+ -+ (~1)"8(y1). Posons
alors F(z,y) = ™ — ;2™ 1 + -+ + (=1)™sp (F € k[y][z]). On voit aisément que
F(z,y;) = ®(z) pour 1 < ¢ < v. Comme ®; est séparable et K;-irréductible, on
en déduit comme au Théoréme 9.1 que F est séparable et irréductible dans k(y)[z].
Comme R = [[i_, F(z,y;), on voit bien que R est le résultant de F" et v O

9.2. Cas de plusieurs parameétres. Le lemme suivant nous sera utile :

Lemme 4. Soient a,v:,...,v, des entiers > 1. Soient 1, ... ,v des éléments de
Ely1,...,Y4), de degrés respectifs v1,...,vq. Notons ro, le résultant des polynomes
In(¥y),..., In(1a), ot In(1p) désigne la partie homogéne de (3p)de degré deg(v).
Supposons 1+, # 0. Désignons par V la variété de dimension 0 définie par iy, . .. , Va
dans k. Supposons que card(V) = v, ...vy (i.e. que tous les points de V sont
simples). Soit ¢ un élément de k[yy,...,ya] qui s’annule sur V en un et un seul
point 0. Alors 0 € k°.

Démonstration. Soient z,U,,...,Us, T de nouvelles indéterminées. Posons ¢} =
z”"‘/)i(l;'a i@ ,yf), A= Z?:l Uiyi et, pour 6 = (617 SR ,fd) = ke : A(E) = zg=1 UiEi-
Soit Ry(T) = Résultant, ,,  4.(T2 — Yoy Usyi, %%, ... ,¥5). D’aprés la formule de
Poisson-Perron (cf [Arnaudies]), on a :

(49) Ry(T) = [T(T - AE))
1134
d’apres (49), Ry(T) est dissocié & facteurs simples dans E(U)[T), 00U = (Uy,...,Ua).
De plus, Ry(T) € k(U)[T].
Soit 6 le degré de ¢ ; choisissons un entier 7 > 1 tel que rv, > é, posons @ =
(W) + 2™ (L, ..., 4) ; le résultant & l'infini de 9] + Py 3y s Pa €8t (1e0)" #
0, donc ces polynémes définissent dans k4 une variété de dimension zéro W et
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on a des entiers (l;)¢ew non nuls tels que le résultant Ry (T) des formes Tz —
Z:’izl Uiyh 07 ¢;7 ok 1/‘/)5 de ZyY19.0+5Yd soit donné par :

(50) Rw(T) = 1 [[(T - AG)e

EEW

de sorte que :

(51) ’ Z le =TV ...Vq

Eew

(voir [Arnaudiés]).

D’aprés Phypothese, le pged dans k(U)[T] de Ry(T) et Ry (T) est de degré 1 :
les pged de Ry(T) et Rw(T) sont les A(T — A(6)), A € E(U). Mais 1'un de ces
pged appartient & k(U)[T], puisque Ry(T) € k(U)[T] et Rw(T) € k(U)[T]. Donc
A(8) € k(U)[T), ce qui entraine immédiatement que 6 € kK 0O

Donnons-nous dans ce qui suit un entier m > 2, un polynéme F = F(z,Y) :

(52) F=2gagm™—s2™ '+ -+ (-1)"sy, € k[Y][z]

oY = (Yi,...,Ys), et supposons satisfaistes les conditions ci-aprés, dans lesquelles
YV est définie comme au Lemme 1, sous les mémes hypoth&ses mais en supposant de
plus vjvs ... .vq 2 2.

(53) k(s1y..-s8m) =k(Y)
et Vi € [1,d],3C;, D; € k[21,... ,2m] , VNZ(D;) = 0 (ot Z(D;) est I'ensemble des

zéros de D;) et que Y; = %i(‘:—‘ll—:—:% g
(54) V est k-irréductible ;

(55) le pged dans k[z] des coefficients de F' ordonné en les y; est égal a 1.

1l est clair que le terme constant de F' ordonné en les Y¥; est ™ — s1(0)z™ ! +
e+ 4 (=1)™3,,(0), les autres termes ayant des coefficients de degré < m en .

Donc le résultant R de F* = 2#F(z,%,..., %) (ol p = degy (F)) et de 97, ... , 93,
considérés comme polynéme homogenes de Y, ...,Yq, 2, est un polynéme en z de
degré mu,v; . . .v4, de mondéme dominant (—1)#rvz-ragmvavd, Nous supposerons
que

(56) R (= R(z) € k[z]) est séparable.

On désignera par L le corps des racines de R sur k dans k, et par K le corps
engendré par k et les coordonnées des points de V. D’aprés les hypotheéses, K et L
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sont des extensions galoisiennes de k (pour K, cela provient de ce que card(V) =
Vi ...v4). On notera R ’ensemble des racines de R dans k, et, pour £ € V, on notera
R¢ Iensemble des racines de F(z,£) dans k, de sorte que R est union disjointe des
Re¢. En effet d’apreés la formule Poisson-Perron

(57) R=(ro) [[ F(,6)
¢ev
enfin on désigne par K le corps engendré par k et les coordonnées de £ (EeV),
et par L¢ le corps des racines de F(z,£) sur K, dans k ; il est clair, & cause des
hypothéses, que L, est une extension galoisienne de K¢. On considére maintenant
les conditions suivantes :

(V) Pour tout p € R, F(p,Y) s’annule en un et un seul point de V' ;
(VI) R est irréductible dans k[z] ;

(VII) F est un polyndme de & normal sur k(Y) ;

(VIOI) [K : k]l =vy...va .

Théoréme 9.3. Soient F, 1y, ..., vérifiant les conditions (52) a (56).

a) Si la condition (V) est satisfaite, on a K C L.

b) Si les conditions (V) a (VI) sont satisfaites, alors : F est ir-
réductible et séparable sur k(Y) ; F(z,£) est irréductible dans
K¢[z], et (R¢)eev est un systéme d’imprimitivité pour action de
Gal(L/k) sur R. Notons dans ce cas G le groupe de Galois de
F sur k(Y). Alors pour tout £ € V, il y a un quotient de K¢
isomorphe a un sous-groupe de G transitif sur les racines de F
en & dans @

c) Si les conditions (V),(VI) et (VIII) sont satisfaites, les K¢ sont
égauz ¢ K, et 57 est une décomposition de R en facteurs irré-
ductibles dans K|z).

d) Si les conditions (V) a (VIII) sont satisfaites, il y a un quotient
de Gal(L/K) isomorphe & G, et si de plus R est normal, alors
Gal(L/K) = G.

Démonstration. D’aprés (56) et (57), chaque polynéme F(z,§) (£ € V) est sépara-
ble, card(R) = mv; ...vy, card(R¢) = m pour tout £ € V.

a) Fixons p € R. On a F(p,Y) # 0 d’aprés (55), et d’apres (V), F(p,Y ) est non
constant. Toujours 3 cause de (V), en appliquant le Lemme 4, on voit qu’il existe
¢ € V tel que les coordonnées de & appartiennent a k(p), donc aussi & L. Mais
Gal(k/k) laisse L invariant, et agit transitivement sur V par suite de (54), donc
tout point £ € V a toutes ses coordonnées dans L. D’ou K C L.

b) D’aprés (VI), action de Gal(L/k) sur R est transitive. Si o € Gal(L/k) envoie
¢ sur 7, il est clair que o(R¢) = R,,. Donc Gal(L/k) permute entre eux les R, donc
son action sur chaque R, est nécessairement transitive. Ainsi (R¢)eey est bien un
systéme d’imprimitivité de Gal(L/k). Si o € Gal(L/k) vérifie o(R¢) = Ry, alors
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d’aprés (53) a(£) = €, donc o € Gal(L/K¢). Donc Gal(L/K¢) opére transitivement
sur R, donc F(z,£) est irréductible dans K¢[z].

Tl s’ensuit que F(z,Y) est irréductible dans k[Y][z], donc aussi dans k(Y)[z]
d’apres le Lemme de Gauss. La séparabilité de F dans k(Y)[z] se déduit du Lemme
3 du §7. Comme k(Y) est intégralement clos, d’aprés le Théoreme 7.2, le groupe
Gal(L¢/K¢) s’identifie & un sous-groupe de G, nécessairement transitif puisque les
F(z,¢) sont irréductibles dans K¢[z]. De plus, on a bien toutes les assertions de b)
puisque Gal(L¢/K¢) & Gal(L/K¢)/Gal(L/Lg).

c) Cette assertion est immédiate, compte tenu de ce que [K¢: k] = vy ...v4 pour
tout £ € V.

d) Ici, d’aprés le Théoréeme 7.2, Gal(L¢/K¢) (= Gal(L¢/K)) est isomorphe a G,
d’olt G 2 Gal(L/K)/Gal(L/L¢). On a alors une description partielle de Gal(L/K)
en fonction de G et Gal(K/k) a l’aide des suites exactes ci-apres :

(58) 1 — Gal(L/K) — Gal(L/k) — Gal(K/k) — 1
(59) 1 — Gal(L/L¢) —» Gal(L/K) — Gal(L¢/K) 2 G — 1

ot £ € V. Lorsque de plus R est normal, les L¢ sont tous égaux a L, et alors (59)
se réduit a

(60) Gal(L/K)= G O

10. RESOLVANTES ET RESULTANT

Nous reprenons ici les notations et hypothéses des §84 et 5. En particulier, le corps
k sera supposé de caractéristique 0. L’idéal de A engendré par {o;—cy,... ,0,— Cn}
est noté J, et W est la variété de dimension 0 définie par J dans k™. On a vu au §5
que J = \/5, et W= {(ps(l)a coe aps("))}sE6,.-

Les composantes k-irréductibles de W sont les 7 = {(psc1);- - - » Ps(n)) }sec, ot C
parcourt I’ensemble M des classes & droite de &, mod I' (T' = Gal(E/k)).

Soit maintenant © un résolvant d’un sous-groupe H de &, (© € A). Posons
e =[6,: H]; et h=mnl/e=card(H). Nous supposerons © non constant, de

degré d. Le résultant de (oy,...,0,) (considérés comme polynémes homogenes en
(%1,...,%,)) est 1. Soit z une variable d’homogénéisation. Posons :
z z ;
d 1 ny . _ i
(’). =z @(;‘,... ,7), F;—O';—C,:Z

Soit p; ’endomorphisme de k-espace vectoriel ,A/J induit par la multiplication
par z;. D’aprés ce qui précéde, le Théoréme 1.3.1 de [Arnaudies] s’applique ici et
donne le polynéme caractéristique Xo(u,,...,un)(€) de O(py, ... s ) &

(61) x@(m,,,‘,,‘n)(az) = Résultant(Fy,... ,Fn 228 — O4) :
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le résultant étant entendu comme résultant de polynémes homogenes en (z1,. .. ,Zn, 2).
Le Théoréme 1.3.3 de [Arnaudiés] donne alors immédiatement :

(62) Xo(u,.un)(®@) = [[ (- 0(8))  ;

EEW

Ci-dessous nous allons calculer Xe(u,,..,u,) de deux maniéres. La premiére avec
S,/ H), et 1a seconde avec (&, /I'),. Ce qui nous permettra d’aboutir au Théoréme
9 9

10.4.
Soit (&,/H); = {C1,...C.}, avec C; = H, et soit ©; la valeur constante de

O(Zs(1)s - - - »Ls(ny) POur 8 € C; (donc 0, = ©). Notons g — § le morphisme de
spécialisation A — k, g > g(p1,...,pn). Par définition de la résolvante de Lagrange
on a:

e

(63) Lo(z) = H(z - 0;)

i=1
On en déduit :

Théoréme 10.1. On a :

(64)  Xo(us,...,un)(®) = Résultant(F1,... JFa, 228 — 04) = (Lo s (z))*

Démonstration. D’aprés (61) et (62) :

Xo(u,... w)(#) = Résultant(Fy,..., Foyz2®—04) = [ (2= 0(pr1)s-- - »Pr(n)))

TEGH
= H( H (x - @(p’r(l), R 7pr(n))) = H(x = é:)h
i=1 7€C; i=1

(1~ 8" = (L)'

car par définition Lo ; = [Ii-;(z — (3:) On peut également le démontrer ainsi :
comme Lo ;(z) est le polyndéme minimal de © sur K on a immédiatement I’égalité

Xo(ur,... un)(@) = (=1)"(Lo,s(2))*. O

Les endomorphismes {g(1, .. ,tn)}sea du k-espace vectoriel A/J sont deux a
deux permutables, et tous semi-simples puisque J = V3 (cf. Proposition I1.5.3 de
[Arnaudiés]). Posons m = [&, : I'], N = card(T), et soit {r;}1<i<m une transversale
droite de &, mod I'. Notons 9; 'idéal maximal {g € A | 7;g = 0} de A, E; le corps
A/9M;, avec 7, =Id. On écrira 9t = M. La projection p; : A — E, g — 7;9 définit
par passage au quotient un k-isomorphisme de E; sur E, avec lequel on identifiera
E; et E ; la collection des p; définit alors par passage au quotient un isomorphisme
7 de k-algebre entre A/J et [[=; E; = E™. Il est clair que pour tous ¢ et j, le j-iéme
facteur E; de A/7, (identifié & E™ au moyen de 7) est p;-stable, et que p;, - est la
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multiplication par 7;%; = pr;s) dans E. Donc pour tout ut g € A, Ej est g(ft1, ..., pin)-
stable, et g(py,... ,u,.)”E est la multiplication par ;¢ = g(pTJ(l), .y Prj(n)) dans
E.

Théoréme 10.2. Les notations et hypothéses étant celles du Théoréme 10.1, posons
[0] = O(t1y- -+ s n), [O], = [0]yi5,, 0 = 7O ; notons F; le polynome k minimal de
[@); et d; = deg(P;) (d’o d; divise N ). Alors pour touti, 1 <i<m :

(65) xie1(@) = [[ (e = o(6:)) = Pi(z)™*

o€l
Démonstration. C’est une conséquence immédiate du fait que [O]; est la multipli-
cation par 6; dans £ = E; 0O

On obtient ainsi la relation cherchée:
(66) (Lo () =[] Pi(=)N*
i=1

et une autre formulation de la résolvante de Lagrange :

Corollaire 10.3. Dans les conditions du Théoréme 10.2, le polynéme minimal de
[0] = O(p1,- -+ s ptn) €st ppem(Py(),. .., Pu(z)) = Lo, ().

Remarque 13. Soit A = k®kA (= k[z1,...,2a]), 3 = EF®.3, M = k@, M

On a k®, .A/’J = A/5 ; 9; est 'idéal ma,XJmal de A défini par (p,'(l), . ,pn(n)),
et 3 =Nt 1zm Posant E; = k®kE = k®, E, (noté aussi E), on a A5 =
E™. Notons [@] I’endomorphisme de k- _k-espace vectoriel de A/3 qui prolonge (0],
définissons de méme [9],, alors [@], [(9]|| (ce qui a un sens car E; est [9] stable).

Puisque [0] est semi-simple et k est de caracterlsthue nulle, [@], et donc les [@],,
sont dlagonahsables 1l est aisé de définir une base de vecteurs propres de chaque
[@] dans E; : en fait, soit P, € k[z1,...,,] vérifiant, pour 7 € &,, les relations
P, (p‘r(l), p‘r(n)) =1let P, (p‘r’(l), : ,pr’(n)) =0si7 € Sy, T ?é 7. Soit V;
I'image naturelle de P, dans A/3. Alors (V,),ee, est une base de vecteurs propres
de [G)] dans A/3, car [@](V) = 7.0.V, pour 7 € &,. Pour i fixé, 1 <i < m,
Vor, € E; pour tout o € T, car TJPU.,-' = 0 pour j # i et 0 € I'. Donc (Vor,)ser est
une base de vecteurs propres de [@], dans E;, la valeur propre associée a V,,, étant
071:0 = 0(1;0) = 0(6;), la derniére égalité étant due au fait que o € I'. On retrouve
ainsi la relation (65).

Théoréeme 10.4. Les notations et hypothéses étant celles des Théorémes 10.1 et
10.2, soit A une racine de la résolvante Lo s(x) dans E, de multiplicité v. Soit J
la partie de {1,...,e} telle que j € J & 0; = A (donc card(J) = v). Soit L le
stabilisateur de {G) }Je_] dans &,. Alors vh = 0 mod card(I' N L).
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Démonstration. On a une représentation par permutations &, — &, T — ¥, telle
que 7.0; = Oy, (;) pour tout 7 € &, et tout j € [1,€]. (cette représentation est
transitive, et lorsque n > 5 et e > 3 elle est fidele, d’ou alors e > n). La multiplicité
de A dans xe),(z) (ol i € [1,m] est fixé) est, en vertu de (65), le nombre v; des
o €T tels que o(6;) = A, ce qui s’écrit : 0(1":(:5) = ), ou encore (du fait que o € I')
o0 = )\, ie. 070 € {0;}jes- Soit N; ensemble des o € T vérifiant cette relation.
Ona: N = {0 €T | Yor(1) € J} = {0 € T | %o(Li) € J}, avec l; = ¢r,(1). Si
N; est non vide, soit 0o € N;. Posons I} = t,,(l;). Alors l; € J et 0 € N; ssi
¢Mo-1(l§) € J ;siooyt € L, il est clair que o € N;. Inversement, si o € N;, posant
T =005, ona 7Oy = O avec I € J donc 'r’(:)’;g e 176\)-17‘: = X et comme par ailleurs
7:-(:)-;2 . T(@)T) = 7(A) (car 7 € T'), on prouve ainsi que 7(A) = A et donc pour tout
led, 7.0, =1(0) =1(\) = A, dolt 70; € {0;}¢s, et donc 7 € L. On en déduit
de 1a que N; = (I'N L)dy, c’est-a-dire que N; est une classe & droite de I'mod I'N L,
d’oti card(N;) = card(I' N L).

Soit £, 1’ensemble des i € [1,m] tels que N; # 0 et soit ay = card(,). D’apres
(65), en tenant compte que x(e)(2) = [Tiz; Xje}: (¢), la multiplicité de A dans x0](z)
est aycard(P'NL). Mais d’apres (64), cette multiplicité est aussi vh, d’olt 'équation :

(67) vh = aycard(T'NL)
ce qui achéve la démonstration [J

Corollaire 10.5. Si ) € k, alors N = card(T) divise vh. En particulier, siT' C H,
alors N divise vh.

Démonstration. On a A € k ssi card(TNL) = N , c’est-a-dire ssi I' C L ; Iassertion
1 découle alors de (67). La deuxieme assertion s’en déduit a I’aide du Théoréme 5.2

a) O
(Ce corollaire est latent dans [Lagrange, tome IV], (Traité des équations algébriques),
bien entendu sans preuve aucune, et surtout sans langage de théorie des groupes

pour I’exprimer commodément.)
Une autre conséquence de Théoreme 10.4 et de sa preuve est la formule :

(68) [k(A):k]=[T:TNL]
(qui se déduisait aussi de ’étude du Théoréme 6.3). En particulier, A est élément
primitif de E ssi ' N L = {Id}.
RESOLVANTS ET RESOLVANTES DE GALOIS

Un résolvant ® € A du sous-groupe {Id} de &, sera appelé un résolvant de
(Lagrange-)Galois, la résolvante Lo(2) correspondante sera appelé une résolvante
de Galois en degré m. Pour tout n-uple p = (u1,...,u,) € k™ d’éléments tous
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distincts, la forme linéaire 3" ; u;z; = A, est un résolvant de Galois. Les formules
(64) se réduisent alors a :

(69) Xy wips (%) = Résultant(Fy, ..., Fp, 22 — Ag) =Ly, (2)

D’apreés le corollaire du Théoréme 10.4, si A est une racine dans k de la résolvante
de Galois Ly, ;(), alors la multiplicité v de A dans cette résolvante est un multiple
de N = card(T).

Si I’on connait un résolvant de Galois A, qui soit f-séparable, alors le calcul d’une
résolvante arbitraire se raméme au calcul du résultant de deux polynémes d’une
variable ; en effet, soit © un résolvant d’un groupe H (© € A). Par la méthode
du Théoreme 4.3 appliquée 4 © € Ay C A, on peut théoriquement déterminer
& € S[z] tel que @ = LB(A,), ot A est le discriminant de Ly, (). Soit ¢ € k[z]
obtenu en spécialisant (o1,...,0,) en (¢1,...,¢,) dans les coefficients de ®. On a

(puisque A # 0) :

(Los) = I (=- —}-30(1'7&_;)) , tandis que :
TEG A
La.s(®) = JJ(-7A) , ce qui prouve que:
T€ESH
(70) (Los)* = Résultantr(z - %¢(T),£A,, (T

Iindice T signifiant que le résultant considéré est celui qui élimine 7'.

Plus généralement, soient ©; et ©, des résolvants respectifs de deux groupes H,
et H, de &, tels que Hy, C H, ; posons v = [H, : Hi], et supposons que O, soit
f-séparable. Notons A; le discriminant de Lo, (donc A, #0). Ona ® € S[a]
tel que @, = L ®(0,), car @, € Ay, C Ay, C 2-8[0,]. Soit ¢ € k[z] obtenu
en spécialisant (al, vev,0p) en (c1,...,c,) dans les coefficients de ®. Soit 7; une
transversale gauche de &, sur H; (i € {1,2}). Puisque card(7;) = card(7;) X [Hy :
H,], on a pour i € {1,2} :

Lou(@) = [[(@-70) et:
T€T;
(Lous@) = I1(-78:) I] (e - =(r0)
T7€Th 7€T) 1

- RésultantT(m—K}—w(T),Eel,I(T)) ,
1

ces relations étant dues au fait que pour tout 7 € &,, 70, = KI;(I)(T.(%), d’ou

7.0, = Z%Q(?El) = —j;go(?@?). En résumé :
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(71) (Lous(x))" = Résultanta(z - 2-p(T), Lous(T))

Ceci permet, connaissant Le, 7, de ramener le calcul des Lo, s pour H; C H, 3
un simple calcul de résultant de deux polyndmes a une variable.

LIEN ENTRE RESOLVANTE f-SEPARABLE ET RESOLVANTE GENERALE D’UN MEME
GROUPE H

Reprenons les hypothéses et notations générales du Théoreme 10.4. Pour simpli-
fier les notations, nous supposerons que A = © (= 0,) et que J = [1,v].

Dans ses réflexions sur la résolution des équations algébriques, art. 103, tome
IV, pour étudier la racine multiple A de Lo (dans le cas v > 1), Lagrange a
proposé d’introduire un résolvant f-séparable ¥ du méme groupe, et de comparer
Lo et Lyg. (il ne conclut pas nettement faute de langages appropriés de théorie
des corps et de théorie des groupes.) Soit donc ¥ un résolvant f-séparable de
H, notons Lg(z) = [Ti,(z — ¥;), la numérotation des ¥; étant choisie pour que
Stabg, (¥;) = Stabg,(0;) pour tout i, 1 < ¢ < e (on aura donc ¥; = ¥).

1l résulte maintenant du Théoréme 6.3 (ou de la démonstration du Théoreme
10.4) que Stabp(\) = I'N L. L’action de &, sur {04,...,0.}, tout comme celle
de &, sur {¥,,...,¥,.}, s’identifie & Paction par translations a gauche de &, sur
’ensemble {C,...,C.} des classes & gauche de &, mod H, numérotées de fagon
que C; = {0 € &, | 0.0 = ©;} (et donc aussi C; = {0 € &, | 0.¥ = ¥;}). On en
déduit que L, qui est par définition le stabilisateur de {O, ... ,0,} dans &, est
aussi celui de {¥y,...,9,}.

Soit ® un polynéme symétrique en v_variables & coefficients dans k. _Pour
tout élément 0 € TN L, on a: o(®(¥y,...,¥,)) = &(¥1),...,0(¥,)) =
@(z:‘ll/l,... ,ﬁl,,) du fait que a/g/I‘, et donc pour 7, un certain élément de &,
ona: o(®y,...,¥,)) = ¥, qy..-,¥r0)) = ®(¥1,...,¥,) puisque @ est
symétrique. Par suite,

(72) ®(Vy,...,0,) € Invg(T N L) =k(A)

Une conséquence évidente des relations (72) est le théoréme suivant, affirmé par
Lagrange dans la référence citée, mais sans véritable justification :

Théoréme 10.6. Dans les conditions ci-dessus, on a :

(z =) (x = ¥,) € k(A)[2]

1Si A = ©j,, il faut remplacer le résolvant © par ©j, et donc le groupe H par le groupe
Stabg, (©j,), qui est un de ses conjugués dans .
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Remarque 14. Notons Q(z) = (z — U)o (z - U,). En général, Q n’est pas irré-
ductible dans k(A)[z]. Les facteurs irréductibles sur k() de @ correspondent aux
T N L-orbites de {@y,...,0,}. En particulier, soit J la partie de [1,v] telle que la
T' N L-orbite de © soit {0;}jes. On a card(J) = [[ N L : T N H], et le polyndme
minimal de ¥; sur k()\) est évidemment [];¢,(z — \i;;) Dans l’article de Lagrange
sus-cité, c’est le polynéme que Lagrange cherchait & concevoir.

Notons A le discriminant de Lg(z). On a un polynéme M € S[z] tel que © =
L M(¥) (voir §6). D’out, pour tout i (1 <i<e):

1
(73) Gi = ZM(‘I’,)

Puisque A # 0, on peut spécialiser la relation (73), ce qui donne :

1 s
;:—:M\I’;
S M(T)

(ott M se déduit de M en y remplagant (o1,... ,0n) par (c1,...,c,) dans les
coefficients). En particulier, en faisant 7 € [1, ], on voit que le polynéme M (z)—-AX
(qui appartient & k(A)[z]) est un multiple de Q(z).

RESOLVANTS f-TRIVIAUX

Le résolvant ® d’un sous-groupe H de &, sera dit f-trivial ssi on a un A € E
tel que Lo ; = (z — A)°. Comme on est en caractéristique 0, alors nécessairement
X € k. Puisque ©(py, ... , fin) est semi-simple, il revient au méme de dire que O est
f-trivial, ou que ©(p1, ... ,pn) est une homothétie dans le k-espace vectoriel A/7.
De fagon équivalente, © est f-trivial ssi il existe A € E tel que O(Po(1)s - -+ +Pa(n)) = A
pour toute permutation o € &, et si c’est le cas alors A € k. Et puisque J = V3,
cela s’exprime par le théoréme suivant :

Théoréme 10.7. Le résolvant © est f-trivial ssi il existe A € k tel que © — A € J.

Tout sous-groupe H admet des résolvants f-triviaux : par exemple, si O est un
résolvant quelconque de H, alors © X (o — ¢;) est un résolvant f-trivial de H.

En raison du Théoréme 10.7, il convient de disposer d’un critére d‘appartenance
3 I’idéal 7. On peut montrer que pour tout ® € A, la division de Macaulay de ® par
01— Ci,...,0n — C, existe de fagon unique, i.e. il existe (®o,... , ®,) suite unique
d’éléments de A telle que

(74) =dy(oy—c)) 4+ Pu_i(on—cn) + B0,

avec deg,,(®;) < ¢ pour tous i,j tels que 1 <7 < j < n, et que de sucroit on a
®cTJssi®, =0.

Dans (74), ®,, s’appelle le reste de cette division de Macaulay. (Le calcul des ®;
se raméne & résoudre un systeéme linaire de Cramer sur k.) ’
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On voit donc que le résolvant @ sera f-trivial ssi son reste dans la division de
Macaulay par oy — ¢y,. .. ,0, — ¢, est une constante. On peut également utiliser la
base standard de J pour 1’ordre lexicographique (voir [Machi-Valibouze]).

APPLICATION AU DEGRE 5

Pour illustrer les notions ci-dessus, prenons maintenant n = 5, et supposons f
irréductible dans k[z]. On a vu que I' est alors résoluble ssi il est constant dans 'un
des six sous-groupes métacycliques principaux de j, lesquels sont conjugués dans
Ss.

Soit H 1'un de ces sous-groupes métacycliques de &5, soit © un de ses résolvants et
soit ¥ un résolvant f-séparable de H. Reprenons toutes les notations des Théoremes
10.4 et 10.6. On a ici e = 6, h = 20. Rappelons qu’on a posé A = 0 (= 0,).

La k-algébre des racines de Ly ; dans E est E (Théoréme 4.6), donc ou bien
Ly, est k-irréductible, ou bien Ly ; = UV avec U € k[z], V € k[z], deg(U) = 5,
deg(V) = 1 et U irréductible sur k. Dans ce dernier cas, I' est résoluble par simple
application du Théoréme 5.2. Sinon, I' € {2s, Ss}.

Supposons A € k, et que la multiplicité v de A dans Loy soit > 2. Si Ly est
k-irréductible, i.e. T n’est pas résoluble, le Théoréme 10.6 montre immédiatement
que v = 6, c’est-a-dire que Lo ; = (= — A)¢, autrement dit, que @ est f-trivial. On
va en déduire le résultat suivant :

Théoréme 10.8. Supposons que n = 5, que f est k-irréductible, que H est un
sous-groupe métacyclique principal de S5, et que © est un résolvant non f-trivial
de H.

a) Pour que T' soit résoluble, il faut et il suffit que Lo posséde au
moins une racine dans k (multiple ou non).

b) Si )\ € k est une racine de Lo ; de multiplicité > 2, ona p € E\{A\}
tel que Lo ; = (xz — A)5(z — p).

¢) Si Lo,y ma aucune racine dans k, alors Lo, est séparable, et
méme irréductible dans k[z].

Démonstration. Les assertions a) et b) découlent du Théoréme 10.6, et des considé-
rations qui précedent ’énoncé du Théoréme 10.8. Prouvons I’assertion c) : puisque
Lo ; n’a pas de racine dans k, si Lo n’était pas séparable, il serait divible dans
k[z] par P? avec P polyndme irréductible dans k[z] et de degré 2 ou 3. Soit alors
X € E une racine de P. Puisque [k[)\] : k] € {2,3}, on voit que f est irréductible
dans k())[z], sinon [E : k] ne pourrait pas étre divisible par 5. Mais la multiplicité
de ) dans Lo /() ne peut étre que 2 ou 3 ; en remplagant k par k(A), les hypotheses
assurant la validité des assertions a) et b) continuent & étre satisfaites. On aboutit
donc & une contradiction puisque la multiplicité de A dans Le ;(z) devrait &tre 5.
Cette contradiction prouve donc que Lo ; est séparable. Mais puisque Lo ; n’a pas
de racine dans k, 1’étude qui précede ’énoncé du Théoréme 10.8 montre que Lo,y
est irréductible dans k[z] O
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Montrons 3 1’aide d’un exemple que le cas b) du Théoréme 10.8 peut effectivement
arriver. Dans tout ce qui suit, jusqu’a la fin du paragraphe, nous supposerons que
n =5, et que H est le sous-groupe métacyclique principal de &5 contenant le cycle
<1,2,3,4,5>. On a alors deux résolvants intéressants de H, que nous noterons 0]
et ¥, donnés par :

(75) @ = yi+a,ou:
1 = (21— 22)(2 — 23) (23 — z4)(Ts — @)@ —21)
Yo = (21— z3)(z3 — 25) (@5 — 22)(T2 — z4)(za — 1) , et :
(76) ¥ = (Vi-W),oh:
Vi = 2122+ 2223 + T34 + T4T5 + 52y )
Vo = 2123+ 23Ts + TsTa + T224 + 4Ty

Le résolvant ® a été calculé par Berwick ([Berwick,1915]). Quant a ¥, c’est le
célebre résolvant de Cayley : la résolvante correspondante Ly,; (dite de Cayley) a
été calculé par [Cayley] et nous avons contrdlé son résultat. Si f = z® — a avec
a € k*, un calcul facile donne :

(77) [,@,,s_a(a:) - (x + 54(12)(113 4 53a2)5

Avec k = Q et a € Q, a non puissance 5-iéme dans Q, on sait que 2% — a est
Q-irréductible et que le groupe I est métacyclique. On sera alors dans le cas b) du
Théoréme 10.8, qui peut donc arriver effectivement.

La résolvante de Cayley ¥ donnée par (76) est trés remarquable en raison du
résultat non-évident ci-apres :

Théoréme 10.9. Avec n = 5 et f irréductible dans k[z), la résolvante de Cayley
Ly, ; correspondant d (76) est séparable.

Démonstration. 1 est bien connu que Ly ; est de la forme :

(78) ;C\p,f(x) = Pz(il?) = 2IOA£E )

avec A = [Ti<icj<s(pi — p;)?, et P(z) = 23 4 0,22 + ayx + a3 € k[z] (voir par
exemple [Tchebotarev]).
Pour abréger, posons R = Ly ;(z). D’aprés le Théoréme 10.8, tout revient a

voir que R n’admet dans k aucune racine d’ordre v > 5. Or supposons qu’une telle

racine \ existe, d’ordre v > 5. 3
a) Montrons d’abord que A # 0. On a R’ = 2PP’ — 2'°A, d’oti les relations :

(79) PX()) = 2A)
(80) 2(PPY(\) = 2YA
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En élevant au carré les deux membres de (80), puis en y remplagant P?(A) par
sa valeur tirée de (79), on arrive a :

(81) APV =2"A

d’ot A # 0 puisque A # 0.

b) Puisque A # 0, d’aprés (79) on a aussi : P(A) # 0. A présent A est racine
d’ordre v — 1 de R, donc est racine d’ordre > 4 & la fois de R et R', donc aussi
de R — zR' = P(P — 2zP'). Puisque P()) # 0, c’est que ) est racine d’ordre > 4
de P — 2zP' = —523 — 3a,2% — a,x + a3, ce qui est absurde puisque ce dernier
polynéme est de degré 3 (rappelons qu’on est en caractéristique 0). Donc on arrive
3 une contradiction, et A ne peut exister [J

Nous remercions Daniel Lazard d’avoir apporté une notable simplification a la
partie b) de cette démonstration.
Compte tenu du Théoréme 10.8, le Théoréme 10.9 donne

Corollaire 10.10. (“ Théoréme de Selivanoff ”)
Sin =5 et si f est irréductible dans k[z], le groupe de Galois T de f sur k est
résoluble ssi la résolvante de Cayley de f admet une racine dans k.

Le Théoreme de Selivanoff est énoncé dans [Tchebotarev], pages 341 et 342. La
preuve qui en est proposée est incompléte car l'auteur y affirme que le seul cas
3 écarter pour assurer que Ly ; est séparable est le cas ol on aurait Lyg,,(z) =
(z —))%, i.e. le cas o ¥ serait f-trivial. Or I’exemple tiré de (77) montre qu’il faut
impérativement écarter, outre le cas oit ¥ serait f-trivial, le cas ou Ly () serait

de la forme (z — A)®(z — p) avec A # p.

Détermination du groupe de Galois I' en degré 5 dans le cas général

Tl faut distinguer deux aspects dans la recherche du groupe de Galois de f sur
k. Nous définissons ces deux problémes dans le cas général ol f est de degré n > 2
quelconque :

Probleme I : f étant donné numériquement, calculer la classe de conjugai-
son de I' dans &,. (recherche de I' “ au coup par coup ”). C’est
ce probléme dont la méthode de la “chasse aux résolvantes” exposée
au §6 offre une solution, sous réserve de calculer suffisamment de
résolvantes séparables et de les factoriser dans k[z].

Probleme II : Expliciter un systéme de conditions nécessaires et suffisantes
portant sur les coefficients (¢;)1<i<n de f pour que la classe de con-
jugaison de T' dans &, soit une classe donnée a ’avance.

Evidemment le Probléme II est bien plus complexe que le probléme I. Une solution
du probleme II, due aux auteurs, est exposées dans [Arnaudiés-Bertin] lorsque n = 4.
Nous allons maintenant voir que ce probleme II admet une solution pour n = 3.
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Revenons donc au cas n = 5, et reprenons toutes les notations des Théoremes
10.8 et 10.9, et des relations (75), (76) et (78).

Notons H, le sous-groupe métacyclique pair de H, et C' son sous-groupe cyclique
de cardinal 5 (engendré par le cycle < 1,2,3,4,5 >). Posons :

7= B (21 — %2)(%2 — @3)(23 — T4)(T4 — 25) (25 — 1)
(82) :;: ; (_‘”’;1" z3)(23 — 5)(T5 — T2)(T2 — T4)(T4 — 2
Y4 = —72

On vérifie que pour tout ¢ :

C = Stabs,(7%;) , et Hy = Stabe,(77) = Stabg(77)

L’ensemble {7;}1<i<4 est H-stable, et 'action de H sur cet ensemble correspond
3 un morphisme de H dans le groupe des permutations des ;, dont 'image est le
groupe 4-cyclique engendré par le cycle < 71,72,73;Ya >. Les ensembles {71, —71}
et {72, —72} sont H,-stables. On voit donc que ; est un résolvant relatif de C' par
rapport & H, (cf. définition 6.8 et 6.9), la résolvante relative associée étant :

(83) L) () = 2 — 77 = (2 — )= + T0) ;

T1.f

cette résolvante (83) est séparable ; en effet on a :

81) Tl =A,otA= [[ (n-p)#0;d0uF#0
1<i<j<5
D’aprés le Théoréme 6.11, si I' C Hy, on aura donc ' C C ssi 71 € k. Notons
d’ailleurs que si I' C H, nécessairement C C I' puisque I' contient au moins un
5-cycle et puisque tout 5-cycle de H engendre C. En fin de compte, si I'c H;,
alors ' = C ssi 71 € k.

Rappelons que ® = 72472 est un résolvant absolu de H, et que la résolvante Las;
est connue génériquement. Si I' C H et si la résolvante Lg ; n’est pas f-triviale, elle
admet une unique racine simple dans k (que Ls ; soit ou non séparable), et 'étude
qui entoure le Théoréme 10.8 permet de montrer que cette racine est 72475 Nous
avons donc deux cas dans I’hypotése ou I' C H :

Premier cas : L est f-triviale, i.e. est de la forme (z — A)¢ avec

X € k. Alors

(85) (- 7) (2 +75°) = 22 — Az + A (cf. (84)).

Deuxiéme cas : Lg; n’est pas f-triviale. Alors elle possede dans k
une unique racine simple ; notons-la A\. A nouveau, on a :
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(86) -+ )=a" - Az +A

lorsque ' C H,, puisque H, = Stabg,(77), on a nécessairement 7} € k.

Malheureusement il n’est pas exclu que la résolvante Lq () puisse étre f-triviale,
auquel cas elle ne permet pas & elle seule de décider si I' est résoluble. Mais pour
cela on peut utiliser la résolvante de Cayley (cf. Théoréme 10.9), et exploiter le fait
bien connu que I' C 25 ssi A est un carré dans ¥*. En résumé, on aboutit en faisant
la synthése de tout ce qui précede, & la discussion suivante qui résout complétement
le probléme II en degré 5 pour un polynéme k-irréductible :

Supposons f irréductible dans k[z] et n = 5. Adoptons les notations des relations
(75), (76) et (82). Notons k*" I’ensemble des carrés dans k*.

Si la résolvante de Cayley Lg ;(z) est sans racine dans k :
a) pour é gkO T =6;
b) pour A € K7, T = 2%;.
Si Ly ;(z) posséde une racine dans k :
a) pour A ¢ k*9, T est un sous-groupe métacyclique
principal de &s
b) pour A € k* : alors la résolvante Lg /() soit
est f-triviale soit admet dans k& une unique racine
simple. Notons A son unique racine (qui est élé-
ment de k) si elle est f-triviale, et notons A son
unique racine simple dans k si elle n’est pas f-
triviale. Alors 22— Az +A = (z —a1)(z — ay) avec
ay,a9 € k*. On a:
(1) @, € B9 & ay, € F*P & T est un sous-
groupe 5-cyclique de &s,
(2 a; ¢ ° & a; ¢ Y & T est un sous-
groupe métacyclique pair de &s.

On peut se demander, dans le cas B-b)-(1) ci-dessus, si on peut avoir a; = a,.
Avec k = Q et f = 25 + 2% — 42® — 322 + 3z + 1 (polynéme Q-minimal de 2cos?}),
le groupe T' est bien 5-cyclique et on a a; = a; = 112, A = 11%. Dans tous les
cas B-b)-(1), si a; = ay , alors A est une puissance 4-itme dans k*. Avec f le
polynéme minimal sur Q d’une période de Gauss appropriée qui engendre I'unique
sous-extension 5-cyclique de Q du corps cyclotomique Q(e*™/31), on constate que A
n’est pas une puissance 4-itme dans Q*, d’ott ici a; # as.

Pour finir notons une curiosité :

Théoréeme 10.11. Supposons n = 5 et f irréductible dans k[z]. Supposons que
la résolvante de Cayley Ly ;(z) admette une racine dans k (elle est alors unique),
notons-la \, et supposons-la non nulle. Alors :
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Aek® o Aek®

Démonstration. (abrégée) Reprenons toutes les notations de la discussion précé-
dente, et notamment de (76). On a Vi +V, = 05 ; (Vi+V2)? = V24V +2WV; = a2
U = (V= Vo)? = V24 V2 -2V, Vs, , d’ot par différence V1V = 3(03 — ¥). D’autre
part Stabe,(V;) = Staby(V;) = H, donc une résolvante relative de H par rapport
4 H est (z — Vi)(z — V) = 22 — 0y2 + 5(03 — ¥) ; on peut supposer A = ¥, donc
alors C[‘ff] () = @ — csz + 3(¢5 — A) ; le discriminant de ce dernier polyndme est A,
qui est 7§ 0 par hypothese ; donc il est séparable. Le Théoréme 6.11 s’applique et
prouve que df] ;(@) est dissocié dans k[z] ssi I' C H ; mais cette derniere condition

équivaut 3 : A € B9, tandis que dﬁf]f(:c) est dissocié dans k[z] ssi son discriminant
est un carré dans k, c’est-a-dire ssi A € &Y O
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