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MODULES DE CAUCHY, POLYNÔMES CARACTÉRISTIQUES ET
RÉSOLVANTES

ANNICK VALIBOUZE∗

Soit k un corps de caractéristique 0. Dans tout cet article, nous considèrerons
un polynôme f ∈ k[x] de degré n, dont la famille des racines dans une clôture al-
gébrique de k estα= (α1, . . . ,αn). Pour simplifier les formules, nous supposerons
que le polynôme f est unitaire.

Les modules de Cauchy forment une base standard réduite pour l’ordre lexi-
cographique de l’idéal des relations symétriques entre les racines de f (voir [10]).

Cet article montre comment ces modules de Cauchy permettent de calculer
le polynôme caractéristique associé à un polynôme Ψ ∈ k[x1, . . . , xn]. Ce résultat
sera utilisé pour décrire une nouvelle méthode de calcul des résolvantes.

1. NOTATIONS

Pour tout polynôme Ψ ∈ k[x1, . . . , xn], l’évaluation, Ψ(α1, . . . ,αn), de Ψ en les
racines de f (pour la numérotation choisie) sera notée Ψ̃.

L’action de Sn , le groupe symétrique de degré n, sur Ψ est définie par τ.Ψ=
Ψ(xτ(1), . . . , xτ(n)) pour tout τ ∈Sn .

Pour i = 1, . . . ,n, notons ei la i -ième fonction symétrique élémentaire en x1, . . . , xn

définie par :

ei =
∑

m∈Sn .(x1···xi )
m

Posons e0 = 1 et si = ei − ẽi , pour i = 1, . . . ,n. Rappelons que f (x) = xn − ẽ1xn−1+
ẽ2xn−2 +·· ·+ (−1)n ẽn .

2. POLYNÔME CARACTÉRISTIQUE

L’action du groupe symétrique Sn sur α est définie, pour tout σ ∈ Sn , par
ασ = (ασ(1),ασ(2), . . . ,ασ(n)).

Soit V la variété {ασ | σ ∈Sn} et I l’idéal de cette variété. Cet idéal est appelé
l’idéal des relations symétriques entre les racines du polynôme f . Cet idéal est
l’ensemble des polynômes r ∈ k[x1, . . . , xn] tels que τ̃.r = 0 pour tout τ ∈Sn . Il
est bien connu que l’idéal I est engendré par les n polynômes s1, s2, . . . , sn . Le
paragraphe 4 présente d’autres générateurs : les modules de Cauchy.

Pour j = 1, . . . ,n, notons Θ j la multiplication par x j dans k[x1, . . . , xn]/I. C’est
un endormorphisme du k-espace vectoriel k[x1, . . . , xn]/I.
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2 ANNICK VALIBOUZE∗

Théorème 2.1. (Yokoyama-Noro-Takeshima) Le polynôme

χΨ(T) = ∏
σ∈Sn

(T−Ψ(ασ)) = ∏
σ∈Sn

(T− σ̃.Ψ)

est le polynôme caractéristique de l’endomorphisme Ψ(Θ1, . . . ,Θn) du k-espace
vectoriel k[x1, . . . , xn]/I.

Dans le prochain paragraphe est présenté le calcul de ce polynôme caracté-
ristique proposé par J.M. Arnaudiès. Dans le paragraphe 5 sera présentée une
nouvelle méthode de calcul.

3. FORMULE DE POISSON-PERRON

Notons xn+1, une indéterminée supplémentaire. Pour Ψ ∈ k[x1, . . . , xn] de de-
gré d > 0, l’homogénéisé de Ψ, noté Ψ∗, est donné par :

Ψ∗ = xd
n+1Ψ(

x1

xn+1
, . . . ,

xn

xn+1
) .

En particulier, s∗i = ei − ẽi xi
n+1.

Nous notons Res(g1, . . . , gn), le résultant de n polynômes g1, . . . , gn homogènes
non constants à n variables.

Théorème 3.1. (Arnaudiès) Soit Ψ ∈ k[x1, . . . , xn] alors

χΨ(T) = Res(s∗1 , . . . , s∗n ,Txd
n+1 −Ψ∗) .

Ce théorème démontré dans [3] se déduit de la formule de Poisson-Perron
(voir [2], p. 243).

4. MODULES DE CAUCHY

Les résultats de ce paragraphe proviennent de l’article [10].

4.1. Définition. Les n fonctions définies par récurrence dans k(x) :

f1(x) = f (x) et pour k = 2, . . . ,n

fk (x) = fk (x1, . . . , xk−1, x) = fk−1(x1, . . . , xk−2, x)− fk−1(x1, . . . , xk−1)

x −xk−1

sont les fonctions interpolaires introduites par Ampère (voir [1]). Rappelons ce
théorème (voir [6]) :

Théorème 4.1. (Cauchy) Soit F(x1, . . . , xn) un polynôme à coefficients dans k et
symétrique en les variables x1, . . . , xn . Pour éliminer xn , . . . , x1 dans le polynôme
F, il suffit de diviser successivement F par les divers termes de la suite fn(xn), . . . f2(x2),
f1(x1), en considérant chaque fi comme une fonction de xi . Le dernier reste ob-
tenu sera indépendant de x1, . . . , xn et donnera la valeur F(α1, . . . ,αn) en fonction
des coefficients de f .
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Théorème 4.2. (Machì-Valibouze) Soient f1(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, . . . , xn) les po-
lynômes associés à f ∈ k[x] obtenus à partir des fonctions interpolaires. Ces n
polynômes, appelés modules de Cauchy, forment une base standard réduite de
l’idéal I pour l’ordre lexicographique.

Soient r un entier positif et s un entier compris entre 1 et n. Notons hr (x1, . . . , xs)
la r -ième fonction symétrique complète, c’est-à-dire la somme des monômes de
degré r en x1, . . . , xs , avec h0(x1, . . . , xs) = 1.

Théorème 4.3. (Machì-Valibouze) Soit le polynôme f (x) = xn−ẽ1xn−1+ẽ2xn−2+
·· ·+ (−1)n ẽn à coefficients dans k. Alors, pour 0 ≤ r < n, le (r +1)-ième module
de Cauchy associé à f est donné par :

fr+1(x1, x2, . . . , xr , xr+1) =
n−r∑
i=0

(−1)i ẽi hn−r−i (x1, x2, . . . , xr , xr+1) .(1)

En particulier f1(x1) = f (x1) et fn(x1, . . . , xn) = e1 − ẽ1.

(La démonstration de ce théorème utilise des séries génératrices tronquées.)

5. MODULES DE CAUCHY ET POLYNÔME CARACTÉRISTIQUE

Soient u et v deux polynômes de k[x], avec u = am ∏m
i=1(x −βi ) où β1, . . . ,βm

sont dans une clotûre algébrique de k. Le résultant en x des deux polynômes u
et v , noté Resx (u, v), peut s’exprimer ainsi :

Resx (u, v) = adeg(v)
m∏

i=1
v(βi ) .(2)

Théorème 5.1. Soit f un polynôme unitaire de k[x] et f1, . . . , fn les modules de
Cauchy associés à f (voir le paragraphe 4). Prenons Ψ ∈ k[x1, . . . , xn] et définis-
sons la suite R0,R1, . . . ,Rn−1 par récurrence :

R0(T, x1, . . . , xn−1) = Resxn ( fn(x1, . . . , xn),T−Ψ(x1, . . . , xn))(3)

Ri (T, x1, . . . , xn−(i+1)) = Resxn−i ( fn−i (x1, . . . , xn−i ),Ri−1(x1, . . . , xn−i )),(4)

pour i = 1, . . . ,n −1. Alors le polynôme caractéristique est donné par

χΨ(T) = Rn−1(T) .(5)

Preuve. Nous montrons le théorème par récurrence sur n, le degré du polynôme
f . Pour n = 1, puisque f = (x −α1) est unitaire nous avons bien

Resx1 ( f (x1),T−Ψ(x1)) = (T−Ψ(α1)) = χΨ(T) .

Montrons-le également pour n = 2. Nous avons f2(x1, x2) = x1 + x2 − ẽ1 et donc
R0(x1) = Resx2 ( f2(x1, x2),T−Ψ(x1, x2)) = T−Ψ(x1, ẽ1 −x1)). D’où

R1(T) = Resx1 ( f (x1),T−Ψ(x1, ẽ1 −x1))

= (T−Ψ(α1, ẽ1 −α1))(T−Ψ(α2, ẽ1 −α2))

= (T−Ψ(α1,α2))(T−Ψ(α2,α1))

= χΨ(T) .
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Supposons désormais que le théorème soit vrai jusqu’à n − 1. Il est vrai sur
k, corps quelconque de caractéristique zéro, donc il l’est également sur k[x1].
Ainsi, en posant pour tout x1, F(x) = f2(x1, x) et en notant F1(x2),F2(x2, x3), . . .Fn−1(x2, . . . , xn)
les modules de Cauchy associés à F, nous avons Fk−1(x2, . . . , xk ) = fk (x1, . . . , xk )
pour k = 2, . . . ,n. Notons β2(x1), . . . ,βn(x1) les n−1 racines de F(x). Par hypothèse
de récurrence et puisque que F(x) est unitaire, nous avons

Rn−2(T, x1) = ∏
τ∈Sn−1

(T−Ψ(x1,βτ(2)(x1), . . . ,βτ(n)(x1))) .

Nous avons donc

Rn−1(T) =
n∏

i=1

∏
τ∈Sn−1

(T−Ψ(αi ,βτ(2)(αi ), . . . ,βτ(n)(αi ))) .

Or, pour i = 1, . . . ,n, pour j = 2, . . . ,n et pour τ ∈Sn−1, nous savons que βτ( j )(αi )

est une racine de F(x) = f2(αi , x) = f (αi )− f (x)
αi−x et est donc une racine de f distincte

de αi . Ainsi, les n! n-uplets (αi ,βi2 (αi ), . . . ,βin (αi )) sur lesquels s’évalue Ψ dans
le produit précédent sont n! n-uplets (ασ(1), . . . ,ασ(n)) où σ parcourt Sn . Ceci
achève la démonstration.

Remarque 1. Si f est unitaire, alors il est facile de voir que fi (x1, . . . , xi ) est éga-
lement unitaire en xi pour i = 1, . . . ,n. Dans le cas où f n’est pas unitaire, et où a
est son coefficient dominant, il est toujours possible de poser g (x) = an−1 f (x/a)
qui, lui, est un polynôme unitaire. Si l’on désire garder f , il faut alors introduire
le coefficient dominant de f ainsi que ceux des modules de Cauchy f2, . . . , fn

dans le calcul des résultants successifs.

6. POLYNÔME CARACTÉRISTIQUE ET RÉSOLVANTES

Nous allons étudier le lien entre les polynômes caractéristiques et les résol-
vantes. La résolvante a été introduite par Lagrange (voir [8]) pour étudier a priori
les polynômes d’une variable et est un outil important de la théorie de Galois.

Soit Ψ ∈ k[x1, . . . , xn]. Notons H le groupe constitué des permutations de Sn

qui laissent le polynôme Ψ invariant. C’est-à-dire

H = {τ ∈Sn | τ.Ψ=Ψ} .

Par exemple, si Ψ = x1 + x2, alors H =S2 ×Sn−2. Soit Sn .Ψ l’orbite de Ψ sous
l’action de Sn .

Sn .Ψ= {τ.Ψ | τ ∈Sn}

Alors, la résolvante de f par Ψ, notée LΨ, f est définie comme suit :

LΨ, f (T) = ∏
Θ∈Sn .Ψ

(T− Θ̃) .(6)

Soit T une transversale gauche de Sn modulo H. Pour tout τ ∈ T et pour tout
h ∈ H, on a τΨ = τhΨ et si σ ∈ T avec σ 6= τ, alors σΨ 6= τΨ. Donc, nous avons
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les deux identités (bien connues) suivantes :

LΨ, f (T) = ∏
τ∈T

(T−Ψ(ατ(1), . . . ,ατ(n)) et

χΨ(T) = L|H|
Ψ, f (T) .(7)

Voici, traduit en terme de résultants, le calcul proposé par Lagrange (voir [8]) :
Soit U0(T, x1, . . . , xn−1) = Resxn ( f (xn),T −Ψ(x1, . . . , xn)) et, par récurrence sur

k = 1, . . . ,n−1, Uk (T, x1, . . . , xn−k−1) = Resxn−k ( f (xn−k ),Uk−1(T, x1, . . . , xn−k )). Alors,
d’après 2 et puisque f est unitaire :

Un−1(T) =
n∏

i1=1

n∏
i2=1

· · ·
n∏

in=1
(T−Ψ(αi1 , . . . ,αin )) .(8)

Nous voyons que dans cette formule ne sont pas exclues les égalités deux à
deux, trois à trois, . . . , n à n des indices apparaissant dans les produits et que,
par conséquent, Un−1 comporte des facteurs “parasites “ déjà signalés par La-
grange. Ce sont ces facteurs parasites qu’évite la suite Rn−1, obtenue à partir des
modules de Cauchy.

Lagrange signalait également des puissances parasites provenant des symé-
tries de la fonction Ψ, que nous retrouvons dans la formule 7. Il est possible de
prendre en compte des symétries dans le cas où l’arité de Ψ est différente de n.
C’est ce que nous allons voir maintenant.

7. PRISE EN COMPTE DE L’ARITÉ

Soit Ψ ∈ k[x1, . . . , xn]. Si m est le plus petit entier tel qu’il existe m entiers dis-
tincts i1, . . . , im tels que Ψ ∈ k[xi1 , . . . , xim ], alors Ψ est dit d’arité m.

Soit donc Ψ ∈ k[x1, . . . , xn] d’arité m. Il est possible de supposer (en renumé-
rotant les variables) que Ψ ∈ k[x1, . . . , xm]. Le sous-groupe H de Sn laissant Ψ
invariant est nécessairement de la forme K×Sn−m , où K est un sous-groupe de
Sm .

Dans ce cas, la méthode de Lagrange consiste à modifier la suite finie Uk en
posant Un−m = Resxm ( f (xm),T −Ψ(x1, . . . , xm)) et en conservant la récurrence
jusqu’à Un−1.

Pour la méthode utilisant les modules de Cauchy, nous modifions, de même,
la suite finie Rk comme suit (pour k ∈ [1,m]) :

Vn−(m+1)(T, x1, . . . , xm) = (T−Ψ(x1, . . . , xm)),(9)

Vn−k (T, x1, . . . , xk−1) = Resxk ( fk (x1, . . . , xk ),Vn−k−1(T, x1, . . . , xk )).(10)

Il en découle naturellement l’identité suivante :

Rn−k = V(n−m)!
n−k ,(11)

pour k = m+1, . . . ,1. Pour le voir, il suffit de constater que c’est vrai pour k = m+
1 et d’utiliser l’identité Resx (g (x),h(x)k(x)) = Resx (g (x),h(x))Resx (g (x),k(x)),
pour tous polynômes g ,h,k.
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Nous en déduisons les deux identités suivantes :

χΨ(T) = Vn−1(T)(n−m)! et(12)

Vn−1(T) = LΨ, f (T)|K| .(13)

Remarque 2. L’arité est également utilisée pour accélérer les calculs de résol-
vantes dans la méthode basée sur les fonctions symétriques (voir [16]).

8. ÉLIMINATIONS SUCCESSIVES DE SYMÉTRIES

Dans la pratique, le calcul de LΨ, f (T) ne se réalise pas sans éliminer au fur et
à mesure les puissances parasites dues aux symétries du polynôme Ψ (voir 13) .
Nous allons illustrer ceci à travers deux exemples :

Exemple 1. Si Ψ= x1 +x2 +x3, nous avons

Vn−2(T, x1) = Resx2 ( f2(x1, x2),Resx3 ( f3(x1, x2, x3),T− (x1, x2, x3))) .

Il est alors possible d’éliminer des symétries à ce niveau puisque :

Vn−2(T, x1) =
n−1∏
i=2

∏
j∈I(i )

(T− (x1 +βi (x1)+β j (x1)))

=
n∏

i=2

∏
2≤ j<i

(T− (x1 +βi (x1)+β j (x1)))2 = Wn−2(T, x1)2 .

où I(i ) = { j ∈ [2,n] | j 6= i } etβ2(x1), . . . ,βn(x1) sont les racines de f2(x1, x). Il suffit
de calculer la forme sans facteur carré de Vn−2(T, x1) pour obtenir Wn−2(T, x1) et
poser Wn−1(T) =Resx1 ( f1(x1),Wn−2(T, x1)). Soit :

Wn−1(T) =
n∏

k=1

n∏
i=2

∏
2≤ j<i

(T− (αk +βi (αk )+β j (αk ))) .

Ainsi,

Wn−1(T) = LΨ, f (T)3 ,(14)

puisque pour k = 1, . . . ,n, le facteur (T − (αk +αi +α j )) est obtenu 3 fois avec
(T− (αk +βi (αk )+β j (αk )), (T− (αi +βk (αi )+β j (αi )) et (T− (α j +βi (α j )+βk (α j )).

Exemple 2. Si Ψ = 2x1 + x2 + x3, alors de même, nous calculons Wn−2(T, x1), tel
que Vn−2(T, x1) = Wn−2(T, x1)2 et nous avons finalement :

LΨ, f (T) = Resx1 ( f1(x1),Wn−2(T, x1)) .

Cet exemple permet de voir qu’il est préférable d’éliminer d’abord les symétries.

9. AUTRES AMÉLIORATIONS ET AUTRES MÉTHODES

L’interpolation permet de remplacer la variable T par un entier et le théorème
de restes chinois permet de réaliser les calculs modulairement (voir [12]).

D’autres méthodes permettent de calculer les résolvantes. Certaines sont ba-
sées sur des séries génératrices (voir [5]) ou sur des manipulations de fonctions
symétriques (voir [9] et [14]). Les résultants permettent également de calculer
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très rapidement certaines résolvantes (voir [4]). K.Girstmair propose l’interpo-
lation sur les variables x1, . . . , xn (voir [7]). Une méthode assez ancienne utilise
les invariants (voir, par exemple, [13]).

Remarque 3. Le module SYM de MACSYMA (voir [15] et [11]) comporte différentes
fonctions permettant de calculer des résolvantes.
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