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Hypergraphes : morphismes et isométrie
Jean-Jacques SALONE, 2011

Rappels et compléments:

Nous rappelons dans ce paragraphe des définitions et des théorémes présentés dans (Salone, Refl).
Hypergraphe : H=(O,R) : O fini, O#@,R! P*0),R#0,0! R,! (P,Q)! R%4LP#Q.

Soient un hypergraphe H=(O,R), un couple (x,y) ! O? une partieP! R.
Notation des cardinaux :

| O||=card(O);||P|/=card(P);|R|=card {x! O,x! R}.
|R|=card(R)=card { P! P*0O),P! R}.

Extensions de la relation d'appartenance :

x! R:JJP! R,x! P

P! H:P! R

Support d'un hypergraphe:

s =s'®R)=x! 0,x! R}

Dans I'écriture d'un hypergraphe H = (O,R) on omettra d'écrire O quand cela ne soulévera pas de
difficultés particulieres, et on identifiera H et R. C'est le cas des hypergraphes ou O est le support.

Soit H'=(O',R")
Sous-hypergraphes :

H'! H:0'! OetR'! R (sous-hypergraphe partiel de H engendré par R' puis induit par
0)

H'! P:! x'!' H,x'! P (hypergraphe inclus dans une partie)
Intersections :

H NH=('"NO,R'NR)

HNP={"'! H,x'! P}
Réunions :

H'! H=(O'! O,R'! R)

H! P=O'! P,R'! {P})
Différences :

H-H=(@, {P! HP! HY}

H-P=H-{0, {P}}

Hypergraphe simple :

' P,Q! HxLP! Q! P=Q

Recouvrement : (voir Lavallée, 1. (1974). Recouvrements d'un ensemble par une sous-famille de ses
parties. These de docteur-ingénieur en mathématiques de lI'université Paris VI)

H' estunrecouvrementde H: H'! Het! x! H,x! H

Hypergraphe connexe :
' xy)! HLxRy:[JP! R,x! P,y! P

Hypergraphe connexe minimal :
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Hestconnexeet! P! H,H—P n'estpas connexe.

Ona:
Connexe minimal !  simple

On admettra : H Connexe minimal ! S_l(H) =0

Ensemble des parties d'un hypergraphe
On note :

P>H)={H',! P! H,[[>0,]]I>0, H{Hij ! H, Hij connexe minimal}, P=1 { Hij ,
' 1<i<L! 155<]}

Définition d'un hypergraphe fractal
Soir H = (O,R) un hypergraphe. H sera dit fractal si :
(i): H=! {H;, 1<i<N}; 'Hypergraphes de niveaui';

a: ! x! O,{x}! R;

@ii): O! R;

v): ! 1, JING), H; = ! {Hi,j, 1<j<NQ@) };
(v): ! 1, H; estunrecouvrementde H ;

(viy: ! 1), H; j est connexe minimal ;

(vii) : ! i>1,1 ], H;; ' P>(H;_p.
Notons que :

— pouri=l,onal <j<|H||=N)et! j,[Ix! H, Hlj ={x, {x} }

OnadoncH;=! {{x{x}}.! x! S'@#)}.

~ pouri=N,onal<j<letHy=Hy, =S (H).
Dans (Salone Réf), nous avons démontré qu'un hypergraphe fractal peut étre construit sur un
hypergraphe quelconque, par des extractions successives de connexes minimaux et leur complétion.

Y ont également été définies des distances sur les hypergraphes fractaux a partir de N-upplets
d'entiers non nuls :

Pour tout (i,j) et pour tout couple (x,y) de sommets tels qu'existe au moins un chemin [xy] dans

H; j»-on notera:

ly — x[; j la longueur minimale des chemins [xy] /H; i
On note :

H(x) = { Hi,j’ x! Hi,j } ; étoile d'hypergraphes

Hxy) = {Hj (k)| i} = HE) N HE):

i(X,Y) = Max { ia Hja Hl,_] ! H(Xay) } ;

xy)=j/ Hi(x,y),j ' Hxy);

W(x,y) = Hi(x,y),j (x,y) > 'plus petit hypergraphe connexe minimal contenant x et y'.
Théoréme
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Soit (D;) un N-upplet d'entiers non nuls tels que :
Alors l'application :
d:sTH)xs'H) >N
d6y) =Dyt y) - Iy = Xligeyjiiey)
est une distance finie.
On dira que d est une 'distance fractale sur H de coefficients (D;)".

NB :i(x,x) =1 et W(x,x) = {x, {x}}.Onapos¢! x! H,d(xx)=0.

Ona:

P1:d(x,y)=D; <=>i=i(x,y)et[[P! W(xy),x! P,y! P
Ona:
' xy)! Hidxy)= Di(x,y) Jy = Xli(x,y)j(x,y) six#yetd(x,x)=0
et
' i<N,D;;; >D;.Max {Diam(Hij), gl
Donc

P2:! (xy)! HiLx#y<=> D < dxy) <D

i(x,y) i(x,y)+l

Toujours dans la méme référence, nous avons défini, pour H fractal considéré comme le N-upplet
d'hypergraphes (H,), et pour tout i, H; = {H; i }, la suite d'applications (h;), avec 1 <1 <N, définie
par :

! Hl,] ! Ml , hl (Hl,_]) = HiJFl,j‘ ! M1+1 / Hl,_] ! HiJFl,j‘ (NB : HiJFl,j‘ est unique )
et qui vérifie :

hy (Hp =H;y,y

Morphismes et isométries
Onnote H= (H;, 1 <i<N)= ((H; j), 1 <i<N, 1<j<N())un hypergraphe fractal.
Chaque hypergraphe (H;), pour i>0, étant un ¢lément de P*(H;_;), peut €tre considéré comme étant

constitué d'hypergraphes connexes minimaux appartenant a H;_ ;. On rappelle que N>1.

Catégories
Soit HF la catégorie dont les objets sont les hypergraphes fractals et ou les morphismes sont les
applications :
g : HF — HF, H |-> g(H) = H*
définie par :
g=(g)=gyo0...g...ogy ,avec <i<N,avec:
g Hy—H*,! x! Hy,g({x})={x*}! H¥

etpouri>1, g : H,—H*,! H,;.! H;[-> g H

1-1,) ): H*

i1,
vérifiant la condition de compatibilité :
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{IIP! H;, (Hi-l,j ) Hi-l,j' )Pyl (TP ! H*;,, (gi(Hi-l,j)’ g; (Hi-l,j') ) Py

Un isomorphisme de H sur H* est un morphisme de H sur H* vérifiant en outre :
N =N*,
' 1, g estbijective,

et la condition de compatibilité plus forte :
>l ! PDOHp,g(P)! HL

Soit g un isomorphisme de H sur H*.
~ g étant bijective, ona : [H¥*, | = [H, | = [H¥, || =[[H, || = [H¥]| = H],
— pour i>1, la condition de compatibilité forte implique [H*;|= [H,|.
Les applications partielles g; étant toutes bijectives, on a H* = ( ( g; (Hi,j ), 1 <i<N, 1<73<N(1))).
En particulier, on a :
N=N*;
' i, N(O)=N*() ;
i, go(H;)! H*;doncH*=(g;(H),1<i<N)
Les applications partielles g, établissent ainsi des bijections entre les hypergraphes connexes
minimaux d'un hypergraphe H; de niveau i et ceux de son image, et des bijections entre les parties

elle-mémes qu'ils contiennent.
Il s'en suit que les chemins dans chaque H; et H*; sont aussi en bijection, et que deux chemins en

bijection ont la méme longueur :

si (H 1 <j <L) estun chemin dans H; , alors (g;(H;_; ;), 1 <j <L) est un chemin dans g; (H,).

i1, i-1,j
I1 en découle encore que les connexes minimaux contentant deux sommets sont aussi en bijection
et de méme niveau avec:

Py ! H,W(g(x).g(y))=g(WXy)

Un automorphisme de H est un isomorphisme de H sur H.
Le groupe Aut(H) des automorphismes de H est un sous groupe du groupe des permutations des
sommets de H. C'est, en termes d'action du groupe les permutations, le stabilisateur de H.
La définition des morphismes se traduit en termes de groupes par :
Aut(H) = {g=(g;), avec g;! Aut(H,), 1 <i<N}

Isométries
Soit H et H* deux hypergraphes fractals de méme nombres de niveaux N, et soit d et d* des
distances fractales respectivement sur H et H* et associ€es aux coefficients (D,) et (D*;).
On dira qu'une application f de H sur H* est une isométrie si :
f:H—-H*x! H|>f(x)! H%* festbijective;
et! (xy)! H? Di(x,y) - d*(f(x),f(y) = D*i(f(x),f(y)) - d(x,y).

Il est clair que 1'égalité de cette définition est équivalente a 1'égalité des longueurs des chemins dans
H ou H* qui sont en bijection. Autrement dit, les isométries sont les isomorphismes.
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Automorphismes et particules.

Onnote H= (H;, 1 <i<N)= ((H; j), 1 <1<N, 1<j<N(1) ) un hypergraphe fractal.
Onrappelleque! x! H,! 1<1<N,H;(x) désigne I'hypergraphe connexe minimal de niveau i
et contenant x. (étoile d'hypergraphes dans H; )

Propriété :

P x! HI[I<ix)<N,{ H;(x)={x} } <> {i<i(x) }

Interprétation : i(x) est le dernier niveau avant que X ne soit relié a un autre sommet y.

On appelle 'particule d'ordre k et de rang n' tout hypergraphe connexe minimal Hij de H qui

vérifie :
IH -1 {6 x! Hy ) =k;
Max { Max {0;i—i(x) },! x! Hi,j} =n.
En particulier, si Hi’jest un singleton {x}, on a k=0 et puisque i(x) >1, n=0.
En particulier, pour i>1, si Hi,j: Ky = {X{5eees Xppoeee X }» @vee k>1, il est d'ordre k. Puisqu'il ne
contient que des singletons, on a nécessairement H;_; (X)) = {x,} et i(x,,)=1-1, donc n=1.

En particulier, pour i=N, Hy | = S_I(H) est d'ordre ||H|| et de rang N —min {i(x), ! x! H}.S'l

contient un singleton, il est d'ordre N.
= sont du méme type de particules lorsqu'elles

On dira que deux particules H; i de Het H*, it de
seront de méme ordre et de méme rang, et lorsqu'elles vérifieront :
Hi,j -1 {{x ! x! Hi,j } et H*i.,jv- Po{{x}, ! x! H*i',j'} sont isomorphes.

Etre du méme type est une relation d'équivalence dans l'ensemble des hypergraphes fractals, et
I'ensemble des particules du méme type constituent une sous-catégorie.

Classification des particules d'ordre inférieur a 4

Les groupes d'automorphismes des particules d'un méme type sont isomorphes . Pour une particule
A, on note || Aut(A) || I'ordre de son groupe d'automorphisme. Ces automorphismes peuvent laisser
des points de A invariants. Leurs ensembles, Inv(A), sont en bijection pour un type de particules
donné, et on note |[Inv(A)|| son cardinal.

On note a,b,c,d quatre sommets. On omettra 1'écriture des singletons quand cela ne prétera pas a
confusion.

A Aut(A) Inv(A) |k | n|[|Aut(A)]| [[Inv(A)]
{a} (1) a 001 1
{ab} 2(2) 0] 21012 0
{abc} 2(3) ] 3116 0
{{ab} {abc}} 2(2) c 30102 1
{{ab} {bc} } 2(2) b 30112 1
{{ab} {bc} {ca}} 2(3) 4] 3116 0
{abcd} T(4) % 41|24 0
{{abc} {abd}} 3(2)x2(2) 0 41 4 0
{{abc} {ad} {bd}{cd}} 2(4) 4] 411 |24 0
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{fabc} {ad} {bd}} S(2)xZ(2) % 411 |4 0
{fabc} {ad}} 2(2) c.d 41112 2
{fab} fac! {bc} {ad} {bd} {cd}} 3(4) % 411 124 0
{fab} fac} {bc} {ad} {bd}} S(2)xZ(2) % 411 |4 0
{{ab} {ac} {bc} {ad}} 2(2) c.d 41112 2
{{ab} {bc} {cd} {da}} D(4) % 41118 0
{{ab} {bc} {ed}} 2(2) 0 41112 0
{ {ab} {cd} {abed}} SQ)XEQ2)XE(Q2) | B 4
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