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La symétrie des structures
combinatoires énumératives
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Résumeé : Soit une espéce de structures F' au sens d’André Joyal [7].
Le but du présent article est d’étudier les trois séries associées a 1’espéce de
structures F' a savoir :

1. La série génératrice exponentielle 8|

F) =Y 60

ou f, = |F[n]| est le nombre de F-structures construites sur un en-
semble de n éléments.

2. La série génératrice des types (d’isomorphie) d’une espéce de struc-
tures

F(x) = anx"

o f, = |T(F,)| est le nombre de types d’isomorphie de F-structures
d’ordre n.
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3. Enfin la série indicatrice des cycles d'une espéce F' est la série formelle
(& une infinité de variables x1, xq, 3, )

1 - (o} a ag
Zr(21, T2, T3, 0+ ) = ZE( Z fizFlola{' a3?2g® - -)

n>0  oeG,

ou &, désigne le groupe des permutations de [n] ( &,, = &[n]);
fix Flo] = (Flo]); est le nombre de F-structures sur [n] laissés fixes
par F[o], c’est & dire le nombre de F-structures sur [n| dont o est un

automorphisme et o = (o1, 09, 03, -+ ) est le type cyclique de o, pour
k> 1.
Nous verrons qu’une spécialisation dans la série Zp(z1,x9, 23, ) permet

d’obtenir les séries F(z) et F(x).

Abstract : Let a species of structures F' according to André Joyal [7].
The main object of this project is to study the three series of species of
structures F' which are :

1. The exponential generating series of I,

) =Y,

where f, = |F[n]| denotes the number of F-structures on any n-
element set.

2. The types generating series of F',
F(z) = Z fot™;
n=0

where f, = |T(F,)| denotes the number of type of F-structures on any
n-element set, or the number of orbits of the action & x F'[n] — Fn].

3. At last, the cycle index series, Zp, this series is an infinite number of
variables x1, o, x3, - - -

1 o o (o (o
Zp(1, g, 3, ) = Za( Z fixFlo)a 32z - ),
n>0  o€G,

where &,, denotes the permutation group of [n] and fizF[o] is the
number of F-structures on [n] left fix by Flo] and 0 = (01, 09, 03, +)
is the cyclic type of o, for k > 1.
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The main counting series F(z), F/(x) can be computed from Z by making
use of the formulas (involving specializations of variables).

Mots-clés : Espéces de structures, structures combinatoires, symétrie com-
binatoire, séries génératrices, séries indicatrice de cycles.

1. Introduction

Au cours des trois derniéres décennies, les fondements de la combinatoire
énumeérative se sont clarifiés et de nombreuses théories expliquant 1'utilisa-
tion des techniques algébriques, comme les fonctions génératrices, ont vu le
jour. Mentionnons entre autre, le composé partitionnel (Foata [1, 2]), les pre-
fab (Bender-Goldman [3]), les fonctions de Mobius (Rota [4]), les algébres
d’incidence réduites (Doubilet-Rota-Stanley [5]), les binomial posets (Stan-
ley [6]) et les espéces de structures de Joyal [7]). L’intérét particulier de la
théorie des espéces de structures est de traiter de facon unifiée I’analyse des
structures combinatoires étiquetées et non étiquetées.

Parallelement, les chercheurs en informatique théorique ont montré que plu-
sieurs problémes d’algorithmique et de structuration de données font inter-
venir de multiples facons les concepts et les résultats de la combinatoire énu-
mérative. A ce propos soulignons I'impact fondamental du livre The Art of
Computer Programming de D.E Knuth [9]. Depuis lors, une bonne connais-
sance des diverses techniques classiques et modernes de la combinatoire est
devenue indispensable au chercheur informaticien. A cet égard, la théorie des
espéces fournit les outils appropriés pour 'étude de structures de données
caractérisées par des équations fonctionnelles.

Depuis son introduction vers 1980, la théorie des espéces de structures a
fait 'objet de nombreux développements par les membres de 1’école mont-
réalaise de combinatoire ainsi que par d’autres chercheurs, principalement
américains et européens. Le but du présent article est d’élucider les séries
génératrices exponentielles, génératrices de types et indicatrices des cycles
associées a une espeéce de structures F'.

La section 2 débute avec une introduction sur un exemple isolé d’identité
combinatoire connue sous le nom de triangle de Pascal, suivi ensuite de la
définition d’une espéce de structures via le transport le long d’une bijection o,
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et aprés vient une liste d’espéces classiques. Ce chapitre contient également
d’autres notions comme l'isomorphisme (égalité) d’espéces, I'isomorphisme
de structures, et I’équipotence d’espéces.

La troisiéme section est consacrée a l'etude des séries associées aux espéces
de structures, nous en étudions trois sortes a savoir les séries génératrices
exponentielles, les séries génératrices ordinaires, et les séries indicatrices de
cycles. On y trouve les opérations de bases : Addition, multiplication, com-
position partitionnelle. Et dans la derniére sous-section figure le calcul des
séries génératrices ordinaires, et des séries indicatrices de cycles de certaines
especes.

La série indicatrice des cycles est une généralisation, a des familles d’actions,
des polyndémes indicateurs de cycles de la théorie de Polya-Redfield. Les pro-
blemes en combinatoire qui concerne I’énumération des types de structures
sont, en général, résolus a l'aide de cette théorie [10, 11, 12]. La démonstra-
tion du théoréme fondamental de Polya-Redfield repose sur celui de Cauchy-
Frobenius, plutoét connu sous le nom de Burnside, ou l'inventaire des types
c’est-a-dire d’orbites de ’action du groupe, sur la F-structure de ’espéce F,
est obtenu en ne considérant que les éléments fixés par ’action.

2. Espéces de structures

On exploite judicieusement (c’est 1la que réside I'aspect un peu mysté-
rieux) les opérations entre séries pour obtenir des identités de la combina-
toire énumérative. Une illustration classique de cette efficacité est dans une
dérivation simple de I'identité

() =)+ G2y L

n
Rappelons que les coefficients binomiaux ((k) = C%) apparaissent (par

n

définition) comme coefficients du polynome
" /n
+1)" = k
et =3()s

On constate alors que 1 découle simplement de la comparaison du coefficient
de z* dans chaque membre de I’égalité évidente : (z+1)" = (z+1)(z+1)""L.
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2.1. Espéce de structures : Via le transport de structures

2.1.1. Notion de structures d’une espéce F

Le concept de structures est fondamental et se trouve dans toutes les
branches des mathématiques ainsi qu’en informatique théorique.

Définition 0.1. une structure s est une construction v que l’on effectue sur
un ensemble U (de données). Il s’agit donc fondamentalement de la donnée
d’un couple

s=(v,U).

Il est d’usage de dire que U est ’ensemble sous-jacent a la structure s, ou
encore que s est une structure construite sur (ou étiquetée par) l’ensemble
U.

La figure 1 décrit que 'arborescence en question peut se décrire comme s =

(7,U) ot

U: {a’7b7c7d7e7f}7
et

v =({d}; {{d, a};{d, c}; {c, b}; {c, f}:{c, e}}).
Le singleton {d} qui apparait comme premiére composante de y spécifie
qu’elle est la racine de cette arborescence.
Quant au cycle orienté, présenté a la figure 2, il peut étre mis sous la forme
s=(7,U) o

U=A{x,4,y,a, T, 8},
et
v =A{4y), (y,a), (a,2), (z,7), (7,8), (8,4)}.

L’abus de notation, s = =, qui consiste a identifier une structure s =
(7,U) a la construction ~y, pourra étre utilisé s’il ne cause pas d’ambiguité
quant a la nature de l’ensemble U sous-jacent. Voici un exemple qui peut
donner lieu a une telle ambiguité :

s=(,U) ou U={cxzghmpyq}, ~={z,m,p}

Il s’agit d’une structure de sous-ensemble d'un ensemble U et la simple donnée
de v ne permet évidemment pas de récupérer I’ensemble U.

©Universite de Douala Jod Symétrie des structures combinatoires énumératives



FIGURE 1 — Arborescence A sur 6 points.

FIGURE 2 — Cycle orienté sur 6 points.

2.1.2. Transport de structures le long des bijections

Traditionnellement, on définit le concept de structure en généralisant les
exemples précédents a 'aide de la théorie axiomatique des ensembles. Dans
le présent mémoire, nous adoptons plutét une approche fonctorielle, qui met
I’emphase sur le transport des structures le long des bijections.

Voici un exemple qui illustre le concept de transport de structures.

Exemple 0.1. Considérons l'arborescence s = (v,U) de la figure 1 dont
lensemble sous-jacent est U = {a, b, ¢, d, e, f} remplagons chaque élément
de U par ceuzr d’un autre ensemble V. = {x, 3, u, v, 5, 4} via la bijection
o:U — V qui sera décrite par la figure 3. Cette figure montre clairement
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que la bijection o permet de transporter l’arborescence s sur une arborescence
correspondante t = (1,V'), construite sur l’ensemble V. Il suffit simplement
de remplacer partout chaque sommet u € U par le sommet correspondant
o(u) € V. Nous dirons que ’arborescence t a été obtenue par transport de
l’arborescence s le long de la bijection o et nous écrirons

t=o0-s.

D’un point de vue purement ensembliste, cela revient a remplacer chaque
élément u € U dans ~y par 'élément correspondant o(u) € V dans l’expression
de v. On dit alors que les arborescences s et t sont isomorphes, et que o est
un isomorphisme de s vers t.
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U={a, b, c,d, e, f}

V={X9 39 u’ V’ 5’ 4 }

FIGURE 3 — Transport de structure via un isomorphisme o.

Intuitivement, on peut se représenter deux structures isomorphes comme
étant identiques si I’on ignore la nature des éléments de leurs ensembles sous-
jacents. Cette forme générale que des structures isomorphes ont en commun
est leur type d’isomorphie. Elle peut souvent étre représentée par un dessin
(voir les figures 4 et 5) dans lequel les points des ensembles sous-jacents sont
indistinguables. On dit alors que la structure est non étiquetée.
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FIGURE 4 — Arborescence A étiquetée.

FIGURE 5 — Arborescence A non étiquetée.

La figure 6 illustre un automorphisme d’arborescence. Dans ce cas, les
ensembles U et V coincident. La bijection ¢ : U — U est une permuta-
tion de U et I'arborescence transformée o - s est identique & ’arborescence
s c’est-a-dire s = o - s. Les exemples précédents montre que le concept de
transport de structures est primordial puisqu’il permet de définir les notions
d’isomorphisme, de type (d’isomorphisme) et d’automorphisme. En fait, le
transport de structures se situe a la base méme du concept général d’espéce
de structures.
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U={a, b, c,d, e, f}

/

U={a9 b’ c’ d’ e’ f}

FIGURE 6 — Transport de structure via un automorphisme o.

Exemple 0.2. Comme introduction a la définition formelle d’espéce de struc-
tures, voici une description détaillée de [’espéce G de tous graphes simples
(c’est-a-dire non orientés, sans boucles ni arétes multiples). Pour chaque
ensemble fini U, convenons de désigner par G[U| l’ensemble de toutes les
structures de graphes simples sur U. Ainsi,

GlUl={9/ 9= (U) vCP UL},
ou P*[U] dénote l’ensemble des paires d’éléments de U. Dans le graphe
simple g = (v,U), les éléments de U sont les sommets, et ceux de vy, les
arétes. Notons que G[U| est un ensemble fini. Les trois expressions suivantes
sont considérées comme équivalentes :
— g est un graphe simple sur U ;

— g € g[U] 5
— g est une G-structure sur U.

De plus, chaque bijection o : U — V induit, par transport de structures
(voir figure 7), une fonction
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glo] - G[U] — GV, g—0-9g,

appelée le transport des graphes le long de o. Formellement, sig = (v, U) €
GlU], alors Glo](g) = o9 = (0 -7, V) ot o -7 est l’ensemble des paires
{z, y} € v. Ainsi chaque aréte {x, y} de g se voit réetiquetée {o(x),o(y)}
dans o -~y. Puisque ce transport des graphes le long de o n’est qu’un réetique-
tage des arétes a l'aide de o, il est évident que pour des bijections o : U — V
etT7:V—W, ona

Glr ool =gGlr] o Glal,

et que, pour la bijection identité Idy : U — U, on a :

G(1dy] = Idgu).

Ces deux égalités expriment la fonctorialité des transports de structures
Glo| et c’est cette propriété qui est abstraite pour définir le concept d’espéces
de structures.

u

U={a, x, u, t, z}

V={m, p, v, q, s}

m

FIGURE 7 — Transport de structure via un isomorphisme o.
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2.1.3. Définition du concept d’espéce de structures

Définition 0.2. Une espéce de structures est une régle F' qui permet de

1. produire, pour chaque ensemble fini U, un ensemble fini F|U],

2. produire, pour chaque bijection o : U — V', une fonction

Flo]: F[U] — F[V]

les fonctions F|o] doivent satisfaire auz propriétés de fonctorialité suivantes :
a) Pour toutes bijections o :U — V et 7:V — W, on a :

F[roo] = F[r]o Flo]

b) pour la bijection identité Idy : U — U, on a

Flldy)| = Idp.

Un élément s € F[U]| est appelé une F-structure sur U (ou encore une
structure d’espece F sur U). La fonction Flo| est appelée le transport des
F-structures le long de o.

Tout comme dans le cas des graphes, les trois expressions suivantes sont
considérées comme équivalentes :
— s est une structure d’espéce F sur U ;

— se F[U];
— s est une F'-structure sur U.

Pour représenter une F'-structure générique, nous utiliserons souvent des dia-
grammes comme ceux de la figure 8 et 9. Les points bleus dans ces figures
représentent les éléments (distincts) de l’ensemble sous-jacent non structuré.
La F-structure elle-méme est représentée dans la figure 8 par un arc de cercle
étiqueté F' et en 9, par la superposition du symbole F.

©Universite de Douala Jod Symétrie des structures combinatoires énumératives
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F

FIGURE 8 — Représentation d’une F-structure par un arc de cercle étiqueté

F.

FIGURE 9 — Représentation d'une F-structure par des points.
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Il découle immédiatement des propriétés de fonctorialité que chaque fonc-
tion de transport F'[o] est nécessairement une bijection. Lorsque le contexte
sera clair, nous utiliserons la notation o - s pour désigner F[o](s).

Les notions d’isomorphisme, de type d’isomorphisme de F-structures sont
implicitement contenues dans la donnée de l'espéce F.

Exemple 0.3. (Exemple d’utilisation d’ariomes ensemblistes).
On peut décrire une espéce F' au moyen d’un systeme 2 d’axiomes bien choi-
518 en posant

s= (v, U) € F[U] si et seulement si s = (7, U) est un modeéle de 2.
Les transports F[o] s’effectuent alors de la méme fagon illustrée plus haut.
1l est clair que 'on peut ainsi parler d’une multitude d’espéces, dont les sui-
vantes :

— X : l’espece de tous les singletons ;

— 1 : l’espéce de l’ensemble vide ;

— 0 : ’espece vide ; et donc aucune structure ;

— & : lespéce de tous les ensembles ;

— a désigne l’espece de tous les arbres;

Un arbre étant un graphe simple connexe, sans cycle et sans boucle.

— B désigne ’espéce de toutes les partitions ensemblistes ;

— P désigne 'espece de tous les polygones bicolorés ;

— A : lUespéce des arborescences ;

Une arborescence est un arbre pointé.

— G : l’espece des graphes simples ;

— G° désigne l’especes des graphes simples connexes ;

— G, désigne [’espece des graphes orientés ;

— P désigne [’espece des parties d’ensembles, c’est-a-dire

PlUI={S] ScU}

— End désigne l’espéce des endofonctions, c¢’est-a-dire

©Universite de Douala Jod Symétrie des structures combinatoires énumératives
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EndlUl={y| v:U— U}

— Inv désigne ’espéce des involutions, c’est-a-dire des endofonctions 1)

telles que Y o = 1d;
— 8§ désigne lespéce des permutations (ou endofonctions bijectives) ;
— C désigne l’espéce des permutations circulaires (ou cycles orientés) ;
— L désigne l’espéce des ordres linéaires (ou totaux).
Nous reviendrons amplement sur ces especes de structures a titre d’exemple.

Par exemple, en identifiant chaque endofonction 1 a son graphe sagittal
(v, U), on peut décrire comme suit l’espéce End de toutes les endofonctions
v o (v, U) € End[U], si et seulement si

yCUXU et (Vo)[(zeU)= Ty[(yelU) et ((z,y) €7)]]

Les transports End[o] : End[U] — End[V'] le long des bijections o : U — V
sont donnés par la formule

Endlo](¥) = s 0o o,

pour chaque ¢ € End[U]. En effet, posons Endlo](v) = 0 € End[V].
Alors le couple (u, ¥(u)) parcourt le graphe sagittal de 1 si et seulement
si le couple (o(u), o(¢(u))) parcourt le graphe sagittal de 6. Or la relation
v =o(u) équivaut a la relation u = o~ (v). On en déduit donc que le graphe
sagittal de 0 est donné par les couples de la forme (v, o o1 o o1 (v)) ou
velV.

Exemple 0.4. (Exemples de constructions explicites)

Lorsque les structures d’une espece F sont particulierement simples ou
peu nombreuses, on a souvent avantage a définir l’espéce en décrivant expli-
citement les ensembles F[U] (et les transports Fo|). Les espéces suivantes
peuvent étre classées dans cette catégorie. Dans chaque cas, le transport de
structures Fo] est évident.

— L’espece &, des ensembles, définie par

g[U] = {U}.
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1l existe donc une unique E-structure sur tout ensemble fini U, a sa-
voir U lui méme.

— L'espece €, des éléments, définie par € [U] = {U}, dont la structure
sur U sont les éléments de U.

— L’espece X, caractéristique des singletons, définie par
X[U]= {U}, 32. JU[=1;
0, sinon.
Ici O dénote l’ensemble vide. Par conséquent, il n’existe pas de X -
structure sur un ensemble U lorsque |U| # 1.

— L’espéce 1, caractéristique de l’ensemble vide, définie par :
{U}, siU=0;

][U/{ 0, S1Mon.
— L’espece vide, notée 0, définie par O[U] = 0, pour tout U.

— L’espece &y, caractéristique des ensembles de cardinalité 2 définie par

&, { (U}, si [U/=2;

0, S1non.

2.2. Exemples de transports d’espéces de structures

Voici maintenant une liste d’exemples d’espéces.

Espéces de parties.
On a par exemple, 'espéce P des parties obtenue en posant

PlU) = {A] AcU},

Plo] : PU] — P[V], Plo)(U) :={o(x), z € U}.

Le transport d’une partie A de U, le long d’une bijection o : U —>
V', est donc I'image de A par 0. On dénote parfois o(A) cette image.
On a aussi défini ’espéce des parties a k éléments, en posant

PelU]l:={A/ AcCU, |A[=k},

avec le transport de structures analogue. Pour la bijection (1) =
a, 0(2) =b, 0(3) = c de {1, 2, 3} vers {a, b, ¢}, on a le transport de
P-structures :

©Universite de Douala Jod Symétrie des structures combinatoires énumératives
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o A3 20 B L2313} 23} 1,23

¢ fap (b} {c} {ab} {ac} {bcj ({ab.c}

Nous verrons dans le chapitre suivant comment trouver a partir de ce
transport de structures le nombre de telles structures.

Espéces de graphes.
Considérons I'ensemble G[U] des graphes simples sur U. C’est 1a la
premiére partie de la description de I'espéce des graphes simples. On
dit des éléments de G[U] que ce sont les structures d’espéce graphe
sur U. Ainsi la figure suivante présente sur U = {1, 2, 3}.

G[U] :== P[P,[U]]
] ] | ] ] 1 | |
.0 AN WA
{ [ .: ./ .’ '\,.—.,A , , }
2 32 32 32 32 32 32 32 3

Reste maintenant & décrire le transport de structures, qui est dans
ce cas un réetiquetage. Pour une bijection o : U——V, le transport
Glo] d'un graphe G dans G[U] s’obtient en posant :

Glol(G) = {{o(a),o(a)} | {a,d'} € G}.

Ceci correspond a changer les étiquettes des sommets, en rempla-
cant a par o(a). Ainsi, lorsqu’on transporte les graphes sur {1, 2, 3} le
long de la bijection o : {1, 2, 3} — {a, b, ¢}, pour laquelle o(1) = b,
0(2) = a et 0(3) = ¢, on obtient le transport.
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1 b
1. b.
o )
— —
° o’ °
,® 30 \ . ) ; .
b
] b 1.
o 0]
— —
o o ’ o ¢ ’
2 3 a c 2 3 ¢
] b 1 b
o 0]
— —>
)
1 b 1 b
(]
o )
> ?
)
2 3 a c 2 3 4
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De méme, nous avons 'espéce G, des graphes orientés simples qui
est ainsi définie :

1. pour tout ensemble fini U, on définit formellement

GlU] :={(U,E) | EC{(a,b) Ja#b et a,be U}};

2. si 0 est une bijection de U — V on définit

Golo|(U, E) == (0(U), {(a(a),a(b)) | a,b € E}).

Dit autrement, G,[U] est constitué des couples (U, E), ou E lui-méme
contient des couples d’éléments (distincts) de U. Pour chaque en-
semble U, les G,-structures sur U sont constituées par les graphes
orientés dont les sommets sont étiquetés par U. Quant aux transports
de structures G,[o], ce sont les réetiquetages. Chaque arc (a, b) est
remplacé par (o(a), o(b)).

Espéce des endofonctions.
On définit 'espéce S des permutations, en posant

S[U):={r | 7: U=U}.

Le transport de structures correspondant a une bijection o : U —
V, se définit en posant S[o](7) := o70o~!, pour 7 dans S[U]. Autre-
ment dit, le transport de la permutation 7 : U — U le long de
o : U — V donne une permutation 6 := S[o](7) de V
O(o(a)) = o(b) siet seulement si 7(a)=b.

Plus généralement, pour une endofonction f : U — U, on a la
conjugaison :
(l] 1]

V—V

ocfo 1

!

_—

et I'espéce End des endofonctions se définit comme suit :

EndlU] ={f | f:U—U}.

Cette conjugaison par o donne le transport pour certaines espéces
de fonctions.
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L’espéce des cycles
L’espeéce C des cycles (ou des permutations cycliques), définie comme

ClU):={o | o:U—=U,o cyclique}.

L’espéce des involutions
L’espéce Znv des involutions, définie comme

Ino[U) :={o | 0 : U-=U, o = Idy}.

L’espéce des dérangements
L’espéce Der des dérangements

DerlU] :={o | 0 : U—=U, Va, o(a)# a}.

L’espéce des listes.
On définit encore 'espéce £ des listes (ou ordres linéaires) :

LIU]:={l] l:[n]=U}.
Autrement dit, une liste des éléments de U s’identifie a une fonction

I={(1, x1),(2, z2), (3, x3), ..., (n, T,)}.

On peut alors définir le transport de structures le long de o tout
simplement comme

Llo](l) :==0ol.

L’espéce des partitions.
Rappelons qu’'une partition d’un ensemble U est un ensemble P de
parties non vides de U, deux-a-deux disjointes, dont la réunion est U.
On a I'espéce B des partitions en prenant

B[U] := {P | P est une partition de U},
en considérant de par le transport de structures défini par
Blo|(P):={o(B) | B € P}
pour P dans B[U].
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Nous verrons plus tard que les coefficients de la série génératrice de cette
espéce s’identifient aux nombres de Bell.

Pour toute espéce F, on peut considérer I'espéce F'" qui est sa restriction
aux ensembles non-vides :

_J F[U], si|U]#0;
F+[U]{ 0, sinon.

2.3. Les actions de groupes et les espéces de structures

Cette section est une introduction élémentaire aux actions structurelles
des groupes finis.
Considérons une espéce F' quelconque. Pour tout ensemble fini U, le groupe
des permutations de U, noté Gy, agit par transport de structures sur l’en-
semble F[U] des F-structures sur U

Sy x F|U] — FIU] (0, 8) —> 0 -s = Flo](s). (2)

En général, la structure o - s est obtenue de la structure s en remplagant
chaque élément u de son ensemble sous-jacent U, par 1’élément correspon-
dant o(u) (ce transport est dit usuel). La préservation de la fonctorialité du
transport nous assurent que l’application définit plus haut 2 est bien une
action de groupe sur un ensemble au sens de la théorie des groupes.

Remarque 0.1. A toute espéce F correspond une famille d’actions : pour
toute byection B : U——V entre ensembles finis, les actions v; : Sy X
FlU] — F[U] et 5 : 6y x F[V] — F[V] induites par transport de struc-
tures sont équivalentes et le diagramme suivant commute :

(¢7F(ﬁ))l LF[B]
Ou ¢ : Sy — Gy est lisomorphisme défini par ¢(o) = BoB~t, Vo €

Gy. Lorsque U parcourt la classe des ensembles finis, la famille d’actions 2
peut étre représentée de facon canonique par la famille d’actions particuliéres

('YFn)nZO
Ve, S, x F[[n]] — F[[n]] (0, 8) — 0 -s= Flo](s). (3)

Gnizg[n], nZOet|U|:n.

©Universite de Douala Jod Symétrie des structures combinatoires énumératives



22

Associés a la famille d’action définie précédemment 3, on y trouve les concepts
et résultats de base de la théorie utilisée dans [’etude des séries liées aux es-
peces de structures.

2.3.1. Trois ensembles importants relatifs & ’action d’un
groupe

Définition 0.3. L’orbite de s € F[U] sous laction de Sy est l’ensemble des
éléments de F[U] obtenus par transport d’un élément o de &y

Orbg,(s) :=={o-s=Flo|(s) | c € Sy}
et l’ensemble des orbites de l’action
Orb(F[U]) :=={O0rb(s) | s € F[U]}.

Définition 0.4. Le stabilisateur de s € F[U] sous l'action de Sy est l’en-
semble des éléments de Gy qui fixe s ie

Stab(s) = Hy :={oc € Sy | 0 -5 = s}.
C’est-a-dire l’ensemble des éléments du groupe qui ne déplace pas s.
Définition 0.5. L’ensemble d’éléments fixés par o € Sy,

FizFlo|:=={s| 0-s=s}.

C’est-a-dire l’ensemble des éléments de F[U] qui ne sont pas transportés
par Sy.

Remarque 0.2. Les ensembles Orb(F[U]) et FizF|o| sont tous deux conte-
nus dans F[U].

Il en existe une identité numérique importante qui montre que le cardinal
Orbe, (s) et Hy se détermine mutuellement une fois que le cardinal de &y
est connu : C’est le lemme du stabilisateur.

Lemme 0.1. (Lemme du stabilisateur)

|Hy||Orbe,, (s)| = |6y Vs e F[U.

©Universite de Douala Jod Symétrie des structures combinatoires énumératives



23

Preuve : Notons que Stab(s) le stabilisateur d’'une F-structure s fixée
vivant sur U est telle que Stab(s) < &p.
Montrons que 'application ¢ suivante est une bijection

w : OTb@U(S) — GU/HS
o-s— ocH,

oH, ={oh | h € H,}.
De plus |0 H| = |Hy| car

H, — o H,

h— oh

est une bijection.
L’application 9 est surjective par définition. Soit o - s et o' - s; s € F[U];
o,0' € Sy
Y(os) = Y(0's) < ocH, = 0'H, <= H, =0 '0'H, < o0 '0' € H, <
o~ to'(s) = s 0/(s) = o - s D’ou I'injection.
Donc 1 est une bijection entre Orbe,(s) et Sy /Hg des classes latérales
gauches de Hy dans G&y.

D’ou l'égalité |Orbe, (s)| = |Gy /Hs| m

Remarque 0.3. Le sous-groupe Hy n’est pas nécessairement normal dans
Sy, il n’y a donc pas de structure naturelle de groupe sur Orbg, (s) et l’ap-
plication ¢ n’est en général qu’une bijection entre deux ensembles.

Autre précision est que 'application v est une bijection méme en permutant
le but et la source, c¢’est-a-dire ¢ : Sy /Hs — Orbg, (s) a la seule condition
que Sy /Hy soit bien définie.

Lemme 0.2. (Lemme de cauchy-Frobenius (de Burnside))
Linventaire des types de F-structures, ie d’orbites du groupe Sy agissant
sur F[U] est donné par :

‘6—1U| > |FizFlo]|.

o€y

Preuve : L’ensemble sous-jacent U, étant fini, il en résulte que F'[U] est
fini.
Soient F[U]y, F[U]a ,... , F[U], les orbites de &y agissant alors clairement,
nous avons
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- G—JF[U]

Ainsi FixFo] = FizFlo|, i FizFlolod - - - i) FizF|o],. Tous les FixF[o];
étant disjoints Vi € [n], on en conclut que

|FizFlo)| =) |FizFlo);| = ) |FizFlo]| = Y ) |FizFo]

=1 oeby ceSy i=1
Cette expression compte le nombre des paires suivantes
X ={(s,0) |s € F[U], 0 € Sy, o.s= Flo](s

) =
={(s,0) [s€ F[U], 0 € Sy, s€ FizF|o]}
:{(S>0> |S GF[U], oce€By, o€ HS}.

Donc
_ G
YDIEEASTED DED DIVARS DEp gL
ceBy = lseFmF[a], = 156szF[a] GU
IGUI I6U|
= FixF[o =n|Gy].
i=1seFizF|o);
D’ou n|Gy| = Z |FizFlo]| c’est-a-dire
cECyYy
n = FixF]
|6U|g_;| o1l
[

Remarque 0.4. En particulier pour |U| = n le lemme de Burnside s’écrit

|OrbFn]| = — Z |FizF[o]

O‘EGn

2.3.2. Isomorphisme de structures et égalité d’espéces

Isomorphisme de structures
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Définition 0.6. Considérons deux F-structures s; € F[U] et sy € F[V].
Une bijection o : U — V' est appelée un isomorphisme de s; vers sy si
sg = Fo](s1). On dit que ces structures ont méme type d’isomorphisme.

Un isomorphisme de s vers s est appelé un automorphisme de s.
Ainsi, dire que deux structures s;,sy € F[U] sont isomorphes c’est dire
qu’elles ont la méme orbite ou encore qu’elles sont de méme type.

Notation 0.1. Deux structures s; et sy € F[U] sont isomorphes et on note
S1 ~p Sg, ou tout simplement s1 ~ sy lorsqu’il existe une unique espéce.

Le bon concept d’égalité entre espéces de structures se situe en fait a mi-
chemin entre I'identité et I’équipotence. Il s’agit du concept d’isomorphisme
d’espéces. Il requiert que les bijections

ay : FIU—=G|U]

satisfassent a une condition supplémentaire relative aux transports de
structures, appelée condition de naturalité.

Définition 0.7. Soit I’ et G, deux espéces de structures. Un isomorphisme
de F' a G est la donnée d’une famille de bijections

ay : FIU—G|U]

qui satisfait a la condition de neutralité suivante : pour toute bijection
o:U — V entre ensembles finis, le diagramme suivant commute :

FlU] -2 G[U]

F[a]l la[a]
FIV] ——G[V]

Qy

En d’autres termes, pour toute F-structure s € F[U], on doit avoir o-ay(s) =
ay(o-s).
Les deux espéces F' et G sont alors dites isomorphes et on écrit F' ~ G.

3. Les séries associées aux espéces de structures

Les séries génératrices servent a coder toutes les informations concernant
le dénombrement des structures étiquetées et non étiquetées. Et aprés nous
introduirons la notion d’algébre des espéces de structures. Il s’agira de dé-
finir diverses opérations combinatoires sur les espéces de structures pour en
produire de nouvelles, en général plus complexes.
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3.1. Séries associées aux espéces de structures

Nous allons maintenant associer trois séries formelles & chaque espéce de
structures F. Il s’agit de
— la série génératrice de F', notée F(z),

— la série génératrice des types de F', notée F(x),
— la série indicatrice des cycles de F', notée Zp (1,2, 3, ).

Ces séries servent a encoder les informations concernant le dénombrement
des F-structures étiquetées ou non étiquetées (c’est-a-dire a isomorphisme
prés ). Notons tout d’abord que pour tout ensemble fini U, le nombre de
F-structures sur U ne dépend que du nombre d’éléments de U ( et non des
éléments de U ). En d’autres termes,

|F[U]| ne dépend que de |U|.

Cette propriété découle immédiatement du fait, déja observé précédemment,
que les transports F[o] sont toujours des bijections. Ainsi, les cardinaux
|F[U]| sont complétement caractérisés par la suite des nombres

fo=F{1,2,...;n}]| = |[Fln]], n > 0.

Pour alléger les notations nous écrirons
— [n] pour désigner I'ensemble {1,2,3,....n},

— F[n] pour désigner I'ensemble F'[{1,2,---,n}|, plutdt que F[[n]].

3.2. Série génératrice exponentielle

Définition 0.8. La série génératrice de l’espéce de structures F' est la série
formelle

o :L'n
Fw) =35 ()
n=0
ot f, = |Fn]| est le nombre de F-structures construites sur un ensemble de

n éléments.

Notons que cette série est de type exponentiel en une indéterminée x au
sens oul n! apparait en dénominateur du terme de degré n. La série F(z) est
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aussi appelée le cardinal de ’espéce F' et on écrit alors card F'.

Les notations suivantes sont utilisées pour désigner les coefficients des sé-
ries formelles. Pour une série formelle ordinaire

G(x) = Zgnxn

on pose

[z"]G(x) = gn-
Pour une série formelle de type exponentiel, de la forme (4), on a alors
nl[z"|F(x) = f,.

Utilisant le développement de Taylor (& l'origine) de F(x), on remarque
que

nl[z"|F(x) = d”di,ﬂx) ax=0.

Plus généralement, pour une série formelle en un nombre quelconque de va-
riables exprimée sous la forme

ny _.ng N3
H . h xl I2 x,?, ..
(x1;$27$37---) = ningng, T

N1,M2,N3, M1,

Ol Cp, ny g, €st une famille donnée de scalaires non nuls, on pose

ni,.n2_.n3 —
Cm,m,n:ﬂ,“'[xl Lo Lg™ ++ ']H(xlv L2, Lgy " ) - hnhnz,%»“"
La problématique de la combinatoire énumeérative, consiste & calculer la suite
de nombres pour une espéce F

[FLO], [FL LFRI [EBL - [FR -

Un des aspects fascinant de I'approche par séries génératrices est qu’il y’a
souvent une fonction classique bien connue dont le développement en série
a 'origine correspond précisément a une série génératrice apparaissant ainsi
dans un contexte d’énumération. Par calcul direct, on trouve facilement cer-
taines séries.

Exemple 0.5. Dans la plupart de ces exemples le calcul des séries est direct,
cependant certaines séries s’obtiennent par des techniques présentées plus
loin.
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FEspéces de parties

PlUl:={A| AcCU}.

Représentons-nous a lesprit une partie de trois éléments {1, 2, 3}
et donnons-nous une permutation o telle que o(1) = a, o(2) = b,
et 0(3) = ¢, de {1, 2, 3} vers {a, b, c}. On a 23 structures d’espéce
P pour ces 3 éléments. Ainsi pour n éléments, on aura 2" structures

d’espéce P. On a la série

2 3

Plz) = 1+2x+4%+8%+16
_ nxn
~ nl
B n!
n=0
= exp(27)

4 n

SENT L
24 n!

Donc P(z) = exp(2x).

D’autre part, rappelons que

PU]:={A| ACU, |Al =k}

n
Et qu’il y’a (k) structures d’espéce Py sur un ensemble a n élé-

ments, on calcule

n>0

Pour i = n — k, la somme précédente n’a de sens que si n — k est
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positif. Ainsi
R
¥ x
Pule) =2 Jq

>0

Sy
Iy
>0

Ik

= —expr.
— Pr(z) = “’Z—I,C exp .
L’espeéce des graphes.
Vu plus haut dans les exemples d’espéces de structures, nous avons

(n)
o\2/ structures d’espéce G sur un ensemble a n éléments, ainsi on a

la série suivante
2 3 4 5

X X X
=1 2. 48— +64=— +1024— + ---
G(x) +z+ 2+ 6+ 24+ 120+

=, (5)
_ 2)z"
_;;2 n!’

I . . . 2
L’espéce des graphes orientés G,, il y’a 2™ structures sur un ensemble
an éléments, on a donc la série

2 3 4 5
Go(z)=1+2z+ 16‘% 15195 4 65536;—4 433554432~ 4 ...

6 120
_ ZQM”C_”‘
— n!

L’espéce des permutations
L’espéce S des permutations sur un ensemble a n éléments posséde n!

structures et on a la série
2 3 4 n

T T T
S =1 2— +6— +24— 4 - -. l— 4 ...
() trt+2o + 0+ + - nla

Sy

n!

n=0

Sy

n=0

B 1

C1l—z
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L’espéce des cycles
Pour lespece de cycles C (ou des permutations cycliques) définie plus
haut a (n — 1)! permutations cycliques sur un ensemble a n éléments.

On a donc
xQ 3 $4 "
- 12 192 oo S Y BT
Clr) =0+a+15 + 2 +6 + + (-1~ +
_iﬁ
a n
n=1
=—In(1—1x)
1
=1In .
1—=x

Nous verrons plus loin que la série génératrice des involutions est

x? x3 xt xd
7 —1 2 AT 10— 4+ 26— e
nv(x) +x+ 2+ 6—|— 24—1— 120—1—
22
= eXp($ + ?)

Et celle des dérangements est

2 3 4 5

x x x
Der(z) = 1 oo ol oy
er(x) +O:1:+2—|— 6+924+ 120—1—

exp(—x)
1—a2

L’espéce des endofonctions (End)
Comme il y a n™ endofonctions sur un ensemble a n éléments, on a

.7:2 ZUS IA ./ES
End(z) =1+ 2 + 4% + 275 +9256% + 3125 4 ...
ni(e) = 1 A 2T+ 2005, 812555
o n:['n
=) n"—.
n!
n=0

L’espéce des listes (ou ordres linéaires) L
Puisqu’il y a n! structures d’espéce L sur un ensemble a n éléments,
on a la série

2 3 4 n

T T T T
Llz) =1 2 46— 424" el
(x) +x+ 2—|— 6—|— 24—1— —|—nn!—|—
1

1—z
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D’autres espéces auxiliaires simples.

L’espéce vide (
Comme il n’y a aucune structure d’espece O sur un ensemble de car-
dinal n, la série génératrice associée est

2 3 4 n

X X X

= 0.

L’espéce des ensembles
L’espéce des ensembles (avec une seule structure sur tout ensemble
fini). Il y a exactement sur une structure d’espéce £ sur chaque en-
semble de cardinal n, on a donc
2 1'3 x.4 n

x x
-1 T I S T T S
E(x) —I—x+2+6+24+ +n!—|-

= exp(x).

Remarque 0.5. Attention ici a la différence entre ’ensemble A, qui peut
contenir plusieurs éléments, et l'ensemble {A} qui ne contient qu’un seul
élément, a savoir l’ensemble A.

L’espéce ensemble vide

0, sinon.
C’est lespéce caractéristique de ’ensemble vide. Le seul ensemble qui
admet une structure d’espéce 1 est [’ensemble vide, on a donc

2 3 4 n

x x x
1 =140 0 0— 00— e+ 00—
(z) + 02+ 05 + 0+ 05+ +0—7 +

=1.

L’espéce des singletons

A Al=1;
v d (A 1= 1
0, sinon.
Cest l'espéce caractéristique des singletons. Les seuls ensembles qui
admettent des structures d’espéce X sont les singletons, et il y a alors

une seule telle structure. On a donc
2 3 4 n

T T T

=X.
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3.3. La série génératrice des types d’isomorphie

Venons-en maintenant au dénombrement des types d’isomorphie des F-
structures. Une fois encore, nous pouvons nous restreindre aux structures
construites sur les ensembles de la forme U = {1, 2,3, ..., n} = [n]. On
définit une relation d’équivalence ~ sur 'ensemble F[n| en posant pour
s, t € Fn|,

s ~ t si et seulement si s et t ont méme type d’isomorphie c¢’est-a-dire
sont dans une méme orbite.
Donc s ~ t si et seulement s'il existe une permutation o : [n] — [n] telle
que o - s =t ie Flo|(s) =t.

Par définition, un type de F-structures d’ordre n est une classe d’équiva-
lence (modulo ~ ) de F-structures sur [n].

On dénote T'(F,) l'ensemble quotient F[n]/ ~ des types de F-structures
d’ordre n et on pose

T(F)=> T(F,).

n>0

Définition 0.9. La série génératrice des types (d’isomorphie) d’une espéce
de structures I est la série formelle

F(z)=> faa"
n>0
Ou f, = |T(F,)| est le nombre de type d’isomorphie de F-structures
d’ordre n.

Autrement dit s ~ t si et seulement si on peut obtenir ¢ & partir de s en

permutant judicieusement ses étiquettes. Dans ce cas, on peut décrire agréa-
blement un type de F-structures en éliminant tout simplement les étiquettes
des structures. Les divers structures d’un type donné s’obtiennent alors en
remplacant les étiquettes de toutes les fagons possibles. Voila pourquoi on
dit dans ce cas qu’'un type ou une forme correspond a une structure non
étiquetée. On identifie donc les structures non étiquetées.
Dans certains cas, ces structures étiquetées peuvent étre décrites plus simple-
ment puisque le fait d’enlever les étiquettes rend la structure presque inutile :
On dit qu’il n’en reste que la forme. La forme des partitions ainsi que des
permutations peut étre décrite en donnant simplement la liste en nombre
décroissant des tailles de ses cycles.
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Enumération des structures non étiquetées.

L’énumération des types de structures ou de formes de F-structures corres-
pond donc a I’énumération des F-structures non étiquetées.
Le type adapté est la série

F(x) = Z]ann ou fn = [F[n]/ ~|.

n>0

Remarqu’on ici que nous avons une série génératrice ordinaire plutot qu’ex-
ponentielle en générale, il est bien reconnu que le calcul des séries F () est
beaucoup plus ardu que les séries F'(x). C'est polya [12] qui a le premier
proposé une approche systématique pour le faire.

Une des forces de la théorie des espéces est d’intégrer naturellement son ap-
proche bien que la discussion générale de ’approche de pélya dans le cadre de
la théorie des espéces dépasse le niveau de ce mémoire, un cas est cependant
particulierement facile et accessible : c¢’est celui des espéces rigides.

On dit qu’'une espéce F' est rigide si et seulement si chaque F-structure n’ad-
met qu’un et un seul automorphisme.

Il en découle que chaque classe d’équivalence de F[n] selon la relation ~
contient exactement n! F-structures et on trouve

fo=1 (ici |A] = n).

Exemple 0.6. (Exemple de série génératrice des types d’isomorphie)
Comme nous le savons le calcul des séries génératrices des types d’isomor-
phie se révéle beaucoup plus ardu et nous reviendrons amplement dessus apres
avoir mis sur pied les différents calculs de base associés aux especes de struc-
tures et apres énoncer un certain nombre de théoremes parmi lesquels le théo-
reme (.1 de spécialisation c{e variables :

L) =1 St) =[] C) = % €)= &5

k>1

Remarque 0.6. [l est a noter que malgré l’égalité des séries génératrices
des espéces L et S, L(x) = S(x) = ﬁ On n’a pas l'égalité des séries
génératrices des types :

L(x) # S(x).
Ceci provient du fait que les ordres totaux et les permutations ne se trans-

portent pas de la méme facon le long des bijections. En particulier, un ordre
total n’admet qu’un seul automorphisme tandis qu’une permutation en admet

©Universite de Douala Jod Symétrie des structures combinatoires énumératives



34

en général plusieurs. Il y’a donc une différence essentielle entre les permuta-
tions o d’un ensemble U de cardinal n et les listes sans répétition o10503...0,,
des éléments de U. Bien entendu, si l’ensemble U vient muni d’un ordre fixé,
on peut établir une bijection (qui dépend de cet ordre) entre permutations et
listes.

3.4. La série indicatrice des cycles

En général, le calcul explicite ou récursif de la série génératrice des types
d’isomorphie est plus difficile. Il nécessite 'aide d’opérations combinatoires
sur les espéces ainsi qu'un troisiéme genre de séries, la série indicatrice des
cycles de F', notée Zp, associée a chaque espéce F. C’est une série formelle

contenant, cette fois, une infinité de variables x1, xs, 3, ... . Elle renferme
beaucoup plus d’informations énumeératives que les deux autres séries F(x)
et F(z).

Définissons d’abord ce que I'on entend par type cyclique d’une permutation.

Définition 0.10. Soit U un ensemble fini et o une permutation de U. Le
type cyclique de la permutation o est la suite (010903...) o, pour k > 1,
o est le nombre de cycles de longueur k de la décomposition de o en cycles
disjoints.

Il est & remarquer que o7 est le nombre de points fixes de o. De plus, si
|U| = n alors o, = 0 si k > n et le type cyclique de o peut donc s’écrire
sous la forme du vecteur & n composantes (o1, 03, 03, ..., 0,). Les notations
suivantes seront utilisées

Fizo={uecU| o(u) =u},

fizo = |Fizo]|.

Ainsi, Fizo désigne 'ensemble des points fixes de o tandis que fizo = o;
désigne le nombre de points fixes de o. La figure 10 suivante montre une per-
mutation de type (3,4,0,3,2). Soit maintenant une espéce F' quelconque.
Toute permutation o de U induit, par transport de structures, une permu-
tation F[o] de I'ensemble F[U] des F-structures sur U.

Considérons, a titre d’illustration, I’espéce Znv des involutions (c’est-a-dire
les endofonctions v telles que 9 o 1) = Id) et considérons la permutation o
de l'ensemble U = {a, b, ¢, d, e} donnée par la figure 11 suivante. Cette per-
mutation ¢ induit la permutation Znv[o] de Znv[U] donnée par la figure 11
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FIGURE 10 — Une permutation de type (3,4,0, 3,2)

FIGURE 11 — Une permutation de type (0,1, 1)

dans laquelle les involutions sont représentées par des graphes simples dont
chaque sommet est de degré < 1.

Définition 0.11. La série indicatrice des cycles d’une espéce F' est la série

formelle (& une infinité de variables xy, x9, X3, - )
1 . 01 .02 03
Zp(x1, T2, T3,+++) = Z; ( Z fizFlola'a3?2g® - - ) - (5)

Ou &,, désigne le groupe des permutations de [n] ( c’est-a-dire &, = &)
et fixFo] = (Flo]); est le nombre de F-structures sur [n| laissées fixes par
Flo], c’est-a-dire le nombre de F-structures sur [n| dont o est un automor-
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phisme.

La notion de série indicatrice Zp constitue une généralisation simultanée
des séries F'(x) et F(x). En effet, on a le théoréme fondamental suivant :

Théoréme 0.1. Pour toute espéce de structures F, on a :
1) F(z) = Zp(x,0,0,...),
2) F(x) = Zp(z, 22, 2%, ...).

Preuve : Pour établir 1), on procéde comme suit : en substituant z; = «
et x; = 0, pour tout i > 2, dans la formule 5, on obtient

ZF(xv 0, 0"") :Z%(ZfixF[a]xmowoas..‘>.

nZO O'EGn

Or pour chaque valeur fixée de n > 0, 71072073 --- = 0, sauf si o1 = n
et 0; = 0 pour ¢ > 2. En d’autres termes, seules les permutations identités,
o = Id,, sont susceptibles de contribuer & la somme. Ainsi,

1
Zp(x, 0, 0,---) = Zﬁfz'xF[Idn]x”

n>0
1
_ il n
n>0

= F(z).

Puisque toutes les F-structures sont laissées fixes par transport le long de
I'identité.

L’égalité 2) est fondée sur le lemme de Cauchy-Frobenius (alias Burnside).
En effet, on a :

Zp(x, 2%, 2%,..) = Z Z fimF[a}a:"lx%ng“?’...)

1
>Oa< €6
= Z% ( Z fixF[a}:v")
= S IF) ~ o
= F’_(x)
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Remarque 0.7. En examinant les figures 10 et 11, on se convainc facilement
que le type cyclique de Inv[o] est indépendant de la nature des points de U et
ne dépend que du type de o. Il s’agit la d’un phénomene tout a fait général.
En effet, pour toute espéce F et toute permutation o de U, le type cyclique
((Flo])1, (Flo])2, --+) de Flo]| ne dépend que du type cyclique (o1, o, -+ )
de 0. En particulier, le nombre de points fizes de la permutation F[o] donnée
par

fixFlo] = |FizF[o]| = (Flo])1

ne dépend que des mombres o1, og9,---. Ainsi, dans la définition de sé-
rie indicatrice 5, les permutations ayant le méme type cyclique (oy, o9, )
contribuent au méme mondme en les variables xq, xo, x3,---. Pour éliminer
cette redondance, il est possible de regrouper les mondmes de la série indi-
catrice qui correspondent a chacun de ces types. On sait que le nombre de
permutations o de n éléments, de type (nq, na, ns,---) est donné par

n!
171nq12"2n513"3ng!-- *

On obtient alors, apreés simplification des n! | la variante suivante pour la
définition de la série indicatrice d’une espéce F' quelconque :

xtrytay® -

ZF(I'l,.TQ, :L‘37"') = E fZ.ZCF[TLl, na, N3, ]
ni1+2ng9+3nz+---<oco

(6)
Ou Flny, ng, ng, ---| désigne le nombre de F-structures sur un ensemble de
n = E in; éléments qui sont fizées sous l’action d’une permutation (donnée

n>1

quelconque) de type (ny, na, ng, - ). Pour simplifier la présentation, intro-
duisons la notation vectorielle n = (ny, ng, ng,---) et t=(x1, xa, T3, ), on
écrit alors aut(n) pour le dénominateur de la fraction

n!
1y 1272n,13n3ng! - - '
Et o™ pour x*zy?xy®---. Avec ces conventions, la formule 6 prend la
forme
Zp(z) = 1wk n|—-—.

ni1+2n2+3ng+--<oo
1l est aussi utile d’introduire l’écriture simplifiée Coeff,, pour le coefficient

de #T(Ln) de l’égalité précédente, ce qui donne

fixFn] = Coef fn,Zr = aut(n)[z"| Zp(x1, T2, x3,-").
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3.5. Opérations de bases sur les espéces de structures

Nous allons voir diverses opérations permettant de combiner entre elles
des espéces de structures pour en produire d’autres, en général plus com-
plexes. Il en résultera une algebre combinatoire permettant d’engendrer et
d’analyser une multitude d’espéces et de calculer les séries (génératrices et
indicatrices) qui leur sont associées. Ces opérations entre espéces constituent
un relévement combinatoire des opérations usuelles d’addition (+), de mul-
tiplication (.), de substitution (o), de dérivation (’)et le pointage (e) sur les
séries génératrices de type exponentiel. Plagons-nous donc d’abord dans le
contexte purement algébrique des séries formelles en une variable x.

3.5.1. La somme d’espéces de structures

A titre d’exemple, considérons 'espéce G¢ des graphes simples connexes
et I'espéce G des graphes simples disconnexes (c’est-a-dire vides ou ayant
au moins deux composantes connexes). Comme tout graphe est soit connexe,
soit disconnexe, on a évidemment 1’égalité suivante pour tout ensemble fini

U :

U] = g[U] lH) G[U].

Ou G désigne I'espéce de tous les graphes simples et |+ indique la réunion
disjointe. On dit alors que G est la somme des espéces G¢ et G¢ et on écrit :

G=g°+g".
Cet exemple sert de prototype pour la définition générale de somme d’es-
peces.

Définition 0.12. Soit F' et G, deux espéces de structures. L’espéce F + G,
appelée la somme de F' et G, est définie comme suit : une (F + G)-structure
sur U est une F-structure sur U ou (exclusif) une G-structure sur U.

En d’autres termes, pour tout ensemble fini U, on a :
(F+ G)[U] = FIUJWYG[U] (réunion disjointe ensembliste).

Le transport le long d’une bijection o : U — V s’effectue en posant, pour
toute (F' + G)-structure s sur U.

_ [ Flol(s), se F[U];
(F+G)[U]<5){ Glo](s), s e G[U].
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FIGURE 12 — Somme de deux espéces F et G

De fagon imagée, une (F'+ G)-structure quelconque peut étre représentée par
la figure 12 suivante.

L’opération d’addition est associative et commutative, & isomorphisme
prés. De plus, l'espéce vide 0 (n’ayant aucune structure : 0[U] = () est
évidemment 1’élément neutre par ’addition :

F+0=0+F=F
pour tout espéce F.

Exemple 0.7. — Soit Epgir (Tesp-Eimyp), Uespéce des ensembles contenant
un nombre pair (resp. impair) d’éléments. Alors € = Epgir + Eimp €l
la proposition 0.1 suivante prend la forme E(x) = expx or expx =
cosh x 4 sinh x
Donc Eppir(z) = coshx et E;pp(r) = sinh .

— Lespece £ des ensembles non vides est définie par
Et=E—1.

Proposition 0.1. Soit F' et G, deux espéces de structures, alors les séries
associées a l'espece F'+ G, satisfont aux égalités.

1. (F+G)(z)=F(z)+G(x),

2. (F+G)(z) = F(z) + G(x),

3. Zprqg =24+ Zg.
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Preuve : Soit F' et G, deux espéces de structures, les séries de types
exponentiel sont

= §fnm et G(z) = %gnm.

D'ou (F + G)(z) = F(z) + G(z)
Le point 2) se fait de la méme fagon que 1).
Quant a 3), Nous savons que

n

Zp(w1, T2, T3, ) = Z fizF[n] -

n14+2ns+3n3z+--<oo aut(n)

pour une espéce F' donnée. Montrons que Zp, ¢ = Zr + Zg.
On a

n

Zria(x1, X, x3,...) = Z fiz(F + G)[n] ’

aut(n)
n1+2nz+3ng+---<oo

Montrer que Zp g = Zp + Zg revient a identifier le coefficient de Zp, o a
celui de Zp+ Zg de leur série génératrice respective, c’est-a-dire montrer que

fix(F + G)[n] = fizF[n] + fizG[n] car |U| = n.

O}n sait que fixF[n] = |FixF[n]|, ainsion a: FizF[n] = {s € F[n] | Flo](s) =
Fiz(F+G)n]={se (F+G)n] | (F+G)o|(s) =s}

= {s e Fn] [ G] | (F+G)lo](s) = s}

Or! (F+ G)[a](s){ ZEEES :i i E g%

Fiz(F + G)[n] = {s € F[n] | Flo](s) = s}|H{s € GIn] | Glo](s) = s}
= FixzFn| L—IijG n]

= fiz(F + G)[n] = fizF[n| + fizG[n] car les ensembles FizF[n] et
FixG[n] sont disjoints. D’ou le résultat. m
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3.5.2. Le produit d’espéces de structures

Examinons la permutation décrite par la figure 13 suivante. Il s’y dégage
deux structures disjoints :
1. Un ensemble de points fixes (ceux ayant une boucle) ;

2. Un dérangement sur les éléments restants (c’est-a-dire la permutation
sans point fixe formée par les cycles non triviaux).

o

FIGURE 13 — Prototype d’un produit

e o>
o o>

Cette figure illustre cette dichotomie. Une décomposition analogue a évi-
demment lieu pour toute permutation. Nous dirons que 'espéce S des per-
mutations est le produit de I'espéce £ des ensembles par 'espéce Der des
dérangements et nous écrirons

S =& - Der.

Il s’agit d’un exemple typique de produit d’espéces de structures. Cette
opération de multiplication est définie dans le cas général, de la fagon sui-
vante :

Définition 0.13. Soit F' et G deux espéces de structures. L’espéce F -G (on
écrit aussi FG ), appelée le produit de F et de G, est définie comme suit :
une (F - G)-structure sur U est un couple s = (f, g) ou

1. f est une F-structure sur une partie Uy C U,

2. g est une G-structure sur une partie Uy C U,
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3. (Uy, Us) est une décomposition de U, ie Uy |H Uy = U.

En d’autres termes, pour tout ensemble fini U,

(F-G)U] = Z F[U1] x G[Us].

(U1,U2)

La somme disjointe étant étendue a tous les couples (Uy, Uy) formant une
décomposition de U.

Le transport le long d’une bijection o : U — V s’effectue en posant, pour
toute (F - G)-structure s = (f, g) sur U, (F'-G)[o](s) = (F|o1](f), Glo2](9)),
ou o; est la restriction de o & U;, i = 1, 2.

De fagon plus informelle, une (F' - G)-structure est un couple ordonné formé
d’une F-structure et d’une G-structure disjointe. Une (F' - G)-structure gé-
nérale peut étre représentée par l'une des deux figures 14 ou 15 suivantes.

-
-
Il
1

®
-

FIGURE 14 — Produit de deux espéces de structures
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FIGURE 15 — Produit de deux espéces de structures

La multiplication d’espéce est associative et commutative a isomorphisme
prés, méme si F' - G et G - F ne sont pas identiques en général. Des is-
morphismes (cohérents) permettent d’établir facilement ces propriétés. La
multiplication admet ’espéce 1 comme élément neutre, et I’espeéce 0 comme
élément absorbant, ie

1-F=F-1=FetF-0=0-F=0.
De plus la multiplication est distributive sur I'addition.

Proposition 0.2. Soit F' et G deux espéces de structures. Alors les séries
associées a l'espece F' - G satisfont aux égalités

1. (F.G)(z) = F(z)G(x)

3- ZF.G(xla T, .ZU37"') :ZF(xh T, $37"')ZG($17 T, LU3,"')

Preuve : 1. si I'on note

" "
F(z) = Zanm et G(z) = anﬁ

n>0 n>0
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alors

n
n
Ouc, = Z( >akbnk conformément au calcul du produit de deux séries.

k
k=0

La preuve du point 2. se fait de la méme fagon que celui de 1.
Quant a 3. a savoir de prouver 1’égalité

ZFAG(.Tl, Ta, ilfg,"') :ZF<I'1, T2, x37"'>ZG($17 T2, xd?)

Nous savons que

n

Zp.c(t1, B9y T3, ) = Y (PG auﬁ o
fixF - Gn] = |FizF - G[nl]|. Or FizF - Gn| = {s € F-G[U] | |U| =
n, F-Glo|(s) =s}={se Z FlU,]| x G[Us] | (F - G)o](s) = s}, car

Ui1+Ux=U
une structure d’espéce F - G sur U est une paire (s, t) telle que s € F[U;],

te G[UQ], U=U,+U,.
Ainsi

Fiz(F - G)[n] ={(s,t) € FIU1| x G[Us] | U =U, + U, | F - Glo](s) = s}

i vemaanv-ven {55 2

= |Fiz(F - G)[n]| = Z fixF[6] - fixG[Y] ou |Uy| = 0 et |Us| =0
0+d=n
U étant une réunion disjointe de deux ensembles, il va de soi que aut(n) =

aut(9) - aut () ; et

n

Zrp.c(T1, To, X3, ) = Z fiz(F - G)[n] -

aut(n)
n1+2nz2+3ng+---<oo

- Z ( Z fizF[6] - fixG[0 ]W)

ni1+2ns+3nsz+---<oco \o+9=n
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Sin=(ngy,ng, )= n=(0+9,0+v,---) alors

(61+91)+2(62+92)+-<oo

Zpa(ry, Lo, T3,-) = ) (fmF[(s] iG] aut(éx) ~+aut(19)>

:L“S . Xz
:< > fixF[é]aut<5)>< > fw:G[ﬁ]aut( 5

§14+282++<00 1 +205+ <00

:ZF(xly Ta, x3a"')'ZG(aj17 T2, '7;37'”)

D’ou le résultat 3. m

Remarque 0.8. Nous savons par ailleurs que S = & - Der ainsi S(z) =
E(z) - Der(x) = 1= = exp(x)Der(x).

exp(—x)

Der(x) = .
—x

Donc
dy = Z(n)< 1 (n — k)l
" k
k=0
= n!
= “D*(n — k)
s S IKUR
k=0
11 1 (—1)
=Gty )
La formule classique d,, = nl(g; — 5 + 5 — -+ + %) est due a Dobinski

donnant le nombre de dérangements sur un ensemble a n éléments.

Les nombres fixDer[ny, ng,---], sont les coefficients de la série indicatrice
Zper. Comme on le voit, la simple égalité combinatoire S = £ - Der contient
une foule d’informations structurelles qui vont bien au dela du simple dé-
nombrement des structures proprement dites.
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I1 est intéressant de remarquer que 'espece '+ F' + - -- + F que nous avons

~
n fois

dénotée nF' est aussi le produit de ’espéce n par 'espéce F', c¢’est-a-dire

nF=n-F.
Ceci justifie, une fois de plus, ’abus de notation qui consiste & identifier 1’es-

péce n et lentier n.

Soit P, I'espéce des parties d’ensembles. On a 1’égalité combinatoire
P=E-€&,

a partir de laquelle on trouve, par passage aux séries, les égalités

P(x) =expz-expx = exp(2z), P(x) = ﬁ

Pour la série indicatrice Zp, on obtient immédiatement

2
Zp(x1, Ty T3, -+ ) = (exp(a;1+%+$?3_|_...)) )

D’otu 'on tire I'expression
fil'p[nl, n27 . ] — 2n1+n2+...

que l'on peut d’ailleurs obtenir par une argumentation combinatoire plus
directe.
L’espece P des parties de cardinal k& d’ensembles quelconques satisfait a
I’égalité

Pr=E-E

ou & est 'espéce des ensembles de cardinal k£. Un simple passage aux séries
associées fournit alors les égalités

1. Pi(x) = expx’”k—lj ;

k

2. Pr(z) = =
q:n
— x x
3. ZPk(x17$2>x37 )_exp(x1+?2+?3+) Z aut(n)
ni+ng+ng+--=k
oun = (ny, ng, n3, ) et x = (xq, ro, T3, ).
L’égalité Pr(x) = exp 939]2—17 correspond & linterpolation combinatoire bien

connue des coefficients du binome.
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Pl = (7).

Comme étant le nombre de parties a k éléments d’un ensemble a n éléments.
De plus, la formule explicite pour les nombres fiz p,[n1, ng,-- -] constitue
une généralisation de la notion de coefficient binomial. Bien entendu, on a
aussi 1’égalité combinatoire

Y P=P=¢

k>0
qui par passage aux séries génératrices, donne 'identité bien connue
>(p) ="
k
k>0

L’associativité de la multiplication des espéces de structures permet d’étendre

cette opération a toute famille finie F; d’espéces, i =1, 2--- , k, en définissant
le produit Fy - Fy - --- - F}, par
(Fy-Fy- -+ - F)[U] = > Fy[U1] x Fy[Us] X - - - Fy[Ug).

UL WUz W U, =U

Ou la somme (disjointe) est étendue a toutes les familles (U;);<;<x de parties
de U deux a deux disjointes, pour la réunion est U. Les transports le long
d’une bijection ¢ : U — V sont définis composante & composante de la
fagon suivante : pour s; € F;[U;], i =1, --- |k, on pose

(F1-Fye - By)lo]((si)i<i<k) = (Filoi](si))1<i<k-

Ou 0; = o), est la restriction de o a U;. On peut aussi définir le produit
HE pour la famille infinie d’espéces (F;);c; pourvu que cette derniére soit
iel

multipliable.

3.5.3. Substitution d’espéces de structures

Considérons une endofonction ¢ sur un ensemble U, comme la figure 16
suivante décrite par son graphe sagittal. On y distingue deux sortes de points
(éléments de U) :

1. Les points récurrents, c’est-a-dire les x € U pour lesquels il existe
k > 0 tel que ¢*(x) = x; ce sont les points situés sur les cycles.
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2. Les points non récurrents, c’est-a-dire les x € U pour lesquels ¢* () #
T

a) b)

FIGURE 16 — Représentation typique d’'une endofonction End

La figure 16 montre comment ’endofonction ¢ peut étre naturellement iden-
tifiée & une permutation d’arborescences disjointes. La naturalité provient du
fait que nous n’avons pas eu a faire appel a la nature des points sous-jacents
pour passer de la figure 16a) a la figure 16b). On peut évidemment effectuer
une telle analyse & partir de n’importe quelle endofonction. On peut donc
dire que toute End-structure s’identifie naturellement & une S-structure pla-
cée sur un ensemble de A-structures disjointes, ou rappelons-le, End désigne
I’espéce des endofonctions; S, 'espéce des permutations et A I'espéce des
arborescences. De fagon plus concise, nous dirons que toute End-structure
est une S-assemblée de A-structures.

Cette situation est résumée par I’équation combinatoire

End=8SoA ou encore End=S(A).

Cette simple égalité exprime le fait que toute endofonction est essentiellement
une permutation d’arborescences (disjointes). Il s’agit d’un exemple typique
de substitution d’une espéce dans une autre.

Voici la définition générale de cette opération de substitution, également
appelée la composition (partitionnelle) d’espéces.
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Définition 0.14. Soit F' et G, deux espéces de structures telles que G[()] = ()
( c’est-a-dire il n’y a aucune G-structure sur ’ensemble vide) de G dans F,
est définie comme suit : une (F o G)-structure sur U est un couple s = (p, 7)
ot
1. ¢ est une F'-structure sur ’ensemble des classes d’une partition arbi-
traire ™ de U,

2. v = (Vp)per 0U, pour chaque classe p de m, vy, est une G-structure sur
p.

En d’autres termes, pour tout ensemble fini U, on a

(Foa)Ul= Y Flx x [l

7 partition de U pET

La somme (disjointe) étant prise sur I’ensemble des partitions = de U,
c’est-a-dire m € Par[U].
Le transport le long d’une bijection o : U — V s’effectue en posant, pour
toute (F' o G)-structure s = (¢, (7))per sur U,

(F'o G)[o](s) = (#, (Vp)pex)-
Ou

— 7 est la partition de V' obtenue par transport de 7 le long de o ;

— pour chaque p = o(p) € 7, la structure 7, est obtenue de la structure
7p par G-transport le long de o;

— la structure ¢ est obtenue de la structure ¢ par F-transport le long
de la bijection & induite sur 7 par o.

De fagon plus imagée, une (F' o G)-structure est une F-assemblée de G-
structures disjointes. Les figures 17 et 18 illustrent graphiquement ce concept.
C’est une démonstration que F'o G ainsi définie est bien une espéce de struc-
tures ( ie que les transports satisfont bien aux propriétés de fonctorialités).
Dans le cas ou l'espéce F' est 'espéce des ensembles, on dit d'une (€ o G)-
structure que c’est une assemblée de G-structures.
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FIGURE 17 — Représentation de deux espéces substituées F' et G par des
points

F

FIGURE 18 — Représentation de deux espéces substituées F' et G

Le passage de F' o G aux séries génératrices et indicatrices est beaucoup
plus délicat & analyser que dans le cas de la somme et du produit d’espéces.
En effet, bien que la formule (F o G)(z) = F(G(z)) soit valable, on a, en
général, le dénombrement des types

(FoG)(x) # F(G(x)).

C’est le cas de la série des types de I'espéces des permutations qui n’est pas
obtenue comme composé de la série des types de I'espéce des ensembles avec
celle des cycles (c’est-a-dire S(z) # E(C(z))) et donc 'opération de substi-
tution n’est pas compatible avec le passage a la série des types.

C’est 1a une des raisons pour lesquelles il est nécessaire d’introduire les séries
indicatrices comme le montre le résultat suivant, en guise de théoréme.
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Théoréme 0.2. Soit ' et G, deux espéces de structures et supposons que
G[0] = 0. Alors les séries associées a l'espéce F o G satisfont auz égalités

1. (FoG)(z) = F(G(x)),

—_—

2. (FoG)(x) = Zr(G(x), G(2?), G(a?),- ),
3- ZFOG<$17 Lo, T3, ) - ZF(ZG(Q?]_, Lo, T3y ')7ZG(x17 T, T3, )7 te

La série indicatrice donnée par la derniére formule est appelée la substi-
tution pléthystique de Zg dans Zp et est notée Zp o Zg (ou encore Zr(Zg)).
Preuve : La série ordinaire donnée par la premiére formule est esquissé de
la maniére suivante

Notons F'(x Zan et G(z Zb n' (FoG)( ch

n>0 n>0 n>0

L’égalité (F o G)(x) = F(G(x)) est équivalente a 1'égalité

n!

0<k<n; ni+--+np=n; n1, - np=>1

Le nombre de choix d’une partition de U en k parties {Uy, - -+, Ui} de taille
respective nq, -+ -, ny est k,n,"—'nk, (n = |U]). Le produit agb,, - --b,, est le
nombre de choix de la G-structure et des F-structures définissant une F o G-
structure sur I’ensemble U. D’ou le résultat 1.

Par le théoreme de spécialisation des variables 0.1

F(G)(z) = Zp@) (w1, 22, ), . = Zr((Za(', 2%, ), (Za(a', 2°, )2, -+
par anticipation a la substitution pléthystique. Or

(ZG<*T17 '7’27 o ))n = ZG<xn7 x2n’ o )

Donc ) . )
D’ou 2.
Plusieurs approches sont possibles [25, 7, 28], nous conseillons au lecteur

intéressé une version pondérée de la démonstration exposée par V. Strehl
dans son cours de combinatoire |26, 27|. Celui-ci présente un raffinement de
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I'analyse faite par A.Joyal dans son article d’introduction a la théorie [7],
raffinement qui permet d’éviter le recours a un principe de prolongement des
identités algébriques qui n’est pas clairement établi.

Nous n’allons donc pas faire une preuve de 3., mais plutdt souligner les
grandes lignes. -
A T’évidence, la compréhension de 3. passe par une étude détaillée de F(G)-

structures. Rappelons qu'une F(G)-structure sur un ensemble fini U est un
couple (h, o) € F(G)[U] x &y qui satisfait o - h = h. De fagon plus explicite,

h = <U/ =, 5, (lC)CEU/> .

= est une relation d’équivalence sur U,
s € F[U/ =],
lc € G[C]

Et la condition o - h = h signifie que

1. 0 et = sont compatibles, donc ¢ est un automorphisme de =,

2. ¢ induit une permutation o/ = de U/ = qui satisfait o/ = -s
donc (s, o/ =) € F|U/ =],

I
@

3. chaque classe C' € U/ = est muni d’une permutation oo € &¢, défi-
nie par o¢(a) = o*(a), ou k = min{j > 1| 0/(a) € C}, qui satisfait
oc - le =l¢, donc (lc, 00) € G[O],

4. pour chaque C' € U/ = le transport de structure le long de o donne
G[U](ZC7 UC’) = <l007 UUC)

4. Conclusion

Rendu au terme de ce travail ot il était question d’apporter des éclaircisse-
ments sur la notion classique qu’est une espéce de structures, notamment sur
la symétrie de celles-ci et aussi des différentes séries associées a ces espéces.
Il en résulte que le calcul des séries génératrices exponentielles, ordinaires et
des séries indicatrices de cycles dont il est question dans ce mémoire requiert
au préalable des connaissances bien entretenues sur le théoréme de spécialisa-
tion des variables 0.1, sur I’énumération des types des espéces de structures,
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sur les opérations de bases liées a ces espéces, sur la notion d’isomorphisme
entre espéces car elle est compatible par passage aux séries génératrices, et
surtout sur la notion de transport de structures dans une espéce. Par ailleurs,
le calcul des séries nous a permis de mieux comprendre ce qui était sous le
pan de voile levé par André Joyal dans |7, 13] (voir aussi [14, 15, 16]) sur la
commutativité des espéces de structures.

Maintenant que ces trois sortes de séries ont été comprises, qu’adviendra t-
il de notre travail 7 Il serait, en guise d’attentes, souhaitable de passer par
exemple a l'etude d’autres séries a l'instar de la série de types d’asymétrie
F, et de la série indicatrice d’asymétrie I'y d’une espéce F, en fait parler des
séries asymétriques [18, 19| (voir aussi [20, 21, 22]).
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