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Résumé

La principale contribution de ce document est la généralisation de la solution en série classique,
pour des problémes de valeurs limites de 1'équation de réaction-diffusion unidimensionnelle,
sur tout intervalle fini. La forme générale de I'équation est considérée sur un intervalle borné
générique et est soumise de maniere unifiée aux trois conditions aux limites classiques, a savoir
les conditions de Neumann, de Dirichlet et de Robin. La méthode de décomposition de Fourier
via la théorie de Sturm-Liouville est appliquée a I'équation homogene résultante avec des
conditions aux limites nulles. Ensuite, la solution de 1'équation non homogeéne avec conditions
aux limites homogeénes est déduite en utilisant le principe de Duhamel. La solution du probléme
général est obtenue comme une série convergente sur l'intervalle considéré avec la construction
d’une fonction auxiliaire satisfaisant aux conditions aux limites non homogenes. Grace a la
transformation de Hopf-Cole, la méthode décrite a permis la généralisation de la solution
exacte de I’équation de Burgers sur des intervalles génériques.

Mots clés: Transfert de chaleur, Principe de Duhamel, Théorie de Sturm-Liouville, Méthode
de décomposition de Fourier, Equation de Burgers.

Abstract

This paper makes a contribution by generalizing the classical series solution for initial
boundary value problems of the one-dimensional reaction-diffusion equation on any finite
interval of the real line. The general form of the equation is considered on a generic bounded
interval and is subjected in the unified way to the three classical boundary conditions, namely
the Neumann, Dirichlet, and Robin boundary conditions. The Fourier decomposition method,
is used to derive the solution of the resulting homogeneous equation with zero boundary
conditions. Subsequently, the solution of the nonhomogeneous equation with homogeneous
boundary conditions is obtained using the Duhamel's principle. Finally, the solution of the
general problem is obtained as a convergent series over the considered interval, with the
construction of an auxiliary. The Hopf-Cole transformation has facilitated the generalization
of the exact solution of the Burger’s equation to generic intervals, as demonstrated by the
described method.

Keywords: Heat transfer, Duhamel principle, Sturm-Liouville theory, Fourier decomposition
method, Burgers equation.



1 Introduction

L’équation différentielle linéaire parabolique

gu(x, H=a’

0
EY e u(x,t)+77§u(x,t)—bu(x,t)+f(x,t), (1)

est connue comme I’équation unidimensionnelle de propagation de chaleur. La fonction
1 (x, 1) est la distribution de température a déterminer. Le coefficient @ > O est li¢ 4 la
diffusivité constante du transfert de masse ou de chaleur. Les cinq termes dans 1’équation
précédente représentent respectivement, le terme transitoire, de diffusion, de convection, de
réaction et le terme source. Le coefficient constant 77 désigne la vitesse de la substance

diffusante participant au mouvement de la mati¢re dans le cas ou une telle possibilité est

considérée. Dans le cas d’une possibilit¢ d’échange de chaleur ou de matiére avec

Penvironnement extérieur, H est le coefficient de désintégration (b < O) ou de

multiplication (b > O) . L’équation (1) étant a coefficients constants, elle se réduit a 1’aide

d’un changement approprié de variable en une équation de réaction-diffusion c’est-a-dire sans

le terme de convection (voir [1]). Ainsi, I’équation (1) devient :

o 2 _O_ _
Eu(x, t)=a e u(x,t) —bu(x,t)+ f(x,t). (2)

Tres souvent cette équation est considérée sur les intervalles de type [O,Z ] donnant ainsi un

probléme parabolique de valeurs aux initiales et limites. Le probléme de 1’équation de réaction-
diffusion présente plusieurs applications en ingénierie. Dans ces multiples applications,
quelques-unes sont, la modélisation des ions calcium et certaines protéines a l'intérieur d'une
¢pine dendritique en mouvement [2, 3], l'échauffement et 1'évaporation transitoires des
gouttelettes [4, 5], diffusion de la chaleur dans des multicouches [6], etc. Pour obtenir la
solution du probléme de transfert de chaleur dans un domaine fini ou infini, plusieurs méthodes

ont été utilisées. Parmi ces méthodes, on peut citer, la méthode de décomposition Adomian



telle que développée dans [7] et [8], la méthode de perturbation homotopique (voir [9], [10]),
la méthode d’itération variationnelle comme dans [11] et [12], etc. La principale méthode
utilisée est la méthode de séparation de variable et la solution en série obtenue est facilement
applicable aux problémes de Stefan a un seul bord mobile. Mais pour rendre applicable cette

solution aux problémes de Stefan unidimensionnel aux deux bords mobiles, il est plus

commode de considérer I’équation (2) sur un intervalle générique de la forme [ll,lz] avec

I, <, . Pour traiter le probléme de maniére générale, I’équation (2) est associée a la condition
initiale :
u(x,0) =uy(x) 3)

et aux conditions aux limites écrites de maniére unifiée :
2 2
pu . 0)+oull,t)=g/ @), o + £ =0, 4)

2 2

Lou (L,0)+a,ull,,t)=g,(t), o, + [, #0. (5)
Le but du présent travail est d’obtenir une solution facilement applicable aux problémes
unidimensionnels aux deux limites mobiles. Le probléme (2)-(5) est considéré et la méthode

de séparation de variables est appliquée pour obtenir une solution en série généralisée de
Fourier sur tout intervalle fini de la forme [ll ,lz] . Dans la section 2, la solution du probleme

homogene est obtenue. La section 3 est consacrée a I’équation non homogeéne avec les
conditions limites homogenes et la solution est déduite par le principe de superposition.
Ensuite, le probleme (2)-(5) est considéré dans son intégralité et la solution finale est obtenue
par utilisation d’une fonction auxiliaire. Dans la section 4, la méthode décrite est appliquée
pour la résolution de I’équation de Burgers avec conditions de Dirichlet aux limites fixées. La

conclusion résume les résultats obtenus et donne des perspectives futures.



2 L’équation homogene

Considérons I'équation linéaire parabolique unidimensionnelle:

u(x,t)+bu(x,t)=0,1, <x<l[l,, 0<t<T (6

o 2
—u(x,t)—a
ot ( ) Oox?

avec la condition initiale (3) et les conditions aux limites mixtes homogeénes :

L (1, t)+au(l,t)=0, a’+ B> =0, 7)

Lou (L,,t)+a,u(l,,t) =0, a,’ + B2 =0. (8)
L’¢équation (6) avec les conditions (3), (7) et (8) est un probléme de réaction-diffusion
homogene avec conditions aux limites mixtes homogenes.
D’aprés la méthode de séparation de wvariables, supposons que la solution de
I’équation (6) peut étre obtenue comme produit de deux fonctions de différentes variables
X etl . Cest-a-dire :

u(x,t)=Xx)7T ) , 9)
La substitution de celle-ci dans (6) conduit a :

T'()+bT(t) X"(x)
aQT@)  X(x)

—<, (10)

avec & une constante.

Autrement, nous avons les deux équations différentielles ordinaires :
T' @)+ (Ea’>+b)T (1) =0, (11)
X"(x)+&EX(x)=0. (12)
Pour avoir les valeurs propres appropriées &, considérons I’équation (12) et les conditions

aux limites homogeénes (7) et (8) imposées a ¢ (X, 7). Nous obtenons ainsi aux bornes ll et

/ 5 » le systéme d’équations suivant :



LX'U)+o X()=0
Lo X'(L)+a,X(l,)=0. (13)

L’¢équation (12) associée aux conditions (13) est un probléme de Sturm-Liouville pour

la valeur propre & et de fonction propre correspondante <X (x). D’apres la théorie de Sturm-

Liouville (voir [1] et [13]), il existe donc une infinité de réels non-négatifs et discrets formant
le spectre de valeurs propres fn correspondant & 1’ensemble des fonctions propres
{ X, (0.
En effet, les solutions de 1’équation (12) sont sous la forme,

X (x)=C, cos \/Ex + C, sin \/Ex. (14)
En appliquant celle-ci aux conditions (13), on obtient le systeme d’équations d’inconnues
C, et C, suivant,

C [al Ccos \/Ell —ﬂl\/gsin \/EZIJ+ C, [,Bl\/gcos \/Ell +a, sin\/gll] =0
C [az cos \/Elz —ﬂz\/gsin \/512]4‘ C, [ﬂz\/gcos \/EIQ +a, sin \/Elz] =0

Le systeme (15) admet une solution non triviale si et seulement si son déterminant est

(15)

nul. Dans ce cas, apres calculs et transformations, nous obtenons :

(B> — Bia)NE cosJEWU, — 1) + (B +aya,)sin JE(U, —1)=0 |

(16) autrement,

(B, —a, )L, — 1)1 a7
B L+ (U —L) ae,

tan i« =

ou ,Ll=\/g(12 —ll)etfz(%)z.



L'équation (17) admet un nombre infini de solutions £¢, et génére donc un nombre infini de

valeurs propres réelles &, . Ces valeurs propres sont calculées comme suit :

£ =G (18)

En utilisant les transformations trigonométriques, la premicre équation du systéme (15) se met

sous la forme,
NBZE, +a cos((E, L +6,)C +4 B2, + e sin({&, [, +6,)C, =0, (19)

2
avec tan ™! (2a— an) =6, , et O, est unique lorsqu'il est pris dans l’intewalle[_ﬁjﬁ} :
22

@,

En posant A=./B°E, +a, cos(\E, L +6,) et B=\pB>E +a, sin(y\/E, 1 +6,)

I’équation (19) prend la forme :

AC1+BC2:0C>Q:—g:C,
B A

avec C une constante.

On déduit les coefficients ¢, et ¢, comme suit: C, = BC etC, = —4C, . En substituant les

constantes C,, ¢, dans I'équation (14), on obtient les fonctions propres x, correspondant aux
valeurs propres &, comme suit :

X, (x) = C| BBJE, cos[&,x— Aa,sin J&,x |. (20)

Considérons maintenant 1’équation ordinaire du premier ordre (11) pour & = &. La solution

—(a? b
s’obtient sous la forme 7., () = C e (a0 4 famille des solutions satisfaisant
1'équation (6) et les conditions aux limites (7)-(8) peut donc étre écrite comme suit :
u,(x,0) = X, ()T, (1) = C,e” ™" X (x). 21)

D’apres le principe de superposition, la somme :



u(x,r) = Z w, (x,t) = Z Cne_(“zf" X (x) (22)
n=1 n=1

est la solution de 1’équation homogene (6) avec les conditions aux limites homogenes (7)-(8).

Les coefficients C, sont obtenus en utilisant la condition initiale (3). En effet, d’apreés la

théorie de Sturm-Liouville, les fonctions propres {.X, (x),k =1} forment une famille

orthogonale complete sur l'intervalle [Zl,lz] et le développement en série de la fonction

@(x) estdelaforme :
U(x,0) = p(x) = 3 C, X, (%), 23)

En raison de la condition d’orthogonalité, les coefficients C s’obtiennent en multipliant la

relation (23) par X, (x) eten intégrant de /,a /, sous la forme suivante :

1 b
C, = X jll P(X) X, (x)dx, (25)

I
ou || X, ||I’= L X, (x)*dx, de telle sorte que chaque élément X, (x) de la base

orthogonale soit normalisé a I'unité.
3 Equation non homogéne

Considérons dans cette section la forme générale (2) de 1’équation non homogene :

ﬁu(x, H—a’

or e u(x,t)+bu(x,t) = f(x,t),

avec la condition (3) et les conditions aux limites homogenes (7), (8). Décomposons la fonction

u(x, ) en somme de deux fonctions :

u(x,t) =u,(x,t)+u,(x,17), (26)

ou u, (x,t) satisfait I’équation homogéne (6) avec la condition initiale (3) et les conditions



aux limites (7)-(8). La fonction £, (x, ) satisfait a I’équation non homogéne (2) avec les

conditions aux limites homogeénes (7)-(8) et condition initiale nulle, ¢’est-a-dire :
u,(x,0)=0. (27)

La méthode pour obtenir 2z, (x,z) a été déja discutée dans la section précédente.

Cherchons U p sous la forme :

w,(x,0)=>_ X, (x)7T,(2) (28)
n=1
En introduisant la  formule (28) dans [I’équation (2), nous obtenons :
DT+ (@&, + DT, @) |X,(x) = f(x,1). (29)
n=1

D’apres la propriété de complétude des fonctions propres X, , la fonction f'(x,#) peut étre

décomposée en une série de fonctions de X, dans 'intervalle (/,,7,):

JICHOED WAGEHE (30)

La propriété d’orthogonalité des fonctions X, nous permet de déduire les fonctions £,

sous la forme,

-

T

[ r.nx, (xdx. 31)

En comparant la formule (29) a (30) on obtient 1’équation différentielle ordinaire de

premier degré,
T,'@)+(@*s, +b)T, () = f,(), (32)
avec la condition initiale 7, (O) = O d’aprés la condition (27). La solution de 1’équation (32)

avec la condition initiale nulle est donnée par,

T,(t) = IO fo(r)e @EreD g (33)



—(a?&,+b)(t—7)

EnposantY (f —7) =e , on peut réécrire 7, sous la forme,

7,0 = [ f,(Y, ¢ —)dr (34)

La solution de I’équation non homogene avec les conditions aux limites nulles est sous la

forme,

wGe ) = w, (o) v, (xa0) =S [T () + C e @b ] X (x). (35)
n=1

Considérons maintenant 1’équation non homogene (2) suivante,

3u(x, t)— a’ 82 u(x,t)+bu(x,t) = f(x,t),
ot Ox

avec la condition initiale (3) et les conditions aux limites non homogenes (4) et (5) suivantes :

u(x,0) =u,(x),
pul,)+aull,t)=g1),

ﬂzu(lzat) + azu(lza ) =g, ().
Comme les conditions aux limites sont non homogenes, la méthode de séparation de variables
ne peut s’appliquer directement. De ce fait, il est nécessaire de
réduire le probléme a un autre avec les conditions aux limites nulles. Pour ce faire,
la solution du probléme est cherchée sous la forme :
u(x,t) =v(x,t)+w(x,t) (36)

ou v(x,t) est la nouvelle fonction inconnue solution de 1’équation non homogéne

v(x, 1) +bv(x,t) = f(x,0), (37)

o >
—_ ,l‘ —
o VoD mat o5

avec la condition initiale,

10



v(x,0) =1i,(x), (38)

et les conditions aux limites nulles :

ﬂlvx(llat)_'_alv(ll:t) =0, (39)
L. () +av(l 1) =0, (40)
N ” o , O
ou f(x,t) = f(x,t)——w(x,t)+a > w(x,1) —bw(x,1), et
ot Ox

Uy(x) =uy(x) —w(x,0).
La fonction w(x, ) est la fonction auxiliaire choisie de maniére a satisfaire les conditions
aux limites données, c’est-a-dire
Low (L, t)+aw(l,t) =g (), (41)
Bow, (. 1) + Wl 1) = g, (). 42)
La solution du probléme (37)-(40) est déja obtenue d’apres section précédente. Pour construire

w(x, ¢) en tenant compte des conditions vérifiées par celle-ci, il est commode de la mettre sous

la forme :
w(x,t) = F(x)g, (1) + P, (x)g,(?), (43)
ou B (x)et P (x) sont des polynémes de premier et second degré. Les coefficients des

polynomes sont choisis de maniere a satisfaire les conditions aux limites données. Deux cas

principaux peuvent étre considérés, le cas ou les coefficients ¢, et «, liés aux conditions
aux limites ne sont pas simultanément nuls (c'est-a-dire que ¢, # O oucx, = 0), et une

situation ou les deux coefficients ¢, et <, sont nuls.
Casl: &, #0oucr, 70

F, et P, sont choisis comme polynémes du premier degré :

11



R(x)=y,+6x, P(x)=y,+0,x, (44)
et la fonction auxiliaire W prend la forme :

w(x,t) = (¥, +6,x)g, (1) + (¥, + 0,x)g, (). (45)

En substituant celle-ci dans les conditions aux limites (41) et (42) , nous obtenons le systéme

46)

{ﬁl [3.8, () + 8,2, (D] + o, [(r, + 811D g (D) + (7, + 5,1 g, ()] = g,(0),
5, [é‘lgl (t)+52g2(t)]+a2 [(71 +6,L,)g,(@®)+ (7, +5212)g2(t)] = g,(?).

En faisant une identification membre a membre de chaque équation du systéme apres

regroupement des termes, nous obtenons le systéeme d’équations :

K/B151 +oy + a15111 =1
) po, +ay, +a 6, =0
B0, + ey, + a0, =0

\18252 +a,y, +a,0,l, =1

dont la résolution nous conduit a 1’obtention des expressions de },, 75, O, et O, comme

suit :
y = By + ol y, = B+ a,l
1 , /2
ﬂzal _ﬂlaz +aQ, (Zz _Zl) /Bzal _181052 +aQ, (lz _11)
—a o
S5, = 2 L0, = - (47)
ﬂzal o :Blaz +aa, (lz o 11) /82051 o ﬂlaz +aa, (Zz T l1)
De tout ce qui précéde, la fonction auxiliaire W prend la forme :
+a,l —a
ex) =[ for ol + 2 ngl(t)
ﬂzal _ﬂlaz +ala2(12 _ll) ﬂzal _161052 +ala2(lz _11)
(48)

( B+l a, }
+ + x |g,(1).
B, — o, +aa,(l,-1) po —poa,+aa,(l,-1)

La solution du probléeme (2)-(5) s’écrit dans ce cas sous forme :

12



w(x,n=3 [T (£)+ C e @ ]Xn () + w(x, ). 49)
n=1

28Cas: o, = a, =0.
Les conditions aux limites (41) et (42) deviennent dans ce cas :
w, (4, 0) = g,(t) (50)
w, (L, 1) =g,(0). (51)
Dans ce cas pour que la forme (43) de W( X, ?) soit consistante, les polynémes B et P,

doivent étre de degré supérieur a 1. Pour ce faire, nous prenons les polyndmes du second

degré pour des raisons de simplification des calculs. Soient donc

Pl(x):7/1+51x—|—ﬂ,1x2, Pl(x):7/2+52x+/12x2 (52)
et W(x,?)prend la forme,
w(x,t) = (7, + Sx+ 4x7) g, () + (1, + Syx + 1,37 ) g, (0). (53)

En introduisant cette nouvelle forme W(X, z ) de dans les conditions aux limites, nous

obtenons le systéme d’équation :

S +241 =1
S, +24,1 =0
S +24,1 =0
S, +24,1, =0,

dont la résolution nous donne

1 1

G RIS

13



En prenant /; = ¥, = 0, la fonction w(x, ) prend la forme générique suivante :

w(x,t) = ﬁ[(lzx — xz)gl (1) + (—llx + xz)g2 (t)]. (54)

La solution du probléeme (2)-(5) s’écrit dans ce dernier cas comme suit:

u(x,f) = Z[T 0+ e I, )+ [ (bx =) g0+ (hx+ )&, |- (55)

2(1,-1)
4 Application a I’équation de Burgers

Considérons 1'équation non linéaire parabolique unidimensionnelle a coefficients constants

connue sous le nom d’équation de Burgers :
u, +uu, —a’u_ =0, [ <x<l,, O<t<T, (56)
associée a la condition initiale :
u(x,0) =u,(x), (57)
et aux conditions aux limites de Dirichlet non homogenes:
u(ll,,t)=c,, o, R (58)
ull,,t)=«,, a, eR. (59)

En raison de la présence d'un terme convectif et d'un terme diffusif, 1'équation de Burgers

modélise un grand nombre de phénomeéne en physique mathématique [14], [15], [16]. La

fonction 2y (X) est donnée ainsi que les valeurs €f; et €, fixées aux deux bords. Le

coefficient @@~ est le paramétre de viscosité cinématique. Lorsque ce coefficient est nul,
1'équation (56) se réduit a une équation aux dérivées partielles non linéaire connue sous le nom

d'équation de Burgers non visqueuse. Par la transformation de Hopf-Cole (voir [17], [18]):

14



w_(x,t
u(x,t) =—-2a’ w (X 0)
w(x,t) ’
1'équation (56) est réduite a I'équation de diffusion de chaleur suivante :

2 —
w,—aw_ =0,

Les conditions initial et limites (57), (58) et (59) deviennent respectivement :

w(x,0) = @(x) =w(/,,0) exp[— 21 > iuo (x)dx} ,
a

2a*w (I, t)+aw(l,t)=0,

2a’w_(L,,t) +o,w(l,,t) =0

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

L’¢équation (61) avec les conditions (62)-(64) est un probleme de diffusion avec conditions aux

limites mixtes et homogenes. Sans perte de généralité, on peut considérer dans 1’équation (62),

w(l,,0)>0.

Conformément aux sections précédentes, la famille de solutions satisfaisant a I'équation (61)

et les conditions aux limites (63)-(64) peut s’écrire, comme suit :
w (x,0) =X, ()T, (t)=C,e "X, (x).

D’apres le principe de superposition, la solution générale est :

w(x,t)= Z w, (x,t) = z Cnef(”zé’”b)Xn (x).
n=1

n=1

Les coefficients C, sont obtenus en utilisant la condition initiale (62) :

1

L
=T PO (o

12
ou || X, ||I°’= Ll X, (x)*>dx de telle sorte que chaque élément X, (x) de la base

orthogonale soit normalisé a I'unité.

15
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Connaissant maintenant la solution du probleme (61)-(64) exprimée par la formule (66), la

solution du probléme 1’équation de Burgers sur intervalle générique [ll A ] , se déduit a

partir de la formule de transformation de Hopf-Cole (voir équation (60)) comme suit :

> Ce X, (x)
u(x,t)=-2a> 2! (68)

> Ce X (x)
n n
n=1

avec X, (x)= 2a2B\/§_n cos \/f_nx — Aa; sin \/5)@

X, '(x)=—-2a’&, Bsin \/gx — A\/aoc1 cos \/Ex ou A ,B et 5,, sont
déterminés comme a la section 2.
En guise d’exemple pratique considérons le probleéme de 1’équation (56) avec la condition
initiale suivante :
u(x,0) =sin(7x), x €(0,1), (69)

et les conditions aux limites :

u(0,1) =u(l,t)=0. (70)
La solution exacte de ce probleme, d’apres la méthode décrite précédemment, est donnée dans
[18]:

" C exp(-n*z*a’t)nsin(nzx
s 2w Coexp )nsin (nzx)
G+, .C, exp(—nzﬂzazt)cos(nﬂx) '

(71)

u (x,t) =2ra

1 1_ 1 1_
avec C, :jexp[—M]dx, et C = Iexp(—M]cos(nﬂx)dx, n=12,3,...

g 2ra’ d 2ra’
La figure 1 montre deux types de courbes. La courbe en trait plein nommée solution théorique
est la courbe de la solution exacte (71) dont les séries au numérateur et au dénominateur sont
tronquées aux cinq premiers termes. L’augmentation du nombre des termes des séries

tronquées donnent des courbes identiques. La courbe en pointillé représente la solution obtenue
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par les différences finies a partir de la procédure ‘pdepe()’ implémentée dans Matlab. La

variable de I’espace est subdivisée en pas de Ax =0.01,et celle du temps en pas de Az =0.001.

=== Solution théorique
""" Différences finies

0.6f

=== Solution théorique
""" Différences finies

0.5F

évolution de u[-]
évolution de u[-]

0.4

0.3f

0.2F

0.1F

" t:1 n

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
abscisse x[-] abscisse x[-]

(a) (b)

Figure 1: Solutions u(x, t) a différents temps pour 1’équation de Burgers: (a) a’ =1 , (b)

Pour différentes valeurs du temps ¢, les deux courbes montrent une bonne correspondance

lorsque @ =1, comme indiqué par la figure 1 (a). Mais lorsque les valeurs du paramétre de

viscosité a> deviennent plus petites, un décalage est observé comme le montre la figure 1 (b),
prouvant ainsi les limites de la méthode numérique des différences finies pour aborder ce genre

de probléme.
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5 Conclusion

Ce travail a permis de généraliser la solution en série des problémes aux valeurs limites pour
I’équation parabolique a coefficients constants a tout intervalle borné de I'axe des réels. Le
probléme est résolu dans sa forme la plus générale avec les conditions aux limites données
d'une manicre unifiée. La solution en série qui en résulte peut intervenir dans un certain nombre
d'applications en ingénierie, en particulier dans la résolution du probléme de Stephan
unidimensionnelle ayant les deux bords mobiles. L application de la méthode sur I’équation de
Burgers a permis de généraliser la solution exacte de cette équation a tout intervalle borné de
I’axe réel. Cette solution peut donc étre considérée comme une adaptation a 1'é¢tude numérique
du probléme de Stefan ou de Stefan-Burgers. La solution en série peut aussi étre élargie aux

intervalles non bornés de [’axe réel.
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