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Résumé—La conception optimale de dispositifs électriques
avec des matériaux composites magnétiques nécessite le déve-
loppement de modèles multi-échelles efficaces qui prennent en
compte les défis posés par la modélisation de ces matériaux. Ces
défis incluent la structure multi-échelles 3D, la non-linéarité des
inclusions dans la microstructure, ainsi que la présence de cou-
rants induits nécessitant des techniques de remontée de champs
adaptées. Dans ce papier, nous proposons des formulations multi-
échelles pour les composites périodiques.

I. INTRODUCTION

L’usage croissant des composites magnétiques en élec-
trotechnique est indéniable. Ces matériaux permettent des
applications à des fréquences plus élevées (de quelques kHz
à quelques MHz) tout en réduisant les pertes ferromagné-
tiques. Historiquement, ces matériaux étaient obtenus par
compaction d’une poudre de billes magnétiques dans une
matrice isolante. L’avènement des techniques d’impression 3D
permet de fabriquer des composites avec une microstructure
plus complexe avec des propriétés magnétiques souhaitées.
Cependant, l’utilisation de ces matériaux rend impératif le
développement de modèles numériques 3D adaptés à leur
modélisation.

Les principaux défis liés à la modélisation des composites
magnétiques sont : (1) La présence de matériaux non linéaires
tels que les matériaux ferromagnétiques ou supraconducteurs.
(2) Les géométries 3D pouvant conduire à des topologies
complexes de champs électromagnétiques. (3) Le caractère
multi-échelle des champs et la violation de la séparation
d’échelle qui peut se produire lorsque l’épaisseur de peau δ ou
la longueur d’onde λ deviennent comparables à la taille de la
cellule. (4) La présence de courants de Foucault qui nécessite
des techniques de remontée des champs bien adaptées. (5) La
prise en compte des distributions stochastiques des inclusions
dans la microstructure.

Dans le passé, l’utilisation des techniques d’homogénéisa-
tion et des méthodes multi-échelles pour modéliser le com-
portement des composites magnétiques était principalement
limitée aux problèmes périodiques 2D, qu’ils soient linéaires
ou non, et parfois avec des techniques de remontée des
champs homogénéisés qui n’étaient pas toujours adaptées
à la présence des courants induits. Dans cet article, nous
abordons les quatre premiers points pour développer les
formulations multi-échelle des problèmes électromagnétiques
basse fréquence dans le cadre périodique. Bien que les deux
formulations duales aient été récemment développées par les

auteurs [1], [2], dans ce papier nous allons nous concentrer
sur les formulations h-conformes.

II. FORMULATIONS FAIBLES h-CONFORMES

Dans cette section, nous présentons succintement les for-
mulations classiques et multi-échelles de type h-conformes
en présence d’inducteurs massifs.

A. Formulations h-conformes du problème complet

Dans un domain ouvert Ω = Ωc ∪ ΩC
c , la forme faible du

problème de référence est défini par [3], [4] : pour presque
tout t ∈ [0, T ], trouver le champ magnétique hε dans un
espace fonctionnel approprié tel que pour toutes les fonctions
test v, la forme faible suivante soit vérifiée :(

∂tB(hε),v
)

Ω
+
(
ρ curl hε, curl v

)
Ωc

= 0. (1)

Dans (1), ρ est la conductivité électrique et B(hε) représente
une loi magnétique non linéaire du matériau. Au niveau
discret, hε peut se décomposer comme [4] :

hε(x, t) =
∑
e∈Ωc

he(t)Se(x) +
∑

n∈ΩC
c

φn(t)gradSn(x)

+

Nind∑
i=1

Ii(t)ci(x), (2)

où le premier terme de (2) présent dans les conducteurs
est interpolé à l’aide des éléments de Nédélec, le second
terme présent dans les domaines non conducteurs est interpolé
comme un gradient d’une fonction nodale continues tandis
que le dernier terme tient compte de la multiple connexité
du domaine non-conducteur ΩC

c . Nind est le nombre d’in-
ducteurs. Les courants et tensions sont liées par une équation
obtenue en imposant les fonctions tests ci dans (1) :(

∂tB(hε), ci

)
Ω

+
(
ρ curl hε, curl ci

)
Ωc

= Vi. (3)

B. Formulations multi-échelle h-conforme

La formulation multi-échelle s’écrit : pour presque tout
t ∈ [0, T ], trouver le champ macroscopique hM et les champs
mésoscopiques périodiques [hc] =

(
h(1)
c , . . . ,hNGP

c

)
cor-

respondant aux NGP solutions mésoscopiques tels que
pour toutes les fonctions tests (vM , [vc]) avec [vc] =



(v
(1)
c , . . . ,vN

GP

c ), les formes faibles suivants soient vérifiées :

(
∂tBM (hM , [hc]),vM

)
Ω
+
(
ρ curlx hM , curlx vM

)
Ωc

=0,(
∂tB(hM+h(i)

c ),v(i)
c

)
Ωi

m

+
(
ρ curly h

(i)
c , curly v

(i)
c

)
Ωi

mc

=0,

avec i = 1, 2, · · · , NGP qui représente les points de Gauss
du domaine macroscopique.

Dans ces équations, BM est le champ d’induction macro-
scopique homogénéisé et qui dépend des solutions mésosco-
piques [hc] calculées sur des domaines méso autour du point
de Gauss. Le système d’équations non linéaires est discrétisé
à l’aide du schéma d’Euler implicite et linéarisées à l’aide de
la méthode de Newton-Raphson. Par conséquent, le champ
d’induction BM et la reluctivité incrémentale macroscopique
∂BM/∂hM doivent être remontés à chaque itération non
linéaire de chaque pas de temps.

C. Remontées des champs électromagnétiques

Le champ d’induction macro BM est remonté par simple
moyennage du champ d’induction magnétique méso :

BM =
1

|Ωm|

∫
Ωm

B(hM+h(i)
c )dy, (5)

avec hM le champ macroscopique, h(i)
c le champ mésosco-

pique et |Ωm| le volume du domaine méso.
La reluctivité incrémentale macroscopique (∂BM/∂hM )(i)

au point de Gauss est remontée en appliquant la méthode des
différences finies aux solutions des problèmes magnétosta-
tiques suivants : trouver les solutions périodiques ϕ(i,j)

c d’un
espace approprié tel que pour tout champ test v(i,j)

c la forme
faible suivante soit vérifiée :(

B(hM + δj + gradϕ(i,j)
c , grad v(i)

c )

)
Ωm

= 0. (6)

Dans (6), δj = δej est la perturbation le long de la direction
ej et j = 1, 2, 3 and i = 1, 2, . . . , NGP.

Dans le cas de la formulation b-conforme, Le champ
magnétique homogénéisé HM est obtenu en soustrayant la
contribution du champ magnétisant responsable des courants
confinés du champ magnétique total dans la cellule. Les
détails sur cette formulation seront fournies dans la version
longue du papier.

III. RÉSULTATS

Nous considérons une géométrie de composites magné-
tiques doux avec des inclusions conductrices et magnétiques
en forme de sphère, avec les propriétés de matériaux sui-
vantes :

1. L’air et l’isolant sont non magnétiques et non-
conducteurs avec une perméabilité relative µr = 1 et
σ = 0.

2. Inclusions conductrices et magnétiques avec σ =
107S/m une loi magnétique non linéaire de type
Fröhlich-Kennely (plus de détails dans [5]).

Les problèmes sont alimentés par une source de courant si-
nusoïdal Is(t) = Is0 sin (2πft). Les simulations sont réalisées

en utilisant Gmsh [6] pour la génération de géométries et de
maillages ainsi que pour le post-traitement, et GetDP [7] pour
les simulations numériques.

FIGURE 1. Gauche : géometrie de référence avec 4 × 4 × 4 inclusions
(seul 1/8 de la géométrie est utilisée grâce à la symmétrie). Milieu : maillage
macroscopique. Droit : maillage de la cellule périodique.
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FIGURE 2. Pertes Joule de référence obtenues par résolution élements finis
sur une géométrie fine(courbe bleue) et par la méthode multi-échelle (courbe
rouge).

Plus de détails sur la formulation multi-échelle h-conforme
et les détails de la formulation multi-échelle b-conforme et la
remontée de champs HM seront donnés dans le papier long.
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