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Résumé
L’IA neurosymbolique est un champ de recherche émergent
dont l’objectif est de combiner les capacités d’apprentis-
sage des réseaux de neurones avec les aptitudes de rai-
sonnement des systèmes symboliques. Ce papier présente
un formalisme pour la classification supervisée informée
par la logique, décrit succinctement les principales tâches
et jeux de données traitées par la littérature, puis détaille
un ensemble de techniques neurosymboliques basées sur
le raisonnement probabiliste et analyse leur complexité
asymptotique.
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Abstract
Neurosymbolic AI is a growing field of research aiming to
combine neural networks learning capabilities with the rea-
soning abilities of symbolic systems. In this paper, we intro-
duce a formalism for supervised multi-label classification
informed by propositional background knowledge, desribe
the main tasks and datasets tackled in the literature, then
present a set of neurosymbolic techniques based on proba-
bilistic logics and analyze their asymptotic complexity.
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1 Introduction
L’intelligence artificielle neurosymbolique est un champ de
recherche émergent dont l’objectif est de combiner les ca-
pacités d’apprentissage des réseaux de neurones avec les
aptitudes de raisonnement des systèmes symboliques. Cette
hybridation peut prendre de nombreuses formes en fonction
de la tâche traitée et des avantages ciblés [22, 44].
Un sous-domaine important de l’IA neurosymbolique est
l’apprentissage machine informé (informed machine lear-
ning) [39], qui étudie comment exploiter de la connais-
sance a priori pour améliorer un système d’apprentissage.
De nouveau, les techniques introduites dans la littérature
peuvent être de natures très diverses selon le type de tâche
(eg. régression, classification, détection, génération, etc.),
le formalisme utilisé pour représenter la connaissance (eg.

équations mathématiques, graphes de connaissances, lo-
giques, etc.), l’étape à laquelle la connaissance est inté-
grée (eg. traitement des données, design de l’architecture du
réseau de neurones, procédure d’apprentissage, procédure
d’inférence, etc.) ou même les avantages attendus de l’hy-
bridation (eg. explicabilité, performance, frugalité, etc.).
Dans ce papier, nous introduisons un formalisme pour la
classification multi-classes supervisée informée par la lo-
gique.
Les contributions et le plan de l’article sont les suivants.
Après quelques notions préliminaires sur la classification
neuronale, la logique propositionnelle et le raisonnement
probabiliste en Section 2, nous introduisons en Section 3
notre nouveau formalisme pour représenter une tâche de
classification multi-classes supervisée informée par la lo-
gique. La connaissance a priori est exprimée par une for-
mule propositionnelle qui décrit l’ensemble des combinai-
sons de classes sémantiquement valides. Nous illustrons
ce formalisme par quelques exemples de tâches et jeux de
données les plus fréquemment utilisés dans la littérature
neurosymbolique. Puis nous nous appuyons sur ce forma-
lisme dans la Section 4 pour reformuler les principales tech-
niques neurosymboliques probabilistes existantes et analy-
sons leurs principales propriétés dans la Section 5. Nous
discutons dans la Section 6 des problèmes de complexité
relatifs à ces techniques. Enfin, nous exposons les travaux
connexes en Section 7 et concluons en Section 8 avec des
pistes de recherche pour de futurs travaux.

2 Préliminaires
2.1 Classification neuronale
En apprentissage machine supervisé, l’objectif est d’ap-
prendre une relation fonctionnelle f : X 7→ Y entre un do-
maine d’entrée X et un domaine de sortie Y à partir d’un
jeu de données annoté D := (xi,yi)1≤i≤d ∈ (X×Y)d. Les
systèmes d’apprentissage profond sont habituellement dé-
crits en deux modules : un réseau de neurones profond (i.e.
un graphe computationnel paramétrique et différentiable)
M est conçu pour émuler au mieux la fonction f et un mo-
dule de coût différentiable L est utilisé pour mesurer la dis-
tance entre les prédictions et les annotations. Les poids du
réseau sont alors optimisés en utilisant la descente de gra-



FIGURE 1 – Illustration d’un système neuronal de classifi-
cation

dient afin de minimiser l’erreur empirique.
Cependant, cette description ne peut pas être appliquée telle
qu’elle pour des tâches de classification. La classification
multi-classes est un type de tâches d’apprentissage pour
lesquelles les éléments de sortie sont des sous-ensemble
d’un ensemble fini de classes Y. On appelle un tel sous-
ensemble un état, et le domaine de sortie (qui contient l’en-
semble des états) est noté Y = BY, avec B = {0, 1}. Un
état y ∈ BY peut également être vu comme une fonction
qui associe à chaque variable une valeur dans B (i.e. une
variable est associée à 1 par l’état si elle appartient au sous-
ensemble décrit par l’état). Étant donné que l’espace de sor-
tie est discret, un module de coût différentiable ne peut pas
être défini sur Y2.
Ainsi, nous adoptons une description légèrement modifiée,
dans laquelle un troisième module I, appelé le module d’in-
férence, doit être défini pour combler l’espace entre la na-
ture continue du réseau de neurones (nécessaire à la des-
cente de gradient) et la nature discrète du domaine de sortie.
Ce troisième module, bien qu’essentiel, est rarement expli-
citement défini. Une illustration de cette description d’un
système neuronal de classification peut être trouvée sur la
Figure 1.

Définition 1. Un système neuronal de classification est
constitué de :

— un module paramétrique différentiable (i.e. neu-
ronal) M, appelé le modèle, qui prend en entrée une
instance x ∈ X , des paramètres θ ∈ Θ et donne en
sortie un vecteur de scores M(x, θ) := Mθ(x) :=
a ∈ Rk, appelé scores pré-activation ou logits.

— un module non-paramétrique différentiable L, ap-
pelé le module de perte, qui prend en entrée des lo-
gits a ∈ Rk une annotation y ∈ BY et donne en
sortie un scalaire positif L(a,y).

— un module non-paramétrique I, appelé le module
d’inférence, qui prend en entrée des logits a ∈ Rk

et donne en sortie une prédiction ŷ ∈ BY.

Une approche classique pour définir un système neuro-
nal de classification découle d’une interprétation probabi-
liste. Les logits produits par le réseau de neurones sont vus
comme des paramètres d’une distribution conditionnelle de
probabilité sur le domaine de sortie en fonction de l’entrée
P(·|Mθ(x)), le module de perte calcule l’entropie croisée

de cette distribution avec les annotations tandis que le mo-
dule d’inférence donne la prédiction la plus probable étant
donné la distribution apprise.
Quand aucune connaissance a priori n’est disponible (cas
non-informé), il est classique de faire l’hypothèse que les
variables de sorties sont indépendantes. On illustre ci-
dessous comment cette hypothèse peut se traduire dans un
système neuronal de classification.
Indépendante Pour la classification indépendante multi-
classes (cim), on applique une couche sigmoïde par dessus
le réseau pour transformer les logits en scores de proba-
bilité. Le module de perte calcule l’entropie croisée entre
ces scores et l’annotation, tandis que le module d’inférence
prédit 1 pour toutes les variables dont la probabilité dépasse
0.5 et 0 pour les autres. Cela se traduit par les modules sui-
vants :

Lcim(a,y) := BCE(s(a),y)

= −
∑
j

yj . log(s(aj)) + (1− yj). log(1− s(aj)) (1)

Icim(a) := 1[a ≥ 0] (2)

où s(ai) =
eai

1+eai
est la fonction sigmoïde, BCE est l’entro-

pie croisée binaire et 1[z] :=
{

1 si z vrai
0 sinon est la fonc-

tion indicatrice.

2.2 Logique propositionnelle
Une signature propositionnelle est un ensemble Y de sym-
boles appelés variables (e.g. Y = {a, b}). Une formule
propositionnelle est formée de manière inductive en com-
binant variables et autres formules par des connecteurs
unaires (¬, qui exprime la négation) et binaires (∨,∧, qui
expriment la disjonction et la conjonction respectivement).
Par exemple, la formule κ = a ∧ b exprime la conjonction
des deux variables a et b. Un état de Y est une application
y : Y 7→ B, où B := {0, 1}. Un état y peut être prolongé
en une valuation y∗ sur l’ensemble des formules en sui-
vant la sémantique usuelle (e.g. y∗(a ∧ b) = y(a)× y(b)).
On dit qu’un état y satisfait une formule κ, noté y |= κ,
ssi y∗(κ) = 1. Une formule est dite satisfiable s’il existe
un état qui la satisfait. Deux formules sont dites équiva-
lentes, noté κ ≡ γ, ssi elles sont satisfaites par les mêmes
états. Dans la suite du papier et sauf mention contraire on
supposera que l’ensemble de variables est fini et on notera
Y = {Yj}1≤j≤k. On se réfère à [41] pour plus de détails
sur la logique propositionnelle.

2.3 Raisonnement probabiliste
Un défi pour l’IA neurosymbolique est de combler l’écart
entre la nature discrète de la logique et la nature continue
des réseaux de neurones. Dans cette section, on définit les
notion de distributions discrètes et de raisonnement proba-
biliste afin de fournir une interface entre ces deux univers.
Une distribution de probabilité sur un ensemble fini de
variables Y est une application P : BY 7→ R+ qui associe
un réel positif P(y) à chaque état y ∈ BY, de sorte que la
somme des valeurs donne

∑
y∈BY P(y) = 1. Pour pouvoir



définir des opérations internes, comme la multiplication de
deux distributions, nous étendons cette définition à des dis-
tributions non-normalisées E : BY 7→ R+. La distribution
nulle associe tous les états à 0. La fonction de partition
Z : E 7→

∑
y∈BY E(y) donne la somme de la distribution

sur tous ses états. On note E := E
Z(E) la distribution norma-

lisée (lorsque E est non nulle). Le mode d’une distribution
E est son état le plus probable, i.e. argmax

y∈BY

E(y).

Une distribution classique dans la littérature est la distribu-
tion exponentielle, qui est au coeur des modules de perte
et d’inférence utilisés pour la classification indépendante
multi-classes.

Définition 2. Étant donné un vecteur a ∈ Rk, on définit la
distribution exponentielle comme :

E(·|a) : y 7→
∏

1≤i≤k

eai.yi

On note également P(·|a) = E(·|a) la distribution de pro-
babilité correspondante.

Remarque 1. La distribution exponentielle est la distri-
bution jointe de variables indépendantes de Bernouilli
B(pi)1≤i≤k avec pi = s(ai), où s(a) = ( eaj

1+eaj )1≤j≤k est
la fonction sigmoid.

Exemple 1. La Table 1 représente la distribution exponen-
tielle sur deux variables Y1 et Y2 paramétrée par le vec-
teur a := (2,−1). La fonction de partition est Z(E(·|a)) =
11.5. Le mode de la distribution P(y|a) est ŷ = (1, 0) avec
une probabilité de 0.64.

y1 y2 E(y|a) P(y|a)
0 0 e0 0.09
0 1 e−1 0.03
1 0 e2 0.64
1 1 e1 0.24

11.5 1

TABLE 1 – Représentation tabulaire d’une distribution.

Traditionnellement, lorsqu’une croyance (belief ) a propos
de variables aléatoires est exprimée par une distribution de
probabilité et que de nouvelles informations sont collectées
sous la forme d’observations (evidence), deux choses nous
intéressent : calculer la probabilité de ces observations et
mettre à jour nos croyances en utilisant la règle de Bayes,
en conditionnant la distribution sur les observations. Le rai-
sonnement probabiliste nous permet d’effectuer les mêmes
opérations avec de la connaissance logique à la place d’ob-
servations. Prenons une distribution de probabilité P sur un
ensemble de variables Y := {Yj}1≤j≤k et une formule
propositionnelle satisfiable κ sur ce même ensemble de va-
riables. Notons 1κ la fonction indicatrice de κ qui associe
1 aux états qui satisfont κ et 0 aux autres :

1κ(y) =

{
1 si y |= κ
0 sinon

Définition 3. La probabilité de κ sous P est la somme des
probabilités des états qui satisfont κ, i.e. :

P(κ) := Z(P · 1κ) =
∑
y∈BY

P(y) · 1κ(y) (3)

La distribution P conditionée par κ, notée P(·|κ), est :

P(·|κ) := P · 1κ (4)

Remarque 2. Les deux définitions données ci-dessus sont
sémantiques et non syntaxiques : elles s’appuient unique-
ment sur l’ensemble des états qui satisfont la formule et pas
sur la syntaxe de la formule, ce qui signifie que deux for-
mules équivalentes auront la même probabilité et la même
distribution conditionnée.

Lorsque la distribution utilisée est une distribution de pro-
babilité exponentielle P(·|a), on note :

P(κ|a) := Z(P(·|a).1κ) (5)

P(·|a, κ) := P(·|a).1κ

P(κ|a)
(6)

Étant donné que la distribution P(·|a) est strictement po-
sitive (pour tous a), si κ est satisfiable, alors P(κ|a) > 0.
Calculer P(κ|a) est un problème de comptage appelé Pro-
babilistic Query Estimation (PQE). Calculer le mode de
P(·|a, κ) est un problème d’optimisation appelé Most Pro-
bable Explanation (MPE). Résoudre ces deux problèmes
se révélera au coeur de plusieurs techniques neurosymbo-
liques que l’on introduira (voir Section 4).

Exemple 2. La Table 2 reprend la distribution de
l’Exemple 1 et illustre le raisonnement probabiliste sur la
formule κ = ¬Y1 ∨ Y2. La probabilité de κ est P(κ|a) =
0.36. Le mode de la distribution P(·|a, κ) est ŷ = (1, 1)
avec une probabilité de 0.67.

y1 y2 P(y|a) P(y|a) · 1κ(y) P(y|a, κ)
0 0 0.09 0.09 0.24
0 1 0.03 0.03 0.09
1 0 0.64 0 0
1 1 0.24 0.24 0.67

1 0.36 1

TABLE 2 – Représentation tabulaire d’une distribution.

3 Classification supervisée informée
par la logique propositionnelle

On dit qu’une tâche de classification multi-classes supervi-
sée est informée lorsque lui est attachée de la connaissance
a priori, exprimée par une formule propositionnelle κ satis-
fiable, qui spécifie quels états du domaine de sortie Y sont
sémantiquement valides.
Un jeu de données supervisé D est cohérent avec la for-
mule κ si toutes les annotations la satisfont (i.e. ∀1 ≤ i ≤



n,yi |= κ). Dans ce papier, nous faisons l’hypothèse que
les jeux de données d’entraînement et de test sont cohérents
à la connaissance a priori. Cependant, certaines techniques
permettent d’assouplir cette hypothèse et de travailler avec
des jeux de données contenant des incohérences.
Les techniques évoquées dans ce papier ne s’intéressent
pas à l’architecture du réseau en elle-même (eg. perceptron
multi-couches, réseau convolutif, réseau récurent, transfor-
mer, etc.), qui dépend principalement de la structure du do-
maine d’entrée (eg. images, textes, etc.), mais se focalisent
sur les deux autres modules afin d’intégrer notre connais-
sance a priori sur le domaine de sortie. On donne ci-dessous
quelques exemples du type de structures qui peuvent être
exprimées en logique propositionnelle, ainsi que de la ma-
nière dont on peut intégrer cette connaissance dans les mo-
dules de perte et d’inférence.
Catégorique Dans une tâche de classification catégorique,
une et une seule variable est classifiée comme vraie dans
chaque état valide. Cette contrainte peut être facilement ex-
primée en logique propositionnelle :

κ⊙k
:=

( ∨
1≤j≤k

Yj

)
∧
( ∧

1≤j<l≤k

(¬Yj ∨ ¬Yl)

)
(7)

où la première partie impose qu’une variable soit classifiée
comme vraie et la seconde partie empêche deux variables
d’être vraies en même temps.
Pour la classification catégorique, la couche sigmoid est ha-
bituellement remplacée par une couche softmax, et la va-
riable avec le score de probabilité maximum est prédite, ce
qui donne les modules suivants :

L⊙k
(a,y) := CE(s(a),y) = − log(⟨σ(a),⊙k(j)⟩) (8)

I⊙k
(a) := ⊙k(argmax(a)) (9)

où CE est l’entropie croisée, σ(a) = ( eaj∑
l e

al
)1≤j≤k et ⊙k

donne le one-hot encoding (en commençant à 1) de j ∈
J1, kK, e.g. ⊙4(2) = (0, 1, 0, 0).

Exemple 3 (MNIST). MNIST [28] est l’un des jeux de don-
nées les plus vieux de la vision par ordinateur et consiste en
des petites images de chiffres manuscrits (e.g. ou ). La
tâche de classification catégorique a pour domaine d’en-
trée l’espace des images 28 × 28 en niveaux de gris, et
une classe pour chaque chiffre. Comme décrit plus haut, la
connaissance a priori sur la tâche est simplement exprimée
par la formule κ⊙0:9

.

Ce type de tâches peut être élargi pour inclure les tâches
multi-catégoriques pour lesquelles l’ensemble de va-
riables peut être partitionné en plusieurs groupes de va-
riables catégoriques. Le formule propositionnelle serait
alors une conjonction de formule catégoriques sur des en-
sembles de variables disjoints.

Exemple 4 (Leptograpsus). Le jeu de données Leptograp-
sus [9] décrit 5 mesures morphologiques effectuées sur 200
crabes de couleurs et de sexes différents. L’objectif de la
tâche de classification multi-catégorique associée est de

prédire la couleur et le sexe d’un crabe à partir de ces me-
sures. Le domaine d’entrée est l’espace des mesures mor-
phologiques X = R5 et le domaine de sortie est l’ensemble
des états des variables Y = {r, b, f,m} pour les classes
red, blue, female et male respectivement. La connaissance
a priori sur la tâche impose que chaque crabe soit d’une et
une seule couleur, et d’un et un seul sexe, i.e. :

κ := (r ∨ b) ∧ (¬r ∨ ¬b) ∧ (f ∨m) ∧ (¬f ∨ ¬m)

Hiérarchique La classification hiérarchique sur un en-
semble de variables Y est usuellement représentée par un
graphe dirigé acyclique G = (Y, Eh) où les noeuds sont les
variables et les arrêtes Eh exprime l’inclusion d’une classe
dans une autre (e.g. un chien est un animal). Lorsque le
graphe est un arbre (ou une forêt) on parle de classification
taxonomique. Ce formalisme peut également être enrichi
par des arrêtes d’exclusion H = (Y, Eh, Ee) (e.g. une ins-
tance ne peut pas être classifiée comme chien et chat simul-
tanément), comme dans les HEX-graphs [15]. Là encore, la
traduction en logique propositionnelle vient naturellement :

κH :=

( ∧
(i,j)∈Eh

Yi ∨ ¬Yj

)
∧
( ∧

(i,j)∈Ee

(¬Yi ∨ ¬Yj)

)
(10)

où la première partie s’assure qu’une classe fille ne peut être
vraie que si sa classe mère l’est également et la seconde par-
tie empêche deux classes mutuellement exclusives d’être
vraies en même temps.
Dans le cas hiérarchique il n’y a pas de consensus dans la
littérature sur les modules de pertes et d’inférence à uti-
liser : [36] définit un module de perte hiérarchique pour
plus pénaliser les erreurs faîtes sur les plus hautes classes
de la hiérarchies (en conservant le module d’inférence de
cim), [21] affine les logits en fonction de la hiérarchie tan-
dis que [15] conditionne la distribution exponentielle par la
connaissance hiérarchique.

Exemple 5 (Cifar-100). Cifar-100 dataset [25] est un jeu
de données composé de 60,000 images classifiées en 20
macro-classes (e.g. reptile), chacune divisée en 5 micro-
classes (e.g. crocodile, dinosaur, lizard, turtle, et snake).
Le domaine d’entrée est l’espace des images RGB de taille
32 × 32. Typiquement utilisé dans un cadre catégorique
sur les 100 micro-classes, il peut également être utilisé
dans le cadre d’une tâche de classification hiérarchique
en incluant les macro-classes. Les relations hiérarchiques
d’une classe macro vers ses classes micro, ainsi que les
relations d’exclusion entre les macro-classes et entre les
micro-classes peuvent être encodées dans un HEX-graphe
H = (Y,Eh, Ee) et donc exprimées par une formule pro-
positionnelle κH .

Exemple 6 (ImageNet). Le ImageNet Large Scale Visual
Recognition Challenge (ILSVRC) [40] est un challenge de
classification d’images, qui a eu lieu annuellement entre
2010 et 2017, et s’est imposé comme un benchmark de ré-
férence en vision par ordinateur pour comparer les perfor-
mances des systèmes neuronaux de classification. En août



(a) MNIST-Sudoku [4] (b) Warcraft Shortest Path [3]

FIGURE 2 – Exemples d’instances provenant de jeux de
données structurés

2014, le jeu de données ImageNet contenait 14,197,122
images annotées classifiées selon 21,841 synsets de la
hiérarchie WordNet [35]. Comme pour Cifar-100 (voire
Exemple 5), le jeu de données est le plus souvent utilisé
dans un cadre catégorique, mais peut être également uti-
lisé dans un cadre hiérarchique en mobilisant les relations
d’inclusion entre synsets définies dans WordNet.

Au delà de ces exemples, la logique propositionnelle peut
être utilisée pour définir des domaines de sortie structurés
très divers : addition de chiffres manuscrits (i.e. k-Add-
MNIST) [24], solutions d’un Sudoku [4, 14], chemins dans
un graphe dirigé [38, 45, 3], classements [45], matching
parfait dans un graphe [38, 1], etc.

4 Techniques neurosymboliques pro-
babilistes

L’objectif d’une technique neurosymbolique est de
construire un système neuronal de classification automati-
quement à partir de la connaissance a priori disponible sur
le domaine de sortie, généralisant ainsi les travaux menés
sur les cas particuliers de la classification multi-classes
indépendante, catégorique et hiérarchique au cas général
d’une formule propositionnelle.
Comme précisé plus haut, on ne s’intéresse qu’à la spéci-
fication des modules de perte et d’inférence. En particu-
lier, nous étudierons un ensemble de techniques qui s’ap-
puient sur le raisonnement probabiliste pour définir leurs
modules. Nous utilisons (abusivement) l’appellation tech-
niques probabilistes pour les décrire, même si ces tech-
niques ne disposent pas nécessairement d’une interprétation
probabiliste.

Régularisation sémantique Une première technique neu-
rosymbolique utilise une approche multi-objectifs : un
terme de régularisation mesurant la cohérence des sorties
du modèle avec la connaissance a priori est ajouté à l’en-
tropie croisée afin d’optimiser les paramètres sur un double
objectif de performance et de cohérence. Il existe plusieurs
manières de calculer ce terme de régularisation. Introduit
dans un premier temps en utilisant de la logique floue [17,
23, 5], une version basée sur le raisonnement probabiliste
est présentée par [45].

Définition 4. Un système neuronal performe la régulari-
sation sémantique (rs) sur κ ssi ses modules de perte et
d’inférence sont :

Lλrs(a,y) = Lcim(a,y)− λ. log(P(κ|a)) (11)
Icim(a) = argmax

y∈BY

P(y|a) (12)

Conditionnement sémantique Suivant l’interprétation
probabiliste introduite en Section 2.1, une manière na-
turelle d’intégrer de la connaissance a priori κ dans un
système neuronal de classification est de conditionner la
distribution P(·|Mθ) par κ. Ce conditionnement affecte
les modules de perte et d’inférence, qui reposent tous
deux sur la distribution de probabilité paramétrée par la
sortie du réseau de neurones, et conduit à la technique
neurosymbolique suivante.

Définition 5. Un système neuronal performe le condition-
nement sémantique (cs) sur κ si ses modules de perte et
d’inférence sont :

L|κ(a,y) = − log(P(y|a, κ)) (13)
I|κ(a) = argmax

y∈BY

P(y|a, κ) (14)

Les modules de pertes et d’inférence présentés pour la clas-
sification indépendante et la classification catégorique sont
des cas particuliers du conditionnement sémantique. De
même, [15] définit le conditionnement sémantique pour les
tâches de classification hiérarchiques. Cette technique est
généralisée par [3] à un ensemble de distributions de pro-
babilités définies sur des circuits arithmétiques.
Conditionnement sémantique à l’inférence Le condition-
nement sémantique à l’inférence est dérivé du condition-
nement sémantique, mais applique le conditionnement uni-
quement sur le module d’inférence (i.e. prédit la sortie la
plus probable qui satisfait κ) et conserve le module de perte
indépendant.

Définition 6. Un système neuronal performe le condition-
nement sémantique à l’inférence (csi) sur κ ssi ses mo-
dules de perte et d’inférence sont :

Lcim(a,y) = − log(P(y|a)) (15)
I|κ(a) = argmax

y∈BY

P(y|a, κ) (16)

En plus de conserver des propriétés clé du conditionne-
ment sémantique (voir Section 5), le conditionnement sé-
mantique à l’inférence se démarque des deux autres tech-
niques en n’intégrant la connaissance que dans le module
d’inférence, sans impact sur l’entraînement, ce qui présente
deux avantages majeurs. Premièrement, tandis que cs et rs
nécessitent de résoudre PQE pour calculer leur module de
perte, csi ne nécessite que de résoudre MPE pour son mo-
dule d’inférence, ce qui est plus facile pour certaines classes
de formules (i.e. matchings parfaits). Deuxièmement, in-
tégrer la connaissance uniquement à l’inférence offre plus
de flexibilité. Par exemple, csi peut être utilisé dans le cas



où la connaissance n’est pas disponible pendant l’entraî-
nement. C’est une propriété particulièrement importante à
l’ère des modèles sur étagère et modèles de fondations
[8], qui sont pré-entraînés sur des grands volumes de don-
nées généralistes avant d’être affinés et combinés sur une
multitude de tâches hétérogènes, puisque la connaissance
spécifique aux différentes tâches ne peut pas être intégrée
pendant la majeure partie de l’entraînement.

5 Propriétés
Nous détaillons ci-dessous quelques propriétés théoriques
des techniques présentées. Nous renvoyons le lecteur à [30]
pour trouver les définitions et les preuves formelles des pro-
priétés énoncées.

Insensibilité syntaxique Une technique neurosymbolique
est insensible à la syntaxe (invariant to syntax) si deux
formules équivalentes aboutissent à des modules de pertes
et d’inférence identiques. Toutes les techniques qui s’ap-
puient sur le raisonnement probabiliste sont insensibles à
la syntaxe (voir Remarque 2), mais ce n’est pas le cas des
techniques qui utilisent la logique floue [5].

Consistance Une technique neurosymbolique est consis-
tante (consistent) si les prédictions du module d’inférence
satisfont nécessairement la connaissance a priori κ. Le
conditionnement sémantique ainsi que le conditionnement
sémantique à l’inférence sont toutes deux consistantes. En
revanche, les techniques neurosymboliques qui n’intègrent
la connaissance que dans le module de perte (comme la ré-
gularisation sémantique) ne peuvent pas garantir la consis-
tance.

Supérieur à l’inférence Un module d’inférence L1 est dit
supérieur à un module d’inférence L2 ssi, quel que soit les
scores d’entrée du module, si la prédiction de L2 est consis-
tante avec la connaissance a priori, alors la prédiction de L1
est identique à celle de L2. Cette propriété est intéressante
car elle garantit, sous l’hypothèse de consistance du jeu de
données, que la performance du module L1 sera nécessai-
rement meilleure (au sens large) que celle du module L2
si on les évalue sur le même réseau de neurones (avec les
mêmes poids entraînés). En particulier, on peut montrer que
le module d’inférence conditionné I|κ est supérieur au mo-
dule d’inférence indépendant Icim. Cette garantie théorique
se traduit expérimentalement, comme montré dans [30].

6 Algorithmes et complexité
Après avoir introduit les principales techniques neurosym-
boliques probabilistes dans la section précédente, nous nous
attaquons dans cette section à la question de leur implémen-
tation et de leur complexité. Alors que de nombreux pa-
piers pointent les problèmes de passage à l’échelle des ces
techniques, leur complexité asymptotique n’est pas étudiée
de manière systématique dans la littérature neurosymbo-
lique. Ceci mène à plusieurs déboires : certaines techniques
sont illustrées sur des tâches pour lesquelles le passage à
l’échelle n’est pas possible, tandis que certaines tâches trac-
tables sont considérées intractables.

On remarque premièrement que toutes les techniques men-
tionnées précédemment s’appuient sur la résolution de pro-
blèmes de PQE et MPE sur des distributions exponentielles.
Ces problèmes sont malheureusement #P-complet et NP-
complet (par réduction de #SAT et SAT respectivement) et
sont donc intractables en général. Il devient alors naturel
de se demander pour quelles familles de formules ces pro-
blèmes peuvent être résolus en temps polynomial. Nous ap-
pelons ces familles des familles tractables et étudions cer-
tains cas dans la Section 6.2.
Pour ce faire, nous présentons d’abord deux approches de
résolution des problèmes de PQE et MPE, basées sur les
modèles graphiques et la compilation de connaissance res-
pectivement. On identifie ensuite quelques familles de for-
mules tractables et intractables.

6.1 Algorithmes
Modèles graphiques Les modèles graphiques [27, 43] per-
mettent de spécifier une famille de distributions de proba-
bilité sur un ensemble de variables à travers une représenta-
tion graphique. Le graphe encode un ensemble de propriété
(e.g. factorisation, indépendance, etc.) que les distributions
qui appartiennent à la famille doivent respecter. Ces pro-
priétés peuvent alors être exploitées afin de produire une re-
présentation compressée des distributions et d’exécuter des
algorithmes d’inférence efficaces [26]. Dans le contexte des
logiques propositionnelles probabilistes, le graphe primaire
d’une formule κ indique le modèle graphique auquel appar-
tiennent les distributions exponentielles conditionnées par
κ. En particulier, les algorithmes classiques de passage de
messages sur un arbre de jonction peuvent être utilisés pour
résoudre les problèmes de PQE et MPE sur ces distribu-
tions, avec une complexité en temps O(k2τ(κ)) où k est le
nombre de variables et τ(κ) est la largeur d’arbre du graphe
primaire de κ.
Compilation de connaissances La compilation de connais-
sances [11] consiste à traduire une formule propositionnelle
dans un langage de représentation qui permet d’effectuer
certaines opérations de manière tractable. Les Sentential
Decision Diagrams (SDD) [12] (voir Figure 3) est un lan-
gage de représentation qui permet la négation, la disjonc-
tion et la conjonction en temps polynomial (en la taille du
circuit), ainsi que le calcul de PQE et MPE dans un temps
linéaire (en la taille du circuit). De plus, il a été montré
qu’une formule κ en forme normale conjonctive de largeur
d’arbre τ(κ) peut être traduite dans un trimmed and com-
pressed SDD de taille O(k2τ(κ)) [12]. En raison de ces
propriétés, les SDD sont devenus un langage standard de
représentation des connaissances pour les systèmes neuro-
symboliques probabilistes [45, 3].
Programmation Linéaire Binaire Comme souligné dans
[37], une formule propositionnelle en forme normale
conjonctive peut être facilement compilée dans un pro-
gramme linéaire équivalent (i.e. qui est satisfait par les
mêmes états). Ainsi, la tâche de MPE sur cette formule peut
alors être résolue en utilisant les nombreux algorithmes
combinatoires qui ont été développés pour les problèmes
de programmation linéaire binaire ou mixte [7].



FIGURE 3 – Représentation graphique d’un SDD dans [12]

6.2 Familles tractables
Une familles de formules est dite tractable si et seulement
si pour toute formule κ de la famille il est possible d’effec-
tuer PQE et MPE sur n’importe quelle distribution expo-
nentielle conditionnée par κ en un temps polynomial (en le
nombre de variables de la formule).

Largeur d’arbre bornée Comme énoncé ci-dessus, une
condition suffisante de tractabilité d’une famille de for-
mules (et commune aux modèles graphiques et à la com-
pilation de connaissances) est la possibilité de construire
en temps polynomial (dans la taille de la signature) une
décomposition en arbre de largeur bornée pour toutes les
formules de la famille. Ceci implique directement que la
famille des formules taxonomiques est tractable, puisque
de largeur d’arbre 1. Le cas de k-Add-MNIST est intéres-
sant à cet égard : longtemps jugé intractable par la commu-
nauté [24], il s’est avéré qu’une représentation légèrement
différent du problème (incluant les retenues successives des
additions de chiffres) aboutit à une famille de formules de
largeur d’arbre bornée (avec une décomposition construc-
tible en temps linéaire) [32].

Énumérable en temps polynomial Un autre type de fa-
mille tractable est celui des familles énumérables en temps
polynomial, i.e. dont on peut énumérer les solutions de
chaque formule dans un temps polynomial (en le nombre
de variables de la formule). Il est facile de voir pourquoi
MPE et PQE sont tous deux calculables en temps polyno-
mial pour une famille énumérable : il suffit de lister chaque
état valide et sa probabilité pour compter la probabilité de
la formule et trouver son état le plus probable. Cette famille
recouvre par exemple le cas des formules catégoriques et
celui des formules hiérarchiques sur un HEX-graphe en
forme d’arbre et saturé.
Cependant, ces deux conditions n’épuisent pas l’ensemble
des familles tractable, comme le montre les exemples sui-
vants.

Formules multi-catégoriques La famille des formules
multi-catégoriques est un bon exemple des limites des cri-
tères de largeur d’arbre et d’énumérabilité pris séparément.
En effet, il est facile de voir qu’il s’agit d’une famille de lar-
geur d’arbre non bornée (la largeur d’arbre d’une formule
catégorique est son nombre de variables) et non énumérable
en temps polynomial (le nombre d’états valides est poten-
tiellement exponentiel). Cependant, il est possible de dé-
composer chaque formule en composantes indépendantes
et énumérables, ce qui rend la famille tractable.

Chemins simples La famille des formules qui encodent
les chemins (simples) dans un graphe dirigé acyclique est
elle aussi de largeur d’arbre non bornée et non énumé-
rable. Cependant, en suivant un ordre topologique des ar-
rêtes du graphe, il est possible de compiler cette formule
en un OBDD [11] de taille polynomiale (dans le nombre
d’arêtes) [29]. Cette propriété permet d’assurer la tractabi-
lité de MPE et PQE pour cette famille. Il est de plus inté-
ressant de remarquer que le calcul de MPE pour cette fa-
mille peut se ramener facilement à un calcul de plus court
chemin, et donc être résolu avec des algorithmes combina-
toires classiques (e.g. Bellman-Ford [6] ou Dijkstra [16]) :
les probabilités sur les arrêtes sont transformés en scores
réels par une sigmoïde inverse et multipliés par −1. Cette
équivalence avec le problème de plus court chemin nous in-
dique également qu’une famille de formules qui encodent
les chemins simples dans un graphe dirigé (potentiellement
cyclique) est intractable. En effet, le calcul de plus court
chemin (avec poids négatifs) est un problème NP-complet,
par réduction du problème d’existence d’un cycle Hamilto-
nien [19]. De plus, le calcul de PQE est #P-complet pour
cette famille, par réduction au problème de comptage des
chemins simples dans un graphe dirigé [42].

7 Travaux connexes
Logiques alternatives Il existe d’autres langages et séman-
tiques que la logique propositionnelle pour exprimer de la
connaissance a priori sur une tâche de classification. Si
certains correspondent à un fragment de la logique pro-
positionnelle, comme les HEX-graphs dans [15], d’autres
lui sont incommensurables, comme la programmation lo-
gique avec sémantique des modèles stables dans [46] ou
la programmation par contraintes linéaires dans [37], voire
passent à l’ordre supérieur, comme le langage de program-
mation logique Prolog [13] dans [33] ou la logique de pre-
mier ordre dans [5]. Les compromis pour ces différents lan-
gages sont principalement entre leur concision, leur expres-
sivité et leur tractabilité. Les conséquences du choix de lan-
gage en termes de complexité de calculs ne sont pas encore
bien comprises.

Logiques floues De nombreux travaux utilise les logiques
floues [20, 23, 5] à la place du raisonnement probabiliste
comme moyen de faire le pont entre la nature discrète de la
connaissance et la nature continue du réseau de neurones.

Logiques pondérées Dans notre formalisme, nous avons
fait l’hypothèse que la connaissance a priori est une
contrainte dure, systématiquement satisfaite dans les jeux
d’entraînement et de test. Certains formalismes permettent
un langage plus souple qui permettent de représenter de
l’incertitude sur la connaissance a priori. Des logiques pon-
dérées permettent par exemple d’exprimer quelles formules
ont le plus de chances d’être satisfaites et peuvent être in-
tégrées dans des systèmes neurosymboliques [10, 34]. Les
travaux de la theory of evidence [31] ou des probability ki-
nematics [18] offrent des outils théoriques qui permettent
de combiner de l’information provenant de deux sources in-
certaines (e.g. un réseau de neurones et de la connaissance



a priori probabiliste).
Apprentissage non supervisé De nombreux travaux ex-
plorent le potentiel de l’IA neurosymbolique dans un cadre
d’apprentissage non pleinement supervisé (i.e. chaque ins-
tance du jeu de données est annotée sur l’ensemble des
classes), comme l’apprentissage faiblement supervisé (i.e.
certaines instances ne pas annotées sur toutes les classes)
ou semi-supervisé (i.e. certaines instances ne sont pas an-
notées). Les techniques de régularisation [2, 45, 23, 5, 17]
en particulier sont particulièrement indiquées pour l’ap-
prentissage semi-supervisé et montrent que l’intégration de
connaissances a priori dans le processus d’apprentissage
peut grandement diminuer le besoin en instances anno-
tées tout en augmentant les performances du système. Les
techniques de conditionnement sémantique [3, 33, 46] per-
mettent de traiter certaines variables comme des variables
latentes en marginalisant la distribution apprise, et ne né-
cessitent donc pas de labels sur les variables latentes pen-
dant l’apprentissage.

8 Conclusion
Après avoir présenté un formalisme pour la classification
supervisée informée par la logique propositionnelle, ce pa-
pier réalise une revue de littérature des jeux de données
structurés ainsi que des techniques neurosymboliques pro-
babilistes. Enfin, nous détaillons quelques résultats relatifs
à la complexité asymptotique des techniques probabilistes,
qui manque d’une étude systématique dans la littérature.
Les pistes de recherche pour nos futurs travaux incluent,
entre autres : une meilleure cartographie des familles trac-
tables pour les différentes techniques probabilistes, l’utili-
sation de logiques alternatives, une étude des cadres d’ap-
prentissages non-supervisés en IA neurosymbolique, ou en-
core l’apprentissage simultané du modèle neuronal et de la
structure de la tâche.
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