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Quinze méthodes pour calculer I'inverse d'une matrice

David Pigeon*

30 janvier 2025

Mots clés : matices, inversion, opérations élémentaires, pivot de Gauss, décomposition LU, comatrice, co-
facteurs, déterminant, Cayley-Hamilton, polyndéme caractéristique, décomposition QR, décomposition Cholesky,

décomposition de Schur, matrices d’Householder, décomposition polaire, rotations de Givens.

Résumé

On donne sur un exemple quinze méthodes simples pour calculer I'inverse d’une matrices : par la formule
avec la comatrice, par les décompositions PLU et LU, par le pivot de Gauss, en faisant des opérations sur les
lignes, en faisant des opérations sur les colonnes, en utilisant le théoréme de Cayley-Hamilton et une formule
déduite de ce théoréme, en utilisant la diagonalisation, et en utilisant les décomposition de Schur, de Cholesky,
QR et polaire.
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Introduction

Dans tout le texte, si rien n’est précisé, n et p sont des entiers naturels non nuls et R le corps de nombres réels.
On note :

o My p(R) 'ensemble des matrices de taille (n,p);

o My(R) = Mpyn(R) 'ensemble des matrices carrés de taille n.

Définition 0.0.1

Soit M € 4, (R). On dit que M est inversible s'il existe N € .#,(R) telle que :
MN =1, n NM =1,.

On note GL,(R) le groupe linéaire des matrices inversibles de tailles n.

Si M est inversible alors la matrice N est unique, on a la note :
e

On peut montrer qu'une seule des deux égalités est utile car on a le théoréme suivant.

Théoréme 0.0.2

Soit M, N € #,(R). Supposons que M N = I,,. Alors on a NM = I,,.

Chaque section du texte comporte deux sous-sections. Une premiére sous-section théorique ot on étudie le cas
en dimension n (pour une partie des résultats, on démontrera le ou les théorémes dans le cas n := 3) et une seconde
sous-section ol on applique ces résultats a la matrice A qui suit.

La matrice A du texte

La matrice A a laquelle on applique les résultats théoriques pour le calcul de A~ est la matrice :

2 -2 1
A=]2 -3 2
-1 2 0

On va calculer inverse de A de quinze fagons différentes[l] :
en utilisant la comatrice ;

en utilisant les décompositions PLU et LU ;

en appliquant la méthode du pivot de Gauss;

en faisant des opérations élémentaires sur les lignes;
en faisant des opérations élémentaires sur les colonnes ;

en utilisant le théoréme de Cayley-Hamilton ;

N O Ot s W NN

en utilisant une formule déduite du théoréme de Cayley-Hamilton ;

1. On commence par les méthodes avec la comatrice et les décompositions PLU et LU car elles sont & la base de plusieurs preuves
qui suivront.

4 David Pigeon - Mathématiques
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en diagonalisant et en utilisant le polynéme minimal ;

en diagonalisant et en utilisant la matrice de passage;
10 . en diagonalisant et en utilisant une matrice de passage orthogonale ;
11 . en utilisant la décomposition de Schur;
12 . en utilisant la décomposition Cholesky ;
13 . en utilisant la décomposition QR avec la méthode de Gram-Schmidt ;
14 . en utilisant la décomposition R(Q avec les matrices d’Householder ;
15 . en utilisant la décomposition polaire.

On obtiendra dans tous les cas que I'inverse de A vaut :

(4 21
At=Z2 -1 2
S\ 2 2

Les méthodes utilisées dans le texte ne sont pas forcément des méthodes usuelles pour calculer 'inverse d’une
matrice. Les deux objectifs du texte sont :

(1) faire pratiquer sur un exemple simple des outils puissants et usuels d’algébre linéaire ;

(2) faire découvrir de nouvelles techniques d’algebre linéaire. Certaines méthodes seront lourdes en calcul. Elles
semblent inutiles car longues mais peuvent 1’étre suivant les informations que 1’on posséde avant le calcul de
I'inverse.

La fin du texte comporte quatre annexes :
A . sur les notions utiles d’algébre linéaire : le déterminant et les matrices élémentaires ;
B . sur les opérations élémentaires sur les lignes ;
C . sur les opérations élémentaires sur les colonne

D . une derniére technique pour calculer la décomposition QR en utilisant les rotations de Givens.

On trouvera dans les livres de Denis Serre [2], de Roger A. Horn et Charles R. Johnson [I, et sur les pages
Wikipédia [3] des informations complémentaires a ce texte.

Inversibilité de A
On finit cette introduction avec l'inversibilité de la matrice A. On montre de deux fagons différentes que A est
inversible (voir en annexe et dans le texte pour les notations utilisées).ﬂ

(1) En exploitant le 0 sur la derniére ligne et comme le rang est invariant par les opérations sur les lignes et les
colonnes (voir les sections (Bl et |C| pour les notations utilisées), on a directement que :

2 -2 1
rg(A)=rg| 2 -3 2
-1 2 0
2 -2 1
=rg|-2 1 0] Ls— Ly-214
-1 2 0

2. Chacune des méthodes que 'on verra dans ce texte peuvent-étre aussi des méthodes pour montrer Uinversibilité : un calcul
possible ou un calcul qui se termine étant un critére d’inversibilité.
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:1+rg(:? ;)

=3

car les deux lignes de la matrice de taille 2 sont non colinéaires (donc forment une famille libre).
(2) En calculant le déterminant par rapport a la derniére colonne, on a :
-3 2 -2

-2

det(A) 1 9

2
"1
=1-4

-3
0
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1 Comatrice

1 Comatrice

On utilise dans cette section la formule usuelle reliant 'inverse d’une matrice et la transposée de la matrice des
cofacteurs appelée aussi comatrice (voir 'appendice |A| pour les informations nécessaires sur le groupe symétrique
et le déterminant).

1.1 Introduction

On rappelle la définition de la comatrice d’'une matrice carrée.

Définition 1.1.1

Soit M € 4, (R).
(i) Soit 4,5 €{1,...,n}.
(a) Le mineur A;;(M) d’indice (i,j) de M est défini comme le déterminant de la matrice M a
laquelle on a enlevé la ligne ¢ et la colonne j.

(b) Le cofacteur d’indice (i,j) de M est défini par :
(=1)™ A3 (M).
(ii) La comatrice de M est la matrice des cofacteurs définie par :

Com(M) i= ((-1)" A ;(M)), , € Mn(R).

On en déduit une méthode pour calculer I'inverse grace au résultat usuel suivant.

Proposition 1.1.2

Soit M € 4, (R). On a :
det(M)I,, = MCom(M)* = Com(M)*" M.

Démonstration. On note M := (m; ;);;. Montrons une des deux égalités pour n := 3. On a pour tous i, j € {1,2,3} :

mir miz miz\ [ Ai(M) A (M) Az (M)
mo1 Moz maos || —A12(M) Axp(M) -As(M)
m3r m3zz maz) \ Az(M) -Ag3(M) Azz(M)

[MCom(M)T]ij =

ij

3
> mi [Com(M)T]kj
k=1

;
Z mik [Com(M)]jk
k=1

(~1)7Fmg A (M)

Mee i

b
1l
—_

On a deux cas.

(1) Cas i =j. Prenons par exemple i:=j:=1. On a :

S5 = {1d, (12), (13), (23), (123) = (12)(23), (132) = (13)(32)}

7 David Pigeon - Mathématiques



1 Comatrice

=t {0'170'2,0'3,0'4,0'5,0'6}

et les signatures des six permutations valent :

8(01):1 6((72)=—1 8(03)=—1
e(og)=-1 e(os)=1 e(og) =1
On a
[MCom(M)T]11

3
=Y mag(=1)"F A (M)
k=1

=m11A11 (M) —miaAqo(M) + mizAq 3(M)
Moo Ma3
m3z  M33

m21 123
m31  MM33

ma1 M22
ms31 Mms2

=mi

=1M11M221M33 — M111M23M32 — M12M21MMN33 + 112123131 + M131M211132 — M131M22M31

3 3 3
=¢ (01) Hmi,al(i) +¢e(04) Hmi,a4(i) +¢e(02) H M; o9(3)
i1 i1 i1
3 3 3
£ (05) [ [mi,050) +€(06) [T Mi ooy + € (03) [ 1m0 ()
=1 =1 =1

6 3
= Z e (ox) H My 04, (i)
i=1

k=1
n
= Z £(o) H My 6 ()
0eG3 i=1
=det(M)

(2) Cas i # j. Prenons par exemple i:=1et j:=2. On a:
[MCom(M)"],,
> 2+k
= Z mig(-1)"" Ag (M)
k=1

=-m11Q21(M) + mi2lo2(M) - mi3Ag3(M)

Cmgg [T T2
m31 Mm32

mi2 M13
m32  M33

mi1 Mmis

+Mmi2
m31 Mm33

=—Mm11M12Mm33 +1M11M32M13 + M12M11M33 — M12MM3171M13 — 1M13M 11132 + 1M131M31M 12
=0

On en déduit alors une formule pour calculer I'inverse d’une matrice.

8 David Pigeon - Mathématiques
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Corollaire 1.1.3
Soit A € GL,(R). On a :

1.2 Exemple

Calculons l'inverse de :

en utilisant la formule du corollaire : )
Al = Com(A)T.

det(A)
e Comatrice de A. On a :
A1 (4) -A(A) Aiz(A)
Com(A) =]-A21(A) Aw(A) -As(A)
Azi1(A)  -Asz(A) As3(A)
-3 2 B 2 2 2 -3
2 0 -1 0 -1 2
2y f2 o1 2 -2
- 2 0 |[-1 0 -1 2
21 21 [2 -2
-3 2 2 2 2 -3
-4 -2 1
=1 2 1 -2
-1 -2 -2
e Déterminant de A. On a :
2 -2 1
det(A)=[2 -3 2
-1 2 0
-3 2 -2 1 -2 1
‘2‘2 0"2‘2 oH—s 2‘
=-8+4+1
=-3
Ainsi on a :
1
-1 T
= C A
der(ay omA)
LA 2t T
=5l2 1 2
“2\-1 =2 -2
-4 2 -1
I
301 —2 o
9 David Pigeon - Mathématiques
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4 -2 1
Y PR
3\l01 2 2
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2 Décompositions PLU et LU

2 Deécompositions PLU et LU

On utilise dans cette section les décompositions PLU et LU pour calculer I'inverse d’une matrice (voir l'ap-
pendice [A] pour les informations nécessaires sur le déterminant et les matrices d’opérations). Ces décompositions
permettent d’exprimer une matrice inversible comme le produit de deux matrices triangulaires & multiplication par
une matrice de permutations prés. Le calcul de I'inverse de la matrice devient donc facile.

2.1 Introduction

On commence par une définition qui nous servira pour la décomposition LU, celle de mineur principal.

Définition 2.1.1

Soit M := (mj)ij € M»(R). Les mineurs principaux de M sont les déterminants des sous-matrices :
(mij)lsi,jsk

pour k€ {1,...,n}.
On note alors pour tout ke {1,...,n} :

pur (M) = det ((mij)1<i i<k )

appelé mineur principal de M de taille k.

Par exemple pour une matrice :
mir miz M3
M :=|ma1 ma2 ma3
m31 M3z M33

les trois mineurs principaux sont :
,ul(M) = det(mn) =mi1

mi1r Mmi2
ma1  M22

,LLQ(M) = A33(M) = ’ =MmM11Mm22 —Mi12Ma21

mi1 Mmi2 MMi3
,u,3(M) = det(M) =|mo1 Moy Mmag
m31 Mm3z2 M33

On a alors le résultat suivant sur 'existence et 'unicité des décompositions PLU et LU.

Proposition 2.1.2

(i) (Décomposition LU) Soit A € GL,(R) dont tous les mineurs principaux sont non nuls.
(a) 1l existe des uniques matrices L,U € GL,(R) de la forme :
1 (0) wg w2 v Ul
ln,l ln,nfl 1 (O) Un,n
telles que :
A=LU

11 David Pigeon - Mathématiques



2 Décompositions PLU et LU

(b) On a:

(b) On a:

On appelle cette décomposition la décomposition LU de A.

At=pytr

(ii) (Décomposition PLU) Soit A € GL,(R).
(a) Il existe une matrice de permutations P € GL,(R) et deux matrices L,U € GL,(R) de la forme :

1 (0) U1l U2 v Uln
I l2',1 '1 ' U u22 '
ln:,1 T (0) Unn
telles que :
A=PLU

On appelle cette décomposition une décomposition PLU de A.

At=pyirtp1t,

Démonstration. Montrons le résultat da

ns le cas n := 3. Posons :

ail a2 ais
A= a1 Q22 a93 €GL3(R)
az1 asz2 ass

(i) Notons les trois mineurs principaux de A par :

w1 = p1(A) =an;

p2 = pi2(A) =

ail ai2|
=a11a22 — G1202]
a1 Q22

pig = p3(A) = det(A)

Soit :
1
L:=1l
I3

On a par identification :

A=LU

ail a2 ais
< |a21 a2 a3|=
az1 agz ass
lére ligne :
2éme ligne :
3éme ligne :
déterminant :

0 0 ull U2 U13
1 1 0 y U := 0 U229 U23 | € %3(R).
1 l32 1 0 0 u3s

1 0 0 Uil U112 U113
l21 1 0 0 U292 U23
l31 l32 1 0 0 us3

aip =uil , @12 = Ul2 , A13 = U13

agy = la1u11 , aze =lo1uie +uge , a3 = lo1u1s + uog

az1 =lz1u11 , age = l31u12 +ls2ue , ass = [31u13 + [32u23 + u33
u3 = det(A) = U11U22U33

12

David Pigeon - Mathématiques




Décompositions PLU et LU

Uil =ail = M1, 412 =a12 , U13 = Aa13
a1 Q21
logy=—=—
Uil 251
a21a12 M2
U2 = a2 — lo1U12 = Qg — ——— = —
H1 H1
U3 = ag3 — l21U13 = Az
— %0 A 23 = (23 — l21U13 "
asy  asi
Iy = L = 3
Ui M1
foy = 032 Is1u1z Aog
2 U22 B w2
U3 U3
Uu33 = =—
uu22 M2
1 0 0 [ AD) a3
= p1,p2#0 A L=|aa/m 1 0] , U=10 p2/m Ase/m
asi/p Aozfpe 1 0 0 3/ 2

On a donc, par le raisonnement par équivalence, existence et unicité de la décomposition LU.

(ii) Il suffit de montrer qu’il existe une matrice de permutation P’ telle que P'A ait tous ces mineurs principaux
non-nuls car ainsi P'A s’écrira P'A = LU comme dans le cas (i) i.e. :

A=P~'LU = PLU.

avec P := (P')™! qui est aussi une matrice de permutations.

Comme A est inversible, sa premiére colonne est non nulle. Donc il existe un indice ig € {1,2,3} tel que
a1 # 0. Posons alors :
P, = PLio'

Posons A’ := P'A. La matrice A’ est du type :

g1 @l a3
A'=|ay  ahy asg
ag; agy aj
Comme A’ est inversible (car A et P’ le sont), les deux premicres colonnes de A’ sont non-colinéaires. Alors
un des deux déterminants suivants est non nul (s’ils étaient tous les deux nuls les deux colonnes seraient
colinéaires donc A’ ne serait pas inversible) :

l4 A
_ @0, Q2 _ |@p,1 Q12

14 ! ! !
Qg1 Qoo az; Aasg
On a alors deux cas.

(1) Cas aw#0. Alors on a :
(A" = a1, p2(A)=a , pz(A"):=det(A")

qui sont tous non-nuls. Ainsi A’ vérifie les conditions de (i) et par la remarque faite au début de la preuve
de (ii), on a le résultat.

(2) Cas a=0et §#0. Posons :
P":=Pyy . A":=P"A' = P"P'A.

La matrice PP est une matrice de permutation. La matrice A" est inversible et est du type :

A A

Qip,1 Q192 Q13

" o_, / / /
AT = ag;  azy ass

A A
Q1 Qoo A3

13 David Pigeon - Mathématiques



2 Décompositions PLU et LU

Alors on a :

pi(A") = ain , pa(A") =8, uz(A”):=det(A")

qui sont tous non-nuls. Ainsi A” vérifie aussi les conditions de (i) et par la remarque faite au début de la
preuve de (ii), on a le résultat.

O]

Une décomposition LU donne une décomposition PLU en prenant P := I,,. Comme nous verrons dans ’exemple
suivant, la décomposition PLU n’est pas forcément unique ¢.e. il n’existe pas forcément une seule matrice de per-
mutation P telle que PA ait tous ses mineurs principaux non nuls.

Exemple 2.1.3

Soit :
1 2
()

On va trouver deux décompositions PLU distinctes pour A.

(1) Les deux mineurs principaux de A sont :
m(A) =1, pa(A) = det(A) = 1-4=-3.

Comme ils sont non nuls, A a une unique décomposition LU. Soit :

On a
1 2 1 0\ fu v
A= LU = (2 1)‘(l 1)(0 w)
— l=u, 2=v
2=lu, det(A) =-3=uw
— u=1,v=2
=2, w=-3
1 0 1 2
— L_(2 1) , U—(O _3)
(2) Posouns :

) e () )

Les deux mineurs principaux de A" sont :
pi(A) =2, ps(A)=det(4)=4-1=3.

Comme ils sont non nuls, A" a une unique décomposition LU. Soit :

, (1 0 ;o fu
) e )

14 David Pigeon - Mathématiques




2 Décompositions PLU et LU

On a
! pipp 2 1) (1 0)fu"
A‘LUC3(12y(w1ﬂo w'
— 2=u’", 1=2
1=0U"d", det(A") =3 =u'w'
— u=2,0=1
[=1/2, w=3/2

C2'U:(J22)’ W:(§3Z)

En conclusion, on a trouvé deux décompositions PLU distinctes pour A :

A=LU
= LLU
(1 o\(1 0)(1 2
“lo 1J\2 1)J\o -3
A=P 1A' LU
=P'L'U’

(0 1 1 0\(2 1
1 oJl12 1/\o 3/2
On obtient alors le résultat fondamental suivant.

Corollaire 2.1.4

Soit A € GL,(R). Alors A s’écrit comme le produit d’au plus :

avec P’ := P71,

n2+n-1

matrices élémentaires.

Démonstration. La matrice A admet une décomposition PLU par la proposition i.e. il existe une matrice de
permutation P € GL, (R) et deux matrices L,U € GL,(R) de la forme :

1 (0) Uy, U2 o Ul
I 12.,1 .1 U uz :
ln'71 o o1 1 (0) unn
telles que :
A=PLU

Par la proposition les matrices L et U se décomposent en produit de matrices élémentaires i.e. il existe
re{0,...,n(n-1)/2}, se{0,...,n(n+1)/2} et B1,...,By, Byi1,..., Bris € ,(R) tels que :

L=B, - By , U=DBys - Bri1.

15 David Pigeon - Mathématiques



2 Décompositions PLU et LU

Par le point (i,b) du lemmdA.5.1} il existe un entier ¢ € {0, ...,n—1} et des matrices de transpositions Byisit, . .., Brist1 €
&n(R) telles que :
Py = Brisi1 " Brisst

Ainsi on a :
A= Brysyt - B

et :

r+s+t< n-1=n’+n-1.

n(n-1) +n(nJrl) .
2 2

2.2 Exemple

Calculons l'inverse de :

2 -2 1
A=]12 -3 2
-1 2 0

en décomposant A par la décomposition PLU ou la décomposition LU. Posons A := (a;;)i;. Les mineurs principaux
de A valent :

p(A) =an =2
2 =2
/j/?(A) = 9 _3‘ =-2

u3(A) =det(A) = -3.
Ils sont tous non-nuls. Donc on est dans la condition (i) : la matrice A admet une unique décomposition LU.

e Calculs de L et U. Soit

1 0 0 uilp U2 U113
L= l21 1 0 s U= 0 UuU22 U223 | € %3(R)
l31 132 1 0 0 uss
On a
A=LU
ajy a2 ais 10 O\ fur w2 uis
< laz1 az ag|=|lar 1 O] 0 ‘w2 we3
as; asy ass I31 I32 1/\ 0O 0 |ugs
lére ligne :  aq1 =u11 , @12 =Uu12 , G13 = U13
<~ 2¢éme ligne Loagl = l21u11 , a9 = l21u12 + U922 , A23 = l21U13 + U923

3eme ligne :  agy = l31u11 , ase = I31u12 + [32u22 , a3z = l31u13 + I32U23 + U33
U1 =2, ujpo=-2, uz=1

lo1 = agyfuig =1

Uz = agg — loju1z = -1

<= { u23=a3 —lauiz=1

I31 = agi/ui = -1/2

I32 = (a32 — l31u12) /uge = -1

u33 = agz — l31u13 — [32u23 = 3/2
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2 Décompositions PLU et LU

1 0 0 2 -2 1
1 1 o], u=[lo -1 1
“1/2 -1 1 0 0 3/2

e Calculs de L' et U™!. Les matrices L et U sont inversibles car elles sont triangulaires avec aucun 0 sur leurs

diagonales. On a alors :

Ayt

On peut trouver les inverses de L et U par une des méthodes exposées dans les sections du texte. On a aussi
une expression directe dans 'appendice dans le cas d’une matrice triangulaire (voir la sous-section [A.6). On a

directement :

1 00 /2 -1 1/3
L‘lz(—l 1 0) : U‘lz(o -1 2/3).

“1/2 1 1 0 0 2/3

e Calcul de A L. Ainsi on a :

A_1=U_1L_1

1/2 -1 1/3\({ 1 0 0

-[o -1 23| -1 10
0 0 2/3/\-1/2 1 1
4 -2 1

1

=52 12
-1 2 2

2.3 Exemple de décomposition en matrices éléméntaires

Décomposons :

2 -2 1
A=]12 -3 2

-1 2 0

en matrices élémentaires de taille 3. On a A = LU avec :

1 0 0 2 -2 1
L=l 1 1 o], vUu=lo -1 1}
“1/2 -1 1 0 0 3/2

Par les propositions et on peut décomposer L et U en :

L:

1 0 0
1 1 0]= T271(1)T371(—1/2)T3’2(—1)
12 -1 1
1 00 1 0 O
1 1 0 1 0 0 1 0
0 01 —1/2 0 1/J\0 -1 1
2 -2 1
0 -1 1 |=D1(2)D2(-1)D3(3/2)T1,2(-1)T1,3(1/2)T23(-1)
0 0 3/2
2 0 0\/1 1 0 0 1 -1 0\/1 0 1/2\(1 0 O
010 0 —1 0 01 O 0O 1 O0J]0 1 O 0 1 -1
0 0 1 0 0 3/2/\0 0 1/\0 0 1 0 0 1

17

David Pigeon - Mathématiques



2 Décompositions PLU et LU

Ainsi on a :
A=LU
=T 1(1)T31(-1/2)T32(-1)D1(2)D2(-1)D3(3/2) T 2(-1)T1 3(1/2) T2 3(-1)
1 00 1 0 0\/1L 0O O0\/2 0 0\/1 O O
=1 1 0 0 1 0Jj]0 1 0f]J]0 1 0}J]J]O0 -1 O
0 0 1/\-1/2 0 1/\0 -1 1/\0 0 1/\0 O 1
1 0 O 1 -1 0\/1 O 1/2 1 0 O
01 0 0O 1 O0J]j]o 1 o0 01 -1
0 0 3/2/\0 0 1/\0 0 1 0 0 1
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3 Pivot de Gauss

3 Pivot de Gauss

Dans cette section, on expose ’algorithme du pivot de Gauss. En agissant sur les lignes d’un systéme linéaire
associé & une matrice inversible, cet algorithme rend le systéme triangulaire sans élément nul sur la diagonale. Il
devient donc facile & résoudre en "remontant" les équations, ce qui nous donne une expression de 'inverse. On
utilise les notations de 'appendice [B]

3.1 Introduction

Proposition 3.1.1

Soit A := (ai;)ij € GLy(R), B € R™ et soit le systéme :
(E) : AX=B

d’inconnue X € R"™. Pour calculer A™!, on peut résoudre le systéme (E) en opérant sur les lignes, on a
I’équivalence pour X € R" :

XeSol(E) «— AX=B <— X=A"'B.

Cette méthode s’appelle la méthode du pivot de Gauss ou ’élimination de Gauss-Jordan.

Démonstration. Par le corollaire 2.1.4] il existe r € N et des matrices élémentaires By, ..., B, € &,(R) tels que :
A = B1-¢¢BT
7.€. 0N a :
Bl-Bi'A=1,.

Et donc on a :
At =B l.Bt

Par I’appendice |B, multiplier & gauche une matrice par une matrice élémentaires B; L est équivalent & agir sur les
lignes de la matrice. Posons pour tout i € {1,...,7} :

Op; = Opy, (B;).
Soit X, B € R™. Alors en agissant sur le systéme :
AX =B
en faisant successivement les opérations sur les lignes :
Op; puis Opy puis --- Op,

1.e. en multipliant & gauche par :
Bi! puis B;' puis - B!

T

on a :
X eSol(F) < AX=B
~— B '-B{'AX =B '--B{'B
— X=A'B
D’ou le résultat. O
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3 Pivot de Gauss

Posons :

A= (aij)ij, A7 o= (cij)ij € GLu(R) , X = (2)i, B=(b;); e R™

Alors le systéme (E) est équivalent a :

a1,1r1 +ai12x2+---
a21%1 +a22r2 + -

(E) :

an,1T1 + Ap2ZT2 + -+

+a1.nTn = b1
+ a2 nTn = by

+ ATy =

bn

En agissant sur les lignes de (E) par les trois opérations élémentaires sur les lignes (voir annexe , on obtient que

le systéme (F) est équivalent a :

Tl = 617161 + 6172b2 + e+ Cl,nbn
T = 02711)1 + CQ’QbQ + e+ Cgmbn

Tp = lebl + Cn72b2 + e+ Cnmbn

3.2 Exemple

Calculons l'inverse de :

2 -2 1
A=|2 -3 2
-1 2 0
en opérant sur les lignes par le pivot de Gauss. Soit :
z\ fa
yl,lo]eR?.
z c
On a
x a 20 - 2y + 2z = a
Alyl=|b] < {2z - 3y + 2z = b
z c -r + 2y = c
-r + 2y = C Ly «— L3
— 20 - 3y + 2z = b
20 - 2y + 2z = a
-z + 2y = c
= y + 2z = b + 2 L2<—L2+2L1
20 + z = a + 2c Ly <«— L3+2Lq
-z + 2y = c
— 20 + z = b + 2
- 3z = a - 2b - 2¢ L3<—L3—2L2
r = 2y-c
— y = (b+2c-2)/2
z = (-a+2b+2¢)/3
r = (4a-2b+c)/3
— y = (2a-b+2c)/3
z = (-a+2b+2¢)/3
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3 Pivot de Gauss

T 1 4 -2 1\ /[a
— |yl==|2 -1 2]||b
z 3 -1 2 2/)\e¢
Donc on a :
1 4 -2 1
At=212 -1 2
3\t 2 2
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4 Opération sur les lignes

4 Opération sur les lignes

On utilise les notations de 'appendice [B] La méthode est semblable & celle du pivot de Gauss de la section
précédente. La seule différence est qu’au lieu d’agir sur les lignes d’un systéme linéaire, on agit sur les lignes d’une
matrice par blocs.

4.1 Introduction

Proposition 4.1.1

Soit A € GL,,(R). 1l existe r € N, et des matrices d’opérations élémentaires sur les lignes By, ..., B, de taille
n telles qu’en agissant sur la matrice par blocs (A | I,), on ait :

BBy (A| L) = (I, | A™)

t.e.0n a :

(By+BiA | ByBy) = (I, | A™1).

On a donc :

Al =B, B;.

Démonstration. La preuve est similaire a celle de la proposition Par le corollaire [2.1.4] il existe r € N et
Bi,...,B, € 86,(R) tels que :
A= BB,

1.€. 0N a :
B l..B'A=1,.

Et donc on a :
A =Bt B

Par 'appendice [B] multiplier & gauche une matrice par une matrice B; est équivalent a agir sur les lignes de la
matrice. A chaque étape, on a donc :

(A|In) ~L Bi(A|I,)=(B1A| By)
(BlA | Bl) ~1, By (BlA | Bl) = (BQBlA | BgBl)

(By-1-+-B1A | By_1--B1) ~1 By (By-1-B1A | By_1--By)
=(ByB1A | BBy) = (I, | A™).

D’ou le résultat. O

4.2 Exemple

Calculons l'inverse de :

2 -2 1
A=|2 -3 2
-1 2 0

en opérant sur les lignes de la matrice par blocs (A | I3). On a successivement :

2 -2 1|1 0 0
(A|I;) = 2 -3 2010
-1 2 0]/0 0 1

22 David Pigeon - Mathématiques



4 Opération sur les lignes

-1 2 00 0 1
~L 2 -3 210 1 0 L1 > L3
2 -2 1|11 0 0
-1 2 0|0 0 1 Ly «— Ly+2L,
~r 0 1 2]0 1 2 I Ln+9L
0 2 1/1 0 2 3 3T e
-1 2 00 0 1
~L 0 1 2 0 1 2 L3 < L3 - 2L2
0O 0 3|1 -2 -2
-1 2 00 0 1
~T, 0 3 0 2 -1 2 L2 <« 3L2 + 2L3
0O 0 -3(1 -2 -2
-3 0 0|4 2 -1
~T, 0 3 0 2 -1 2 L1 < 3L1 - 2L2
0O 0 3|1 -2 -2
1 0 0| 4/3 -2/3 1/3 Ly« -1/3.1,
~0 |0 1 0|23 -1/3 2/3 Ly «—1/3.L,
00 1|-1/3 2/3 2/3 Ly «— -1/3.Ls
Donc on a :
1 4 -2 1
Al = 512 1 2]
-1 2 2

4.3 Produit des matrices associées aux opérations élémentaires

Associons a chaque opération (élémentaire ou non) sur les lignes sa matrice (voir la section [B|pour les notations
utilisées) :
Mat (L1 «— L3) =Py 3 =B
Mat (Lg «— Lo +2L1) = T21(2) =: By
Mat (L3 «<— L3 +2L;) =T37(2) = B3
Mat (L3 <— L3 —2L9) =T31(-2) = By
Mat (Lo «<— 3Lo +2L3) = Mat (Ly «— 3Lo) Mat (Lo <— Lo +2/3.L3)
=D2(3)T2,3(2/3) = BeBs
Mat (L1 «<— 3L1 —2L9) = Mat (L1 «— 3Ly)Mat (L1 «<— L1 —2/3.L2)
=D(3)T2(-2/3) =: BgBy
Mat (L1 «— -1/3.L1) =D4(-1/3) =: By
Mat (Ly «— 1/3.L2) = D2(1/3) =: Big
Mat (L3 «— -1/3.L3) = D3(-1/3) =: B3

Montrons que le produit de ces opérations élémentaires donne 'inverse de A. On a :E]

B11B19Bg Bs By Bs Bs By B3 B2 By
=D3(-1/3)D2(1/3)D1(-1/3)D1(3)T12(-2/3)D2(3)T23(2/3)
T32(-2)T31(2)T21(2)P13

3. On sépare par le symbole e les multiplications faites ensembles.
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5 Opération sur les colonnes

5 Opération sur les colonnes

On utilise les notations de 'appendice [C] La méthode est similaire & la section précédente @ On agit cette
fois-ci sur les colonnes d’une matrice par blocs.

5.1 Introduction

Proposition 5.1.1

Soit A € GL,,(R). Il existe r € N, et des matrices d’opérations élémentaires sur les colonnes By, ..., B, de

. ) . . A .
taille n telles qu’en agissant sur la matrice par blocs < )on ait :
n

ABy-B. \ [ In
B;---B, “\ AT )

Al =BB,.

7.€. 0N & :

On a donc :

.

Démonstration. Posons la matrice par blocs :

(A’|In)::(AT|In):( 4 )T.

On est dans le cas de la proposition avec la matrice par blocs (A" | I,). Il existe r € Ny et des matrices
d’opérations élémentaires sur les lignes Bj, ..., B de taille n telles qu’en agissant sur la matrice par blocs (A" | I,),
on ait :

BBy (A | L) = (In | (A)7Y)

7.e.0n a :
(B BiAT | BioBl) = (I | (A7),
On a donc :
At =RB..B].
En repassant a la transposée et en posant pour tout i € {1,...,7} :
T
Bi = (Bl,) y
on a donc a chaque étape :
A A B - AB;
In © In b Bl
ABq AB; [ AB1B»
Bl ¢ Bl 2 BIBZ
ABj-By_q ABj-By_4
| e || B
By--B,_1 By--By_1
[ AB1-B, \ [ I,
By---B, AT

O
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5 Opération sur les colonnes

5.2 Exemple

Calculons l'inverse de :

en opérant sur les colonnes de la matrice par blocs ( ) On a successivement :

I3
2 -2 1
2 -3 2
A B -1 2 0
I3 - 1 0 0
0O 1 0
0 1
1 -2 2
2 -3 2
0o 2 -1
~C 0 0 1 C1+—C3
0O 1 0
1 0 0
1 0 O
2 1 -2
N 0 2 -1 Cy «— Cy+2C1
¢ 00 1 C3 «— C3-20C4
01 0
1 2 -2
1 0 0
2 1 0
0 2 3
~CO 0 0 1 03 < 03 + 202
01 2
1 2 2
1 0 O
2 3 0
0 0 3
~C 0 2 1 Cy «— 3Cy - 2C
0 -1 2
1 2 2
3 0 O
0O 3 0
0O 0 3
~C 4 2 1 01 <« 301 - 202
2 -1 2
-1 2 2
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5 Opération sur les colonnes

10 0
010 G150

YO AT 2313 22:3322
2/3 -1/3 2/3 3 B
-1/3 2/3 2/3

Donc on a :
1 4 -2 1
At=Z12 -1 2|.
3\1 2 2

5.3 Produit des matrices associées aux opérations élémentaires

Associons & chaque opération (élémentaire ou non) sur les colonnes sa matrice (voir la section |C| pour les
notations utilisées) :
Mat (Cy «— C3) =P13 =By
Mat (Cy «— Cy +2C7) = T91(2)T = By
Mat (C3 «— C5 - 2C1) = T31(-2)" = B3
Mat (C3 «— C3 +2C5) = T32(2)" = By
Mat (Cy «— 3C5 — 2C3) = Mat (Cy «— Co — 2/3.C5) Mat (Cy «— 3C3)
= T2,3(~2/3)"D2(3) = BsBg
Mat (Cy «— 3C4 —2C3) = Mat (Cy «— C; —2/3.C3) Mat (C1 «— 3C})
=T12(-2/3)"Dy(3) = B7Bs
Mat (C1 «— 1/3.C1) =D1(1/3) =: By
Mat (Co «— 1/3.C2) = D2(1/3) =: By
Mat (C5 «— 1/3.C3) =D3(1/3) =: B11

Montrons que le produit de ces opérations élémentaires donne l'inverse de A. On a :E]

B1B>B3B4B5Bg By Bs By B1oB11
=P1,3T2,1(2)TT3,1(—2)TT3,2(2)TT2,3(—2/3)TD2(3)
T12(-2/3)"D1(3)D1(1/3)D2(1/3)D3(1/3)

0 0 1\/1 2 O 1 0 -2\/1 0 O 1 0 0

=0 1 0|0 1 O]eJO 1 0 ]JO0O 1 2]e]jO 1 Ofe
1 0 0/\0O 0 1 00 1/\0 01 0 -2/3 1
1 00 1 00 3 0 0\/1/3 0 0\/1 O O\/1 0 O
0 3 0||-2/3 1 0]e¢fl0O 1 0 0 1 010 1/3 off0 1 ©
0 01 0 01 0 01 0 0 1J\0o o 1/\0 O 1/3
0 0 1\/1 0 -2 1 0 O 1 0 0\/1 O 0

=0 1 0|0 1 2 ]e]jO 1 OJe}l-2 3 0}]]0O 1/3 O
1 2 0/\0 0 1 0 -2/3 1 0o 0o 1J\0o 0 1/3

4. On sépare par le symbole o les multiplications faites ensembles.
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5 Opération sur les colonnes

001\ /1 0 O0\/1 0 0
“fo 1 2]lel0 1 o]l-2 1 o
122/ \o —23 1J\o o 1/3
00 1\/1 0 0

o1 2|2 1 o

12 2)\4/3 —2/3 1/3

4 -2 1

LY P

3101 2 2

=A"!
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6 Théoréme de Cayley-Hamilton

6 Théoréme de Cayley-Hamilton

Le théoréme de Cayley-Hamilton dit que le polyndéme caractéristique d’une matrice est un polynéme annulateur
de cette matrice. Ainsi dans le cas d’une matrice inversible, on trouve une méthode rapide pour calculer son inverse.

6.1 Introduction

On rappelle quelques résultats utiles sur le polynéme caractéristique d’une matriceﬂ

Définition 6.1.1

Soit M € 4, (R). Le polyndme caractéristique de M est défini par :

Xy (X) :=det (M - X1I3).

En développant le déterminant, on trouve que le polynéme xps(X) est de degré n, de coefficient dominant
(-1)" et de terme constant det(M). Donc il existe un polynéome R € R[X ] de degré n —1 tel que :

xar(X) = XR(X) +det(M). (6.1.1)

Exemple 6.1.2

Soit M := (myj)i; € #3(R). On a en développant par exemple par rapport a la premiére ligne le déterminant
de taille 3 :

xm(X)

=det (M - X1I3)

mi1 — X mi2 mi3
= ma Mo — X ma3

m31 m3 ma3 — X
Mo — X mo3 ma1 mo3 mo1 Mo — X
=(mn - X) ~ x| Tz ~ x| s
m32 m33 m31  Ma33 ma31 m32

= (m11 — X) [(ma2 - X) (ma3 — X) — maamas]
—ma2 [ma1 (maz — X) — m31mas]
+mag [ma1ms3z —m31 (maz — X)]
=-X3+ (m11 +ma1 +m11)X2
+ (m12ma1 — m11Ma2 + M13m31 + Ma3m3a — M11M33 — Maam3z) X
— M13M22M31 + M12M23M31 + M13M21M32 — M11MM231M32 — M121M217M33 + M111122133
= - X34+ Tr(M)X?% - ¢ X + det(M)

avec .
C1 *=1M12M21 — M11M22 + M13M31 + M231M32 — 1M11M33 — 1M221M33.
On a donc :
xm(X)=XR(X)+det(M)
avec :

R(X):=-X?+Tr(M)X - ;.

5. On aurait pu définir xar par xar(X) :=det (X I, - M).

29 David Pigeon - Mathématiques



6 Théoréme de Cayley-Hamilton

Proposition 6.1.3: Théoréme de Cayley-Hamilton

Soit M € A, (R). On a :

Démonstration. Montrons le résultat pour n := 3. Posons :
N := Com(M - X I3)T.
et :
~X3 X2+ o1 X + ¢ = xm(X) = det(M — X I3).
En développant les déterminants apparaissant dans la comatrice de M — X I3, on obtient que N est un polyndéme
de degré 2 du type :
X2Ny + XNy + Ny := N = Com(M - X13)T.

Alors on a par la proposition :
X33+ X213+ 1 X I3 + col3 = x(X) I3
= det(M - X I3) I3
= (M - XI3)Com(M - X I3)"
= (M - XI3)N
= (M - XI3)(X2Ny + XNy + Np)
= —X3Ny + X*(MNy - Ny) + X(MN; - Ny) + M Ny

Par unicité de la décomposition dans 'anneau .4, (R)[X], on a :

C()Ig = MNO

61[3 = MN1 - N()
cols = M Ny — Ny
—I3=-N3

Ainsi en multipliant la deuxiéme équation par M, la troisiéme par M? et la quatriéme par M3, on a :
00[3 = MNO
ClM = M(MN1 - Ng)
caM? = M?*(M N5 — Ny)
~M3 = -M3N,
En sommant ces quatre équations, on a par télescopage :
xa (M) = =M3 + coM? + ¢; M + col3

= —M3Ny + M*(MN; - Ny) + M(MN, - Ny) + M N
=0

On en déduit le corollaire suivant dans le cas d’une matrice inversible.
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6 Théoréme de Cayley-Hamilton

Corollaire 6.1.4

Soit A € GL,(R). Il existe un polynome R € R[X ] de degré n -1 tel que :

4 -1
 det(A)

R(A).

Démonstration. Par I’équation , il existe un polynéme R € R[X ] de degré n—1 tel que :
XA(X)=XR(X) +det(A).
Comme det(A) # 0, on a par le théoréme de Cayley-Hamilton :
0=xa(A)=AR(A) +det(A)I,

t.e.0n a : 1
-1 -

=—R(A).

det(A) (4)

En comparant avec le corollaire [I.1.3] on a donc :

R(A) = -Com(A)T.

2 -2 1
A=|2 -3 2
-1 2 0

en utilisant le corollaire précédent. Le polyndéme caractéristique de A est donné par :

6.2 Exemple

Calculons l'inverse de :

Xa(X) = det (A - XI3)

2-X -2 1
2 -3-X 2
-1 2-X -X

-3-X 2 -2 1 -2 1
(2_X)‘2—X —X‘_2‘2—X —X‘_‘—B—X 2‘
=2-X)(B-X)X-2(2-X))-2(2X-(2-X))-(-4+3-X)
=-X*-X?+5X -3
Par le théoréme de Cayley-Hamilton, on a donc :
0=xa(4)
= —A% - A% +5A -3
= A(-A% - A+513) - 313

1.€. on a[ﬂ :

Al= % (A%~ A+513)

6. On est donc dans le cas ot R(X):= -X? - X +5.
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7 Formule déduite du théoréme de Cayley-Hamilton

7 Formule déduite du théoréme de Cayley-Hamilton

Dans la section précédente, on a obtenu une expression de l'inverse d’une matrice comme un polyndéme en la
matrice (voir le corollaire [6.1.4]). Dans cette section, on donne la formule explicite de ce polynome. Les coefficients
de ce polynéme dépendent des traces des puissances de la matrice.

7.1 Introduction
Pour obtenir la formule générale, on a besoin d’une notation. Posons pour tout s €{0,...,n—1} :

n—1
I'(n,s):= {(k‘l,...,kzn_l) eNvL g4 Z lkj=n- 1}.

=1

Proposition 7.1.1

Soit A € GL,(R). On a :

= n—1 (_1)kl+1

det Z

T Joyl
550 (ktpdn)el(nys) =1 VR

T (A1)

Démonstration. On donne la preuve dans le cas n := 3. On montre aprés la preuve que la formule se réduit dans

ce cas a :
-1 1

" det(A)

Montrons cette formule. Il existe des coefficients ¢, co € R tels que le polynéme caractéristique de A vaut :

( [(TrA)? - Tr(A?)] Is - ATr(A) + AQ) .

xa(X) = -X3+ X%+ ¢ X +det(A)
Soit A1, A2, A3 € C les valeurs propres complexes de A (comptées avec multiplicités) i.e. on a :
XA(X) = =(X = A1) (X = A2) (X - As).
On a donc en développant et en identifiant les deux expressions de x4 (ce sont les relations coefficients-racines) :

Co = )\1 + )\2 + )\3
C1 = —/\1>\2 - )\1/\3 - )\2)\3

Posons pour tout ke N :

sy = Tr(A")
Comme toute matrice est trigonalisable dans C, il existe une matrice P € GL3(C) et une matrice triangulaire
supérieure :
A1 % *
T := 0 )\2 *
0 0 A3
telles que :
T =P 'AP.
Comme pour tout k € N A¥ = PT*P~1 on a donc :
Sk = Tr(Ak)
= Tr(PTHP7Y)
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7 Formule déduite du théoréme de Cayley-Hamilton

= Tr(T*)
)\If * *
=Tr| 0 N5
0 0 M

SOLEDLEDY

Par le théoréme sur les polyndémes symétriques, les scalaires s s’expriment en fonction des ¢i et inversement les
scalaires ¢ s’expriment en fonction des s, ce sont les identités de Newton. Les formules générales utilisent les
polynémes de Bell B;. Dans le cas n := 3, on trouve simplement les formules & la main. On a :

Co = )\1 + )\2 + )\3
=Tr(A)
Cl1 = —)\1)\2 - )\1)\3 - AQ)\g
1
=3 [ (M + A2+ 23)7 + (AT + A3+ 23)]
1 2
= 2 [_31 + 82]
_ % [~(TrA)? + Tr(4%)]
Par le théoréme de Cayley-Hamilton, on a :

0=xa(A)=-A%+c2A% + c; A+ det(A) 13

t.e.0n a :

Al C ﬁuﬁ A= eyly)
_ detl(A) (% [(TrA)? - Te(A2)] I5 - ATe(A) + A2)

O

On finit la sous-section par les cas n := 2 et n := 3. On démontre en particulier la formule donnée dans la preuve
de la proposition précédente dans le cas n := 3.

Exemple 7.1.2

(1) Pour n:=2, on a :

F(Q,O)Z{k‘1€N, 0+k‘1=1}={1}
F(Z,l):{k‘leN, 1+k‘1:1}={0}

Et ainsi :

I 1 1 (_1)k1+1

det(A) & ,MZ(LS) 1k

) detl(A) (AO (_111)11'H ()« 4 G (Al)l)

Tr (A')
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1
= m (TI'(A)IQ - A)

(2) Pour n:=3, on a :

I'(3,1) = {(k1,k2) € N, 1+ +2ky =2} = {(1,0)}
'(3,2) = {(k1,k2) € N, 2+ k1 +2ks = 2} = {(0,0)}

Et ainsi :

2 (_1)kl+1 Nk
Tl Tr(A)

Z A0
det(A) (k1,k2)el(3,s) =1

" det(A) 122! 200! 100!
et C D (1) C) g 42y 4 42 C) o 1)
detl(A)( [(TrA)? — Te(A%)] 15 - ATr(A)+A2)

I'(3,0) = {(k1,k2) e N*, 0+ky +2ks =2} = {(2,0),(0,1)}

1 (AO((_1)2+1 - (A1)2 (_1)0+1 - (A2)0 .\ (_1)0+1 T (Al)o (_21)11+1

0 (_1)0+1

Tr(AQ)l)

T (A2)°)

7.2 Exemple

Calculons l'inverse de :

2 -2 1
A=]12 -3 2
-1 2 0

en utilisant la formule précédente dans le cas n:=3 :

-1 detl(A)( [(TrA)? - Tr(AQ)]Ig—ATr(A)+A2)
Comme :
Tr(A) =-1
det(A) =-3
2 -2 1\[(2 -2 1\ (-1 4 =2
A2(2 -3 2)(2 -3 2)(4 9 4)
-1 2 o/\-1 2 o0 2 -4 3
Tr(A%) =11
on a donc :

% [(TrA)? - Tr(A%)] I; - ATeA + A2)
1 00 2 -2 1 -1 4 -2
01 0)+]2 -3 2|+|-4 9 -4
0 0 1 -1 2 0 2 -4 3
4 -2 1
:% 2 -1 2
-1 2 2

A= detl(A) (
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8 Diagonalisation et polynéme minimal

Comme nous avons vu, le théoréme de Cayley-Hamilton dit que le polynéme caractéristique d’une matrice est
un polynéme annulateur de cette matrice. De plus, ’ensemble des polyndémes annulateurs d’une matrice forme un
idéal de I'anneau principal R[X]. Ainsi cet idéal est engendré par un polynéme unitaire de degré minimal appelé
le polyndéme minimal de la matrice. Son degré peut étre le méme que le polynéme caractéristique mais dans le cas
contraire, on obtient une méthode plus rapide (car demandant moins de multiplications de matrices) que celle de
la section [0] utilisant le théoréme de Cayley-Hamilton.

8.1 Introduction
Soit M, N € #,(K) avec K:=R ou C. On note :
Ann(M) :={P eK[X], P(M)=0}.
Le théoréme de Cayley-Hamilton est équivalent a 1’assertion :
Xxm(X) e Ann(M).

Comme Ann(M) est un idéal de K[X] (appelé I'idéal des polyndémes annulateurs de M) et comme l'anneau
K[X] est principal i.e. pour tout idéal I de K[X], il existe un polynéme P € R[X] tel que I = PK[X], on a la
définition suivante.

Définition 8.1.1

Le polynéme minimal de M est I'unique polynéme unitaire 7y, de Ann(M) (de degré minimal) tel que :

Ann(M) = mp (X)K[X].

Comme x7(X) € Ann(M), le polyndéme 7y divise donc xs. Avant d’énoncer le résultat utile pour cette sec-
tion, on fait des rappels sur la diagonalisation.

Définition 8.1.2

(i) On dit que M et N sont semblables s’il existe P € GL,,(K) telle que :
M=PNP.

On note alors :

M ~ N.
(ii) On dit que M est diagonalisable s’il existe une matrice diagonale D € .#,(K) telle que :
M ~ D.
(iii) Soit A € K. On dit que A est une valeur propre de M dans K s’il existe un vecteur non nul u € K"
tel que Mwu = Au. On dit que u est un vecteur propre associé a .

(a) On note Spg (M) 'ensemble des valeurs propres de M dans K. On notera simplement Sp(M) :=
Spr(M).
(b) L’espace propre associé a la valeur propre \ est le K-espace vectoriel Ey (M) défini par :

Ex(M):={veK", Mv=XMv}:=Ker(M - AI,).
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Pour tout A € K, on a les équivalences simples :

AeSpg(M) <= FveK"-{0}, Mv=2>Xv
— JweK"-{0}, VkeN, MFv =\
— JveK"-{0}, mpr(N)v=0

<~ my(A)=0

1.e. A\ est valeur propre de M si et seulement si elle est une racine de ;.

Dit autrement, si M est diagonalisable, il existe une base (u1,...,u,) de K" et des scalaires A1,..., )\, € K tels
que :
A1 (0)
Po(u| - lw) . D=| -~ |
(0) An
Comme P est la matrice de passage de la base canonique (e1,...,e,) & la base (ui1,...,u,), on a pour tout

ie{l,...,n} P lu; = ¢; et donc :

Mu; = PDP 'y,
= }jl)ei
= P)\Zel
= Ait;
i.e. u; est un vecteur propre associé a la valeur propre \; (u; est non nul car ¢’est un vecteur d’une base). Ainsi on
a l’équivalence entre :
(i) M est diagonalisable dans K
(ii) il existe une base de K" formée de vecteurs propres de M.

De plus soit A € K. On a équivalence entre :

AeSpr(M) < FweK"-{0}, Mv=2>Xv
«— FveK"-{0}, (M -A,)v=0
<~ det(M -\I,) #0
< xm(A) =0

1.e. les valeurs propres de M sont exactement les racines de x .

On a alors le lemme usuel.

Lemme 8.1.3

On a équivalence entre :
(i) M est diagonalisable dans K

(ii) on a la somme directe :

K'= @ E\(M).
AeSpg (M)

Démonstration. Montrons le résultat dans le cas ot M a deux valeurs propres distinctes A et pu.
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Supposons que M soit diagonalisable dans K. Montrons que la somme est directe. Soit :
re Ex(M)nE, (M)

.. 01 & :
Mx=Xx , Mz=px.

Donc on a (A - p)x =0. Comme A # p, on a donc = = 0.

Soit z € K". Comme M est diagonalisable, il existe une base de vecteurs propres x1,...,z; € Ex(M) et
Thy ooy Thoin € By (M) (avec ke {1,...,n—1}). Donc il existe des scalaires o, ..., a, € K tels que :
n
x= Z ;T
i=1

k n
= Z ami+ Y. gz € Ex(M)+E, (M)

i=1 i=k+1

D’ou le résultat.

Réciproquement, supposons que K" = Ex(M) & E,(M). Soit (u1,...,u;) une base de Ex(M) et (ugs1, ..., Un)
une base de E,(M). Alors (u1,...,uy,) est une base de vecteurs propres associée a la somme directe. Donc M est
diagonalisable. O

Proposition 8.1.4

On a équivalence entre :
(i) M est diagonalisable dans K
(ii) 7z est scindé a racines simples i.e. :

=[] (X-X).

AeSpg (M)

Démonstration. e (i) = (ii). Supposons que M soit diagonalisable dans K. Il suffit de montrer que :
(1) H)\ESpK(M) (X - )\) divise TM
(2) mr divise [Taesp, (ar) (X —A) en redémontrant un cas simple du lemme des noyaux.

On en déduira alors que comme les deux polyndémes sont unitaires, ils sont donc égaux. Posons :

i apM* = 70 (X) e K[ X]
k=0

avec p < n.

(1) Montrons que [Txegp, (ar)(X —A) divise 7pr. Comme I'ensemble des polynomes (X —A) pour A € Spg (M) forme
une famille de polyndémes premiers entre eux, il suffit de montrer que pour tout A € Spg (M), le polynome
(X - ) divise mps i.e. que mpr(A) = 0. Soit A € Spg (M) et z € K™ un vecteur propre (non nul) associé a A.
Montrons que A est racine de my;. Comme Mx = Ax, on a par récurrence simple pour tout k£ € N :

MPz = \eg.
Comme 7y (M) =0, on a donc :

OKn = O///H(K)a?
= WM(M)x

38 David Pigeon - Mathématiques



8 Diagonalisation et polynéme minimal

Comme z est non nul, on a donc :

mam(A) =0.

(2) Montrons que my divise P := [Txesp, (ar)(X = A) i.e. P(M) =0 (car alors P € Ann(M) et par minimalité de
T, on a 7y qui divise P). Montrons que :

Ker(P(M)) = . SEB(M)Ker(M - A). (8.1.1)

C’est un cas particulier du lemme des noyaux. Montrons ce résultat dans le cas ot M a deux valeurs propres
distinctes A et u dans K. Les polyndémes X — A et X —pu sont premiers entre eux i.e. par le théoréme de Bézout,
il existe des polynomes U,V € K[ X] tels que :

() © UXNX-N)+V(X)(X-p)=1
en prenant par exemple (ce n’est pas utile pour la suite) :

1
SO T
w—A

Donc on a en évaluant (*) en M :
(x%) : UM)(M = \,) + V(M)(M - ul,) = In.

Montrons que :
Ker(M - \I,) nKer(M - pl,,) = {0}.

Soit x € Ker(M — \I,,) nKer(M — ul,). D’apres la relation (**), on a :
r=1I,x

=UM)(M - \)x+V(M)(M - pl,)z

= U(M)OKn + V(M)OKn
Montrons par double inclusion que :

Ker(P(M)) = Ker(M - \I,) + Ker(M — pul,).
Soit x € Ker(P(M)). Posons :
u:=UM)M-X)x , v:=V(M)(M-pul,)x.

Par (#*), on a :

(M - MIn)u = (M - MIN)U(M)(M - AIn)l‘
— U(M)P(M)z
-0
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(M - AIn)U = (M - )\In)V(M)(M - ﬂln)x
_V(M)P(M)z
-0

1.€. 0D & :
ueKer(M - ul,) , veKer(M-\,).

De plus par (*x), on a :
r=1,x

= U(M)(M — M)z + V(MM - ul)z
=u+veKer(M - pul,) + Ker(M - \I,)

Soit y € Ker(M - \I,) i.e. (M —\I,)y=0. Ainsi on a :

P(M)y = (M = \,)(M = ul,)y
= (M - uL,)(M - ML)y
= (M - ul,)0
=0

i.e. on a y € Ker(P(M)). De méme on a par symétrie Ker(M — ul,,) c Ker(P(M)). Ainsi on a :

Ker(M - \I,) + Ker(M - pl,) c Ker(P(M)).
Ainsi par le lemme 8.1.3|on a :

Ker(P(M)) = ®)esp, () Ker(M = Alp) = ®yesp, () EA(M) = K"

i.e. P(M) =0.
e (ii) = (i). Réciproquement supposons que 7y soit scindé a racines simples i.e.
=[] (X-X).
AeSpy (M)

On a alors par I’équation (8.1.1)) :

K" = Ker (0.4, x))
= Ker (mps(M))
= @ Ker (M - \I,,)
AeSp(M)

= @D Ex(M)

AeSp(M)

Donc on peut choisir une base de vecteurs propres de M dans K" adaptée & cette somme directe i.e. M est

diagonalisable dans K.

8.2 Exemple

Calculons l'inverse de :

O
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en utilisant le polynéome minimal de A. Nous devons pour cela avoir une forme factorisée du polynéme caractéris-

tique de A contrairement a la section [} On a :

xa(X) = det (A - XT3)
2-X -2 1
=l 2 -3-X 2
-1 2 -X
2-X -2 1
=| -2+2X 1-X 0
“1+2X-X2%2 2-2X 0
2-X -2 1
=-2(1-X) 1-X 0
-(1-X)? 21-X) 0
le20-x) 1-X
-(1-X)? 2(1-X)
-2 1
-(1-X) 2

= (X -1)*(X +3)

=(1-X)°

Soit z,y,z€R. On a :

x x
yle B1(A) — Aly
z z

L2 <—L2—2L1
L3 <—L3+XL1

x
Y
z

et on a:

20 -2y+z=x
— 20 -3y +2z=y
-r+2y==z2

— { r-2y+2=0

x x x
yleb3(4) < Aly|=-3|y
z z z
20 -2y +2z=-3x

— 2 -3y + 2z =-3y
- +2y=-32
Sr—-2y+2=0
2r+22=0
—z+2y+32=0
8y +162=0 Ls — Ls+5L3
<~ 4y+8Z:0 L2—>L2+2L3
—z+2y+32=0
y=-2z
T=2y+3z=-2
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Donc on a :
2 -1 -1
Ei(A)=Vect||1],] O , E_3(A)=Vect|-2
0 1 1

Ainsi les dimensions des espaces propres sont respectivement égales aux ordres de multiplicité des valeurs propres
dans le polynéme caractéristique i.e. A est diagonalisable dans R. On a deux méthodes possibles.

(1) En utilisant le polynéme minimal annulateur. C’est ce que nous voyons dans cette section.

(2) En utilisant la matrice de passage (la méthode n’est pratique pas car elle nécessite de calculer I'inverse
de la matrice de passage qui peut-étre aussi difficile & calculer que I'inverse de A). C’est ce que nous verrons
dans la section suivante [9

Comme A est diagonalisable dans R, son polynéme annulateur 74 est scindé a racines simples réelles, est
divisible par (X —1)(X +3) et divise x4 i.e. on a :

Ta(X)= (X -1)(X+3)=X2+2X -3,

On vérifie bien que (mais c’est inutile) :

WA(A) = +2A 3[3

-2 1 2 -2 1 2 -2 1 1 00
= —32 2 -3 21+212 -3 2|-3]10 1 0O
1 -1 2 0 -1 2 0 0 0 1
4 -1 4 -2
= —4 9 —4 +]1-4 9 -4
-4 3 2 -4 3
=0
i.e. on a A(A+2I3)=3I3. Ainsi on a :
1
A =§(A+213)
1 2 -2 1 1 00
== 2 -3 2|1+2]10 1 O
S\\-1 2 0/ o0
4 -2 1
:1 2 -1 2
S\ 2 2
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9 Diagonalisation et matrice de passage

On va reprendre les calculs de la section précédente [§] et utiliser la matrice de passage pour calculer I'inverse
d’une matrice inversible et diagonalisable.

9.1 Introduction

On a une relation simple entre l'inverse de la matrice, la matrice de passage et la matrice diagonale.

Proposition 9.1.1

Soit A € GL,(R). Supposons que A soit diagonalisable dans R i.e. il existe une matrice P € GL,,(R) et une
matrice diagonale :

A O - 0
e 0 X\ 0
0 -« 0 A\,
telles que :
A=pPDpt
Alors on a :
1/\ 0o - 0
Aloppipiop| O A N 0 |p
0 0 1/\,
Démonstration. On a :
A O\ (/M (0) 1 (0)
(0) An )\ (0) /A (0) 1
donc on a :
/M (0)
D=
(0) 1/,
Et de plus on a :
PD'PlA=pPD'PtPDP!
-1,

D’ou le résultat. ]

Cette méthode n’est pas pratique car elle nous demande de calculer I'inverse de P qui n’a aucune raison d’étre
plus facile que le calcul de 'inverse de A.

9.2 Exemple

Calculons l'inverse de :

2 -2 1
A=12 -3 2
-1 2 0
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en utilisant la matrice de passage. On a trouvé dans la section précédente [§] que le polynéme caractéristique de A

est donné par :

xa(X) ==(X-1)*(X +3)

2
El(A)zVect((l),( )) , E_g(A)zVect(
0

Donc A est diagonalisable. Posons alors :

et que :

-1
0
1

-1
-2
1

|

2 -1 -1 1 0 O
P=[1 o -2, p=[o1 o]
0 1 1 0 0 -3
On a par exemple en utilisant la comatrice (voir le corollaire [1.1.3) :
-1 T
= C P)*.
den(py o)
e Comatrice de P. On a :
A (P) -Ap(P) Ai(P)
COHI(P)Z —Agl(P) AQQ(P) —Agg(P)
Az1(P) -Az(P) Asz(P)
0 -2 |t -2 1o
1 1 0 1 0 1
I R T N A T DA |
- 1 1 0 1 0 1
-1 -1 |2 -1 2 -1
0o -2 1 -2 1 0
2 -1 1
=10 2 =2
2 3 1
e Déterminant de P. On a :
2 -1 -1
det(P)=(1 0 -2
0 1 1
0 -2 |-1 -1
=2 ‘1 1 ‘_‘ 11 ‘
=4
Ainsi on a :
A Com(P)T
det(P)
2 -1 1\
=-10 2 -2
2 3 1
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B 1
4
e Calcul de A~!. Comme D = P"'AP, on a
At=pptp!
2 -1 -1
= }1 1 0 -2
0 1 1
6 -3 1
1
= g 3 0
0 3 -1
4 -2 1
= 1 2 -1 2
3\ 2 2

2 0 2
-1 2 3
1 -2 1
10 0
01 0
00 -1/3
2 0 2
-1 2 3
1 -2 1
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10 Diagonalisation et matrice orthogonale

Le probléme de la section précédente [J] est qu'il faut calculer I'inverse de la matrice de passage. Il existe un
cas simple ou 'inverse de la matrice de passage est simple & calculer : si la matrice de départ est symétrique alors
la matrice de passage est orthogonale. Comment faire si la matrice de départ n’est pas symétrique, on peut alors
travailler sur une matrice associée qui est le produit de la matrice de départ par sa transposée.

On aurait pu espérer que la méthode soit plus simple mais comme on le verra, & cause de I'orthonormalisation,
on va faire apparaitre des racines carrées un peu partout dans le calcul, ce qui au final rendra la méthode longue
et technique.

10.1 Introduction

Définition 10.1.1

Soit A, B € My (R).
(i) On dit que A et B sont orthogonalement semblables s’il existe une matrice P € O,(R) (i.e.
P~1 = PT) telle que :
A=PTBP.

On note alors :
A "’J_ B

(ii) On dit que A est orthogonalement diagonalisable s’il existe une matrice diagonale D € ., (R) :

ANJ_D.

On commence par un lemme usuel sur les valeurs propres et les vecteurs propres d’une matrice symétrique.

Lemme 10.1.2

Soit C € .4, (R) symétrique i.e. CT = C.
(i) Alors Spc(C) cR.

(ii) Supposons qu’il existe deux valeurs propres X et p distinctes de C. Soit x € E5(C') et y € E,(C). Alors
on a :

<l’,y> =0.

.

Démonstration. (i) Soit A € Spc(C) et x € C™ un vecteur propre associé & A (non nul). Comme z est non nul, on
a:

Tes0

a= |z =7
Et ainsi on a :

Az lg

z' (\z)

' Cx

—T
Cx x
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M
o«
B Azl
o«
X
i.e. AeR.
(ii) On a :

(A= p){(@,y) = 2Ty - pa"y
= (\)"y -2 ()
= (Cx)Ty -2 (Cy)

=TTy -2t oy
=zlCy-2TCy
=0

or A\—pu # 0, d’ou le résultat.

On en déduit alors le théoréme spectral.

Proposition 10.1.3: Théoréme spectral

Soit C' € A, (R) symétrique. Alors C' est orthogonalement diagonalisable.

Démonstration. Une preuve usuelle du théoréme spectral se fait par récurrence sur la dimension.

On se place ici en dimension n := 3 et on construit a la main la matrice orthogonale. La matrice C' admet 3
valeurs propres réelles (comptés avec multiplicité) d’aprés le lemme

Soit A € Sp(C). 1l existe u € R* — {0} tel que Cu = \u. Posons :

F:=Vect(u)' ={z e R3, (u,x) = 0}

I'orthogonal de Vect(u) dans R3. Alors F est un sous-espace vectoriel de dimension 2 (I'orthogonale d'une droite
vectorielle en dimension 3 est un plan vectoriel) stable par C' car pour tout y € F' :
(Cy,u) = (Cy)'u

—yTCTy

=y" (Cu)

= /\yTu

= My, u)

=0.

i.e. Cye F'.

Soit (v, w) une base orthonormale de F'. Posons la base orthonormale % := (u,v,w) et la matrice orthogonale
P:=(u|v]|w). Comme F est stable par C, il existe a,b,c,d € R tel que Cv = av + bw et Cw = cv + dw. On a ainsi
par changement de base :

' =pPrcp
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= (Mat»(Cu) | Matz(Cv) | Mat»z(Cw))
(Matz(Au) | Matg(av + bw) | Matgz(cv + dw))

Y

avec :

La matrice C’ est symétrique car :

(cHT = (PTep)”
=pTo’p
=pTop

Ainsi b= c i.e. C" est symétrique.

En utilisant encore le lemme|[10.1.2] soit x4 une valeur propre réelle de C7. Tl existe v/ € R2-{0} tel que Chu' = pu.

Posons :
F' = Vect(u')* = {z R?, (u',x) = 0}

I'orthogonal de Vect(u') dans R?. Alors F’ est un sous-espace vectoriel de dimension 1 (I’orthogonale d’une droite
vectorielle en dimension 2 est un droite vectorielle) stable par C’ car pour tout y € F’ :

(Cy,u') = (C'y) "

: 7 /
f. Sii% EU’Fu‘ne base orthonormale de F'. Posons la base orthonormale %’ := (u',v") et la matrice orthogonale
P’:=(u' | v"). Comme F' est stable par C”, il existe v € R tel que C"v' =vv’. On a :
G = (BT
= (Mate%w(a,’u') ] Mati%u(a,’v'))
(Mat g (pu') | Matg (vv"))

-(57)

(1 0
P--(o ,Pv,)

Posons :

Alors la matrice P’ est orthogonale car :

{1 0\ (1 0
(P)TP:(O 137) (0 ?7)

48 David Pigeon - Mathématiques




10 Diagonalisation et matrice orthogonale

et donc aussi PP'. Et on a :

(pPHTcppP' = (P PTCPP

C(t oY (x 0\(t 0
“\o P) \o c')J\o P
e 0
“\o (PHTCP
A0 O
=10 p O
0 0 v
7.€. 00 & :
A0 O
C"’J_OHO
0 0 v

O

On en déduit alors une méthode pour calculer I'inverse d’une matrice sans calculer I'inverse de la matrice de
passage. Soit A € GL,,(R). Posons :

C:= AAT,
Alors C' est symétrique car :
T =(AAh)"
= AAT
=C.

Donc il existe une matrice P orthogonale et une matrice diagonale D € ., (R) telles que :
C=prPDP'=PDP".
Comme C~! = (AT)"1A™!, on a alors :

A—l _ ATC_l
=APD'PTC!

On doit donc "seulement" calculer I'inverse d’une matrice diagonale. Comme il a été dit dans 'introduction, cela
n’empéchera pas le calcul d’étre fastidieux car le calcul de P fera intervenir de nombreuses racines carrées.

10.2 Exemple

Calculons l'inverse de :

2 -2 1
A=12 -3 2
-1 2 0
en diagonalisant la matrice symétrique :
C:=AAT.
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On a:

C=AAT
2 -2 1 2 2 -1

=12 -3 2||-2 -3 2
-1 2 0 1 2 0
9 12 -6

=112 17 -8
-6 -8 5

La matrice C' est diagonalisable dans R car symétrique. On a :

xXc(X) =det (C' - X13)

9-X 12 -6

= 12 17-X -8

-6 -8 5-X
0 8X -36+(9-X)(5-X)
0 1-X 2-2X

6 -8 5-X

‘ 8X —36+(9—X)(5—X)‘
(

L1 <—6L1+(9—X)L3
L2<—L2+2L3

=0l _x 292X

8X 9-14X + X?
1 2

=6(1-X)(X?-30X +9)

6

1|

Posons pour e € {£1} :
a:=6V6 , Ae¢:=15+ea.

On a donc :

Sp(C) = {1,154 6v/6 = {1, 1, A1}

o= <)

9 + 12y -6z ==z
— 122+ 17y -8z =y
—6r-8y+52==2
4dx+6y—-32=0
633-‘1-83/-42:0 L2=—2L3
“3r-4y+22=0
dr+6y-32=0
-3r—-4y+2z=0
dx+6y—-32=0
20—2=0
=0
2y

Soit z,y,z€R. On a :

LQ «— 4L2 + 3L1

—— — Y ———

IS I
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10 Diagonalisation et matrice orthogonale

et on a pour e € {1} :

(y) €k (C) = C(y) =(15+ea) (y)

- |
|
- |
|

92 + 12y — 6z = (15 + ea)x
122 +17y -8z = (15+ea)y
-6z -8y +52=(15+ea)z
—(6+ea)r+12y—62=0
122+ (2-ea)y-8z=0
-6z -8y - (10+ea)z=0
(120 + 8ea)y + 2(120 + 8ea)z =0
-(14+ea)y—2(14+ea)z=0
6x -8y —(10+ea)z=0
y=-2z
1
. 8y+(60+ea)z:

Donc on a en normalisant chaque vecteur :

avec pour e € {£1} :

E1(C) = Vect

E, (C) = Vect

0 1
1]=Vect| —
9 V5

()

Ll <« 6L1 - (6 + ea)L3
L2 <« L2 + 2L3

—6geaz = (1-eV6)z

1—6\/6 1—6\/6
-2 = Vect | ae -2
Sl

1
Qg = ——.
V12 - 2e\/6
Donc la matrice de passage orthogonale vaut :
0 051(1—\/6) 05_1(1+\/6)
P = 1/\/5 —2@1 —2a_1 .
2/\/5 (65} a_1
Posons :
1 0 0 1 0 0
D=10 X\ 0 |=]0 15+6V6 0 .
0 0 Ay 0 0 15- 66
Ainsi on a :
ct=pDtP"
0 ar(1-v6) a1 (1+V6)\(1 0 0 0 1/V5 2/V/5
=|1/V6  —2a ~20y 0 1/A 0 a1 (1-v6) 201 o
2/\/5 o oy 0 0 1/A1/\a1(1+V6) 201 ay
0 a1(1-v6) a-1(1+V6) 0 1/V5 2/\/5
= 1/\/5 —20(1 —2a_1 (&3] (1 - \/6) /)\1 —20[1/)\1 al/)\l
2/\/5 g a_1 Qa1 (1 + \/6) /)\_1 —201_1/)\_1 a_l/)\_l
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7 -4 2
==|-4 3 o0
2 0 3

Ainsi comme C™ = (A7) A7 ona:

At =ATC
(202 S1\(7T -4 2
212 -3 20l-4 3 o0
3\1 2 of\l2 o 3
4 -2 1
LY P
3101 2 2
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11 Décomposition de Schur

La décomposition de Schur permet de trigonaliser une matrice trigonalisable dans R avec une matrice de
changement de base orthogonale. On obtient un algorithme simple : U'ingrédient de base est la construction de
bases orthonormales successives ayant pour premier vecteur le normalisé d’un vecteur propre.

11.1 Introduction

On rappelle la définition d’une matrice trigonalisable.

Définition 11.1.1

(i) On dit que M est trigonalisable (dans R) si M est semblable & une matrice triangulaire i.e. il existe
P ¢ GL,(R) et une matrice triangulaire T" € ., (R) telle que :

M = PTP.

(ii) On dit que M est orthogonalement trigonalisable (dans R) si M est orthogonalement semblable
a une matrice triangulaire i.e. il existe P € O,(R) et une matrice triangulaire T € ., (R) telle que :

M = pTPT.
Posons :
A1 (0)
T:= .
(0) An
Comme :

xm(X) =det(M - X1,)
=det(PTP' - X1I,)
=det(T - X1,)
= x7(X)

n
=TT -X)
i=1
on en déduit que M a n valeurs propres réelles (comptés avec multiplicité).

On commence par un lemme.

Lemme 11.1.2

Soit M € #,(R) une matrice trigonalisable dans R, (uq,...,u,) une base de vecteurs propres associés
respectivement aux valeurs propres réelles Aq,..., A, de M. Posons :
U1
wy = —.
[[a ]|
Complétons wy en une base orthonormée (wy,...,w,) de R™. Posons la matrice :
Q:=(wi | -+ |wp)€On(R).
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11  Décomposition de Schur

Alors QT MQ est du type :
A *
( 0 M,) =QTMQ
avec M' € #M,,—1(R). La matrice M’ vérifie de plus les deux propriétés suivantes.

(i) On a :
Sp(M') ={Aa, ..., \n}

(ii) Posons pour tout i € {2,...,n}, u; e R"! tel que :

Alors on a u} € Ey,(M").

Démonstration. Par le changement de base donné par la matrice @, la premiére colonne de la matrice QT MQ =
Q’lM Q est la décomposition du vecteur Mw; = A\jw; dans la base (w1, ...,w,) i.e. cette premiére colonne vaut

simplement :
A1
()

D’ou la forme de la matrice QT MQ.
(i) On a :
xm(X) =det(M - X1,)
=det(QTMQ - X1,

M -X *
- 0 M -XI,

= (A = X)det(M' - X1,,_1)
= ()\1 —X)XM’(X)

D’ou le résultat.
(ii) On a :

= Q"MQQ u;

A bt
= 01 Ml) QTUi

_/\1 bT *
N0 M)\

Donc on a M'u} = \jul,.
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11  Décomposition de Schur

O

On a donc un algorithme simple pour obtenir la décomposition de Schur, il suffit de réappliquer le lemme avec
la matrice M’. On obtient alors le résultat suivant.

Proposition 11.1.3: Décomposition de Schur

Soit M € .#,,(R) une matrice trigonalisable dans R. Alors M est orthogonalement trigonalisable i.e. il existe
une matrice 7' triangulaire supérieure et () une matrice orthogonale telles que :

M =QTQT.

Démonstration. Expliquons 'algorithme dans la cas n := 3. Soit (u1,0,u20,u3,0) une base de vecteurs propres res-
pectivement associés a A1, A2, A3 les trois valeurs propres réelles de M (comptées avec multiplicité).

Premiére étape. Posons :
U1,0

lua

w1,0 *

On construit une base orthonormale % := (w19, w20, ws3,0) avec pour premier vecteur wy o par le procédé d’ortho-
normalisation de Gram-Schmidt. Posons :

Qo = (w1 | wap | wsp).

On a donc :
w1,0
Qb AQo = | wao | A(wip | wap | wsp)
w30
= (Mat%(Awl,o) | Math(Awlo) | Math(Aw;),,()))
= (Matgo()\lwlp) | MatggO(AU}ZQ) | Matggo (AU]&Q))
(M
N0 A
avec :

A1 € GL2 (R)

Deuxiéme étape. Posons ug1,u3 1 € R? tels que :

T *
Qo u2,0 =

T *
Qouso =
u3,1

Par le lemme [11.1.2] on a que Sp(A47) = {A2, A3} et
E)\2 (Al) = VeCt('LLQ’l) , E)\3 (Al) = Vect(ugJ).
Troisiéme étape. Posons :

_ Y21
Juz,1

w1 :
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11  Décomposition de Schur

On construit par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt (voir la section pour des détails sur ce
procédé) une base orthonormale %) := (w2 1,ws,1) avec pour premier vecteur ws 1. Posons :

Q1= (wo1 | wsp) , Q1= ((1) Cgl)

La matrice Q; est orthogonale. La matrice Q; est aussi orthogonale car :

r (1 0\(1 ©
aal=(; 40 a)
0 )
Q107

0
I

O = O = O

:I3

On a donc :

Q= (1) s (v )

)

= (Matggl (A1w2,1) | Matgl(A1w371))
= (Mat% ()\2’11)27]_) | Mat g, (A1w371))

A2 #

Lo A
r=at(y 1 )e
(1 0\ (A o+ \(1 0
“lo QFJ\o A J\lo @

— Al *
0 QA

Et ainsi, on a :

A1 (*))
= A9
(0) A3
Posons :
Q = QoQ1-

La matrice @) est orthogonale et on a :

QTAQ = QT Qf AQuQ:
A *
= Q’{ ( 01 Al) Ql

Et donc on a :

i.e.ANLT. D
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11 Décomposition de Schur
Soit A1,..., Ay les valeurs propres réelles de A comptés avec multiplicité et uq,...,un0 des vecteurs propres
respectivement associés. On construit successivement des matrices Qo, .. ., @n—2 orthogonales par récurrence sur la

taille n de la matrice. Expliquons les deux premiéres étapes.

(1)

Soit :

Uu1,0

une base orthonormée avec pour premier vecteurs le normalisé de u1 9. On pose :

, W20, - - - >wn,0)

e la matrice orthogonale :
Qo = (w10 | wop | ... | wnp)

e A; € GL,-1(R) la matrice telle que :
T (M

® POSONS U1, .., Up,1 € R™! tels que

T * T * T *
Qo u2,0 = Qouzo= oo Qouno= .
(u2,1) ’ u3,1 Up,1

Par le lemme [11.1.2] on a que Sp(A1) = {X2,...,A\n} et pour tout i€ {2,...,n}, u;1 € Ey,(A1).

Soit :

u2,1
= Waw3,1,~~-7wn,1)

P = (w2,1 :

une base orthonormée avec pour premier vecteurs le normalisé de ug 1. On pose :

e les matrices orthogonales :

Qri=(way [war | .o [way) , Qui= ((1J égl)

e A e GL,-1(R) la matrice telle que :
~ ~ A *
Q1 A1Q1 = ( 02 Ag) :

® POSONS U3 2, ..., Up2 € R 2 tels que

T * T * T *
Qius = Qo ua = oo Qoup = .
(U372) ro Ug,2 0 Un,2

Par le lemme [11.1.2) on a que Sp(Az) = {A3,..., Ay} et pour tout i € {3,...,n}, u;2 € Ey,(A2).

Et ainsi de suite, on construit une suite de matrices orthogonales Qo, @1, ..., Qn-2. On pose alors :

Q= Qo+Qn-a.

T:=QTAQ
= Qf_l---Q[{AQo---Qn_l

=QZ_1-~Q1T()‘01 ;{1)@1---@”_1
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11  Décomposition de Schur

0 0 A

A1 (%)

- 2—2 An—2 QTL—Q
(0) An72

( )\1 (*))
Ao
On a ainsi A = QTQ" et :

A—l _ QT—lQT

11.2 Exemple

Calculons l'inverse de :

2 -2 1
A=]12 -3 2
-1 2 0

en utilisant la décomposition de Schur. On a trouvé dans la section [§] que le polynéme caractéristique de A est
donné par :

xa(X) ==(X-1)*(X +3)

2 -1 -1
Ei(A) Vect((l),( 0 )) , E_3(A) = Vect (2)
0 1 1

Donc A est diagonalisable (donc trigonalisable) dans R. Posons :

2 -1 -1
up=1] , ugo:=]0 , uzo=|-2].
0 1 1

Premiére étape. On construit une base orthonormale avec pour premier vecteur le normalisé de uq g :

w1 1 2 1 -1 0
By = = === 2 |9
0 (wl,o ||U170H , W20, w3,0) \/5 0 ) \/5 0 ; .

et que :

Posons :

. 1 2 1
Qo AQo = -1 2
0
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11  Décomposition de Schur

) 5 -20 4v/5

== -10 35
0 55 0

1

avec :

A ::1(—10 3¢5)‘
5

Deuxiéme étape. On a :

2 1 0 -1 -2/\/5
Q) u2,0 = 212 ollo]- V5 | = (—2/\/5)
5\o o v5/\1 1 u21
2 1 0 -1 -4/\/5
qu:s,o = L -1 2 0 21 = _3/\/5 _ (—i/\/g)
\/5 0 0 \/5 1 1 3,1

Par le lemme [11.1.2 on a que Sp(A4;) = {1,-3} et

El(Al) = Vect (U271) = Vect (1/1/5)

E_3(A;) = Vect (u3,1) = Vect (_3/1\/5) .

Troisiéme étape. On construit une base orthonormale avec pour premier vecteur le normalisé de ua 1 :

u
B = wa = i,w&l
[zl

1
() (105)
- 5/6)°\ 1/V6
Posons :
1 0 0
Q=0 1/v/6 -\/5/6
0 /5/6 1/V6
On a donc :

1 =
1= ip(o Al)Ql
1 0 0 ), (5 -20 45
=lo 1/vV6 /56 5(0 -10 :’MS)
0 —/5/6 1/4/6)°\0 5/5 0

Ut =

5 20 4v5 \ (1 O
(0 5V6/2 %JWS) 0 V6 —/6/5
0 5v30/2 -5v6/2/\0 /6/5 /6
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1 0 4/6/5
:(0 1 —2/@)
00 -3
et :
Q = Qo1
L AV A 0
=_(1 2 o)o 16 —\/5/6
valo o v3)\o V56 1//6

15 2/V/30 -2/4/6

2//5 -1//30  1//6
_ 0 5/6  1/V/6

Comme T est triangulaire supérieure, son inverse se calcule facilement, on a par la proposition :

1 0 8/V/30
T‘lz(o 1 —2/(3\/5)).
00

-1/3
Comme :
T-Qf ((1) ;{1) Q
= Q1 Q0 AQoQ:
- Q" 4Q
ona:

A*leTleT
2/vV/5 -1/V/30 1/V6\(1 0 8//30 2/vV5 1B 0
=11/v/5 2/v/30 -2/V6[|0 1 —2/(3%)) -1//30 2/+/30 /5/6
0 5/6 1//6)\0 0  -1/3 16 —2//6 1/3/6
2//5 -1//30  V6/2 2/ 150
=15 230 V6/3 [|-1/v30 2//30 \/5/6
0 5/6 -1/vV/6)]\ 176  -2/V6 1/V/6

4 -2 1
:% -1 2
-1 2 2

60 David Pigeon - Mathématiques



12 Décomposition de Cholesky

12 Décomposition de Cholesky

Dans la section on a utilisé la matrice AAT symétrique ce qui nous a permis de diagonaliser avec une
matrice orthogonale.

Il y a une information que 'on n’a pas exploitée : comme la matrice A est inversible, alors la matrice AAT est
définie positive. Grace a cette nouvelle propriété, on obtient une nouvelle décomposition simple.

12.1 Introduction

On rappelle qu’une matrice symétrique réelle est diagonalisable et toutes ses valeurs propres sont réelles (voir
la section . On commence par une définition.

Définition 12.1.1

Soit B € #,(R) une matrice symétrique. On dit que B est définie positive si toutes les valeurs propres
de B sont strictement positives.

Ainsi si B est symétrique et définie positive, il existe une matrice P € O,(R) tel que :

A1 (0)
P'BP =
(0) An
avec Aq,...,A\p > 0 les valeurs propres de B. Ainsi B est semblable & une matrice diagonale avec des éléments

strictement positifs sur la diagonale (en particulier B est inversible).

(i) Soit A € GL,(R). Alors la matrice B := AAT est une matrice symétrique définie positive.

(ii) Soit B € GL,(R) une matrice symétrique définie positive. Alors les mineurs principaux de B sont tous
strictement positifs.

Démonstration. (i) On a :

BT = (AAT)T
_ (AT)TAT
=AAT
=B

Soit A\ une valeur propre de B et v un vecteur propre associé¢. Posons u := ATv. Comme v est non nul et
comme AT est inversible, on a que u est non nul i.e. |[ul|*> > 0. On a donc :

Mv)? = MTv
=vTBu
= vl AATY
= (ATv)T ATy

= UT’LL
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= [full* > 0
i.e. on a A >0 car |[v|? >0 (v est non nul).
A1 (0)
P'BP-= A2
(0) A3
avec A1, A2,A3>0. On a :
A0 0
B=P|[0 X o0]|PT
0 0 A3

pi1 pi2 piz\ (M O O\ [p11 p21 p31
=|p21 p22 P3|l 0 Ao O ||p12 p22 p32
p31 p32 p33)\0 0 A3/ \pi3 p23 p33

p1(B) = b1
= \1pTy + Aepls + Aspis > 0
p3(B) = det(B)

M 0 0
=det|PlO0 X o0 |PT
0 0 N3

= det(P)*A1Ao)3 >0

Comme P est inversible, les deux derniéres lignes sont non colinéaires i.e. un des trois déterminants suivant

est non nul :

Az3(P) , As(P) , Az (P).
Donc on a :

bi1 bi2
B) =
H2(B) bia b2

= by1bgg — bl

= (AM1pT1 + Aapis + A3pls) (D3 + Aapas + A3p3s) — (A1p11par + Aepiapas + Asp1apes)?

= A1 (p%p%Q + plaps) — 2p11p12P21P22) + M A3 (p%p%g + plapy; — 2p11p13P21D23 )
+ Aa)3 (p%2p§3 + Pigp3s — 2p12P13P22P23)

= M2 (pripa2 — p12pa1)” + MAs (P11p23 — pispa1)” + Aoz (p12p2s — p1ap2z)’

= MA2A33(P)% + M A3A32(P)? + Aad3Az1(P)? > 0

On en déduit la décomposition de Cholesky.
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Proposition 12.1.3: Décomposition de Cholesky

Soit B € GL,,(R) une matrice symétrique définie positive. Alors il existe une unique matrice réelle triangulaire
inférieure L & coefficients diagonaux strictement positifs telle que :

B-=LILT.

Démonstration. Montrons le résultat dans le cas n := 3. Posons :

bir b2 b3
B:=1bia by bo3
b1z b2z b33

Soit la matrice :

a 0 0
L:=]|b ¢ 0
d e f
avec a,c, f > 0. Comme :
a 0 O\fa b d
LLT=|b ¢ 0[0 ¢ e
d e f/\0 0 f
a® ab ad
=lab b +¢? bd + ce
ad bd+ce d*>+e*+ f?
on a les équivalences :
bi1 b1z bi3 a? ab ad
B=LLT — bia bay bos|l=|ab %+ 2 bd + ce
b13 b23 533 ad bd+ ce d2 + 62 + f2
CL2 = b11
ab = b12
— ad = b13
b2 + 02 = b22
bd + ce = b23

d2+62+f2 2533
a=+by1=/pu1 cara,c f>0
po bz b
VvV H1
d = bis _ bis
a Vv H1
baob11 — b2 142
M1 21
.o bo3 — bd _ b11b23 — b12b13
¢ vV H1H2
p2b12—(b11b23—b12b13)?

b _
i)

N N
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1 2 0 0
— L= p2b12 p2b13 0
V2N s biibas —bisbis /g det(B)
D’ou 'existence et 'unicité par I’équivalence. O

On obtient alors une technique simple pour calculer I'inverse d’une matrice A. On pose :
B:= AAT

Alors B est symétrique définie positive. Donc il existe une unique matrice réelle triangulaire inférieure L & coeffi-
cients diagonaux strictement positifs telle que :

B=LL"Y.
Comme :
At =ATB
on a donc :
At = AT HT L (12.1.1)
12.2 Exemple
Calculons l'inverse de :
2 -2 1
A=12 -3 2
-1 2 0

en utilisant la décomposition de Cholesky et la formule ((12.1.1f). On a :

B:= AAT
2 -2 1 2 2 -1
=12 -3 2||-2 -3 2
-1 2 0 1 2 0
9 12 -6
=112 17 -8
-6 -8 5
Soit la matrice :
a 0
L:=1]b 0
d f
avec a,c, f >0. On a :
9 12 -6 a? ab ad
B=LLT — 12 17 -8|=|ab b*+c2 bd + ce

-6 -8 5 ad bd+ce d?+e?+ f?
a=3, b=4,d=-2

— A +b2=17, bd+ce=-8
4+e*+f2=5
a=3,b=4, d=-2

— c=1,e=0
f=1
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3 00
— L=14 1 0
-2 0 1
On calcule facilement 'inverse de L par une des méthodes exposées avant car L est triangulaire inférieure. En
utilisant la formule de la proposition pour 'inverse d’une matrice triangulaire inférieure, on a :
00
-4 3 0
0 3

Et donc on a :

1 1 -4 2 1 0 0
=§ 0 3 0]]1-4 3 O
0o 0 3 2 0 3
1 7T -4 2
:g —4 3 O
2 0 3
Et ainsi on a :
Al AT !
1 2 2 -1 7T -4 2
:§ -2 -3 2 -4 3 0
1 2 0 2 0 3
4 -2 1
:§ 2 -1 2
-1 2 2
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13 Décomposition QR et orthonormalisation de Gram-Schmidt

Dans cette section, on expose la décomposition QR d’une matrice inversible en utilisant I’orthonormalisation
de Gram-Schmidt pour trouver la matrice orthogonale @). Dans la section suivante [14] et dans ’appendice [D] on
verra deux autres méthodes pour calculer une matrice Q.

13.1 Introduction

Définition 13.1.1

Soit (ug,...,ux) une famille libre de R™ avec k € {1,...,n} (donc sans vecteurs nuls).

(i) On dit que (u1,...,u;) est une famille orthogonale de R" si[":
Vi,je{l,...,n}, i+j = (uj,u;)=0.

On dit de plus que la famille est une base orthogonale si de plus c’est une base de R" (i.e. k =n).

(ii) On dit que (uq,...,uy) est une famille orthonormale de R" si :
Vi,j € {1, e ,n}, (ui,uj) = 51'73‘.

On dit de plus que la famille est une base orthonormale si de plus c’est une base de R™ (i.e. k =n).

a. On pourrait définir plus généralement une famille orthogonale avec des vecteurs nuls.

On a alors le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt qui construit une base orthonormale (pour le
produit scalaire usuel) & partir d’'une base donnée.

Lemme 13.1.2: Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit (uq,...,uy,) une base de R™. Définissons les deux familles (v1,...,v,) et (w1,...,w,) par la récurrence
suivante :
U1 = Ug
U1
w1
[[oa]
k-1
vp = ug =y (ug, wi)w; (ke{2,...,n})
i=1
Vg
w = —— (ke{2,...,n})
[l

Alors on a les résultats suivants :
(i) la famille (vy,...,v,) est une base orthogonale de R™;
(i) la famille (wi,...,wy) est une base orthonormale de R ;

(iii) pour tout ke {1,...,n} :
Vectg (u1,...,ux) = Vectg (v1,...,v;) = Vectg (w1, ..., wg) .

On pose alors :
(Wi, wy) = GS (ug,...,up).
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Démonstration. Montrons le lemme pour n:=3. On a :

(1
v = wy =
[Jual|
V2
V2 = U2 — <U27 w1>w1 wg =
||va]]
U3
vg = u3 — (u3, wa)wy — (uz, wi)w; w3 = Tosl
3

On commence par une remarque :

(*) pour tout vecteurs non nuls z € R, on a x/||z|| unitaire (i.e. de norme 1) car :

x

]

‘:M:

Montrons que la famille (v1,v9,v3) est libre (donc sans vecteur nul).

(1) Par définition, on a :

Vectr (u1) = Vectgr (v1) = Vectr (wy) .

(2) On a par linéarité du produit scalaire :

(v1,v2) = (v1, ug — (ug, w1 )wr)

(v1,u2) = (ug, w1 ){v1, wr)
= (v1,uz) ~ (uz, o) (o, 7o)
[Jval| [Joa|

= (U17u2> - <UQ,U1>
0

Et on a par définition :
V1,Vg € VectR (ul, uz, wl) = VectR (ul, UQ)

.. 01l & :
Vectr (v1,v2) c Vectg (u1,uz) .

Montrons que (v1,v2) est une famille libre. Supposons par I’absurde vg soit colinéaire a vy i.e. v3 = vy (a € R).
Alors on a :

Uug =V + <U2, w1>w1

=|a (uz, 1) v
( " el ) :

i.e. la famille (u1,u2) est liée (ce qui est contradictoire). Donc la famille (vq,v2) est libre. Donc la famille
(v1,v2) est orthogonale et :
Vectgr (Ul, vg) = Vectr (ul, UQ) .

Comme la famille (v, v2) est libre, elle ne contient pas de vecteur non nul. Donc la famille (w;, w2 ) est normale
(i.e. ne contient que des vecteurs unitaires) par la remarque (*) et libre (car si la famille (wy,ws) est liée i.e.
wy et wg colinéaires, alors la famille (v1,vy) serait liée, ce qui est contradictoire). Donc la famille (wy,ws) est
orthormale. On a de plus :

w1, wsy € Vectr (ul, 1)2) = Vectr (Ul, 2)2)

i.e. comme la famille (wq,ws) est libre, on a :

Vectr (w1, ws) = Vectg (v1,v2) .

67

David Pigeon - Mathématiques



13 Décomposition QR et orthonormalisation de Gram-Schmidt

(3) Pour i € {1,2}, on a par linéarité du produit scalaire :

(vi,v3) = (vi, u3 — (us, wa)wa — (uz, wy )w )

0

Et on a par définition :

7.e.0n a :

(vi,u) = (uz, w2 ){vi, wa) — (uz, w1 ){vi,wi)
(Jvillws, us) = (usg, wa ){||villwi, w2) = (us, wi ){[|vil[wi, wi)
|

il [{wi, uz) = (us, wa)|[vi|ldiz = (uz, w1)||vil|d:1

v1,v2,v3 € Vectr (w1, uz, wy,us, wa, wy) = Vectr (ur, ug, u3)

Vectr (v1,v2,v3) € Vectr (u1,uz, us) .

Montrons que (v1,v2,v3) est une famille libre. Supposons par Pabsurde wvs soit coplanaire & vy et vy i.e.
v3 = vy + g (a, S €R). Alors on a :

ug = v3 + (usz, wa)ws + (us, w1 )wy

=|a (uz, 1) u
( " ] ) :

i.e. la famille (u1,us9,us) est liée (ce qui est contradictoire). Donc la famille (v1,v2,v3) est libre. Donc la famille
(v1,v2,v3) est orthogonale et :

Vectg (v1,v2,v3) = Vectr (ur,u2,v3).

Comme la famille (v1,v2,v3) est libre, elle ne contient pas de vecteur non nul. Donc la famille (w1, w2, ws) est
normale par la remarque () et libre (car si la famille (wy,wq,ws) est liée, alors la famille (v1,ve,v3) serait
liée, ce qui est contradictoire). Donc la famille (wy, w2, ws) est orthormale. On a de plus :

w1, we, ws € Vectg (ug,ve,v3) = Vectgr (v1,v2,v3)

i.e. comme la famille (w1, w9, ws) est libre, on a :

Vectg (w1, ws, w3) = Vectg (v1,v2,v3).

O

Le procédé d’orthonormalisation construit deux bases de vecteurs : la base (v1,...,v,) qui est orthogonale et

la base (w1, ..

.,Wy) qui est orthonormale. On construit un élément de chaque base a chaque étape. On aurait pu

séparer les constructions et construire d’abord la base (v1,...,v,) (l'orthogonalisation) puis la base (w1, ..., wy,)

(la normalisation).

Proposition 13.1.3

Soit :

Posons :

(wi, ..., wp) =GS (ug,...

Alors la matrice @) est orthonormale et la matrice R est triangulaire supérieure inversible.

A= (up || up).

Jun) 5 Qi=(wr | |wy) , R:=QTA
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On a donc :

A—l _ R—lQ—l _ R_lQT.

Démonstration. On démontre le résultat dans le cas n := 3. Soit :
A= (u1 | (5 | U3) € GL3(R)

Construisons la base orthonormée (w1, we,ws) associée a (u,v,w) par le procédé de Gram-Schmidt. On a :

Uy
U1 =1u wy = m
1
(%)
v = ug — (ug, w1 )wy wo = m
2
v3
v3 = u3 — (u3, wa)wy — (uz, wi)w; w3 = Tosl
3
Posons alors :
Q= (w1 | wa | w3).
Comme la base (w1, we,ws) est orthonormée, on a :
wi
QTQ =w] |(wi | w2 | ws)
wi
w{wl w{wg wlng
= wgwl wng w2Tw3
wgwl wng wgwg
(wi,w1) (wi,w2) (wy,ws)
= | (w2, w1) (w2, w2) (w2, ws)
(w3, w1) (w3, w2) (w3, ws3)
1 0 0
=10 1 0
0 01
Et on a :
R=Q%TA
wi
=[wy | (u1 | uz | us)
T
w3
wlTu1 w{UQ 'LU{’U,:),
= w2Tu1 ngQ w2Tu3
w3Tu1 ngQ w3TU,3
(wi,u1) (wi,ug) (wi,us)
= | (w2, u1) (wo,uz) (w2, us)
<’LU3,’U,1> (w37u2> <w37u3)
(wi,u1) (wi,u2) (wi,u3)
= 0 (w2, u2) (w2, us)
0 0 (w3, u3)
D’ou les résultats. O
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On peut exprimer la famille (uq,...,u,) en fonction de la famille orthonormale (w,...,w,). Pour n =3, on

uy = [Jur]fwy = (ug, wiyw

ug = v + (u2, wi)wy = |Jvaf|ws + (ug, wi)wy

= (712, w2>w2 + (U27w1)w1

= (ug — (ug, w1 )wy, wa)ws + (uz, wi)wy

= (ug, wo)ws + (ug, w1 )w;

u3 = vz + (uz, wa)ws + (uz, wi)wi

= ||lvsljws + (u3, wo)wa + (usz, wi)wy

= (v3, w3)ws + (ug, wa)wa + (uz, wy)wy

= (ug = (u3, w2 )wsy — (uz, w1 )w, wz)ws + (ug, we)wsz + (uz, w1 )w;

= (US, u13>w3 + (U37w2)w2 + (U3,w1)w1

13.2 Exemple

Calculons l'inverse de :

2
A:=1] 2
-1

-2 1
-3 2
2 0

en utilisant le décomposition QR avec la matrice () calculée par I'orthonormatlisation de Gram-Schmidt sur la
base des colonnes de A. On note les colonnes de A par :

Construisons la base orthonormée (w1, we,ws) associée a (u1,u2,usz). On a :

V2

v3

ws

w

Posons alors :

(’LL1|’LL2|’LL3)::A:

(75} 1 2
= ——= = 2
]~ 3{
-2
tug — (ug,wi)wy = | =3 | - ——
2
V2 1 2
o2 )

= uz — (us, wi)wy — (uz, wa)wy =2 | - =

1
:ﬁzwlz— 2
lesll = 31 5

Q= (w1 | wy | w3) =

2
2
-1

1

0

6
9

-2 1
-3 2
2 0
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On a bien (c’est inutile de le calculer) :

202 1\ (2 2 -1
Q=12 -1 2]=l2 -1 2

3l 2 23\ 2 2

100

-lo 10

00 1

i.e. Q est orthogonale (et méme ici symétrique donc Q! = QT = Q i.e. Q est involutive). On a :

R=Q%A
=QA

2

3 -4 2
=0 1 O

0 0 1
On calcule facilement I’inverse de R par une des méthodes exposées avant car R est triangulaire supérieure. Utilisons
par exemple, la méthode de la comatrice. Comme :

1 0 0
Com(R)=|4 1 0
-2 0 1
on a :
1 1 1 4 -2
-1 T
= Com(R)"=-10 1 0
det(R) 3o 0 1
Ainsi comme A =QR, on a :
A—IZR—lQ—l
R_lQT
1 4 -2 2 2 -1
=1 0 3 0 E 2 -1 2
S\oo 3/3\1 2 2
4 -2 1
=1 2 -1 2
S\ 2 0
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14 Décomposition R() et matrices d’Householder

Cette section est plus un prétexte pour voir une nouvelle technique d’algébre linéaire. La décomposition QR
utilise les colonnes de la matrice et la décomposition R(Q) utilise les lignes de la matrice. Dans cette section, on
utilisera les matrices d’Householder pour trouver la matrice Q.E]

Dans la section précédente et dans l'appendice [D] on trouvera deux autres méthodes pour calculer une
matrice Q.

14.1 Introduction

Définition 14.1.1

Soit v € R™ non nul. La matrice d’Householder associée a v est :

T
VU
H,=1,-2——.
ST Tl
On a donc :
H -1, 2%

Les matrices de Householder vérifient les propriétés simples qui permettent une décomposition QR.

(i) Soit v € R™ non nul. Alors H, est symétrique et involutive (donc orthogonale).

(i1) Soit z,y € R™ tels que x #y et ||z|| = ||y||- Alors on a :

Hx—y(x) =Y.

Démonstration. (i) On a :

T

T
"= (12

|
T

(%Y
= —2—
R

- v

T\2
H? = (In - 2%)
[l

:In_4va +4U(UTU)UT

[oll? [[o]l*
g oot oo’
el el

T

ii) Comme zXz =vyTy, on a :
(i) y'y,

o= yl? = (@~ y) (z~y)

7. La décomposition R(Q) est simplement une décomposition QR appliquée a la transposée. L’idée de ce texte est de pratiquer des
techniques d’algébre linéaire, on peut voir cette section comme une astuce supplémentaire.
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ol - 23:Ty + yTy
=zle - 2xTy +2lz

22" (- y)

Ainsi on a :

Hy y(x) =2 - 2(3; ~y)(a-y)'e

| -yl
227 (x - y)
T %z y) (z-y)
=r-(z-y)

=Y
O

Donc H, est la matrice de la symétrie orthogonale par rapport & v* (’hyperplan orthogonal & v). On en déduit
alors une méthode pour calculer ) dans la décomposition QR en utilisant les matrices d’Householder.

Proposition 14.1.3

Soit :
A= (ur| * | [*)eGLy(R)

[Jual
0 A4

Démonstration. Soit A la matrice définie en colonne par :

Alors la matrice H,, A est du type :

1=[lualler

avec Aj € GL,_1(R).

A= (uy | # | -] %) € GLy(R).

Alors on a par le point (ii) du lemme précédent :

Hu1—|\u1||elA = (HUI—HU1||€1U | * | | *)
= (Jluiller | * | -] *)
— luall =+
0 A
avec Ay € GL,-1(R). )

On en déduit alors une méthode pour calculer la matrice . Réappliquons la proposition sur la matrice :
Api=(ug | * || %) e GLy-1(R)
(n-1)

Alors la matrice Hu u He(”"l)Al (ici €; est le premier vecteur de la base canonique de R, on met en puissance
27||u2]|€q

"(n—1)" pour indiquer la dimension du vecteur) est du type :

[fusl| =)
( 0 Ay) ™ Huruapelr o4
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avec Ay € GL,_2(R). On construit successivement des matrices orthogonales :

_ (1 0 (1 0
Ql = Hu17“u1||e§n) 5 Q2 = 0 H B (n-1) g ey Qk- = O H ) (n_k+1) (k' € {1’ e ,?’L}).
uz—|Juzlle; ug—|luklle;
Posons
Q:=Qn
On a successivement :
QA=Qn - A
_ Jud|] - *
Judl] -+ #
=Qn-Q3| 0 lual| =
0 0 A
Judl| + *
= 0 ‘., *
0 0 |luall

En passant a la transposée, on obtient un résultat similaire mais en décomposant A suivant ses lignes.

Corollaire 14.1.4

Soit :
U1

A=|7 [eQL.(R)

[fuall 0
* Al

On en déduit encore une fois une méthode pour calculer la matrice (). Réappliquons la proposition sur la
matrice :

Alors la matrice AH,, est du type :

1-|[u1ller

avec A1 € GL,,_1(R).

U2

A= T | eGL(R)

Alors la matrice AlHuT e est du type :

(nuZn 0 ) .

A uz—|luzle{" Y

avec Ag € GL,_2(R). On construit successivement des matrices orthogonales :

1 0 I 0
Ql = gn) s Q2 = (0 H (n—l)) g ey Qk = (O H ) (ke {1,,77/})

ul1—|lui|le —-k+1
1=l us—|uz|le ug g led"
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Posons
Q:=Q1 - Qn
On a successivement :
AQ =AQ1 -+ Qn
_[lhall 0
= ( Al QQ Qn
lual[ 0 0
=1 * Juell 0 |Qs-Qn
* * Ao
luaf[ O 0
= * . 0
x|
14.2 Exemple
Calculons l'inverse de :
2 -2 1
A=]l2 -3 2
-1 2 0

en utilisant le décomposition QR (ici on va faire dans I'autre sens qu’on peut appeler décomposition RQ) avec la
matrice () calculée avec les matrices d’Householder. Comme on I’a indiqué en fin de sous-section précédente, on
applique les résultats aux lignes de A (donc on utilise le corollaire précédent).

On note :
u 2 -2 1
A=lov]:=]12 -3 2
w -1 2 0
Posons :
2 1 -1
wi=u—|juller=|-2]-3|0]=]-2
1 0 1
Comme ||u/||* = 6, on a :
Ql::Hu’
1,17
=1 - uez
[l
100 9 -1
:010_6_2(_1 -2 1)
0 01 1
1 00 1 1 2 -1
=0 1 0 -3 2 4 -2
0 01 -1 -2 1
2 -2 1
1
=3 -2 -1 2
1 2 2
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On a:

Comme AQ); est triangulaire inférieure, on a fini ’algorithme. On pose alors :

Q=Qi , R=AQ.
On a bien QQT = I3 i.e. Q € O3(R). On a

(2 02 -1\(2 21 3 -4 2
R::QTA:g 2 -1 21l2 -3 2|=]0 1 o0
-1 2 2J\-1 2 o0 0 0 1

On calcule facilement 'inverse de R par une des méthodes exposées avant car R est triangulaire supérieure. Utilisons
par exemple, la méthode de la comatrice, comme

1 00
Com(R)=14 1 0
01

-2

on a :

1
R-=
det(R)

S O =

1
Com(R)" = 3 (

S = o

|
)
N —

Ainsi comme A =QR, on a:
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15 Décomposition polaire

Pour toute matrice symétrique définie positive, on peut définir la notion de racine carrée. On obtient ainsi la
décomposition polaire de cette matrice.

En prenant la produit d’une matrice inversible par sa transposée (voir aussi la section [10)), on construit une
matrice symétrique définie positive. En utilisant la décomposition polaire de cette derniére, on obtient une derniére
méthode pour calculer I'inverse d’une matrice.

15.1 Introduction

On commence avec la notion de racine carrée associée a une symétrique définie positive.

Lemme 15.1.1

Soit C' € GL,,(R) symétrique définie positive. Alors il existe une unique matrice R symétrique définie positive
telle que :

R*=C.
On la note :

VC =R

appelée la racine carrée de C.

Démonstration. Montrons P’existence de R. Soit Aq,...,\, les valeurs propres strictement positives de C. Il
existe une matrice orthogonale Q telle que :

A1 (0)
C=Q . Qr.
(0) An

Posons :

La matrice R est symétrique car :

)  Va

VA1 (0)
=Q QT
(0) VAn

=R

et R est définie positive car ses valeurs propres /Ay, ...,/ A, sont strictement positives.

Montrons I’unicité de R. Soit R une matrice symétrique définie positive telle que R? = C. Posons p1, . . . s Hp
les valeurs propres distinctes de C' (p < n) et pour tout i € {1,...,p} n; = dimg £,,(C). On a la somme directe
(voir la sous-section [8.1]) :

P
R" = @ Ey, (@)
i=1
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et soit Z une base adaptée a cette somme directe. Posons P la matrice de changement de base de la base canonique

de R" a A.
Pour tout 7 € {1,...,p}, 'espace propre E,,(C) est stable par R car pour tout = € £,,(C) :
C(Rz) = Rz
= RCx
= puiRx

i.e. Rr e E,,(C). Ainsi la matrice S := P~'RP est une matrice diagonale par blocs du type :

Ay (0)
S=P'RP= g
(0) Ap
avec pour tout i € {1,...,p} :
On a alors :
AL (0)
- g2
0) A
- (P'RP)’
=P 'R*P
=p'cp
(:ulIm (0) )
(0) o ln,
i.e. on a pour tout i € {1,...,p} :
De plus pour tout i € {1,...,p}, A; est symétrique et définie positive car comme R est symétrique on a :
(A%’ <o>)T (A1 <o>)T
(0) Ay (0) Ap
e
= (P 'rRP)T
=P 'RTP
=P 'RP
Ay (0))
(0) Ap
i.e. pour tout i € {1,...,p}, AY = A;, et comme R est définie positive, on a :

Xr(X) =det(R-X1I,)
=det(P'RP - X1I,)
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=det(S-X1I,)
A -X1,, (0)

(0) Ay - XTI,

= [[det(4; - X1,,)

<.
Il
—

~
1}
—_

donc on a pour tout i € {1,...,p} :
Spec(A;) c Spec(R) c R}.

Soit 7 € {1,...,p} et a une valeur propre (réelle) de A;. On a pour tout = € Eo(A4;) :
Wi = il
= A?x
= A,ox

= a2x

i.e. &* = j; (x est non nul). Comme o > 0 (car A; est définie positive), on a donc o = \/pz;. Ainsi 4; est diagonalisable
(car symétrique) et a une unique valeur propre ,/p;. Donc il existe une matrice inversible P’ telle que :

(PY AP = iy,
t.e.0n a :

A; = P\ /il (P

(une matrice qui n’a qu’'une seule valeur propre est une homothétie et donc A; est déterminée de fagon unique).
On a donc montré qu’il existe au plus une matrice R qui vaut :

R=PSp

Ay (0)

=P pt
(0) Ap
V M]-Inl (O)

=P Pt

(0) \/MpInp
D’ou D'existence et 'unicité de la matrice R. O

On en déduit la décomposition polaire.

Proposition 15.1.2: Décomposition polaire

Soit A € GL,(R). Alors il existe une matrice orthogonale U € O, (R) et une matrice symétrique définie
positive P € GL, (R) telles que :
A= PU.
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Démonstration. Faisons une analyse pour trouver les expressions de U et P.

Analyse. Supposons que A = PU avec U une matrice orthogonale U et P une matrice symétrique définie
positive. Comme P est définie positive, P se décompose en :

P=QDQ"
avec () orthogonale. Et donc on a :
AAT - pu(PU)T
- pUUT P
= pPT
=p?
Synthése. Comme AA” est définie positive, on pose alors (voir le lemme précédent [15.1.1)) :
P:=VAAT | U:=P 1A= (VATA)A.
La matrice P est symétrique définie positive par le lemme et :

vut = PtA(PTT AT
=ptAaAT (P HT

- plp2(pHT
= plppPtp)T
= In

Ainsi U est orthogonale, P est symétrique définie positive et A = PU.

On obtient alors que :

A71 :ATC*I
=ATpptpT
15.2 Exemple
Calculons l'inverse de :
2 -2 1
A=12 -3 2
-1 2 0

en utilisant la décomposition polaire. Dans la section on a étudié la matrice :
C:= AAT,

On a trouvé que C est diagonalisable (car symétrique) et :

9 12 -6
C=AA"=12 17 -8
-6 -8 5

xo(X) =6(1-X)(X?-30X +9)
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Sp(C) = {1,152 6V/6} = {1, A1, A1}

0 1 0
E1(C)=Vect|1|=Vect| —|1
o)l )

1—6\/6 l—e\/g
E, (C)=Vect| -2 ):Vect(ae( -2 ))

1 1

avec pour e € {1} :

Donc la matrice de passage orthogonale vaut :

0 o1(1-v6) a-i(1+V6)
P:=|1/V5 201 201
2/\/5 (65} a_1
Posons :
1 0 0 1 0 0
D=0 15+6V6 0 =lo M O
0 0 15 - 66 0 0 X
On a donc :
ct=pD P’
0 ar(1-v6) a1 (1+V6)\(1 0 0 0 1/V5 2/V/5
=|1/V5  —2a ~20y 0 1/A 0 a1 (1-v6) 201 o
2/\/5 (651 a_1 0 0 1/)\_1 04_1(1+\/6) —2a_1 a_1
0 a1(1-v6) a1(1+V6) 0 1/V5 2/\/5
= 1/\/5 —20(1 —20571 a1 (1—\/6)/)\1 —20[1/)\1 al/)\l
2/\/3 Qg a1 01_1(1+\/6)/)\_1 —201_1/)\_1 Ot_l/)\_l
[T 42
=3 -4 3 0
2 0 3
Comme C~t = (AT)1A™! ona:
At =ATc
(2 2 C1\(T 42
=3 -2 -3 2||-4 3 o0
2 0/J\2 o0 3
4 -2 1
L 2 -1 2
3101 2 9
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A Matrices d’opérations

On définit les trois matrices d’opérations élémentaires. Pour simplifier les définitions, on utilise les notations
suivantes.

¢ Le symbole de Kronecker est défini pour tous éléments a,b par :

5ab::{ 1 sia=b

’ 0 sinon.
e Pour toute matrice M € ., ,(R), tout k€ {1,...,n} et tout [ € {1,...,p}, on note [M]kl le coefficient de M a

la ligne k et la colonne I.

e On omettra la virgule en indice pour séparer les indices si aucune confusion n’est possible. On écrira par exemple
ajj := a; j mais on laissera a;y2 ;.

e On note ( , ) le produit sclaire usuel de R™ et ||.|| la norme euclidienne associée. On a pour tous u,v € R" :

(u,v) =u"v

(v,0) =v"v = |||

A.1 Groupes symétriques

Définition A.1.1

(i) Une permutation de {1,...,n} est une bijection o de {1,...,n} vers {1,...,n}. Son support est
défini par :
Supp(o):={ie{l,...,n}, o(i) #i}.
On note &,, 'ensemble des permutations de I’ensemble {1,...,n}.
(ii) Soit k € {2,...,n} et i1,...,ix des éléments distincts de {1,...,n}. Le cycle o := (i1,...,i;) de
longueur k est la permutation de {1,...,n} telle que :

V] € {1,...,k—1}, O'(ij) Zij+1
o(ir) = i1
Supp() = {i1; -, ir}

(iii) Une transposition 7 de {1,...,n} est un cycle de longueur 2 i.e. il existe i,j € {1,...,n} distincts
tels que Supp(7) = {7,5}. On la note :

Tij =7 = (6,7)-
(iv) Pour toute permutation o de {1,...,n}, la signature de o est définie par :

oy [ S92

1<i<j<n J-t

La composition est une loi de composition interne dans &,, qui fait de &, un groupe et :
Card (&,,) =nl.

On pourra noter de deux fagons une permutation o :

e sous forme de matrice :

_( 1 2 n)
77\o(@) o(2) - o(n)
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e sous-forme de tableau :

1 1 2 n
o(i) | o(1) o(2) - o(n)

La proposition suivante énonce les résultats utiles pour la compréhension du texte.

Proposition A.1.2

(i) Toute permutation o peut s’écrire comme le produit de transpositions.

(ii) La signature définie un morphisme de groupes :

g: (6n,0) — ({£1},%)

o — e(o)

Démonstration. On donne une idée des preuves.

(i) Ce résultat se démontre en deux étapes. Supposons que o soit différente de I'identité i.e. son support est non
vide.

(a)

Premiérement, on a que toute permutation o peut s’écrire comme le produit de cycle. Pour voir cela,
posons :

{i1,...,i} := Supp(o).

Prenons le premier élément, 4;, := i1 et construisons un cycle en posant successivement :
iy =i, Gy = 0(ig) gy = o(ig) e

Comme le support est fini, par le principe des tiroirs et comme o est bijective, il existe un premier entier
r > 2 tel que :

Z.jl = U(er)
On a alors défini le cycle de longueur 7 :

Cl = (iju”'aijr)

On prend ensuite un élément de (si cet ensemble est non vide, sinon on s’arréte) :

Supp(o) = {ijy,- -5}

et on construit de la méme maniére un cycle co commengant par cet élément. On réitére cet opération
tant que des éléments de Supp(o) n’apparaissent pas dans un des cycles. Il existe alors s € N, et des
cycles ci,...,cs tels que :

0 =C]0-0Cs.

Deuxiémement, on a que tout cycle s’écrit comme le produit de transpositions. Soit un cycle (i1, ..., i)
de {1,...,n}. On a la formule simple :
(’il, ce ,ik) = (il, ig) o (iz,ig) O:---0 (ik—bik)-

(ii) On a pour toute permutation o € &, :

)= [ W0 20 -e®)

I<i<jsn  J 70 (ijyewr I 71
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avec :
Z={{i, g} 1si<n a1<j<n nizj}.

Soit 0,7 € G,,. Montrons que :
e(oor)=c(o)e(T).

On a:

[ oD -en®

e(ooT) =
{ij}e? Jr

. o(7(j)) —o(r(2)) 7(j) - 7(%)

{i,j}e? T(]) - T(Z) {ijle ] -1
R O
{k,ll;[e;@ k-1 =(7)
=¢e(o)e(r)
]

On peut aussi montrer que la parité du nombre de transpositions apparaissant dans la décomposition ne
dépend pas de la décomposition (i.e. si on a deux décompositions de o en produit de transpositions avec N et N’
transpositions respectivement alors N’ = N[2]). On a alors :

(o) = (-1)".

Soit un cycle ¢:= (i1,...,ix) de {1,...,n}. On a donc :

e(e) = (-1)"

et en particulier la signature d’une transposition vaut —1 (cycle de longueur 2). On donne deux exemples simples
pour comprendre les objets et notions définis.

Exemple A.1.3

(1) Le groupe symétrique &3 est d’ordre 6 = 3!, on a :

ng{(l 2 3)’(1 2 3)’(1 2 3)7(1 2 3)’(1 2 3)’(1 2 3)}
12 3)'\2 1 3)J°\3 2 1)’\1 3 2)’\2 3 1)J'\3 1 2
={Id, (12), (13),(23), (123) = (12)(23),(132) = (13)(32)}
=:{01,09,03,04,05,06}
Comme la signature d’une transposition vaut —1, les signatures des six permutations valent :
e(oy)=1 g(og)=-1 e(o3)=-1
e(og)=-1 e(o5)=€(o2)e(og) =1 e(og)=€(o3)e(og) =1

Montrons avec 'autre formule que € (06) = 1. Comme :
(1 2 3
76713 1 2

5(0'6): H 06(].)'_?-6(1.)
1<i<j<3 J=t

on a :
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06(2) —06(1) 06(3) —06(1) 06(3) —06(2)

Z=1 . 3-1 ' 3-2
1-32-32-1
2-13-13-2
=-1x-1x1
=1
(2) Soit la permutation de {1,...,12} :
(1 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12
"\ 2 4310897126 1 11 5

On a :
Supp(o) ={1,2,4,5,6,8,9,10,12} .
Construisons, comme dans la preuve, une décomposition en produit de transpositions pour o.

e On prend le premier élément du support 1 et on construit le premier cycle avec pour éléménts :
1, o(l)=2, o(2)=4, o(4)=10, o(10)=1.

On a donc un cycle de longueur 4 ¢; := (1,2,4,10).
e Comme il reste des éléments non choisis, on prend le premier non choisi 5 et on construit le deuxiéme
cycle avec pour éléménts :
5, o(b)=8, o(8)=12, o(12)=5.
On a donc un cycle de longueur 3 ¢z := (5,8,12).

e Comme il reste des éléments non choisis, on prend le premier non choisi 6 et on construit le deuxiéme
cycle avec pour éléménts :
6, o(6)=09.

On a donc un cycle de longueur 2 c3 := (6,9).
o Il ne reste plus d’éléments dans le support qui ne apparaissent pas dans un cycle. On a alors :

og=ciocpocz=(1,2,4,10) 0 (5,8,12) o (6,9).
e On écrit ensuite chaque cycle comme le produit de transpositions :

1= (172’4’ 10) = (172) °© (2?4) ° (47 10)
cs = (5,8,12) = (5,8) o (8,12)
c3=(6,9)

Ainsi on a :
o=(1,2)0(2,4)0(4,10) 0 (5,8) o (8,12) o (6,9)

et on a :
e(o)=(-1)¢=1
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A.2 Déterminant d’une matrice

On donne dans cette sous-section seulement les notions importantes sur le déterminant pour comprendre le

texte. On note (eq,...,e,) la base canonique de R™ définie par :
1 0 0
0 1 0
er:=10] , ea=]0] , ..., ep:=]:
: : 0
0 0 1

Définition A.2.1

Soit f une application de (R™)™ vers R. On dit que f est une forme n-linéaire alternée si :

(i) (linéarité en chaque variable) pour tout i € {1,...,n}, tous z1,...,2,,y; € R et tous «, B € R, on
a:
f(xla' ey Li-1, AT +/8yiaxi+1>' .. 7xn) = af(xh' .. ,{En) +/Bf($17‘ <Yy - xn)a

(ii) (alternée) pour tous 4,j € {1,...,n} distincts et tous z1,...,x, € R" tels que z; = z;, on a :

f($1,...,$‘n)=0-

Proposition A.2.2

Soit f une forme n-linéaire alternée. Alors on a :

oeS,

flxi,...,xn) = ( > e(o) ﬁma(j)’j)f(el,...,en).

Démonstration. Montrons le résulat dans le cas n := 3 (on dit que f est trilinéaire alternée). On a en développant
successivement par linéairité par rapport a chaque variable (on met un ’alt’ sous le égal pour signifier qu’on utilise
I'alternance et un ’lin’ pour signifier qu’on utilise la linéarité par rapport a une variable) :

f(z1,22,73) =f (z11€1 + T2102 + 3163, T2, 73)
tin =r11f (€1, 72, 23) + 21 f (€2, 72, 23) + 31 f (€3, 22, 73)
=w11f (€1, T12e1 + Ta2e2 + T32€3,73)
+ 221 f (€2, w12€1 + T22e2 + T32€3,73)
+x31f (€3, 12€1 + T2e2 + T32€3,73)
tin =711 [T12f (€1,€1,73) + z22 f (€1,€2,73) + 232 f (€1, €3,73)]
+ w91 [212f (€2,€1,73) + w22 f (e2,e2,23) + w32.f (€2, €3, 23) ]
+ w31 [212f (€3,€1,73) + w22 f (e3,e2,23) + w32.f (€3, €3, 23) ]
att =211 [0+ 2o f (€1, €2,23) + (-1) w32 f (e1,23,€3) ]
+ T91 [(—1)1x12f (e1,e2,23) +0+ (-1)x3a f (arg,eg,eg)]
+ 31 [(—1)2x12f (e1,23,€3) + (-1) oo f (w3, €0, €3) + O]
= (3311%22 + (—1)196213712) [ (e1,e2,13€1 + T23€2 + T33€3)
+((-D)'@11m32 + (-1)%x31712) f (€1, T13€1 + Tagea + T33€3, €3)

+ ((—1)133315622 + (—1)21’21$32) [ (xz13e1 + xa3e2 + x33€3, €2, €3)
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in = (211722 + (-1) 221212 (w13f (€1, €2, 1) + T3 f (€1, €2,€2) + 33 f (e1, €2, ¢€3))
+((-1)'ziizs + (-1)%z31212) (213 (e1, €1, €3) + T2 f (€1, €, €3) + w33 f (e1,e3,€3))
+((-1)'@g1200 + (-1)*m21232) (13f (€1, €2, €3) + T3 f (€2, €2,€3) + 33 f (€3, €2, €3))
ait = (211222 + (1) w1212) (w33 f (€1, €2,€1) + 0+ 0)
+ ((—1)1:10113332 + (—1)2:):31x12) (0 + z23f (e1,e2,e3) +0)
+ ((—1)1:16319622 + (—1)233219U32) (z13f (e1,e2,e3) +0+0)
= (211292 + (-1)'w21212) 233 f (€1, €2, €1)
+((-1)'z11m32 + (-1)%x31212) T23 f (€1, €2, €3)

+((=1)'@31m92 + (-1) 21232 T13.f (€1, €2, €3)

S5 = {Id, (12), (13), (23), (123) = (12)(23), (132) = (13)(32)}

=:{01,02,03,04,05,06}

et les signatures des six permutations valent :

c(o)=(-1)° =1 e(02) = (1) =1 E(05) = (1) =1
e(oy) = (-1) =-1 e(o5)(-1)%? =1 e(og) =(-1)?=1
Donc on a :
f(x1,22,23)

=[z11@20w33 + (-1) 12291233 + (-1) 11223732

+(~1)*z19w23231 + (-1) T1320075) + (—1)2901338213032] f(e1,e2,€3)

3 3 3
= [5 (01) H Tioi(i) T € (02) H Tioy(i) TE (04) H i o4(4)
i=1 i=1 i=1

3 3 3
e(05) [ [Zios0i) +€(03) [ [ @iosi) + € (06) [ [ %06y | [ (€1, €2, €3)
=1 =1 =1

6 3
[Z e (ox) Hxi,ak(i):l [ (e1,e2,€3)
k=1 i=1

[ > 5(U)f11%o@)]f(€1#2763)

€G3

O

L’ensemble des formes n-linéaires alternées forme un espace vectoriel de dimension 1. Il est donc engendré par
toute forme n-linéaire alternée non nulle. D’ou les définitions suivantes.

Définition A.2.3

(i) Le déterminant det est I'unique forme n-linéaire alternée telle que :

det (e1,...,e,) = 1.
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(ii) Soit la matrice définie par ses colonnes :
M:=(Cy || Cp) e M(R).
Le déterminant de M est défini par :

det(M) :=det (C1,...,Cy).

Pour M = (m;;)i;, on a donc :

det(M) = > &(o) ﬁmz’,a(i)-

oeS,y,

On a les propriétés utiles suivantes du déterminant.

Proposition A.2.4

Soit M, N € M, (R).
(i) On a :
det(M7T) = det(M).
(ii) On a :
det(MN) = det(M) det(N).
(iii) On a :
det(M) #0 < M € GL,(R).

A.3 Matrices de permutation

Définition A.3.1

Soit 0 € 6,. La matrice de permutation associée a o est la matrice P, € .#,,(R) telle que pour tous
k,le{l,...,n}:
[Poli = 0ko@):

On reprend I'exemple (1) de

Exemple A.3.2

On a:

&3 = {Id, (12), (13), (23), (123) = (12)(23), (132) = (13)(32)}

=: {0170'270'370'470'570'6}

Les six matrices de permuation associées valent :

01,01(1) 01,01(2) 91,01(3) 011 012 013 10
Py, =P1a=|025,1) 9201(2) 02,0:(3)|=|d21 d22 d23]|=|0 1
0 O

03,61(1) 93,01(2) 03,01(3) 031 032 033

_= o O

|
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01,00(1) OLoa(2) 01,02(3) 012 011 013
Po, =P12) = [ 9202(1) 9202(2) 9202(3) | = |022 d21 d23]=
03.02(1) 93,02(2) 93,05(3) 032 031 033

01,05(1) OLo5(2) 01,04(3) 013 012 011
Poy =P13) =|02035(1) 0205(2) 92,053) | =023 d22 d21|=
03,05(1)  03,05(2)  03,04(3) 033 032 031
0los(1) O1,04(2) O1,04(3) 011 01,3 012
Poy =P23)=|92041) 2042) 02,0u3) | =021 2,3 d22]|=
03.04(1) 93,04(2) 93,04(3) 03,1 033 032

=2

[\

—

|
SO = HFOO OO
_— o0 OO OO
OR O OOk = OO

0101(1) 1,00(2) O1,00(3) 012 01,3 011
Py =P123)=|02,0,(1) 9201(2) 92013) | =|022 023 d21]|=
03.01(1) 93,01(2) 93,01(3) 032 033 031
0101(1) O1,01(2) O1,00(3) 013 011 O12
Pos =P132) = 02,0.(1) 92,01(2) 92013) | =023 021 d22]|=
03.51(1)  03,01(2) 93,01(3) 033 031 032

_ o o OO

SO = = OO
OO O o~

On a alors les résultats fondamentaux suivants.

Lemme A.3.3

(i) Soit 0,7 €&,. On a :
Psor = P,P,.

(ii) Soit 0 € &,,. On a P, € GL,,(R) et :
Pl-P . =Pl

g

Démonstration. (1) Comme 7 est une bijection, on a pour tous p,q € {1,...,n} :
p=7(q) = q=7"(p).

Ainsi Pour tous k,l€{1,...,n}, on a:

[PUPT]kl = [Pa]km [PT]ml

AalingE

Ok,0(m)Om,r (1)

=0k, (r(1))
= [PUOT]]CZ

(ii) Pour tous k,l€{1,...,n}, on a:

[PUPT]M -

g

[PU]km [Pg]ml

[PU]km [PU]lm

M= iD= iD=

Ok,0(m)O1,0(m)
1

3
Il
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et par bijection de o, on a :

Donc on a P, € GL,(R) et :
P!
(o2

Donc l'inverse d’une matrice de permutation est une matrice de permutation.

A.4 DMatrices d’opérations élémentaires

Définition A.4.1

(i) Soit 4,5 € {1,...,n} tels que i # j. La matrice de permutation (7,j) de taille n est la matrice :

P P

4] T T

avec 7; ; la transposition de 7 et j. On dit aussi que P; ; est une matrice élémentaire de permuation
ou une matrice de transposition.

(ii) Soitie{l,...,n} et a € R*. La matrice de dilatation (i,a) de taille n est la matrice D;(a) € ., (R)
telle que pour tous k,l€{1,...,n} :

a sik=10=1
0k, sinon.

[Di(a)lz,; = {
(iii) Soit 4,5 € {1,...,n} tels que ¢ # j et b € R. La matrice de transvection (i,7,b) de taille n est la
matrice T; ;(b) € 4, (R) telle que pour tous k,l € {1,...,n} :

_ b Si k = 7, et l = ]
[TZ,](b)]k,l - { 5k,l sinon.

On note &,(R) 'ensemble des matrices élémentaires de taille n i.e. :

éan(R)Z{Pz"j, i,jE{l,...,’l’L}, Zij}
U{Di(a), i€{1,...,n}, acR"}
U{Ti(b), i,5€{1,...,n}, i#+j A beR}.
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Pour n := 3, on a par exemple :

010 00 1 100
Piy=Py=|1 0 0 Pis=Ps;=[0 1 0 Pys=P3y={0 0 1
00 1 100 010

a 0 0 10 0 100
Di(a)={0 1 0 Ds(a)=|0 a 0 Ds(a)=|0 1 0
00 1 00 1 00 a

1 b0 10 b 100
Tio(b)=[0 1 0 Tis(b)=[0 1 0 Toa(b)=[b 1 0
00 1 00 1 00 1

100 100 100
Tos(b)=[0 1 b Ts1(b)=(0 1 0 Tso(b)=[0 1 0
00 1 b 0 1 0 b 1

A.5 Propriétés

On a les relations simples suivantes.

Lemme A.5.1

Soit 4,5 € {1,...,n} telsquei+j,acR*, beR et 0 €S,..
(i) (a) On a P;; € GL,(R) et :
P;j=Pi;=Pi;.
(b) Toute matrices de permutation est le produit d’au plus n—1 matrices élémentaires de permutations.
(c) On a:
det (P,) =¢(0).
(i) (1) On a D;(a) € GL,(R) et :
Di(a)_l = Dl(l/a) 5 Di(a)T = DZ(CL)
(ii) On a :
det (D;(a)) = a.
(iii) (i) On a T;;(b) € GL,(R) et :
Tyj(0) " =Tij(-b) , Tij(0)" =Tj(b).
(ii) On a :

det (lej(b)) =1.
Démonstration. (i) (a) Par le lemme on aP;;eGL,(R) et :

-1 _p-1

PZ:] = PTi,j

= PTfl,

i,j

-P.

i,j
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et :

T _ pT
PiJ - PTi,j
=P
=P

T T

=Pi;

Soit o € G,, une permutation. Alors par la proposition o est le produit de transpositions 7, ..

0=T1 0 0T.

On a donc par le point (i) :

P, =P o.or,
=P,--P,
D’oit le résultat.
Soit 7; j une transposition avec 4,5 € {1,...,n} avec i < j. Montrons que :

det (Pj ;) = -1=¢(7;).

On a par antisymétrie du déterminant :

det (Pi,j) =det (61,. ..,6,'_1,63'76“_1,. . .,ej_l,ei,ej+1,.. .,en)
=—det (e1,...,6n)
=-1
= 8(7‘1‘73‘)

Tkt

On réutilise les notations du point (iii). Soit une permutation décomposée en produit de transpositions :

O-:T].O"'OT]{;'
On a donc :

det (P, ) =det (P,--P7,)
k
= H det (PTz)
i=1

- (1)
=e (o)

(ii) Soit k,l€{1,...,n}. Comme :

a sik=10=1

0k sinon = (a—=1)0k;i01; + Ox

[Di(a)ly, = {

on a :

[Di(a)Di(1/a)]yy = 2, [Di(a)]pm, [Di(1/a)],,

M= M=

((a=1)6k:0mi + Okm) ((1/a = 1601 + 6m)
1

3
Il
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Z(OL - 1)(1/a - 1) Z 5k,i5m,i5m,i51,i + (a - 1) Z 5k,i5m,i5m,l

m=1 m=1

+(1/a=1) > OkmOm,i0ui + ., Ok mOm.

m=1 m=1
=(a - 1)(1/a - 1)5k,i5l,i + (a - 1)5].“'(%71' + (1/& - 1)5]“5[71' + 5k,l
=01
= [In]kl

eton a:
[Di(a)"],, =[Di(a)]y
=(a—1)0,i0k,i
=(a = 1)0,;01i
=[Di(a) ]y
Donc on a D;(a) € GL,(R) et
Di(a)™ =D;(1/a) , D;(a)T =D;(a).

(iii) Soit k,l € {1,...,n}. Donnons une expression des coefficients de ces matrices sans conditionnement. On a
pour tous k,l€{1l,...,n} :

sik=dietl=j5 _ o
[ b (b)] { 5kl sinon. B bék’lél’] * 5k’l
On a
[ l](b)le( b) Z Zj(b ',j(_b)]ml
m=1
Z (b5k iOm,j + 5k m) (_bém,i(sl,j + 5m,l)
m=1
—_bzz(slm ,]5m1513+b25k1 m,j ml_bxékmdmz(slg"'z(skm m,l
m=1
=0+ bdkﬂ'(&l - bék,i(sl,j + 6k,l
=0k
= [In]kl
et on a :

[Tivj(b)T]kl = [Ti,j(b)]m
=b0y,;0k,j + 01k
=b0y, ;01,5 + Okl
=[Ti(b) ]y

Donc on a T; ;(b) e GL,(R) et :

Tij(0) = Ti(-b) , Tij(0)" =T;(b).

On en déduit deux stabilités fondamtentales de ’ensemble &, (R).
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Corollaire A.5.2

L’ensemble &, (R) des matrices élémentaires de taille n est stable par la transposée et 'inverse.

A.6 Cas des matrices triangulaires

On montre dans cette sous-section que toute matrice triangulaire inversible de taille 3 s’écrit comme produit
d’opérations élémentaires. On commence par les matrices triangulaires inférieures.

Proposition A.6.1

(i) Soit :
1 00
L:=|b 1 0]eGL3(R).
d e 1
(a) On a:
L=T:(b)T3:1(d)T32(e).
(b) On a:
L_l = T3?2(—€)T3,1(—d)T2’1(—b)
1 0 0
= -b 1 0}.
be—-d -e 1
(ii) Soit :

a 0 0
L:=|b ¢ 0) e GL3(R).
d e f

(donc a, c et f sont non nuls).
(a) On a:
L =D3(f)D2(c)D1(a)T21(b/c)T3,1(d/f)Ts2(e/[).

(b) On a:
L™ = T3(=¢/f)T31(~d/ f)T2,1(-b/c)D1(1/a)D2(1/c)D3(1/f)

1/a 0 0
( -b/(ac) 1/e 0 )
(be—cd)/(acf) —e/(cf) 1/f

Démonstration. (i) (a) On a :

O O =
o = O

To1(0)Ts,1(d)Ts2(e) = (

:(
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(b) On a par (a) :

(ii) Soit :

(a) On a par (l.a) :

L71 = T372 (—6)T371 (_d)T271 (—b)

1 0 0 1 00 1 00
0 1 0 0 1 oJf-» 1 0
0 -e 1/\-d 0 1 0 0 1
1 0 0 1 00
0O 1 OoJl-b 1 0
0 -e 1/\-d 0 1
1 0 O
-b 1 0
be-d -e 1
a 0 O
L:=|b ¢ 0]eGL3(R).
d e f

D3(f)Da2(c)D1(a)T2,1(b/c)Ts31(d/f)Ts2(e/f)

—_ O O
S O =

[a)
=]

[y

~ =

f

1 0 0\/1 0 O\fa O O 1 0 0\/1 O
=0 1 0|0 ¢ OJ|0O 1 Ofe]|b/c 1 OJ] O 1
00 f/J\O O 1/\0 O 1 0 0 1)\d/f O
a 0 0\(f1 0 O
=0 ¢ O||b/c 1 O
00 fJ\d/f e/f 1
a 0 0
=lb ¢ O
d e f
=L

(b) On a:
-1

=T32(~¢/f)T31(=d/f)T2,1(-b/c)D1(1/a)D2(1/c)D3(1/f)

1 0 0
=10 1 0
0 -e/f 1
1
= -b/c
1/a
| -biao)

I

10
0 1
-d/f 0
0
1

0

(be—dc)[(cf) —e/f 1

0
1/c

0
0

)
)

(be—cd)/(acf) —e[(cf) 1/f

1 0 0\ (l/a 0 0\/1 0 0\/1 0 O
~b/c 1 0]le]l 0 1 0of[0 1/c oflo 1 o0
0 0 1 o o 1/\o o 1/\o o 1/f

I/a 0 0
0 1/c 0 )
0 0 1/f

0
0

)_
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O

En passant a la transposée, on a le résultat pour les matrices triangulaires supérieures (voir aussi le lemme|A.5.1]).

Proposition A.6.2

(i) Soit :
1 b d
U:=|0 1 e|eGL3(R).
0 0 1
(a) On a :
U= T2,3(6)T1,3(d)T1,2(b)'
(b) On a:
U™ =Ti12(-b)T13(-d)Ta3(~¢)
1 -b be-d
= 0 1 —€ .
0 0 1
(ii) Soit :

(a) Les réels a, ¢ et f sont non nuls.
(b) On a:

U =Ta3(e/f)T1,3(d/f)T1,2(b/c)D1(a)D2(c)D3(f)-
(¢c) On a:

U™ =D3(1/f)D2(1/c)D1(1/a)T12(-b/c)T15(~d/ f)Ta,3(-¢/ f)
(1/a -b/(ac) (be—cd)/(acf))

0 1/e —e/(cf)
0 0 1/f

Le résultat se généralise en dimension quelconque. Comme le produit matriciel n’est pas commutatif, on utilise
les notations :
1-n

[[ai=aian
7

n—1

[]ai=ana
7

On a pour les matrices triangulaires inférieures et supérieures le résultat suivant.
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Proposition A.6.3

(i) Soit :
o)
L= : - € GL,(R).
tnl tn,n
(a) On a:
n 2-n[i-1 tzk
e[ {1 [TF [ (32
=1 7 k=1 1,1
(b) On a:
n—2[i-1 . n
T[]
7 k=1 21 =1 2,2
(ii) Soit :
(tn tln)
U := w1 | e GLy(R).
(0) tnn
(a) On a: vt
il ()]
i Lk=1 1,1
(b) On a:
n 1 2-n[i-1
oo )l ()]
i=1 tii i tm
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B Opérations élémentaires sur les lignes

On définit les trois opérations élémentaires sur les lignes. A chacune on associe une matrice inversible. On garde
les notations de la section précédente. On commence par la définition d’équivalence par lignes.

Définition B.0.1

Soit M, N € M, ,(R). On dit que M et N sont équivalentes par lignes s’il existe P € GL,,(R) telle que :
M =PN

On note alors M ~p, N.

La relation ~j, est une relation d’équivalence sur les matrices de ., ,(R).

B.1 Les trois opérations élémentaires

Matrices de permutation
Soit 4,7 € {1,...,n} tels que i # j. La matrice de permutation des lignes i et j de taille n est la matrice
P; ;. Elle est symbolisée par :
Li > Lj.

On note alors :
Mat (Lz > LJ) = Pi,j
Opy (Pij) :=[Li <= Lj]

Matrices de dilatation
Soit i € {1,...,n} et a € R*. La matrice de dilatation de la ligne i par a de taille n est la matrice D;(a).
Elle est symbolisée par :
Li <« CLLZ‘.

On note alors :

Mat (L; «<— aL;) := D;(a)
Opr (Di(a)) = [Li «— al;]

Matrices de transvection
Soit 4,7 € {1,...,n} tels que i # j et b € R. La matrice de transvection (b,j) de la ligne i de taille n est
la matrice T (b, j). Elle est symbolisée par :

Li <« Lz + bLJ
On note alors :

Mat (L; «— Li+bLj):=Ti;(b,j)
Opg (Ti;(b,5)) = [Li «— Li+0bL;]
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B.2 Un exemple simple

Faire une opération élémentaire sur les lignes d’une matrice est équivalent & multiplier la matrice

a gauche par une matrice élémentaire.

Regardons cela sur un exemple simple. Soit la matrice :

(1) Dilatation :

[Ly «— 5Ls]
(2) Permutation :
(a)
[L2 «— Ls]
(b)
[L1 <= Ls]

(3) Transvection :

[Lg < Lg + 3L1]

(4) Transvection et dilatation :

[Lg «— 2L3 + 3L1]

Cela correspond aux deux opérations élémentaires faites successivement :

[Lg <~ 2L3 + 3L1] =

7.e. 0N a matriciellement@ :

M =

N &~
co Ot N
© O W

D,(5)M =|0 5

PysM =|0

)

PisM =

)

)

T31(3)M =

)

D3(2)T3.1(3/2)M =

1 00
=10 1 0
0 2

o
—

O =

[
o

10
0
3 0

—_

[L3 <~ L3 + 3/2L1

8. L’ordre dans le produit des matrices est inversé car on multiplie & gauche.

co Ot

ECRNNG -

~N =~ =

0
0
2

puis
1 00
0 1 0
3/2 0 1

3 1 2 3

61=120 25 30

9 7T 8 9

2 3 1 2 3

5 6|=|7 8 9

8 9 4 5 6

2 3 7 8 9

5 6]=14 5 6

8 9 1 2 3

2 3 1 2 3

5 6]=14 5 6

8 9 10 14 18

1 2 3 1 2 3
5 6]=14 5 6

7 8 9 26 31 36

L3 «—2L3]
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C Opérations élémentaires sur les colonnes

On définit les trois opérations élémentaires sur les colonnes. A chacune on associe une matrice inversible. Elles
sont simplement les transposées des matrices élémentaires sur les lignes. On garde les notations des sections pré-
cédentes. On commence par la définition d’équivalence par colonnes.

Définition C.0.1

Soit M,N € M, ,(R). On dit que M et N sont équivalentes par colonnes s'il existe @ € GL,(R) telle
que :

M=NQ*!
On note alors M ~c N.

La relation ~c est une relation d’équivalence sur les matrices de .#, ,(R).

C.1 Les trois opérations élémentaires

Matrices de permutation
Soit 4,7 € {1,...,n} tels que i # j. La matrice de permutation des colonnes i et j de taille n est la

matrice :
T _p. .
Piu’ =P;;.

Elle est symbolisée par :
C; «— Cj.

On note alors :
Mat (C; «— Cj):=P;;
Opc (Pij) =[Ci < Cj]

Matrices de dilatation
Soit i € {1,...,n} et a € R*. La matrice de dilatation de la ligne i par a de taille n est :

D;(a)" = Di(a).

Elle est symbolisée par :
C; «— aC;.
On note alors :
Mat (C; «— aC;) :=D;(a)
Opc (Di(a)) = [Ci «— aCi]

Matrices de transvection
Soit 4,7 € {1,...,n} tels que i #+ j et b e R. La matrice de transvection (b,j) de la ligne i de taille n est :

Ti (b, 5)" = T;a(b, ).
Elle est symbolisée par :
C; «— C;+bC;.
On note alors :
Mat (C; «— C;+0bCj) :=T;,;(b,j)
Opc (Tji(b, 7)) = [Ci «— Ci+bCj]
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C.2 Un exemple simple

Faire une opération élémentaire sur les colonnes d’une matrice est équivalent & multiplier la
matrice a droite par une matrice élémentaire.

Regardons cela sur un exemple simple. Soit la matrice :

1 2 3
M:=14 5 6].
789
(1) Dilatation :
1 2 3\/1 0 O 1 10 3
[Ch «— 5C5] MDy(5)=[4 5 6|lo 5 o]=]4 25 6
7 8 9/\0 0 1 7 40 9
(2) Permutation :
(a)
1 2 3\(1 O 1 3 2
[Co «— (3] MPy3=|4 5 6[|0 1]= 6 5
7 8 9/\0 1 7 9 8
(b)
1 2 3\(0 0 1 3 21
[C) < Cs] MPis=[4 5 6|]lo 1 o|=]6 5
7 8 9/\1 0 O 9 8 7
(3) Transvection :
1 2 3\(/1 0 3 1 2 6
[Cg<—03+301:| MT371(3)= 4 5 6 01 0]=|4 5 18
7 8 9/\0 0 1 7 8 30
(4) Transvection et dilatation :
1 2 3\(1 0 3 1 2 9
[03<—203+301] MT371(3/2)D3(2)= 4 5 6 01 0]=14 5 24
7 8 9/\0 0 2 7 8 39

Cela correspond aux deux opérations élémentaires faites successivement :
[03 «— 203 + 301] = [03 < 03 + 3/201 puis 03 «— 2C3]

7.e. on a matriciellement :
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D Rotations de Givens

Dans la décomposition QR, il existe une autre méthode connue pour calculer la matrice ). Elle utilise les
rotations de Givens. Cette méthode qui semble compliquée au premier abord, est trés utile en pratique car elle
nécessite peu de calculs pour 'obtention de matrice Q).

Dans les sections [13] et on trouvera deux autres méthodes pour calculer une matrice (). Cette section est
aussi I'occasion grace & la matrice A de l'introduction de montrer que les matrices Q et R ne sont pas uniques :
on trouvera des matrices différentes de la section [[3] avec la méthode de Gram-Schmidt.

D.1 Introduction

On commence avec la définition des rotations de Givens.

Définition D.1.1

Soit 7,7 € {1,...,n} tels que i # j et # € R. La matrice de rotation de Givens G(i,j,0) de taille n est
la matrice orthogonale de taille n donnée pour tous k,l € {1,...,n} :

1 sik=10#14,j
o ) cos(f) sik=l=iouk=1=j
[G('Ly.]:e)]kl = sm(9) si (k}l) = (]7’1,)
-sin(0) si (k,1) = (4,5)

On la notera aussi :

G(i7j? C? 8) = G(Z’ j7 9)

avec ¢ :=cos(f) et s :=sin(0).

On a donc :
i J
1 0 0 0
0 c -8 0 ')
G(i,j,¢,8) = G(i,5,0) = :
0 s c 01y
0 0 0 1

Exemple D.1.2: Cas n:=3

Soit 8 € R. Posons ¢ := cos(f) et s:=sin(f). Les 6 types de rotations de Givens sont données par :
c -s 0 s ¢ 0
G(1,2,¢,8)=G(1,2,0)=|s ¢ O G(2,1,¢,8)=G(2,1,0)=l ¢ s O
0 0 1 0 0 1
c 0 -s -s 0 ¢
G(1,3,¢,8)=G(1,3,0)=|s 0 ¢ G(3,1,¢,8)=G(3,1,0)= ¢ 0 s
01 0 0 1 0
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0 ¢ -s 0 -s ¢
G(2,3,¢,8)=G(2,3,0)=]0 s ¢ G(3,2,¢,8)=G(3,2,0)=10 ¢ s
1 0 0 1 0 O

On commence par un lemme utile.

Lemme D.1.3

Soit 4,7 € {1,...,n} tels que i #+ j et § € R.
(i) On a G(i,7,0) € O, (R).
(ii) Soit :
T
X:==]:]eR"
mn

avee T i= 4 /x? +a:j2. +#0. Alors on a :

1
T 1
X; X :
G(’Laja_za__j)X: :
T r 01y
T,

Démonstration. Dans les deux preuves, on a va utiliser une expression de G(i, j, ) avec des symboles de Kronecker.
Pour tous k,l€{1,...,n}, on a :

[G(i,5,0) 150 = 50k 0), (i) = Okt (i) + (€= D)0ty i) + O(k,0,(5ij)) + Okl

(i) Posons c:= cos(f) et s :=sin(f). Montrons que G(4,7,0) ' G(4,4,60) = I,,. Pour tous k,l € {1,...,n} et comme

32+c2=1,ona:

(G(i.4,0)" GG, 5.0)],,

= Zn: [G(Z,], H)T]kh [G(Z7]7 H)Jhl

>
—

hi (G (i, j,0) ] (GG, )]

ISET]
—_

= 2 (80(hi). Gy = Ok, (i) + (€= D) Onky. ity + (k). (i) + Onk)

>
Il

X

S(h1).(54) = Oy (i) + (€= 1) (O(h 1y (i) + Ohi).(5.3)) + Onit)

1
(s(
2 n
=s };(%,k),(m = O(hk, (1.9)) (O(h,0),(5.) ~ O(h,0), (i)

+(c= 1) 3 Bhi). (i) + Ok, () Oht) ity + O )
h=1
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n
+s(c-1) th [(Oh.k). ) = Ohk) (6)) Ohy (i) + Omt.(5i)) + (k). (i) + O, (5.5)) Ony. (i) = Oy (i) ]

+5 30 [(Bhk), (1) = O, (5.0)) Ot + O (St (i) = Sn)s(ini)) ]
h=1
+(e=1) 20 [(Behay. (i) + Oniy.(5.5))Ont + n i (Oniy. iy + Oy, (i))]
h=1

n
+ 3 On kO
h=1

=5 (8001, (6.0) 0000, () + OG0,) OG0, )
+(e=1)% (0,0, 060).) + 061, G, (5))
+5(c=1) (=0),) 000, () = 05), (60 0.0 (09) *+ O3, OG0, Gd) + O, G OG0, (i) )
5 (=009, (1,0) 0 = OikO(i0), (i) * OGi), (G003 + 036010, (i) )
+ (€= 1) (830), 1) 00 + GikO(i), (1) + 5., 0d + 83600, Gig))
+ 0k
=57 (Ok,j017 + Oni013) + (= 1)% (85 61y + Ok j015)
+5(c=1)x0+sx0+ (c—1) (84 + 6101, + 00+ 6 ,017) + Ok
=(s®+ (c=1)? + = 1) (661 + Onidri) + (c=1) (850 + 1) + O
_{ (—c+1)+(c-1)+1 sik=l=iouk=1=j

Okl sinon.
=0k
= [In]kz

)

D’ou le résultat.
(ii) Pour tout ke {1,...,n},on a:

o(s2-2)x)
Zn: (Z j’_z’__j)]kh (X

“Zle
Z( 5(kh)(ﬂ)_5(kh)(w))+(__1)(5(kh)(”)+5(kh)(JJ))+5kh)xh
€y

>
—_

_ , "
=( a6+ = Dk z))@“z ( i)+ (- 1)5<k,j>,<j,j))l’j + Ok kT
(x )x1+—x]+xz sik=1
= o 1 . k‘ —
i+ ( " ):L‘] +xj si J
T sinon.
r sik=1
=10 sik=j
T sinon.

D’ou le résultat.
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Par le lemme, la multiplication & gauche par une rotation de Givens est une "double transvection" ot 'on fait
apparaitre un r en ligne ¢ et un 0 en ligne j.

En multipliant successivement a gauche par des rotations de Givens, on peut rendre la matrice triangulaire
supérieure et le produit des rotations de Givens donnera la matrice (J comme on le verra dans la sous-section
suivante.

En multipliant a droite par des rotations de Givens, on obtiendrait une décomposition R() comme dans la
section T4

D.2 Exemple

Calculons l'inverse de :

2 -2 1
A=12 -3 2
-1 2 0

en utilisant la décomposition QR et les rotations de Givens.

Casoui:=1, j:==2,x;:=2, 2;:=2. On a:

et

Ay ::G(i,j,ﬁ,—ﬂ)A
T

1 1
:G(”’E"%)
V2 12 0
=|-1/v/2 1/V2 0

0 0 1
2V2 -5V2
=1 0 V2
-1 2

2 -2 1
2 -3 2
-1 2 0

v>

\V)

NI
\)

SIS ][N

e

Cas ot i:=1, j =3, z;:= 2V/2, zj=-1.0na:

et

AQ = G(ihj?ﬁv_ﬁ)Al
T

r

G(1,3,w,1)A1

3 3

24/2/3 0 -1/3\ (22 V2
0o 1 0 0 V2
1/3 0 2v2/3)\ -1 2

NN Ot
[\
ISIESNIIY
e
DN DO
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Cas ol1 i:=2, j:=3, ¥;:= —/2/2, ;:=/2/2. On a :

= $i+$?
=\/1/2+1/2
-1
et
R:= As
-6(ii3-7) 4
V2 V2
:G(2,3, TR )A2
10 0 3 4 2
=10 -v2/2 ﬁ/z)(o -5V2 %x/i)
0 -Vv2/2 -v2/2 V2 5V2
3 -4 2
o 1 o)
0 0 -1
Posons : s /s
2 V2 22 1 11
Q::G(2,3,—7,—7)G(1,3, = )G(I,Q,\/_ f)
On a
1 2\/"/3 0 -1/3\(1/vV2 1/v/2 0
Q= 0 f/2 f/2 ( 0 (—Uﬂ 1/v2 0)
/212 —/2/2]\ 1/3 02\f/3 0 0 1
%ﬂ 5\ (V2 1V2 0
= sv2 —éx/i %)(—1/f 1/v2 0
V2 —5v2 =3/ o0 0 1
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n utilisant la formule de la proposition [A.6.2| pour 'inverse d’une matrice triangulaire supérieure, on a :
En util t la f le de 1 t A.0.2 I d’ t t | ,

L[t 42
R‘1:§030
00 -3
et ainsi :
AT =RQ
L4 2) 2 2 -1
=§03o 2 -1 2
00 -3/\1 -2 -2
4 -2 1
1
=§2—12
-1 2 2
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