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Résumé— Le principe d’objectivité matérielle utilisé dans la mécanique classique des milieux continus
stipule que les comportements des matériaux doivent être invariants par changement d’observateur. Ce
principe peut être étendu en utilisant un principe de covariance, naturellement exprimé dans un forma-
lisme espace-temps. Nous proposons donc de construire une approche thermodynamique dans ce cadre
pour obtenir des modèles de comportement, notamment viscoélastique. Le modèle résultant est ensuite
illustré pour différentes applications mécaniques, notamment via des simulations numériques.
Mots clés— thermomécanique des milieux continus, principe d’objectivité matérielle, hyperélasticité,
viscoélasticité, dérivée de Lie, formalisme espace-temps

1 Thermodynamique dans un formalisme espace-temps pour des modèles
thermo-viscoélastiques

L’extension du nombre de dimensions en incluant le temps comme dimension supplémentaire offre
un cadre intéressant pour traiter de manière cohérente la cinématique des transformations finies. Ce for-
malisme spatio-temporel distingue clairement le principe de covariance et l’indifférence par rapport à la
superposition des mouvements de corps rigides. Cette dernière est une propriété du matériau qui peut être
prise en compte ou non, alors que le principe de covariance est intrinsèquement vérifié par l’utilisation
de grandeurs et d’opérateurs à quatre dimensions. Comme les changements d’observateurs se déroulent
dans l’espace et dans le temps, cela conduit à l’utilisation systématique de vecteurs à quatre dimensions
et de tenseurs à quatre dimensions, tels que mentionné ici et dans les articles [12, 11] en tant que for-
malisme espace-temps. Les problèmes concernant les dérivées temporelles sont alors résolus en utilisant
des dérivées à quatre dimensions : la dérivée covariante dans la direction de la vitesse et la dérivée de
Lie quadridimensionnelle dans le champ de vitesse ; ces dérivées correspondent à des dérivées totales
par rapport au temps. La première n’est pas invariante par rapport à la superposition des mouvements
de corps rigides, alors que la seconde l’est. Les deux sont indifférentes au changement d’observateur,
par construction. La dérivée de Lie le long du mouvement est ainsi un outil très puissant, qui répond au
besoin exprimé par [5, 10, 2, 19, 6] d’une construction cohérente d’un modèle élastique exprimé sous
forme de taux. Par l’utilisation du formalisme espace-temps, la dérivée de Lie le long du mouvement
garantit simultanément la covariance du transport et l’invariance à la superposition du mouvement de
corps rigide [12].

Le formalisme espace-temps englobe également les descriptions Eulériennes et Lagrangiennes des
transformations matérielles (une preuve peut être trouvée dans [11]). Un modèle constitutif tensoriel dans
ce formalisme espace-temps est intrinsèque et correspond à une expression indifférente de l’observateur.
Dans ce contexte, le cas Lagrangien correspond à un choix particulier de coordonnées espace-temps,
i.e. un choix spécifique d’observateur se déformant avec la matière, comme généralisation de la notion
Newtonienne de système de coordonnées convectées.

Un dernier intérêt pour l’utilisation du formalisme espace-temps concerne la modélisation de la gra-
vitation. Depuis Einstein, on sait que la description de la gravitation doit se faire strictement par l’utilisa-
tion de la relativité générale qui permet aussi de traiter correctement l’accélération locale. Par conséquent,
même s’il ne s’agit pas d’applications pratiques pour la mécanique des solides, il permet d’assurer in-fine
une construction correcte des couplages aux champs cinématiques du modèle de comportement.
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Pour obtenir des modèles de comportement appropriés, il est utile d’utiliser la thermodynamique. La
thermodynamique et le formalisme espace-temps ont conduit à de nombreuses publications portant sur
des aspects théoriques, telles que les équations d’équilibre ou les modèles constitutifs. Par exemple, des
travaux significatifs sur la relativité pour la thermodynamique ont été réalisée par Tolman [14], Lichne-
rowicz [8] ou encore Tsallis [15], visant une formulation covariante de la thermodynamique, notamment
sur le couplage avec la température pour tous les observateurs ou sur certaines généralisations de l’in-
égalité de Clausius-Duhem.

Le formalisme à quatre dimensions a été utilisé par différents auteurs pour proposer de nouveaux
cadres pour la description de la mécanique des milieux continus et de la thermodynamique. Il existe
différentes tentatives, soit en considérant une dimension temporelle supplémentaire comme celles pro-
posées par Havas [7] ou De Saxcé [4] dans un cadre galiléen étendu, soit en utilisant des approches
spatio-temporelles comme celles envisagées dans les théories de la relativité [18]. Il convient égale-
ment de noter que le point de départ peut être différent. Bressan [3], Vallée [17] ou Maugin [9] ont
proposé des articles présentant des relations à quatre dimensions soit à partir d’une construction heuris-
tique directement entre quantités à quatre dimensions, soit à partir d’une dérivation thermodynamique
comme conséquence de la relation de Clausius-Duhem. Certains articles partent également d’approches
variationnelles. C’est notamment le cas de Valanis [16] qui montre dans le formalisme espace-temps
comment un Lagrangien est équivalent à l’énergie libre volumique de Helmholtz, pour des matériaux
non-dissipatifs.

Dans le présent article, nous souhaitons proposer une variante de cette méthode pour obtenir un com-
portement thermomécanique, notamment pour les processus réversibles ou irréversibles. Nous utilisons
les équations de conservation de l’approche à quatre dimensions établies dans le cadre de la relativité
générale [18]. Pour les relations d’état et les modèles de dissipation, le modèle est dérivé de la thermo-
dynamique afin d’inclure facilement les dissipations, ainsi que les couplages multiphysiques. Un objectif
important de cet article est donc de présenter un formalisme espace-temps pour la thermodynamique
pour déduire de nouveaux modèles covariants de comportement en transformations finies et en particu-
lier pour des matériaux thermo-viscoélastiques. Le modèle résultant est ensuite illustré pour différentes
applications mécaniques via des simulations numériques soit sur un point matériel, soit une structure en
utilisant une approche par éléments finis en quatre dimensions.

2 Description du formalisme espace-temps

Les coordonnées d’un évènement sont données par :

xµ = (x1,x2,x3,x4) = (xi ,ct) (1)

On associe une métriqueg à l’espace-temps de signature(−1,−1,−1,+1). Pour simplifier, on se place
dans le cadre de la relativité sans gravitation : espace-temps de courbure 4D nulle (R4D = 0) pourG = 0.
On introduit la notion d’intervalleds(avecs= cτ et τ le temps propre) :

ds2 = gµνdxµdxν (2)

La 4-vitesse est définie par :

uµ =
dxµ

ds
(3)

telle que‖u‖= uµuµ = gµνuνuµ = 1 (4)

2.1 Observateurs et covariance

On considère des observateurs quelconques pouvant être globalement accélérés ou en rotation, ou
se déformant. Une base 4D{eµ} définit un observateur. Sous un changement du système de coordon-

néesxµ → x̂ν (xµ), les vecteurs de base se transforment commeêν =
(

∂xµ

∂x̂ν

)
eµ. La matrice

(
∂xµ

∂x̂ν

)
est

non singulière et appartient au groupeGL(4,R). Le groupeM ×GL(4,R) a naturellement la struc-
ture d’un fibré principal surM , nommé le fibré principal des observateurs. Sa dimension est égale à
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dimM +dim(GL(4,R)) = 20.
On définit le principe de covariance, comme l’invariance de forme par changement d’observateur, i.e.
l’invariance de forme par changement du système de coordonnées 4D. Toutes les grandeurs tensorielles
sont de dimension 4 et respectent par construction ce principe de covariance. Il existe plusieurs observa-
teurs intéressants :

– Observateurs inertielsO i tels quegµν = ηµν (oùη est la métrique de Minkowski), et animés les uns
par rapport aux autres d’un mouvement de translation rectiligne uniforme, donc à vitessev = ‖vi‖
constante quelconque (cas Galiléen pourv¿ c). Pour un observateur inertiel, on a :

uµ =
(

γ
c

dxi

dt
,

γ
c

dx4

dt

)
=

( γ
c
vi ,γ

)
(5)

avec le facteur de Lorentzγ =
1√

1−v2/c2
(6)

– Observateurs propreŝO tels que :

ûµ = (0,0,0,1) et γ̂ = 1 (7)

Le changement entre observateurs propre et inertiel se fait parFµ
ν = ∂xµ

∂x̂ν ouF ′ l’inverse deF .

2.2 Notions de projecteurs

La projection sur le temps et l’espace permet de décomposer proprement les différents phénomènes,
indépendamment de l’effet du mouvement de la matière [3]. On définit ainsi le projecteur temporeluµ et
le projecteur spatialgµν = gµν−uµuν.

2.3 Dérivées espace-temps

Dans le formalisme espace-temps, on dispose d’un choix plus restreint de dérivées utiles :
– Dérivée covariante Riemannienne symétrique associée à la métriqueg, utilisant les symboles de

ChristoffelΓα
βγ(g), appliquée à un tenseurT µν de rang 2, deux fois contravariant :

∇λT µν =
∂T µν

∂xλ +Γµ
κλT κν +Γν

κλT µκ (8)

La généralisation de la dérivée matérielle (via le projecteur) est alors :

uλ∇λT µν =
dT µν

ds
+uλ (

Γµ
κλT κν +Γν

κλT µκ) (9)

Pour un observateur inertielO i , donc tel queΓα
βγ = 0 et un mouvement non-relativiste, on retrouve

la dérivée matérielle :

uλ∇λ(.) =
d(.)
ds

= uλ ∂
∂xλ (.)

v¿c≈ ∂
∂t

(.)+vi ∂
∂xi (.) (10)

– Dérivée de Lie d’un 4-tenseur (rang 0 ou 2) dans le champ de 4-vitesseu :

Lu(S) = uλ ∂S
∂xλ (11a)

Lu(T µν) = uλ ∂T µν

∂xλ −T λν ∂uµ

∂xλ −T µλ ∂uν

∂xλ (11b)

3 Bilans physiques

On va effectuer un certain nombre de bilans pour résoudre des problèmes thermomécaniques, en se
plaçant dans un cadre simplificateur.
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3.1 Hypothèses physiques

1. pas de gravitation

2. pas de phénomène électromagnétique, i.e. pas de charge ni de courant imposé par des générateurs
électriques, pas d’aimantation ni de polarisation spontanée

3. pas d’échange de molécules par diffusion (systèmes fermés et concentrations constantes)

4. pas de réaction chimique ou nucléaire, pas de transformation de phases

5. pas de discontinuité interne du milieu (pas de rupture, pas d’endommagement...)

3.2 Construction du tenseur impulsion-énergie

On suppose qu’il existe un tenseur impulsion-énergieT, tenseur de rang 2 symétrique décrivant
le contenu énergétique de la matière en interaction avec son environnement. On projette ce tenseur-
impulsion énergie sur le temps, sur le temps et l’espace, et sur l’espace :

U = uαTαβuβ (12a)

qµ = gµ
αTαβuβ (12b)

Tµν
σ = gµ

αTαβgν
β (12c)

Ce qui permet de décomposer de façon unique ce tenseur :

Tµν = Tµν
U +Tµν

q +Tµν
σ (13)

= Uuµuν +qµuν +uµqν +Tµν
σ (14)

Pour l’observateur propre :̂uµ = (0,0,0,1), on a en particulier :

T̂µν =




T̂σ11 T̂σ12 T̂σ13 q̂1

T̂σ12 T̂σ22 T̂σ23 q̂2

T̂σ13 T̂σ23 T̂σ33 q̂3

q̂1 q̂2 q̂3 Û




Ô

(15)

Ce qui permet d’interpréter physiquement chaque terme de la décomposition et de les dénommer :
– U densité d’énergie totale telle queU = ρcc2 = ρ̃cc2

(
1+ eint

c2

)
incluant l’énergie interneeint

– q flux d’énergie = flux de chaleur
– Tσ tenseur des contraintes à relier au comportement mécanique du matériau

3.3 Lois de conservation et de bilan

Soit un domaine espace-tempsΩ de frontière∂Ω. On cherche à établir différentes lois physiques.
La conservation de la masse au repos est :

∀xµ ∈Ω,∇ν(ρ̃cu
ν) = 0⇔ Lu(ρ̃c) = 0 (16)

où ρ̃c est la masse volumique au repos, à énergie interne nulle.
La conservation du tenseur impulsion-énergie est :

∀xµ ∈Ω,∇νTµν = 0 (17)

On effectue la projection sur l’espace de la conservation deT, ce qui conduit auprincipe fondamental de
la dynamique. On effectue la projection sur le temps de la conservation deT, ce qui conduit aupremier
principe de la thermodynamique= bilan d’énergie interne, qui permet ensuite d’obtenir l’équation de
la chaleur, moyennant un modèle de dissipation que nous proposerons au paragraphe 4.3 :

∀xµ ∈Ω,uµ∇νTµν = 0

Finalement, on obtient le second principe de la thermodynamique, via le bilan d’entropie, comme :

∀xµ ∈Ω,∇ν

(
ρ̃cηuν +

qν

θ

)
=

Φ
θ c

≥ 0 (18)

où η est l’entropie massique,θ la température etΦ la dissipation.
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4 Comportement espace-temps pour la thermo-viscoélasticité

4.1 Inégalité de Clausius-Duhem espace-temps

On cherche à obtenir des modèles de comportement, qui sont à la fois covariants et thermodynami-
quement compatibles. Pour cela, on va suivre plusieurs étapes [1]. On commence par introduire l’énergie
libre Ψ = eint −θη. On obtient l’inégalité de Clausius-Duhem espace-temps :

−ρ̃cu
ν(η∇νθ+∇νΨ)−qν

(
1
θ

∇νθ−uµ∇µuν

)
+Tµν

σ dµν =
Φ
c

≥ 0

Ensuite, on va utiliseruν∇νθ = Lu(θ), uν∇νΨ = Lu(Ψ) permettant d’introduire la dérivée de Lie dans
cette inégalité, et enfin la relation entre le taux de déformation et la métrique :

Lu(gµν) = 2dµν (19)

4.2 Modèle de comportement en thermo-hyperélasticité

Dans le cas particulier d’une transformation adiabatique (qν = 0) et réversible (Φ = 0), on obtient :

−ρ̃c(ηLu(θ)+Lu(Ψ))+
1
2

Tµν
σ Lu(gµν) = 0 (20)

On voit un des intérêts de la dérivée de Lie espace-temps : elle inclut naturellement la variation dans le
temps. On liste les variables d’état du modèle :

1. températureθ

2. déformationeµν = 1
2(gµν−F ′αµF ′βνηαβ) et ses invariantsI I = eµνgµν et I II = eµνeµν

On choisit l’énergie libreΨ telle que :

Ψ = Ψθ(Cm,θ)+Ψθσ(
κα
ρ̃c

,θ, I I )+Ψσ(λ/ρ̃c,µ/ρ̃c, I I , I II )

= Ψθ(Cm,θ)−3
κα
ρ̃c

(θ−θre f)I I +
λ
ρ̃c

I I
2

2
+

µ
ρ̃c

I II (21)

On obtient finalement unmodèle de thermo-hyperélasticité, homogène et isotrope :

Tµν
σ = λ(eαβgαβ)

(
gµν +

1
2
(eαβgαβ)gµν−2(eµ

βgβν)
)

+2µ

(
eµν +

1
2
(eαβeαβ)gµν−2

(
eµ

βeβν
)Sym

)

− 3κα(θ−θre f)
(
(eαβgαβ)gµν +(gµν−2eµν)

)
(22)

A partir de l’équation 22, on peut obtenir un modèle thermo-hyperélastique espace-temps, non-relativiste
et en transformations finies pourÔ, correspondant à un modèle Lagrangien, dont les composantes spa-
tiales sont :

T̂ i j
σ /J ≈ λ(ê b

a δa
b)ĝ

i j +2µêi j +
1
2

λ(ê b
a δa

b)
2ĝi j +µ(êαβêαβ)ĝi j

−2λ(ê b
a δa

b)ê
i j −4µ(êiaê j

a )Sym

−3κα(θ−θre f)
(
(ê b

a δa
b)ĝ

i j +(ĝi j −2êi j )
)

(23)

que l’on doit remettre en Eulérien (i.e. dans l’observateur inertielO i) pour comparaison avec les modèles
Newtoniens. On obtient alorsT i j

σ avec différents termes :
– Termes "classiques" non-linéaires d’ordre 1 en la déformation.
– Plusieurs autres non-linéarités mécaniques, ne dépendant que des 2 paramètres matériauxλ,µ.
– Termes de couplage thermomécanique pour des variations finies de température avec le paramètre

matériau3κα.
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4.3 Modèle de comportement en thermo-viscoélasticité

Pour prendre en compte la dissipation, il suffit de rajouter une contribution irréversible au tenseur
impulsion-énergie. La contribution réversible est donnée dans le paragraphe précédent. La contribution
irréversible, donc dissipative, peut s’écrire [13] :

(Tµν)irrev =
K
c

gµα(∇αθ−θaα)uν +
K
c

gνβ(∇βθ−θaβ)uµ

+2̃µ

(
gµαgνβ +gναgµβ

2

)
cdαβ +

(
ζ− 2̃µ

3

)
cd α

α gµν (24)

où K est la conductivité thermique, etζ et µ̃ sont les coefficients de viscosité du milieu homogène et
isotrope.

5 Applications via des simulations numériques

5.1 Comparaison avec les modèles Newtonien ; cas de l’extension

On peut comparer ces modèles pour le cas d’une sollicitation appliquée à un point matériel. Les mo-
dèles de comportement Newtonien sont décrits dans [1]. On considère le cas d’une extension uniaxiale
simple, avec une vitesse de déformation constanteχ̇ (telle queχ(t) = χ̇t + 1). On applique la transfor-
mation de Lorentz pour un évènement. Ce qui conduit àFµ

ν = ∂xµ

∂x̂ν la matrice de passage (avecx̂ν = Xν),
dont l’expression à la limite non-relativiste est :

Fµ
ν

χ̇X1¿c≈




χ(t) 0 0 χ̇X1

c
0 1 0 0
0 0 1 0

(χ+1) χ̇X1

c 0 0 1




Pour un matériau ayant les coefficients de Laméλ = 187.5GPa et µ = 125GPa (sans dissipation et
isotherme ou matériau indilatable), on obtient les résultats présentés sur les Figures 1 et 2 avec la Légende
suivante : HPP Newtonien ;élastique Newtonien; hyperélastique Newtonien; espace-temps.
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FIG. 2 – Composante 22, durant une extension uniaxiale,
fonction deχ−1 pour différents modèles

5.2 Simulations numériques ; cas de l’extension

5.2.1 Forme faible générale du problème thermomécanique

On construit la forme faible à partir de∇νTµν = 0 :

∀rν ∈ V ,
∫

∂Ω
TµνnµrνdV−

∫

Ω
Tµν(∇µrν)SymdΩ = 0 (25)

oùnµ est la normale sortante de l’hypervolume etrν est le vecteur virtuel d’un espace vectorielV . Les 4
champs inconnus sontθ et les 3 coordonnées spatialesxi . La simulation éléments finies espace-temps est
réalisée avec l’outil FEniCS qui permet d’écrire des formes variationnelles. FEniCS permet un maillage
(2+1)D, i.e. une implémentation en 2D espace + 1D temps.
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5.2.2 Résultats numériques

On considère l’extension isotherme d’une poutre parallélépipédiques (2+1)D avec un plan de symé-
trie et avec les paramètres suivants.

Paramètres géométriques
– LT/c = 3s
– LY = 1m
– LZ = 0.01m

Paramètres du matériau= acier
– ρ̃c = 7850kg/m3

– λ = 97.06GPaetµ= 82.68GPa
et κ = 2

3µ+λ = 152.17GPa
– Pas de dissipation thermique ou mécanique
– Cm = 520J/K/kget α = 13∗10−6K−1

Paramètres numériques
NT = 6 etNZ = 5 et éléments Lagrange P1

FIG. 3 – Conditions aux limites et maillage de
la structure

On considère également les conditions aux limites suivantes (cf. Fig.3) :
– Sur le bord 1 (̂y = 0), encastrement etθ = 293K
– Sur le bord 2 (̂y = LY), extension avecdepy = 0.5m→ εmax≈ 50%et θ = 293K
– Sur le plan de symétrie (ẑ= 0), tel quedepz = 0
– Sur le bord 0 (surface à̂t = 0), encastrement doncdepy = 0 etdepz = 0 et θ = 293K
On obtient les cartographies suivantes des inconnues du problème (Figs. 4 à 6).

FIG. 4 – Température(K), durant une ex-
tension pour le modèle (2+1)D

FIG. 5 – Déplacement selony (m), durant
une extension pour le modèle (2+1)D

FIG. 6 – Déplacement selonz (m), durant
une extension pour le modèle (2+1)D

Les résultats montrent une température homogène de293K (Figure 4). Le déplacement final suivant
la direction d’extension montre un comportement spatial linéaire comme attendu, imposé par les condi-
tions aux limites (Figure 5). Le déplacement final suivant la direction perpendiculaire montre une valeur
constante par rapport à l’espace reliée à l’effet Poisson, et propre au modèle proposé (Figure 6).
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6 Conclusions

Une approche considérant un cadre thermodynamique dans un formalisme espace-temps a ainsi été
proposée. Le but est d’obtenir une méthode générale pleinement covariante à toutes les étapes du cal-
cul, c’est-à-dire qui peut être adapté pour n’importe quel observateur, et donc à n’importe quel mouve-
ment, et appliqué à la construction de modèles constitutifs. Différentes lois dans ce formalisme ont été
écrites, réversibles ou irréversibles, utilisant notamment l’inégalité de Clausius-Duhem. La méthodolo-
gie est ainsi appliquée pour produire un nouveau modèle covariant de comportement mécanique thermo-
viscoélastique. Nous avons également montré les avantages de la méthode par rapport au cas Newtonien,
notamment par l’utilisation de la dérivée de Lie quadridimensionnelle. Par ailleurs, des simulations uti-
lisant une approche variationnelle ont été proposées pour des applications thermomécaniques. Ceci est
réalisé pour un matériau thermo-hyperélastique soumis à un chargement en extension, en utilisant la
méthode par éléments finis également basée sur ce formalisme espace-temps. L’utilisation des éléments
finis permet finalement d’illustrer l’approche, qui pourrait évidemment s’appliquer sur des géométries
plus complexes, et avec des chargements variées (flexion, charge cyclique...).
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