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Résumé — Le filtre de Kalman Dual Modifié (MDKF) est un nouveau cadre d’assimilation de données
développé autour de l’Erreur en Relation de Comportement modifiée (ERCm), fonctionnelle d’identifi-
cation au sens physique fort et robuste au bruit de mesure. L’objectif de cette contribution est d’utiliser
le MDKF pour améliorer le contrôle d’essais sismiques sur structures endommageantes réalisés avec des
tables vibrantes mues par actionneurs hydrauliques. Les résultats obtenus lors d’une première application
basée sur un modèle simplifié sont prometteurs en vue de la mise en place de stratégies adaptatives.

Mots clés — Essais sur table vibrante, Erreur en Relation de Comportement Modifiée, Filtre de Kalman,
DDDAS, Contrôle adaptatif.

1 Introduction

1.1 DDDAS pour la réalisation d’essais sismiques

L’analyse et la prédiction de la réponse de systèmes dynamiques nécessitent la mise à disposition de
modèles numériques avancés. Ces derniers peuvent être construits directement sur la base de données
ou à partir des équations traduisant les phénomènes physiques sous-jacents. Quoiqu’il en soit, le modèle
doit être identifiable et représentatif des phénomènes observés pour son utilisation pratique. Ce n’est pas
le niveau de complexité du modèle mais le niveau de confiance que l’on peut avoir en ses prédictions qui
est déterminant pour sa validation.

Comme la plupart des systèmes sont désormais instrumentés avec de nombreux capteurs, les modèles
numériques sont directement confrontés et recalés grâce aux mesures collectées : on parle de jumeau
numérique. Ce concept s’intègre dans le paradigme Dynamic Data Driven Application Systems - DDDAS
[1, 2], où une synergie forte entre le modèle et les données est établie :

. le système réel est piloté grâce aux prédictions du modèle,

. le modèle est recalé grâce aux mesures assimilées en temps réel.

C’est dans cette perspective, dans un contexte industriel, que s’inscrit cette étude. Le laboratoire
d’Etudes en Mécanique Sismique du CEA de Saclay dispose de tables vibrantes mues par des vérins
hydrauliques de forte puissance. En pratique, le contrôle de ces actionneurs hydrauliques n’est pas une
tâche facile en raison des nombreux phénomènes non-linéaires présents [3]. Si des stratégies de contrôle
robustes, couplant rétroaction et anticipation, peuvent être employées [3, 4], de nouveaux besoins ont
émergé ces dernières années, poussant les techniques de contrôle en place à leurs limites. Actuellement,
les non-linéarités des spécimens testés impliquent de réaliser des séquences d’essais de niveau croissant
où les lois de contrôle sont itérativement corrigées d’un essai à l’autre pour tenir compte de la baisse
observée des fréquences propres [5, 6]. Malgré ces protocoles avancés, des essais instables peuvent
se produire [7]. Les nouveaux besoins pour les essais standards sont aujourd’hui d’atteindre précision,
rapidité et stabilité sans contrainte de niveau d’essai, de manière à ne pas pré-endommager les spécimens.
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1.2 Objectifs

L’objectif est de mettre en place un cadre DDDAS permettant de suivre l’évolution des propriétés
modales de la structure testée afin d’en tenir compte dans le contrôle des tables vibrantes lors de tests sur
structures endommageantes (voir Fig. 1). La composante essentielle pour la mise en place d’un tel cadre
est la méthode d’assimilation de données impliquée, qui doit être robuste au bruit de mesure, au biais de
modèle, et capable de traiter les mesures acquises à la volée (en temps réel).

Dans ces travaux, c’est la fonctionnelle d’erreur en relation de comportement modifiée (ERCm) qui
est choisie comme clef de voûte de la méthode, notamment car :

(i) elle a été récemment validée et améliorée pour le recalage de modèle Eléments Finis (EF) en
dynamique vibratoire dans un contexte d’identification a posteriori [8, 9],

(ii) un nouveau filtre de Kalman reposant sur le concept d’ERCm - MDKF - a été récemment proposé,
et validé pour l’assimilation de données d’essais sismiques. Notamment, les mesures d’accélé-
rations issues de la campagne SMART2013 ont pu être traitées pour caractériser à la volée la
signature modale d’une structure en béton armé testée sur table vibrante [10].

Dans cette contribution, les éléments principaux nécessaires à la formulation du MDKF sont rappelés,
pour des problèmes de recalage de paramètres de raideur en dynamique vibratoire. Ensuite, une preuve de
concept pour le contrôle adaptatif d’essais sismiques sera proposée sur la base d’un modèle simplifié de
l’ensemble {vérins + table + structure}, suggérant la pertinence du MDKF pour des approches DDDAS.

FIGURE 1 – Intégration d’un jumeau numérique recalé par ERCm/MDKF dans le schéma de pilotage
d’essais sur table vibrante pour améliorer la stabilité des lois de contrôle à la volée.

2 L’ERCm comme support pour l’assimilation de données

2.1 Problème direct, paramétrisation et observations

On s’intéresse ici à des problèmes de dynamique linéaire des structures discrétisés par EF. Une
représentation d’espace d’état de l’équilibre dynamique du système s’écrit alors :[

u̇
ü

]
=

[
0 I

−M−1K −M−1D

][
u
u̇

]
+

[
0

M−1 f (t)

]
⇔ ẋ = Ax+B f (t) (1)

avec M ,D,K les matrices EF de masse, d’amortissement et de raideur, f (t) le chargement dynamique 1,
et u, u̇ et ü les vecteur d’inconnues nodales de déplacement, vitesse et accélération. Les notations (x,A ,B)
ont été introduites de manière à alléger les écritures par la suite.

1. Pour un chargement de type accélération en pied, f (t) = −MΞüd , où Ξ est une matrice de chargement permettant
d’appliquer l’accélération de corps rigide en pied üd aux degrés de liberté de la structure concernés.

2



Dans la perspective de recaler des paramètres de raideur de modèles EF, un vecteur de paramètres
θ ∈Θ⊂ Rnθ est introduit. La matrice de raideur EF est alors décrite par sous-zones :

K(θ) =
nθ⊕

i=1

θiK0,i (2)

où
⊕

est l’opérateur d’assemblage EF et K0,i la matrice de raideur initiale de la sous-zone i. Ainsi,
l’évolution des paramètres permet de traduire l’apparition d’endommagement par sous-zone.

Enfin, un certain nombre de mesures y(t) sont collectées par l’intermédiaire de capteurs placés sur
la structure. On définit alors un opérateur d’observation Π permettant de projeter les prédictions du
modèles aux degrés de liberté mesurés pour les comparer aux données.

2.2 Filtrage de Kalman pour le recalage de modèles en dynamique

Le filtrage de Kalman est un estimateur d’état récursif optimal, dérivé du filtrage bayésien pour
des processus markoviens et des variables aléatoires toutes supposées gaussiennes [11]. Il est dédié à
l’assimilation séquentielle de données et s’appuie sur le système suivant :{

x(tk+1) = xk+1 = Axk +B fk +wx,k wx,k ∼N (0,Qx)
yk = Πxk + vk vk ∼N (0,R)

(3)

La première équation fait intervenir une discrétisation temporelle des opérateurs (A ,B) de (1), et permet
de prédire l’évolution de l’état du système. Un bruit gaussien wx de covariance Qx est ajouté pour tenir
compte du biais de modèle à la prédiction. La seconde équation est dite d’observation, et permet de
confronter le modèle aux mesures, avec un autre bruit gaussien v de covariance R représentant l’existence
d’un bruit de mesure. En pratique, un schéma de type prédiction par le modèle/correction par les données
s’applique à chaque pas de temps d’assimilation pour suivre l’état courant du système.

Depuis sa formulation dans le cas linéaire, le filtre de Kalman a été étendu à des cas d’applications
de plus en plus complexes, avec entre autres :

. le filtre de Kalman Extended permettant d’utiliser des opérateurs non-linéaires par linéarisation
locale au voisinage de l’état courant [12],

. l’utilisation d’opérateurs non-linéaires par propagation d’un nombre de particules (ou σ-points) et
régularisation statistique, avec entre autres les filtres Unscented et particulaire [13],

. l’extension pour l’identification de paramètres matériaux, avec entre autres les filtres joint et dual
[14]. Dans ces deux formalismes, une équation d’évolution (stationnaire) sur les paramètres est
ajoutée, avec un nouveau bruit gaussien wθ de covariance Qθ, autorisant la variation des para-
mètres au cours du processus d’assimilation :

θk+1 = θk +wθ,k wθ,k ∼N (0,Qθ)
xk+1 = A(θ)xk +BFk +wx,k wx,k ∼N (0,Qx)

yk = Πxk + vk vk ∼N (0,R)
(4)

Avec un tel formalisme, les prédictions sur les paramètres et l’état mécanique sont corrigées à chaque pas
de temps d’assimilation de sorte à minimiser la variance de l’erreur d’estimation de l’état du système.
C’est précisément sur ce dernier aspect que se fait la distinction avec le MDKF, présenté ci-après.

2.3 Le MDKF, un filtre de Kalman guidé par l’ERCm

2.3.1 Erreur en Relation de Comportement modifiée pour la dynamique vibratoire

L’ERCm est une fonctionnelle déterministe initialement introduite pour résoudre des problèmes in-
verses a posteriori [15]. Elle se distingue des autres fonctionnelles d’identification par le fait qu’une
régularisation a priori au sens de Tikhonov n’est plus nécessaire pour s’affranchir du caractère mal-posé
du problème inverse [15]. La distance aux mesures est complétée par un terme d’erreur de modèle (er-
reur en relation de comportement - ERC) au sens mécanique fort, qui informe sur la qualité intrinsèque
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du modèle. En dynamique vibratoire, une approche naturelle consiste à traiter le problème d’identifi-
cation dans le domaine fréquentiel. Dans ce cas, le problème de minimisation pour l’identification des
paramètres s’écrit :

θ̂ = argmin
θ∈Θ

[
J (θ) =

∫
Dω

z(ω)e2
ω(ŝω(θ;Yω),θ;Yω) dω

]
(5)

où l’ERCm e2
ω(s,θ,Y ) se décompose comme la somme pondérée de l’ERC et de la distance aux mesures :

e2
ω(s,θ;Yω) =

1
2
‖Uω−Vω‖2

K(θ)+
α

2
‖ΠUω−Yω‖2

Σ−1
Y

(6)

En termes de notations :

. Dω est la bande de fréquence d’intérêt,

. z(ω) est une fonction de pondération en fréquence, permettant d’insister sur les fréquences parti-
culièrement informatives de Dω,

. Yω (resp. Fω) est la valeur de la transformée de Fourier de y(t) (resp. de f (t)) à la pulsation ω,

. α ∈ R+ quantifie la confiance dans les mesures. Si α → 0, alors les données sont jugées peu
certaines, le terme d’ERC prédomine dans l’ERCm. Au contraire, on aura tendance à sélectionner
α→ ∞ lorsque les mesures sont jugées de qualité.

. ΣY est la matrice de covariance du bruit de mesure. Elle permet d’intégrer une connaissance de la
corrélation entre les données, la distance aux mesures étant calculée avec une norme de Mahala-
nobis.

. sω = (Uω,Vω) est un couple de champs mécaniques admissibles au problème direct 2. Les champs
optimaux ŝω nécessaires à l’évaluation de l’ERCm à (ω,θ) donnés sont la solution d’un problème
de minimisation annexe, qui se traduit en pratique par la résolution d’un système linéaire :[

Z(ω,θ)H αΠHΣ−1
Y Π

−K(θ)H Z(ω,θ)

][
Ûω−V̂ω

Ûω

]
=

[
ΠHΣ−1

Y Yω

Fω

]
∀ ω ∈ Dω (7)

où Z(ω,θ) =−ω2M + iωD+K(θ) est la matrice d’impédance dynamique du système à (ω,θ)
donnés. La taille de ce système peut largement être diminuée par projection sur base modale tron-
quée enrichie de vecteurs de Krylov au niveau des points de mesures [8].

Des études approfondies ont été menées dans [8, 9] pour le réglage de tous les paramètres de la méthode.

2.3.2 Extension à l’assimilation de données : Filtre de Kalman Dual Modifié (MDKF)

Si l’on cherche à étendre ce formalisme à l’assimilation de données, alors il faut être capable de
minimiser séquentiellement l’ERCm. C’est ce qui est recherché dans le MDKF, où les prédictions du
modèle ne sont plus corrigées pour assurer la correspondance entre l’état mécanique prédit et les mesures,
mais pour minimiser séquentiellement l’ERCm avec les nouvelles mesures acquises [10, 16]. Le système
d’équations du MDKF s’écrit :{

θk+1 = θk +wθ,k wθ,k ∼N (0,Qθ)
0 = ∇θJ (θ)+ vk vk ∼N (0,R)

(8)

La métrique de l’équation d’observation fait désormais intervenir le gradient de l’ERCm 3, dont une
formulation analytique est disponible à moindre coût une fois les champs ŝω calculés [8]. En cherchant à
vérifier séquentiellement la condition d’optimalité pour l’estimation courante des paramètres, le MDKF
est capable de suivre leur évolution au sens d’une ERCm minimisée séquentiellement.

Ce nouveau formalisme a de nombreux avantages :

. robustesse au bruit de mesure accrue grâce à l’utilisation de l’ERCm,

2. Le champ de déplacement nodal Vω est dualement associé au champ de contrainte dynamiquement admissible.
3. La solution du problème (7) est proche du problème de la détermination d’un observateur : on construit l’état d’un

système (ici la réponse dynamique d’une structure) en minimisant l’ERCm, qui peut être vue comme une erreur d’estimation.
Cela contribue à légitimer le couplage entre l’ERCm et le filtrage de Kalman par la métrique d’observation.
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. capacité à assimiler très rapidement les données avec précision, à condition de bien choisir la base
de filtre de Kalman implémentée (le filtre Unscented est recommandée pour une faible dimension
de θ),

. possibilité d’identification partielle en corrigeant uniquement les paramètres associés aux zones
les plus erronées au sens de l’ERC,

. la facilité de réglage des matrices de covariance de biais de modèle et de bruit de mesure, souvent
délicates à gérer pour des filtres de Kalman traditionnels.

La principale difficulté technique de la méthode réside dans l’interaction entre les domaines temporel
et fréquentiel, car l’évaluation de J nécessite un calcul fréquentiel alors que les mesures sont assimilées
dans le temps. Comme détaillé dans [10], une stratégie de suivi par fenêtre glissante est utilisée, où les
derniers points de mesures collectés sont utilisés pour évaluer J . La forme et l’overlapping des fenêtres
successives sont choisis pour assurer à la fois la précision des transformées de Fourier pour l’ERCm, et
une assimilation de données rapide et réactive. Malheureusement, cette approche introduit un léger délai
de retard à l’identification, comme illustré dans l’application ci-après, que l’on espère non-limitant dans
une perspective DDDAS.

Le filtre MDKF a été validé dans [10] au moyen d’exemples académiques pour le suivi de para-
mètres de raideur EF à partir de mesures d’accélération simulées. Il a été également éprouvé face à des
mesures réelles, et a permis de suivre en temps réel l’évolution de la signature modale du spécimen testé
lors de la campagne SMART2013. A noter en particulier que le MDKF est resté pertinent alors même
de suivre l’état du spécimen testé même lors d’un essai instable à cause d’une propagation soudaine
d’endommagement, ce qui est prometteur en vue de son intégration dans un cadre DDDAS.

3 Application au contrôle d’essais sismiques avec un modèle simplifié

Pour proposer un cadre DDDAS adapté au contrôle de tables vibrantes, il faut déjà identifier quelles
non-linéarités rendent le contrôle délicat [3] : le comportement des servo-valves, les propriétés du fluide
variable avec la température et la pression, les forces de frottement de Stribeck entre la tige et le corps des
vérins, et les non-linéarités inhérentes à la structure endommageante testée. Une étude bibliographique
importante sur les différentes stratégies de contrôle de tables vibrantes a a été réalisée [17]. La littérature
sur le sujet est vaste et les méthodes employées dépendent souvent des performances, des singularités
et de la taille des installations hydrauliques concernées : aucune concordance n’a été trouvée entre les
différentes références consultées. Bien souvent, les stratégies employées ne tiennent pas compte du cas
des structures endommageantes pouvant perturber les lois de contrôle.

3.1 Modèle linéarisé de l’ensemble {vérin + table + structure}

Un modèle linéarisé issu de [18] est utilisé pour cette première mise en œuvre numérique. Sous ré-
serve d’un certain nombre d’hypothèses, dans le cas d’une structure à un seul degré de liberté et soumise
à une accélération en pied imposée par un système hydraulique, la dynamique complète du système
{vérin + table + structure} peut être décrite par la représentation d’espace d’état suivante :

ẋ =Ax+Busv avec x =
[

xt ẋt Fa xs ẋs
]T

A=


0 1 0 0 0
0 0 1

mt
ω2

s
ms
mt

2ξsωs
ms
mt

0 −4βA2
p

V0
−4βAp

V0
kLe 0 0

0 0 0 0 1

0 0 − 1
mt

−ω2
s

(
1+ ms

mt

)
−2ξsωs

(
1+ ms

mt

)

 , B =


0
0

4βAp
V ksv

0
0


(9)

Le vecteur d’état x fait intervenir xt , le déplacement de table, Fa, la force exercée par le vérin sur la table,
et xs, la position de la structure testée, représentée ici par un système masse-ressort amorti à un degré
de liberté. Une représentation par schéma-bloc du système, ainsi que plusieurs réponses en fréquence
obtenues pour différentes configurations modales de la structure sont proposées en Fig. 2 et 3. Les valeurs
et définitions des paramètres ayant permis de générer ces résultats sont fournies dans le tableau 1.
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FIGURE 2 – Schéma-bloc du modèle linéarisé de l’ensemble {vérin + table + structure}.

Paramètres Valeurs de référence
Gain pur de servovalve ksv = 5400.10−6 m3/V/s
Section effective du piston Ap = 40.10−4 m2

Volume de la colonne d’huile du vérin V = 1700.10−6 m3

Module de compressibilité de l’huile β = 675.106 Pa
Coefficient de débit de fuite kLe = 2.5.10−19 m3/Pa/s
Masse de la table mt = 500 kg
Masse de la structure ms = 1000 kg
Pulsation propre de la structure ωs = (2π).5 rad/s
Amortissement modal de la structure ξs = 0.05 [-]

TABLEAU 1 – Paramètres de référence du modèle linéarisé.
FIGURE 3 – Réponse fréquentielle du modèle en
fonction de la signature modale de la structure.

3.2 Utilisation du MDKF pour l’actualisation des lois de contrôle

Quand bien même le modèle proposé est simplifié, il permet déjà de visualiser la variabilité de la
réponse selon la signature modale de la structure. Un contrôleur permettant d’assurer une bonne corres-
pondance entre signal cible et signal mesuré (que ce soit en déplacement, vitesse ou accélération) doit
pouvoir tenir compte de cette évolution paramétrique 4. Des stratégies de type gain scheduling [19] pour-
raient permettre d’améliorer les lois de contrôle à partir de résultats d’identification à la volée : on génère
au préalable les cartes donnant les paramètres optimaux des lois de contrôle en fonction des paramètres
structurels qui peuvent varier pendant l’essai, puis on navigue dans ces cartes selon les résultats fournis
à la volée par l’estimateur. C’est cette stratégie que l’on va tenter de mettre en oeuvre dans cet exemple.
L’objectif ici est de mettre en place un cadre DDDAS en informant le contrôleur de l’évolution de l’état
du système, lui-même estimé à la volée par MDKF.

Une stratégie de contrôle par retour d’état et placement de pôles avec observateur de Luenberger est
choisie (voir Fig. 4). Le modèle linéarisé est à la fois utilisé pour générer la réponse du "système phy-
sique" et dans l’estimateur d’état, mais les seules informations que reçoit l’estimateur sont les mesures
bruitées captées en sortie du "système physique".

En faisant varier la raideur globale de la structure pendant un essai sismique, on parvient à repro-
duire des essais instables à l’aide du modèle linéarisé, similaires à ceux observés lors de la campagne
SMART2013. La Fig. 5 compare les résultats de suivi du signal cible en déplacement obtenus lorsque
l’on utilise le MDKF pour adapter le schéma de contrôle à la volée ou non. On observe que l’utilisation
du MDKF permet de (i) de suivre de la raideur de la structure et (ii) de stabiliser la fin d’essai, devenant
instable une fois que l’endommagement se propage, et ce malgré le retard d’identification du MDKF lié
au processus de fenêtre glissante. Bien que l’exemple reste simple en termes de complexité de modéli-
sation, le résultat de la Fig. 5 a pu être obtenu en temps réel, c’est-à-dire que le schéma de contrôle a le
temps d’être modifié avant la fin de chaque pas de temps d’assimilation.

4. En pratique, les normes nucléaires (du type NF EN 60068-2-57 ou RFS 2001-1) indiquent que ce sont les spectres de
réponse d’oscillateur (SRO) qui servent à valider le contrôle des essais. Nous sommes plus exigeants en visant un bon suivi
simultané en déplacement, vitesse et accélération de table.
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FIGURE 4 – Utilisation du MDKF dans la boucle de contrôle par retour d’état pour améliorer la réalisa-
tion d’essais sismiques. Les blocs pouvant être affectés par les estimations du MDKF sont marqués d’un
cercle rouge.

FIGURE 5 – Mise en évidence de l’intérêt du contrôle adaptatif par MDKF pour la stabilité d’essais
dynamiques sur table vibrante. A gauche : déplacement de table consigne, mesuré sans et avec contrôle
adaptatif. A droite : identification de la raideur de la structure pendant l’essai par MDKF.

4 Conclusions et perspectives

Cette étude a permis de mettre en place ce qui peut être considéré comme une première preuve de
concept pour une application DDDAS couplant ERCm, filtre de Kalman et contrôle adaptatif, pour la
réalisation d’essais sismiques sur table vibrante. Cette première application est prometteuse en vue de
l’utilisation de l’ERCm et du MDKF pour le suivi en temps réel de l’état de santé des structures. Des
études plus approfondies sont bien sûr nécessaires pour vérifier la robustesse de l’approche proposée
en élevant la complexité, aussi bien sur les aspects modélisation/contrôle, que sur l’identification-même
avec un paramétrage plus riche de la raideur de la structure testée.

Dans la mesure où l’interaction des domaines temporel et fréquentiel limite les performances du
MDKF, une autre perspective de recherche pourrait concerner la mise en place du même cadre DDDAS
avec la formulation en temps de l’ERCm. Même si la formulation de l’ERCm est différente, la proximité
ERCm - filtre de Kalman - contrôle est forte, avec par exemple le contrôle LQ-ERC développé par
Formosa [20], qui pourrait être intégré à de futurs travaux.
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