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Résumé — Ce travail propose une stratégie d’optimisation, basée sur l’optimisation topologique, pour
modifier une structure, dans la perspective, soit de la rigidifier face à des sollicitations statiques, soit de
diminuer l’amplitude des vibrations face à une sollicitation dynamique. Autour de la structure initiale,
un domaine de conception est créé dans lequel l’algorithme va chercher la topologie répondant au mieux
à la fonction objectif. Par exemple, cela peut permettre de renforcer une structure existante grâce à la
fabrication additive ; ou encore de trouver le meilleur emplacement de patch de matériau visco-élastique
augmenter l’amortissement d’une structure [1, 2]. Deux fonctions objectif sont proposées et testées, en
statique et en dynamique : une basée sur la compliance globale et une basée sur les déplacements locaux.
Dans le cas dynamique, écrit ici dans le domaine fréquentiel, les deux fonctions objectif prennent en
compte le matériau visco-élastique grâce à un modèle fractionnaire de Zener. Les exemples (en 2D et 3D)
montrent que l’optimisation topologique d’un domaine de conception attaché à une structure existante
permet d’améliorer son comportement : meilleure rigidité en statique, ou diminution des amplitudes
vibrations en dynamique.
Mots clés — rigidification de structure, dynamique vibratoire, optimisation topologique, viscoélastique

1 Introduction

Il peut arriver que l’on souhaite améliorer les performances d’une structure existante : par exemple
pour la mettre aux normes, pour renforcer une structure initialement mal conçue, ou encore pour diminuer
les amplitudes de vibration qui génèrent trop de bruit. Étant donné que la masse est souvent une contrainte
(dans un véhicule ou un aéronef par exemple), un problème d’optimisation se pose : comment améliorer
au mieux les performances d’une structure avec une quantité donnée de matériau additionnel ? Ce travail
propose d’y répondre en utilisant une méthode d’optimisation topologique sur un domaine de conception
attaché à une structure existante. Par la suite, un procédé de fabrication additive peut être mis en place
pour "imprimer" la configuration optimale sur la structure existante.

Plusieurs travaux proposent d’utiliser l’optimisation topologique pour renforcer une structure exis-
tante [5, 6, 7], mais l’idée de considérer un domaine de conception Ω2 attaché à un domaine fixe Ω1
est originale dans ce travail. Les travaux présentés dans [8] utilisent l’optimisation topologique pour pla-
cer un matériau absorbant sur une structure existante de type plaque, mais le domaine de conception
est imposé comme couvrant toute la plaque et le modèle d’amortissement utilisé est un amortissement
structurel de Rayleigh.

Dans ce travail, le domaine de conception est choisi librement autour de la structure existante et
le matériau visco-élastique est modélisé par un modèle fractionnaire de Zener. Des développements et
discussions plus détaillés de cette étude, ainsi qu’une bibliographie plus fournie, sont consultables dans
des travaux récents des mêmes auteurs [3, 4].
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FIGURE 1 – Géométrie et maillage éléments finis du problème composé d’une structure Ω1 et d’un
domaine de conception Ω2.

2 Modélisation du problème

2.1 Géométrie

Le domaine occupé par la structure existante, considérée comme élastique, est noté Ω1, le domaine
de conception qui y est attaché est noté Ω2 (Figure 1). Le matériau occupant Ω2 est modélisé avec une
loi visco-élastique de type Zener à dérivée fractionnaire. La force F⃗ est appliquée sur le système : elle
peut être statique ou harmonique de pulsation ω. Le problème complet est supposé linéaire. L’interface
entre les deux domaines est notée I. L’objectif est de trouver la meilleure répartition de matière dans
Ω2 pour rigidifier la structure Ω1 en statique, ou bien diminuer l’amplitude des vibrations en dynamique
harmonique.

L’algorithme d’optimisation topologique utilisé ici est basé sur la méthode SIMP (Solid Isotropic
Material with Penalization) [9, 10] et la résolution sur la méthode MOC (Modified Optimality Criteria)
[6] qui est une extension de la méthode OC [10, 11] permettant d’améliorer la convexité de l’algorithme à
chaque itération, offrant ainsi une meilleure convergence. On note xe la densité de matériau de l’élément e
du domaine Ω2. Ces densités de matériau sont les variables de conception de l’algorithme d’optimisation.

2.2 Modèle visco-élastique fractionnaire de Zener

Le matériau visco-élastique du domaine Ω2 est modélisé par un modèle fractionnaire de Zener à
quatre paramètres [1], pour lequel le module d’élasticité complexe E⋆ s’écrit en fonction de la pulsation
ω sous la forme (i est le complexe tel que i2 =−1) :

E⋆(ω) =
E0 +E∞(iωτ)α

1+(iωτ)α
, (1)

où E0 et E∞ sont respectivement les modules d’élasticité statique et dynamique, τ est le temps de relaxa-
tion et α est l’ordre de la dérivée fractionnaire [12, 13].

2.3 Variables de conception

Le domaine de conception Ω2 est discrétisé avec n éléments finis ayant chacun une densité de matière
xe (1 ≤ e ≤ n) telle que 0 ≤ xe ≤ 1 [14]. L’ensemble de ces densités de matière est rangé dans le vecteur
x = [x1,x2, . . . ,xn]

T ∈ Rn (Fig. 1).
La méthode de pénalisation SIMP [9] est ici mise en œuvre via sa forme modifiée [15] afin d’éviter

des singularités numériques. Le module d’élasticité effectif E⋆
eff. d’un élément e a alors pour expression :

E⋆
eff.(ω,xe) =

[Emin

E0
+ xp

e

(
1− Emin

E0

)]
E⋆(ω), (2)

où E⋆(ω) est donné par eq. (1), Emin = εE0 est la borne inférieure de E⋆
eff. (ε= 10−3) et p est un facteur de

pénalisation (p = 3 dans ce travail). De même, la masse volumique effective ρeff. d’un élément e vaut :

ρeff.(xe) =
[

ρmin

ρ0
+ xm

e

(
1− ρmin

ρ0

)]
ρ0, (3)
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où ρ0 est la masse volumique du matériau utilisé dans Ω2, ρmin = ερ0 est la borne inférieure de ρeff. et m
est un facteur de pénalisation (m = 1 dans ce travail).

2.4 Système discrétisé et sensibilité de la solution vis-à-vis des variables de conception

La mise en œuvre de la méthode des éléments finis aboutit à un système linéaire à résoudre pour
chaque pulsation ω. Le cas statique est facilement dégénéré en prenant ω = 0.

On introduit les notations suivantes pour lesquelles 1, 2 et I sont respectivement relatifs à Ω1, Ω2 et
I :

S1(ω) =

K111 K11I 012

K1I1 K1II 0I2

021 02I 022

−ω
2

M111 M11I 012

M1I1 M1II 0I2

021 02I 022

 , (4)

S2(ω,x) =

011 01I 012

0I1 K2II (ω,x) K2I2(ω,x)
021 K22I (ω,x) K222(ω,x)

−ω
2

011 01I 012

0I1 M2II (x) M2I2(x)
021 M22I (x) M222(x)

 , (5)

où S1(ω) ne dépend pas de x et représente la contribution de Ω1, tandis que S2(ω) dépend de x et
représente la contribution du domaine de conception Ω2. La matrice de rigidité est notée K et la matrice
de masse M. Dans la suite, on note S(ω,x) = S1(ω) + S2(ω,x). La matrice de rigidité K2(ω,x) est
complexe et dépendante de la pulsation (matériau viscoélastique), elle est aussi dépendante des variables
de conception x. En utilisant une décomposition de domaine entre Ω1 et Ω2, on a alors le système suivant
à résoudre pour la pulsation ω : (

S1(ω)+S2(ω,x)
)

U(x) = F . (6)

La dérivée de l’équation (6) par rapport à xe donne la sensibilité de la solution par rapport à x :

∂U(x)
∂xe

=−S−1(ω,x)
∂S2(ω,x)

∂xe
U(x), (7)

où U(x) est la solution de l’équation (6).

2.5 Dérivées des matrices de raideur et de masse du domaine de conception

La dérivée de S2(ω,x) par rapport à xe nécessite les dérivées de K2(ω,x) et M2(x) :

∂S2(ω,x)
∂xe

=
∂K2(ω,x)

∂xe
−ω

2 ∂M2(x)
∂xe

. (8)

La matrice K2(ω,x) est obtenue par un assemblage des matrices élémentaires ke(ω,xe) sur les n
éléments du maillage du domaine Ω2. La matrice élémentaire ke(ω,xe) s’écrit :

ke(ω,xe) = E⋆
eff.(ω,xe)k0

e , (9)

où k0
e est la matrice élémentaire de l’élément e calculée pour un module d’élasticité unitaire. La dérivée

de ke(ω,xe) par rapport à xe est donc donnée par :

∂ke(ω,xe)

∂xe
=

∂E⋆
eff.(ω,xe)

∂xe
k0

e , (10)

avec
∂E⋆

eff.(ω,xe)

∂xe
= pxp−1

e

(
1− Emin

E0

)
E⋆(ω). (11)

Le même développement est appliqué à la matrice de masse en utilisant les mêmes logiques de notations.
Il fait apparaître la dérivée de la masse volumique effective (m = 1) :

∂ρeff.(xe)

∂xe
= mxm−1

e

(
1− ρmin

ρ0

)
ρ0 = ρ0 −ρmin. (12)

Les matrices de raideur (module d’élasticité unitaire) et de masse (masse volumique unitaire) élé-
mentaires sont calculées une fois pour toute et stockées avant utilisation lors du processus d’optimisation
topologique.
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3 Formulation du problème d’optimisation

L’objectif de l’optimisation topologique est de trouver la densité de matériau x̃ω dans le domaine de
conception qui minimise la fonction objectif f (ω,x) pour une pulsation ω donnée :

x̃ω = Argmin
x

f (ω,x), (13)

avec les contraintes
v(x)− γv0 ≤ 0, (14)

0 ≤ xe ≤ 1,∀e ∈ [1,n], (15)

S(ω,x)U(x) = F , (16)

où v(x) est le volume de matière dans Ω2 associé à la distribution de densité x, v0 est le volume total
de Ω2 et γ est le rapport final cible de matière dans Ω2. Deux fonctions objectif sont définies et testées.
La première est basée sur la compliance (notée c(ω,x)), la seconde est basée sur le déplacement (notée
d(ω,x)). Les deux peuvent être définies en statique avec ω = 0.

Une stratégie de filtrage [16] est utilisée pour éviter les effets de damier. Le processus est stoppé soit
à convergence de la fonction objectif (différence entre 2 itérations successives < ζ, où ζ est un paramètre
fixé par l’utilisateur) soit lorsque le nombre maximum d’itérations nmax est atteint.

3.1 Fonction objectif basée sur la compliance

La compliance est donnée en fonction du déplacement complexe U(x) comme [17, 18] :

c(ω,x) = |UT
(x)S(ω,x)U(x)|= (g(ω,x)g(ω,x))

1
2 , (17)

où UT
(x) est le conjugué transposé de U(x) et |.| est la norme du nombre complexe, et où

g(ω,x) =UT
(x)S(ω,x)U(x). (18)

La dérivée de c(ω,x) par rapport à xe est alors donnée par :

∂c(ω,x)
∂xe

=
1
2
(g(ω,x)g(ω,x))−

1
2

(
∂g(ω,x)

∂xe
g(ω,x)+g(ω,x)

∂g(ω,x)
∂xe

)
, (19)

avec
∂g(ω,x)

∂xe
=−UT ∂S2(ω,x)

∂xe
X , (20)

où X est la solution du système suivant :

S(ω,x)X = S(ω,x)U(x). (21)

3.2 Fonction objectif basée sur le déplacement

La fonction objectif en termes de déplacement est donnée par [19, 20] :

d(ω,x) =UT
(x)βU(x), (22)

où β est une matrice diagonale de localisation (δi j est le symbole de Kronecker sans somme implicite) :

βi j = biδi j. (23)

Le coefficient bi, fixé par l’utilisateur à 0 ou 1, permet de prendre en compte ou non le degré de liberté i.
La dérivée de d(ω,x) par rapport à xe est alors donnée par :

∂d(ω,x)
∂xe

=−2ℜ

(
UT

(x)
∂S2

T
(x)

∂xe
Y
)
, (24)

où ℜ désigne la partie réelle et où Y est la solution du système suivant :

S(x)Y = βU(x). (25)
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FIGURE 2 – Structure 3D de type CubeSat (Ω1) renforcée par un domaine de conception (Ω2).

(a) Fonction objectif de type compliance. (b) Fonction objectif de type déplacement.

FIGURE 3 – Formes finales optimales pour la rigidification statique d’une structure de type Cubesat :
éléments dans Ω2 tels que xe > 0,99 en rouge, éléments de Ω1 en bleu.

4 Applications

4.1 Rigidification statique d’une structure 3D de type Cubesat

La structure initiale, inspirée des dimensions d’un Cubesat [21], est présentée sur la figure 2. Un
chargement vertical statique est appliqué sur la face supérieure. Le maillage est constitué d’hexaèdres à
8 nœuds : 2808 éléments dans Ω1 et 9504 dans le domaine de conception Ω2, pour un total de 49560
degrés de liberté. Le matériau dans les deux domaines est de l’aluminium (Module d’Young E=70 GPa,
coefficient de Poisson ν = 0,3, masse volumique ρ=2700 kg.m−3). Les déplacements dans les trois
directions du point A (Fig. 2) sont choisis comme degrés de liberté pour définir la matrice β pour la
fonction objectif d(ω,x). La fraction volumique finale γ est choisie à 25% du volume de Ω2, le critère
d’arrêt ζ est fixé à 1% et le nombre maximum d’itérations nmax est imposé à 200.

Des formes finales différentes sont obtenues en minimisant cs(x) = c(ω = 0,x) ou ds(x) = d(ω =
0,x) (figure 3). Le critère ζ est atteint pour environ 100 itérations pour la minimisation de la fonction
objectif basée sur le déplacement, tandis que l’algorithme de minimisation atteint le nombre maximum
d’itérations nmax pour la fonction objectif basée sur la compliance (oscillation de la valeur de xe pour
quelques éléments). Les résultats et analyses plus détaillés sont consultables dans [4].
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FIGURE 4 – Optimisation d’une couche interne viscoélastique (Ω2) pour une structure élastique 2D (Ω1).

x̃c
50 Hz x̃c

100 Hz x̃c
200 Hz

FIGURE 5 – Solutions optimales de la couche viscoélastique de la structure 2D pour la fonction objectif
basée sur la compliance (noir : xe > 0.99), de gauche à droite : x̃c

50 Hz, x̃c
100 Hz, x̃c

200 Hz.

4.2 Optimisation d’une couche visco-élastique pour une structure 2D

La structure plane (figure 4), supposée à l’état de contraintes planes, est composée de couches ex-
ternes en aluminium (domaine Ω1, mêmes caractéristiques que le problème précédent) et de couches
internes viscoélastiques (domaine Ω2 ; E0=4,2 MPa ; E∞=1,62 GPa ; ν=0,45 ; ρ=1460 kg.m−3 ; α=0,59 ;
τ=0,52.10−6 s). La face inférieure est encastrée et une force harmonique F⃗ est appliquée au coin supé-
rieur gauche à la pulsation ω (∥ F⃗ ∥= 1 N). La structure est discrétisée avec un total de 3222 éléments
quadrangles à 4 nœuds (966 dans Ω2). La fraction volumique finale γ est choisie à 50% du volume de
Ω2, le critère d’arrêt ζ est fixé à 1% et le nombre maximum d’itérations nmax est imposé à 100.

Les différentes configurations finales pour la fonction objectif basée sur la compliance et pour 3
fréquences d’excitations sont présentées sur la figure 5. Les fonctions de réponses en fréquence de la
structure optimisée pour ces trois fréquences sont présentées sur la figure 6. On remarque que le mini-
mum d’amplitude de la fonction objectif basée sur la compliance pour 50 Hz est bien obtenu pour la
configuration optimisée pour 50 Hz. On peut faire la même constatation pour 100 Hz et 200 Hz.

Les différentes configurations finales pour la fonction objectif basée sur le déplacement et pour 3
fréquences d’excitations sont présentées sur la figure 7. Les fonctions de réponses en fréquence de la
structure optimisée pour ces trois fréquences sont présentées sur la figure 8. On remarque que le mini-
mum d’amplitude de la fonction objectif basée sur le déplacement pour 50 Hz est bien obtenu pour la
configuration optimisée pour 50 Hz. On peut faire la même constatation pour 100 Hz et 200 Hz. Les
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FIGURE 6 – Fonction de réponse en fréquence pour la structure 2D en terme de compliance pour trois
optimisations différentes : c(ω, x̃c

50 Hz), c(ω, x̃c
100 Hz) et c(ω, x̃c

200 Hz).

x̃d
50 Hz x̃d

100 Hz x̃d
200 Hz

FIGURE 7 – Solutions optimales de la couche viscoélastique de la structure 2D pour la fonction objectif
basée sur le déplacement (noir : xe > 0.99), de gauche à droite : x̃d

50 Hz, x̃d
100 Hz, x̃d

200 Hz.

résultats plus détaillés sont consultables dans [4].

5 Conclusion

L’objectif de ce travail est d’utiliser l’optimisation topologique pour concevoir un domaine Ω2,
constitué d’un matériau viscoélastique en dynamique, en interaction avec un domaine Ω1 fixé. Deux
fonctions objectif sont introduites et comparées : une basée sur la compliance et une sur le déplacement.
Les résultats montrent que la méthode proposée permet d’améliorer la structure existante : en statique,
cela permet d’améliorer la rigidité ; en dynamique, cela permet d’optimiser l’emplacement d’une couche
viscoélastique pour diminuer l’amplitude des vibrations à une fréquence d’excitation donnée.
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