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Résumé — Ce travail porte sur la modélisation du comportement vibratoire de structures métalliques
remplies de matériau viscoélastique. L’objectif est d’identifier les propriétés modales. Deux méthodes
permettant d’obtenir ces informations sont comparées. La première se base sur l’identification des pa-
ramètres modaux sur les fonctions de réponse en fréquence à l’aide d’outils utilisés en analyse modale
expérimentale. La deuxième méthode est un calcul de modes complexes par ajout de variables internes
en déformation, qui permet d’accéder directement aux résultats sans passer par un calcul fréquentiel.
Mots clés — Matériau viscoélastique, Modes complexes, Structures creuses, Analyse modale.

1 Introduction

La fabrication additive permet de réaliser des pièces de géométries plus complexes qu’avec les pro-
cédés conventionnels (fonderie, formage, usinage...). En effet, la fabrication par couches successives
permet de produire des structures avec des cavités et des courbures importantes qui n’étaient jusque alors
pas réalisables en une seule pièce. Dans l’industrie navale, il est proposé d’utiliser ce procédé afin d’évi-
der certaines structures (propulseur, réducteurs) pour en réduire la masse [1], ce qui permet entre autres,
de réduire les efforts transmis au sein de l’appareil propulsif.

Évider une structure entraîne généralement un enrichissement de son spectre vibratoire, ce qui conduit
à l’apparition de nouvelles résonances structurelles qui ont un impact négatif sur la tenue en service des
systèmes étudiés. Ces résonances entraînent également une hausse du bruit rayonné qui peut être pro-
blématique pour la discrétion acoustique des navires. Une des solutions pour atteindre ce double objectif
de réduction de masse et des vibrations est de remplir la structure creuse avec des matériaux ayant des
propriétés amortissantes et une densité plus faible qu’un matériau métallique. Les structures creuses sont
ainsi couramment remplies de matériaux granulaires [2]. Notre étude se concentre, quant à elle, sur un
matériau viscoélastique généralement utilisé sous forme de patch précontraint [3, 4, 5], mais qui ici
rempli la structure creuse.

Une solution pour quantifier l’impact d’un matériau de remplissage est de comparer les modes
propres (fréquences, amortissements et déformées modales) de la structure vide et remplie, afin de dé-
terminer les mécanismes physiques en jeux : dissipation, blocage de degrés de liberté, décalage des
fréquences. Les propriétés viscoélastiques du matériau induisent une dépendance en fréquence et en
température de la rigidité et de l’amortissement, ce qui complexifie la résolution du problème aux va-
leurs propres. Cette dépendance est quantifiable grâce à des essais matériaux appelés DMA (Dynamic
Mechanical Analysis). Pour choisir le meilleur matériau sur une plage de fonctionnement donnée (en
fréquence et en température), il est nécessaire de développer une chaîne de calcul robuste qui permette
de prédire le comportement de la structure à partir d’essais vibratoires et matériaux.

Une fois le matériau viscoélastique caractérisé, des fonctions de réponse en fréquence (FRF) peuvent
être calculées à l’aide d’une résolution directe du problème dynamique. En appliquant des outils d’ana-
lyse modale expérimentale [6, 7] sur les FRF numériques, il est possible de remonter aux paramètres
modaux. D’autre part, des méthodes numériques ont été développées pour estimer directement les pro-
priétés modales de systèmes amortis. La plus utilisée est la méthode MSE (Modal Strain Energy) [8] qui
se base sur la linéarisation du problème aux valeurs propres. Dans le cas de problèmes fortement amortis,
cette linéarisation conduit à une estimation peu précise des paramètres modaux. D’autres auteurs [9, 10]
proposent de calculer les modes complexes de la structure amortie en se basant sur une modélisation des
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propriétés viscoélastiques par des modèles rhéologiques et l’ajout de variables internes [11, 12].
Dans la suite du document, il est tout d’abord proposé de calculer les FRF du problème par résolu-

tion directe et d’en déduire les propriétés modales en utilisant des techniques issues de l’analyse modale
expérimentale. Le calcul des FRF pouvant devenir coûteux, une approche par modes complexes est en-
suite présentée et utilisée. L’étude est réalisée sur une poutre creuse remplie d’un matériau viscoélastique
connu : le Deltane 350.

2 Modélisation d’une structure remplie de matériau viscoélastique

La structure étudiée est une poutre creuse en acier de section rectangulaire, dont les dimensions
sont précisées sur la Figure 1. Le modèle est discrétisé par éléments finis avec des éléments héxaédriques
quadratiques. Dans le cas rempli le modèle contient a 16860 nœuds, soit 50580 degrés de libertés (DDL).
La structure est libre et excitée par une force ponctuelle en un point Pf. Les propriétés de l’acier et du
matériau de remplissage sont issues de [3] et présentées dans le Tableau 1. Le Deltane 350 présente un
comportement similaire aux matériaux qui seront utilisés dans la suite des travaux.

FIGURE 1 – Géométrie et maillage de la structure étudiée.

Matériaux Module de Cisaillement Module de compressibilité Masse volumique

Acier GA = 80.8 GPa KA = 175 GPa ρA = 7800 kg.m−3

Deltane 350 G∗(ω) = G0 +∑
5
b=1

jωτb
1+ jωτb

Gb K = 2.22 GPa ρ = 1460 kg.m−3

G0 = 1.42 MPa
G1 = 345 MPa, τ1 = 4.32 10−7 s
G2 = 90.5 MPa, τ2 = 9.37 10−6 s
G3 = 16.0 MPa, τ3 = 1.47 10−4 s
G4 = 2.93 MPa, τ4 = 2.17 10−3 s
G5 = 0.77 MPa, τ5 = 3.92 10−2 s

TABLE 1 – Propriétés matériaux de la structure et du Deltane 350.

Le comportement viscoélastique du Deltane est modélisé à l’aide d’un modèle de Maxwell généralisé
à cinq branches (Figure 2) qui a été identifié à partir de données expérimentales. Dans chaque branche,
l’amortissement ηb est lié au module de cisaillement Gb et au temps de relaxation τb par la relation : ηb =
τbGb. La dépendance en fréquence étant uniquement portée par les termes en cisaillement, il est pratique
d’écrire la loi de comportement en séparant les parties déviatoriques et sphériques de la déformation :

¯̄σ = 2G∗(ω) ¯̄εd +Ktr
( ¯̄ε
) ¯̄I. (1)

où ¯̄εd = ¯̄ε− 1
3 tr( ¯̄ε) ¯̄I et où G∗ et K sont respectivement le modèle de cisaillement complexe et dépendant

de la fréquence et le module de compressibilité constant. L’équation générale du problème discrétisé par
éléments finis s’écrit (

−ω
2M+KP +G∗(ω)KG)U∗ = F, (2)

avec M la matrice de masse, F le vecteur des efforts extérieurs, et U∗ le vecteur de déplacement complexe.
La séparation de la déformation en partie sphérique et déviatorique permet d’assembler la matrice de
rigidité en deux parties distinctes faisant apparaître la dépendance en fréquence sous la forme d’une
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FIGURE 2 – Modèle de Maxwell généralisé.

fonction scalaire G∗(ω) en facteur d’une matrice constante KG. Puisque le module de cisaillement est
factorisé, cette matrice est une matrice unitaire. De plus, la dépendance en fréquence du module de
cisaillement concerne uniquement les DDL de remplissage puisque la structure creuse est pour sa part
purement élastique. Cette séparation évite d’avoir à ré-assembler le système à le résoudre pour chaque
valeur de ω.

3 Influence du remplissage sur le comportement vibratoire de la structure

3.1 Détermination des caractéristiques modales à partir des FRF

La méthode la plus directe pour déterminer la solution en déplacement de l’Équation 2 est de ré-
soudre un système linéaire pour chaque valeur de ω connaissant le modèle de Maxwell généralisée et
donc l’expression explicite de G∗(ω). Le déplacement U∗ étant ainsi déterminé en chaque point et chaque
fréquence, il est proposé de tracer les FRF en réceptance, mobilité ou accélérance. Il est donc possible
d’appliquer des outils d’analyse modale expérimentale [6] sur les FRF issues de la simulation pour re-
monter aux paramètres modaux. Ces méthodes semi-automatiques permettent d’identifier les fonctions
de transfert en minimisant une erreur aux moindres carrés [7] et en traçant un diagramme de stabilité. Une
fois les fonctions de transferts identifiées, les pôles et les déformées modales sont ensuite calculés (voir
Figure 3). Les FRF (Accélération/Effort) au niveau du point d’excitation du tube vide et du tube rempli
de matériau viscoélastique sont tracés sur la Figure 4 entre 800 et 2000 Hz. Le remplissage induit un
amortissement important pour certains modes, alors que d’autres n’apparaissent plus du tout. Un critère
de MAC (critère qui permet d’évaluer la corrélation entre deux modes) permet de caractériser l’influence
du remplissage sur le comportement vibratoire de la structure. Le remplissage par Deltane a ici pour effet

Mode 1 Mode 2

Mode 3

Mode 4 Mode 5

800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Fréquence (Hz)

5

10

15

20

25

A
c
c
é

lé
ra

ti
o

n
/F

o
rc

e
 (

d
B

)

o
o

d
o o o
f o o
s s s
f f f

s sf
s s s

s sf o
s s s f

s sf d
s s s f
s s s s
s s s s
s s s s
s s s s o
s s s s
s s s s o
s s s s o
s s s s o
s s s s o
s s s s o
s s s s d
s s s s o
s s s s o
s s s s do
s s s s s d
s s s s s s
s s s s s s
s s s s sd o
s s s sf f d
s s s s sf f
s s s s sfo o
s s s s s sf f
s s s s sf f f
s s s s so o o o

3

7

11

15

19

23

27

31

35

39

1.19 

5.04 

8.9 

12.75

16.6 
(%)

FIGURE 3 – Identification des propriétés modales du tube rempli par analyse modale expérimentale.
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de supprimer les modes 2, 3 et 6 du tube vide, qui correspondent aux modes où les parois sont en oppo-
sition de phase. On peut aussi remarquer que les modes encore visibles de la structure remplie sont très
amortis et sont décalés vers les basses fréquences. Cela indique que le remplissage bloque par adhésion
certaines mobilités et que les effets de masse ajoutée sont plus importants que les effets de rigidification.
Le calcul des FRF par résolution directe reste dans ce cas particulier relativement simple et raisonnable
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FIGURE 4 – FRF du tube vide et rempli et matrice de MAC.

en temps de calcul, puisqu’une vingtaine de minutes suffisent pour obtenir la solution. Cependant, si l’on
souhaite traiter des problèmes de taille supérieure et rentrer dans des processus d’optimisation il devient
nécessaire de développer des approches numériques plus efficaces.

3.2 Méthode des énergies modales et problématique de modes internes

La méthode des énergies modales [8] permet d’obtenir une estimation des fréquences et déformées
modales en linéarisant l’Équation 2 et en calculant le problème aux valeurs propres suivant :(

−ω
2
i M+KP +ℜ(G∗ (ω = ω0))KG)

ϕ
i
= 0. (3)

Les amortissements sont ensuite estimés par une approche énergétique :

ηi =
ϕT

i
ℑ
(
KP +G∗ (ωi)KG

)
ϕ

i
ϕT

i
ℜ(KP +G∗ (ωi)KG)ϕ

i

,

avec ω0 une valeur choisie dans la bande de fréquence d’intérêt et ωi et ϕ
i

la pulsation et la déformée
modale du mode i. Les modes calculés avec l’Équation 3, appelés pseudo-modes [3], peuvent aussi servir
de base modale de projection de l’équation de la dynamique pour réduire le temps de calcul des FRF. Des
extensions de la méthode des énergies modales permettent de prédire fidèlement les FRF de structures
amorties par patchs viscoélastiques [13].
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FIGURE 5 – Spectres des pseudo-modes et des modes identifiées par analyse modale expérimentale.
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Lorsqu’on calcule les pseudo-modes du tube rempli, on obtient une densité modale importante de
l’ordre d’un mode tous les 5 Hz sur la plage de fréquence 800 - 2000 Hz (voir Figure 5). Parmi ces
modes, on retrouve des modes structuraux (flexion, torsion, modes de parois) et des modes internes
associés au matériau de remplissage. Ces derniers sont dûs à la fois à la différence d’ordre de grandeur
(104) entre le module de cisaillement de l’acier et du matériau de remplissage et au volume important de
matériau viscolélastique dans la structure creuse. Ces modes internes sont comparables à des modes de
cavité en acoustique. Ils ne seraient pas présents, à basse fréquence, dans la même structure amortie par
un matériau plus rigide. Ils n’ont pas été observées dans les structures en acier amorties par des patchs
précontraints en Deltane [4, 5, 13] et non par remplissage. La présence de ces modes internes rend
l’utilisation des méthodes basées sur un calcul des pseudo-modes peu adaptée aux structures creuses
avec des volumes à remplir importants.

4 Extraction des propriétés modales par calcul de modes complexes

Plusieurs méthodes, basées sur l’introduction de variables internes, permettent de calculer directe-
ment les caractéristiques modales d’une structure fortement amortie. Elles reposent sur l’hypothèse que
le comportement viscoélastique peut s’exprimer à l’aide de séries de masses, ressorts et amortisseurs, ce
qui permet de linéariser l’Equation 2 en augmentant le nombre de DDL. Les méthodes les plus documen-
tées sont les modèles Golla-Hughes-McTavish (GHM) [9] et Anelastic Displacement Fields (ADF) [10].
Les termes dépendants de la fréquence sont inclus dans des variables internes et des équations différen-
tielles supplémentaires sont ajoutées pour lier les DDL physiques, les variables internes et les paramètres
matériau du modèle choisi. L’assemblage du problème se fait à l’aide d’opérations matricielles par bloc
[4]. La méthode ADF se base sur une modélisation du comportement viscoélastique avec un modèle de
Kelvin-Voigt modifié. Une autre méthode consiste à utiliser un modèle de Maxwell généralisé [11], plus
courant qu’un modèle ADF. La modélisation d’un matériau viscoélastique par un modèle de Maxwell
généralisé ou ADF est équivalente [12]. C’est le choix qui a été fait par le logiciel COMSOL Multiphy-
sics®, mais en utilisant des variables internes homogènes à des déformations et non à des déplacements.
La bibliographie sur cette approche est assez pauvre, puisqu’à notre connaissance seule la documenta-
tion [14] du logiciel en pose les grands principes, sans détailler précisément la construction des matrices
éléments finis. Un travail a donc été réalisé pour comprendre la méthode en déformation implémentée
dans COMSOL Multiphysics®. Les étapes principales de l’approche sont décrites dans la suite.

4.1 Modèle viscoélastique à variables internes

La méthode est présentée ici pour un élément à NN nœuds et NG points d’intégrations avec une loi
matériau viscoélastique de Maxwell généralisé à NB branches. Comme indiqué dans le Tableau 1, seul
le module de cisaillement est dépendant de la fréquence. Cela permet d’introduire une variable interne
tensorielle ¯̄γb par branche du modèle (voir Figure 2). ¯̄γb est la déformation de l’amortisseur qui est liée à
¯̄εd par l’équation différentielle ¯̄εd = ¯̄γb + τb

˙̄̄γb, issue de l’égalité des déformations dans chaque branche.
¯̄γb est un tenseur symétrique déviatorique à 6 composantes tout comme ¯̄εd. Sa trace étant nulle, ¯̄γb a 5
composantes indépendantes (γb

11 =−γb
22 − γb

33).

4.2 Principe des travaux virtuels et expression des matrices élémentaires

Le théorème des travaux virtuels s’écrit, dans le cas d’un problème de dynamique harmonique, sous
la forme : ∫

Ω

−ρω
2u.δudΩ︸ ︷︷ ︸

δWacc

=
∫

Ω

F.δudΩ︸ ︷︷ ︸
δWext

+
∫

Ω

δwint (δu,δ¯̄γ)dΩ︸ ︷︷ ︸
δWint

, ∀ δu ∈ Cu et δ¯̄γ ∈ Cγ,

où Cu et Cγ sont des espaces de fonctions suffisamment réguliers. La densité volumique de travail virtuel
des efforts intérieurs est égale à la somme d’un terme proportionnel au module de compressibilité et de
termes proportionnels aux modules de cisaillement associés à chaque élément de Maxwell

−δwint =
(

Ktr
( ¯̄ε
) ¯̄I +2G0 ¯̄εd

)
: δ ¯̄ε+

NB

∑
b=1

2Gb
( ¯̄εd − ¯̄γb

)
:
(
δ ¯̄εd −δ¯̄γb

)
+

NB

∑
b=1

2τbGb
˙̄̄γb : δ¯̄γb.
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En notant G∞ = G0 +∑
NB
b=1 Gb le module de cisaillement instantané on a

−δwint =
(

Ktr
( ¯̄ε
) ¯̄I +2G∞

¯̄εd

)
: δ ¯̄ε+

NB

∑
b=1

2Gb

(
¯̄γb + τb

˙̄̄γb

)
: δ¯̄γb −

NB

∑
b=1

2Gb
( ¯̄εd : δ¯̄γb + ¯̄γb : δ ¯̄εd

)
.

En remarquant que ¯̄ε et ¯̄γb sont des tenseurs symétriques on peut passer en notation de Voigt avec :

ε
T = [ε11 ε22 ε33 2ε23 2ε13 2ε12] et γ

T
b
=
[
γ

b
22 γ

b
33 γ

b
23 γ

b
13 γ

b
12

]
.

On obtient alors pour chacun des termes précédents :

(
Ktr
( ¯̄ε
) ¯̄I +2G∞

¯̄εd

)
: δ ¯̄ε = δε

TC∞ε
T avec C∞ =


K+ 4

3 G∞ K− 2
3 G∞ K− 2

3 G∞ 0 0 0
K− 2

3 G∞ K+ 4
3 G∞ K− 2

3 G∞ 0 0 0
K− 2

3 G∞ K− 2
3 G∞ K+ 4

3 G∞ 0 0 0
0 0 0 G∞ 0 0
0 0 0 0 G∞ 0
0 0 0 0 0 G∞

 ,

2Gb

(
¯̄γb + τb

˙̄̄γb

)
: δ¯̄γb = δγ

T
b
Ab

(
γ

b
+ τbγ̇

b

)
avec Ab =

 4Gb 2Gb 0 0 0
2Gb 4Gb 0 0 0

0 0 4Gb 0 0
0 0 0 4Gb 0
0 0 0 0 4Gb

 ,

−2Gb
( ¯̄εd : δ¯̄γb + ¯̄γb : δ ¯̄εd

)
= δγ

T
b
Dbε+δε

TDT
b γ

b
avec Db =

 2Gb −2Gb 0 0 0 0
2Gb 0 −2Gb 0 0 0

0 0 0 −2Gb 0 0
0 0 0 0 −2Gb 0
0 0 0 0 0 −2Gb

 .
Après discrétisation éléments finis, on obtient au niveau élémentaire, en notant que εe = Bq

e
et en inté-

grant par points de Gauss :

−δW e
int = δqT

e

(
NG

∑
g=1

BTC∞BJwg

)
q

e
+

NB

∑
b=1

NG

∑
g=1

δγ
T
b,g
AbJwgγ

b,g
+

(
NB

∑
b=1

NG

∑
g=1

δγ
T
b,g
DbBJwg

)
q

e

+δqT
e

(
NB

∑
b=1

NG

∑
g=1

BTDT
b Jwgγ

b,g

)
+

NB

∑
b=1

NG

∑
g=1

δγ
T
b,g
AbJτbwgγ̇

b,g
.

Les variables internes ¯̄γb sont stockées aux points de Gauss de l’élément. Le nombre de DDL ajouté par
élément est donc égal à : 5×NB ×NG (5 étant le nombre de composantes indépendantes du tenseur ¯̄γb).
Le vecteur d’inconnues élémentaire est donc de la forme :

q̃T
e
=
{

U1 V1 W1 ... UNN VNN WNN γ
1
22 γ

1
33 γ

1
12 γ

1
13 γ

1
23 ... γ

NBNG
22 γ

NBNG
33 γ

NBNG
12 γ

NBNG
13 γ

NBNG
23

}
,

où U1, V1, W1, ..., UNN , VNNet WNN sont les déplacements dans les trois directions à chaque nœud.
Ces deux dernières expressions permettent donc de construire les matrices élémentaires qui sont ensuite
assemblées pour déterminer la matrice de raideur K (à partir des quatres premiers termes) et la matrice
d’amortissement C (à partir du cinquième). Cette matrice C contient, par construction, des termes non
nuls uniquement sur les lignes et colonnes associées aux variables internes ¯̄γb. La matrice de masse M et
le vecteur des efforts extérieurs F sont construits de façon tout à fait classique et ne sont donc pas détaillé
ici. On peut juste noter que M et F et ne portent que sur les DDL en déplacement.

4.3 Résolution du problème aux valeurs propres complexes

En utilisant le modèle viscoélastique présenté, il est possible d’assembler les matrices de masse,
de rigidité et d’amortissement du tube rempli (Figure 1) et d’obtenir le problème aux valeurs propres
quadratique et indépendant de la fréquence suivant :(

−ω
∗
r

2M+ jω∗
rC+K

)
ψ
∗
r
= 0. (4)
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La dimension des matrices de l’Équation 4 est égale à :

NDDL = 3×NN +5×NB ×NG ×NEV.

Avec NN = 16860 le nombre de nœuds, NEV = 1692 le nombre d’éléments viscoélastiques, NB = 5 le
nombre de branches dans le modèle de Maxwell et NG = 27 le nombre de point de Gauss pour un élément
héxaédrique quadratique, ce qui porte à NDDL = 1112680 le nombre de degrés de liberté du système à
résoudre. Pour déterminer la solution, on peut transformer l’équation (4) en un problème aux valeurs
propres généralisé de la forme :

Avr = λ
∗
rBvr, avec vr =

{
ψ∗

r
ψ̇
∗
r

}
, A=

[
O I
K C

]
, B=

[
I O
O −M

]
et λ

∗
r = jωr. (5)

Le problème (5) peut être résolu par un solveur aux valeurs propres classique de type ARPACK. La
résolution, sous COMSOL Multiphysics®, des Équations (2) (i.e. résolution directe + analyse modale
expérimentale) et (5) (i.e. à partir des modes complexes) donne les résultats du Tableau 2. L’erreur maxi-

Résolution Directe Modes Complexes
Temps de calcul ≈ 2h ≈ 5mins

Modes fr (Hz) ξr (%) fr (Hz) ξr (%)

1 889 1.1 887 1.1
2 1459 6.0 1453 6.0
3 1681 4.1 1679 4.1
4 1751 7.6 1742 7.9
5 1885 16.6 1836 16.8

TABLE 2 – Paramètres modaux obtenus par résolution directe et par calcul de modes complexes.

male en fréquence entre les deux méthodes est de 2.7 %, pour le mode 5. Cette erreur reste acceptable
car est de l’ordre de grandeur de la précision en fréquences de l’outil d’analyse modale (1%) [6]. L’écart
provient du fait que les méthodes d’analyse modale expérimentale peuvent conduire à des imprécisions
lorsque les modes sont proches et très amortis. On peut noter que le mode 5 n’aurait pas été détecté
par une analyse directe de la FRF. Le principal atout de la résolution avec les modes complexes est
qu’on obtient directement les modes amortis ( fr, ξr, ϕ

r
) à un coût en calcul raisonnable, malgré la taille

importante du problème aux valeurs propres à résoudre.

5 Conclusions et perspectives

Ce travail a permis d’identifier une méthode numérique pour prédire efficacement le comportement
vibratoire de structures métalliques remplies de matériau viscoélastique. La géométrie particulière, à
savoir une structure remplie impliquant des modes internes, ne permet pas d’utiliser efficacement les
méthodes habituellement utilisées pour des structures amorties par patch viscoélastiques qui se basent
sur un calcul des pseudo-modes. La méthode retenue repose sur une modélisation de la viscoélasticité par
un modèle de Maxwell généralisé qui permet de calculer des modes complexes par ajout de variables in-
ternes. Le calcul des modes complexes présente l’avantage de fournir directement les propriétés modales
sans passer par un calcul des FRF suivi d’un post traitement avec des outils issus des techniques d’analyse
modale expérimentale. Des essais vibratoires en température sont en cours sur les tubes pour valider les
modèles. Ces essais serviront de base de données pour développer des méthodes d’identification inverse
des propriétés viscoélastiques du remplissage.
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